12. Normalitou grup za lepsi den

Normalni podgrupy

1. Pro grupu (G,-, 1, 1) ukaite, Ze jeji centrum, tj. mnozina Z(G) = {a € G | (Vg € G)a-g = g - a}, tvoii normélni
podgrupu.

2. Ukazte, ze M = {id, (1 2)(3 4)} netvoii normalni podgrupu grupy A4, ovsem plati M < K < A4, kde K znaéi Kleinovu
grupu {id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}. (Relace ,byti normalni podgrupou“ tedy obecné neni tranzitivni.)

3. Dokazte, ze grupa A4 obsahuje jedinou vlastni norméalni podgrupu, Kleinovu (viz pfedchozi cviceni).

Faktorgrupy
4. Rozmyslete si, jak se poc¢itd v grupé Q/Z (prvky této grupy reprezentujme jako rozkladové tfidy ¢isel z intervalu
[0;1)):
(@) [3] +[3] [[0]]
(v 5- [3] 2]
(c) najdéte invers k [ ] [[%N
(d) vyfeste rovnici 3 -z = [3] (5] (3] [3]]
(e) ukazte, ze pro kazdé prvocislo p a piirozené ¢islo k existuje v grupé Q/Z prvek fadu p¥. Existuje jich vic?

[existuje jich o(p*), totiz [17} kdea€Z,0<a<p’aptad

5. Urcete tad prvku P = ((1234) (56789))Ag v grupé Sg/Ag. Lze prvky tfidy P popsat pomoci znaménka a kolik jich je?
Co tvoii t¥idu P~17? [2; P =Sy \ Ag tedy liché permutace, |P| = |Ag| = %!, P t=P)]
6. V grupé R/Z popiste prvky kone¢ného fadu a tento urcete

[rozkladové tiidy raciondlnich ¢isel; prvek [%} pro a, b nesoudélng mé fad b]
7. Jaké jsou (aZ na izomorfismus) mozné faktorgrupy grupy S3? [{1};Z2;Ss]

8. Popiste vSechny homomorfismy S3 — Z,, v zavislosti na n € N.

[kromé trividlniho existuje pro suda n slozeni S3 — S3/As — Z,, s Im f = <%>}

9. Které znamé grupé je izomorfni dana faktorgrupa?
(a) Dya/{id,rot,}, kde rot, znaéi rotaci o thel w
[Ss, dosvéd¢ujicim izomorfismem je ,symetrie Sestitthelnika — ji uréend permutace thlopficek Sestitthelnika®|
(b) S4/K, kde K je Kleinova ¢tyfprvkova podgrupa (viz piriklad 2)?
[S3; jde o Sestiprvkovou nekomutativni grupu (napf. [(1234)] [(12)] # [(12)][(1234)], tedy neni izomorfni Zg|
(c) R*/R*, kde RT = {r € R*; r > 0} (MuzZe se hodit 1. véta o izomorfismu.)
[Zo ~ Z*; dosvédcujici homomorfismus napt. r +— sgn(r)]
(d) C*/S!, kde St = {z € C*; ||z|| = 1}. (Taky se miize hodit 1. véta o izomorfismu.)
[RT; dosvédcujici homomorfismus napt. z — ||z||]

Faktorokruhy
10. Oznaéme I C Z [i] ideal generovany prvkem 1+ 3i a bud R := Z [i] /I. Postupné ukazte, Ze:
(a) v R plati [i] = [3], [10] = [0]
(b) pro kazdy okruh S existuje jeding homomorfismus ¢ : Z — S a toto ¢ je pro R surjektivni
(c)
(d) R~Z
)

(e) vyvodte, ze I neni maximalni, najdéte néjaky maximalni idedl J D I a popiste Z[i] /J.

2 ani 5 nejsou v Z [i] délitelné prvkem 1 + 3i



A pro odvazné nékolik zabavnych a zcela dobrovolnych prikladua navic:

11. Rozhodnéte, zda mnozina {7 € Sy; 7® = id} tvoii normalni podgrupu grupy S. [Ne.]
, b . . [ .
12. Bud G = {( g 1 > | a,beR, a> 0} grupa s operaci maticového nésobeni a H = {( (C)L (1) > | a €R, a> ()}.
(a) Ukazte, ze H je podgrupa v G.
opiste levé a pravé rozkladové t¥idy podgrupy H. (Pro jednodussi popis lze uvazovat geometrickou reprezentaci
b) Popiste levé 5 rozkladové t¥id d H. (Pro jednodussi is 1 zovat trick taci

matice ( g 11) > jako bodu [a, b] v realné roviné R2.) Je H normélni podgrupou G? H <3 Z{)

odpovida polopiimce z pocatku se smérnici £,

b P PR , ,
T <8 > H pak vodorovné piimce y = b; neni, jelikoz levé a pravé

1
rozkladové tiidy se lisi]
(c) Najdéte néjakou levou/pravou transverzalu rozkladu.

cosa  Sina

, ; I . y -
[leva napf. {< 0 ;/ > |y € R}; prava napi. {( 0 1 > lae (—5;5)}
13. Dokazte, ze grupa A neobsahuje zadné vlastni normalni podgrupy.

14. Dokazte, Ze je R/Z izomorfni podgrupé grupy C* sestavajici z prvkia normy 1.

[dosvédéujicim izomorfismem je 7 5 €27

15. Polozme G = Zq5.
(a) Ukazte, ze plati G/3G ~ Zs. [3G = ker (mod 3)]
(b) Vysvétlete, pro¢ neplati G/5G ~ Zs. [5G = G, takze G/5G ~ {0}]



