
1 Soustavy lineárních rovnic v analytické geometrii

1.1. Uva¾ujme v R2 pøímku s parametrickým vyjádøením

p = f(1; 2) + t � (1; 1)j t 2 Rg:

(a) Urèete obecné vyjádøení pøímky p,

(b) najdìte prùseèíky pøímky p s osou x a osou y,

(c) rozhodnìte, které z bodù (2; 3), (3; 2) a (�1; 1) le¾í na p.
(a) Spoèítáme normálový vektor (1;�1), který je právì kolmý na smìrový vektor pøímky (1; 1). To

znamená, ¾e rovnice pøímky má tvar x�y = c pro vhodné reálné èíslo c. Nyní dosazením bodu (x; y) = (1; 2)
z parametrického zadání dostaneme c = 1� 2 = �1, tedy obecné vyjádøení pøímky má tvar

p = f(x; y) 2 R2j x� y = �1g:

Poznamenejme, ¾e vyjádøení je urèeno jednoznaènì a¾ na násobek celé rovnice nenulovým reálným èíslem.
(b) Staèí postupnì dosadit za y a x nulu do rovnice obecného vyjádøení. Pro y = 0 dostáváme x�0 = �1

a pro x = 0 máme 0� y = �1, tudí¾ hledané prùseèíky jsou (�1; 0) a (0; 1).
(c) Opìt vyu¾ijeme dosazení bodù do obecného vyjádøení, abychom zjistili, ¾e

2� 3 = �1; 3� 2 6= �1; �1� 1 6= �1;

a proto bod (2; 3) na pøímce le¾í, zatímco body (3; 2) a (�1; 1) nikoli.

1.2. Uva¾ujme v R2 pøímku q s obecným vyjádøením q = f(x; y) 2 R2j x+ 2y = 3g.
(a) Urèete parametrické vyjádøení pøímky q,

(b) najdìte prùseèík pøímky q s pøímkou p z pøedchozí úlohy,

(c) Vyøe¹te v reálných èíslech soustavu rovnic
x + 2y = 3
x � y = �1.

(a) Tentokrát známe z obecného tvaru normálový vektor (1; 2) a snadno tedy urèíme smìrový vektor
(2;�1), který je na nìj kolmý. Napøíklad dosazením y = 0 najdeme bod (3; 0) pøímky q, proto je

q = f(3; 0) + t � (2;�1)j t 2 Rg

jedno z mo¾ných parametrických vyjádøení pøímky q.
(b), (c) Vidíme, ¾e algebraické vyjádøení úlohy (b) je právì úloha (c), tedy øe¹íme soustavu rovnic o

dvou neznámých
x + 2y = 3
x � y = �1 . Nejprve nìkterým ze známých zpùsobù upravíme jednu rovnici

pomocí druhé tak, abychom jednu z promìnných odstranili, mù¾eme si vybrat metodu, kde za promìnnou
v jedné rovnici dosadíme její vyjádøení z druhé rovnice (dosazovací metoda) nebo metodu, kde vhodný
násobek jedné rovnice odeèteme ode druhé. S ohledem na pozdìj¹í úvahy, kdy budeme schopni efektivnì
pracovat s libovolnì koneènì mnoha promìnnými si zvolme odèítací metodu a odeètìme od první rovnice
druhou. Dostaneme rovnici �3y = �4, která udává jedinou mo¾nou hodnotu neznámé y = 4

3 . Nyní zpìtným
dosazením hodnoty y = 4

3 do první rovnice dostáváme x + 2 � 43 = 3, odkud dopoèítáme x = 3 � 8
3 = 1

3 .
Hledaným prùseèíkem pøímek p a q je bod ( 13 ;

4
3 ).

Poznamenejme, ¾e popsaný postup mù¾eme také zapsat maticovì (to znamená poziènì bez pøepisování

symbolù, x a y) pomocí matice soustavy

�
1 2

?? 3
1 �1 ?? �1

�
. Maticový zápis pøedchozích úvah bude vypadat

následovnì: �
1 2

?? 3
1 �1 ?? �1

�
�
�
1 2

?? 3
0 �3 ?? �4

�
�
�
1 2

?? 3
0 1

?? 4
3

�
�
�
1 0

?? 1
3

0 1
?? 4

3

�
;

kde symbol � znamená, ¾e soustava napravo i nalevo mají stejnou mno¾inu øe¹ení.

1.3. Najdìte v¹echna (a) reálná, (b) racionální, (c) komplexní øe¹ení soustavy rovnic
x + 2y = 3
x � y = �1:
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V¹echna reálná øe¹ení jsme na¹li v pøedchozí úloze. Díky geometrickému náhledu pøitom bylo zjevné, ¾e
existuje právì jedno øe¹ení soustavy ( 13 ;

4
3 ).

Nalezené øe¹ení je zjevnì racionální, tedy jde o jediné racionální øe¹ení Navíc aritmetický postup z
pøedchozí úlohy, který nezávisel na tom, zda poèítáme v reálném èi komplexním oboru (v¹echna zúèastnìná
èísla byla dokonce jen racionální), zaji¹»uje, ¾e bod ( 13 ;

4
3 ) je i jediným komplexním øe¹ením dané soustavy.

1.4. Najdìte v R2 obecné i parametrické vyjádøení pøímky u obsahující body (3;�1) a (2; 1).

Nejprve snadno urèíme vektor posunutí jednoho bodu do druhého, tedy napøíklad (1;�2) = (3;�1) �
(2; 1). Proto¾e známe hned dva body pøímky mù¾eme okam¾itì napsat parametrické vyjádøení u = f(2; 1)+
t � (1;�2)j t 2 Rg.

Obecné vyjádøení získáme stejnì jako v úloze 1.1 z parametrického vyjádøení pomocí normálového vektoru
a dosazení: u = f(x; y) 2 R2j 2x+ y = 5g

1.5. Uva¾ujme v R3 rovinu r s obecným vyjádøením

r = f(x; y; z) 2 R3j x+ y � z = 1g:
(a) Urèete parametrické vyjádøení roviny r,

(b) rozhodnìte, které z bodù (1; 1; 1) a (2; 2; 2) le¾í v rovinì r.

(a) Postupujeme obdobnì jako ve dvoudimenzionálním prostoru. Potøebujeme nejprve najít jeden bod
roviny r. Pro volbu y = z = 0 dopoèítáme z rovnice x + y � z = 1 hodnotu x = 1 � 0 + 0 = 1, tedy bod
(1; 0; 0) na le¾í na rovinì r. Nyní musíme najít dva vektory urèující rovinu, tedy vektory, které jsou kolmé
na normálový vektor (1; 1;�1) a nejsou svými násobky. Snadno urèíme ¾e vektory (1; 0; 1) a (0; 1; 1) jsou
kolmé na vektor (1; 1;�1), tedy, ¾e splòují rovnici x + y � z = 0. Nyní ji¾ mù¾eme spoèítané údaje sepsat
do parametrického vyjádøení roviny

r = f(1; 0; 0) + s � (1; 0; 1) + t � (0; 1; 1)j s; t 2 Rg
.

(b) Stejnì jako v 1.1(c) prostým dosazením do obecného vyjádøení zjistíme, ¾e bod (1; 1; 1) le¾í a bod
(2; 2; 2) nele¾í v rovinì r.

1.6. Uva¾ujme v R3 rovinu v s parametrickým vyjádøením

v = f(3;�1; 1) + s � (1; 1; 2) + t � (1; 0;�1)j s; t 2 Rg:
(a) Urèete obecné vyjádøení roviny v,

(b) najdìte parametrické vyjádøení pøímky dané prùseèíkem roviny v s rovinou r z pøedchozího pøíkladu.

(a) Opìt staèí najít normálový vektor roviny, tedy vektor (a; b; c) kolmý na vektory (1; 1; 2) a (1; 0;�1).
Podmínku kolmosti mù¾eme jednodu¹e vyjádøit a tudí¾ i vyøe¹it v jazyce soustav rovnic:

1a + 1b + 2c = 0;
1a + 0b � 1c = 0:

Øe¹ením je je (a¾ na nenulový reálný násobek právì) vektor (1;�3; 1). Dosadíme-li do výrazu x � 3y + z
bod (3;�1; 1), získáme konstantu 7 a tedy hledané obecné vyjádøení roviny má tvar

v = f(x; y; z) 2 R3j x� 3y + z = 7g:
(b) Podobnì jako 1.2(b) øe¹íme soustavu dvou rovnic tentokrát o tøech neznámých:

x + y � z = 1
x � 3y + z = 7

Zkusíme úlohu tentokrát zapsat pouze maticovì a odèítací metodou upravovat:�
1 1 �1 ??1
1 �3 1

??7
�
�
�
1 1 �1 ??1
0 �4 2

??6
�
�
�
1 1 �1 ??1
0 �2 1

??3
�
:

Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnicí �2y+ z = 3 tak, ¾e soustavy mají stejnou mno¾inu øe¹ení. Nyní
jednak po volbì y = 0 jednoznaènì dopoèítáme souøadnice bodu pøímky z = 3 a x = 1 � 0 + 3 = 4 a dále
najdeme smìrový vektor, který musí být kolmý na normálové vektory (1; 1;�1) a (0; 2;�1), jím¾ je vektor
(1; 1; 2). Na¹li jsme parametrický popis pøímky r \ v = f(4; 0; 3) + t � (1; 1; 2)j t 2 Rg:
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1.7. Najdìte v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic

x + y � 2z = 5
2x + y � z = 6
3x � 3y + 2z = 1

:

Jak lze tuto úlohu geometricky interpretovat?

Øe¹ení. Podobnì jako 1.2(b) øe¹íme odèítací metodou soustavu rovnic tentokrát o tøech neznámých.
Nejprve odeèteme dvojnásobek první rovnice od druhé a trojnásobek první od tøetí. Dostaneme tak novou
soustavu se stejnou mno¾inou øe¹ení:

x + y � 2z = 5
� y + 3z = �4
� 6y + 8z = �14

Odeèteme-li nyní od tøetí rovnice ¹estinásobek druhé, dostaneme rovnici �10z = 10, z ní¾ okam¾itì vidíme,
¾e z = 1. Dále postupujeme zpìtným dosazením nejprve hodnoty z = �1 do druhé (upravené) rovnice
�y + 3 � (�1) = �4, odkud dostáváme y = 1 a koneènì hodnoty y = 1 a z = �1 dosazené do první rovnice
x+ 1� 2 � (�1) = 5, nám dávají x = 2. Zjistili jsme, ¾e soustava má jediné øe¹ení (x; y; z) = (2; 1;�1).

Geometricky mù¾eme úlohu chápat jako hledání prùseèíku tøí rovin v prostoru daných s obecným vyjá-
døením. Tímto prùseèíkem je v na¹em pøípadì bod (2; 1;�1).

2 Øe¹ení soustav lineárních rovnic

2.1. Najdìte v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic:
x + 2y + z = 1
�2x + y + 2z = 2
x + 3y � z = 0

Nejprve si soustavu zapí¹eme do roz¹íøené matice a poté ji pomocí elementárních úprav upravujeme do
odstupòovaného tvaru. V¹e si budeme zapisovat pomocí maticového zápisu. Pøipomeòme, ¾e soustava rovnic
nalevo od symbolu � má stejnou mno¾inu øe¹eni jako soustava rovnic napravo od nìj:0

@ 1 2 1
??1

�2 1 2
??2

1 3 �1 ??0
1
A �

0
@1 2 1

?? 1
0 5 4

?? 4
0 1 �2 ?? �1

1
A �

�
0
@1 2 1

?? 1
0 1 �2 ?? �1
0 5 4

?? 4

1
A �

0
@1 2 1

?? 1
0 1 �2 ?? �1
0 0 14

?? 9

1
A

Druhý øádek první upravené matice, který odpovídá rovnici 5y+4z = 4, jsme dostali pøiètením dvojnásobku
rovnice x+2y+ z = 1 k rovnici �2x+ y+2z = 2 (tedy pøiètením dvojnásobku øádku

�
1 2 1

??1� k øádku��2 1 2
??2�) a podobnì tøetí øádek vznikl z pùvodního tøetího øádku odeètením prvního. V dal¹ím kroku

jsme jen pøehodili øádky (tedy rovnice) a poté jsme odeèetli pìtinásobek druhého øádku od tøetího. Nyní
u¾ výsledek získáme zpìtnou substitucí. Z poslední rovnice 14z = 9 okam¾itì dostáváme z = 9

14 a dále
dopoèítáme

y = �1 + 2z = �1 + 9

7
=

2

7
a x = 1� 2y � z = 1� 4

7
� 9

14
= � 3

14
:

Vidíme, ¾e jediné øe¹ení soustavy je

0
@xy
z

1
A =

0
@� 3

14
2
7
9
14

1
A.

Uvìdomme si, ¾e mù¾eme k výsledku dospìt i v maticovém zápisu, tj. mù¾eme levou stranu matice
posloupností elementárních úprav pøevést a¾ na jednotkovou matici: :

�
0
@1 2 1

?? 1
0 1 �2 ?? �1
0 0 1

?? 9
14

1
A �

0
@1 2 1

?? 1
0 1 0

?? 4
14

0 0 1
?? 9

14

1
A �

0
@1 0 0

?? � 3
14

0 1 0
?? 2

7
0 0 1

?? 9
14

1
A :
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2.2. Najdìte v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic:

x + 2y + z = 1
�2x + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zapí¹eme do matice a poté ji pomocí pøiètení vhodného násobku jedné rovnice k rovnici
druhé upravíme stejnì jako v pøedchozí úloze:�

1 2 1
??1

�2 1 2
??2
�
�
�
1 2 1

??1
0 5 4

??4
�
;

Vidíme, ¾e se pivoty (v druhé matici vyznaèeny tuènì) nachází v prvním a druhém sloupci a volná promìnná
je tedy ta, která odpovídající tøetímu sloupci. Nyní si snadno uvìdomíme (a na pøedná¹ce byl tento fakt
vysloven v pozorování 2.16), ¾e dosadíme-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznaènì dopoèítáme y a x.
Polo¾íme-li napøíklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 � 0 = 4 dostáváme, ¾e y = 4

5 a z rovnice x + 2 � 45 + 0 =
1 spoèítáme, ¾e x = � 3

5 . Na¹li jsme tedy jedno øe¹ení dané soustavy, které mù¾eme zapsat do trojice
(x; y; z)T = (� 3

5 ;
4
5 ; 0)

T . Dosadíme-li za z obecný reálný prvek t mù¾eme zpìtnou substitucí dopoèítat y:

5y + 4 � t = 4) y =
4

5
� 4

5
t

a poté stejným zpùsobem i x:

x+ 2 � y + z = 1) x = 1� 2 � (4
5
� 4

5
t)� t = �3

5
+

3

5
t:

Obecné øe¹ení má tedy tvar

0
@xy
z

1
A =

0
@� 3

5 + 3
5 t

4
5 � 4

5 t
t

1
A =

0
@� 3

5
4
5
0

1
A+ t

0
@ 3

5� 4
5
1

1
A a mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy je

právì f
0
@� 3

5
4
5
0

1
A+ t

0
@ 3

5� 4
5
1

1
A j t 2 Rg:

Na závìr si pøipomeòme geometrický význam øe¹ení dané soustavy: ka¾dou z rovnic chápeme jako rovinu v
R3 (tvoøenou v¹emi trojicemi (x; y; z), které rovnici øe¹í) a mno¾ina øe¹ení celé soustavy je prùnik tìchto dvou
rovin. V¹imneme-li si navíc, ¾e roviny zjevnì nejsou rovnobì¾né, musí mno¾inu v¹ech øe¹ení tvoøit pøímka,
její¾ jeden bod (� 3

5 ;
4
5 ; 0) u¾ jsme na¹li a její¾ smìr je dán vektorem (3;�4; 5), který je právì o netriviální

øe¹ení soustav rovnic se stejnými levými a nulovými pravými stranami. Z geometrického náhledu tedy vidíme,
¾e mno¾in v¹echna øe¹ení je pøímka, kterou mù¾eme vyjádøit ve tvaru f(� 3

5 + 3t; 45 � 4t; 5t)T j t 2 Rg.

2.3. Najdìte v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic:
x1 + x2 � x4 = 1
x2 + x3 + x4 = 3

� x3 + 2x4 = 0
x3 + 3x4 = 5

Soustavu si opìt mù¾eme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementární øádkovou úpravou) upravíme
na odstupòovanou matici: 0

BB@
1 1 0 �1 ??1
0 1 1 1

??3
0 0 �1 2

??0
0 0 1 3

??5

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 �1 ??1
0 1 1 1

??3
0 0 �1 2

??0
0 0 0 5

??5

1
CCA

Nyní u¾ snadno jednoznaènì dopoèítáme neznámé zpìtnou substitucí. Z posledního øádku 5x4 = 5 dostá-
váme, ¾e x4 = 1, z pøedposledního øádku �x3 + 2x4 = 0 vidíme, ¾e �x3 + 2 = 0, tedy x3 = 2. Dále z druhé
rovnice x2 + x3 + x4 = 3 obdr¾íme x2 = 0 a koneènì z rovnice x1 + x2 � x4 = 1 dostaneme x1 = 2. Vidíme,
¾e existuje jediné øe¹ení soustavy (x1; x2; x3; x4)

T = (2; 0; 2; 1)T .

2.4. Najdìte v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic s maticí a)

0
@0 1 1

??2
1 2 3

??1
1 1 2

??1
1
A ;
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b)

0
BB@
1 1 3 2

??2
1 0 1 1

??1
2 1 �1 1

??0
2 2 1 2

??1

1
CCA ; c)

�
1 1 0 1 2 �1 ??1
2 2 1 0 �1 1

??3
�
:

Ve v¹ech pøípadech postupujeme standardnì posloupností elementárních úprav:
a) 0

@0 1 1
??2

1 2 3
??1

1 1 2
??1
1
A ;�

0
@1 1 2

??1
0 1 1

??0
0 1 1

??2
1
A ;�

0
@1 1 2

??1
0 1 1

??0
0 0 0

??2
1
A ;

Vidíme, ¾e pùvodní soustava je ekvivalentní se soustavou po¾adující rovnost 0 = 2, tedy mno¾ina øe¹ení je
prázdná.

b) 0
BB@
1 1 3 2

??2
1 0 1 1

??1
2 1 �1 1

??0
2 2 1 2

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 1 1

??1
1 1 3 2

??2
2 1 �1 1

??0
2 2 1 2

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 1 1

?? 1
0 1 2 1

?? 1
0 1 �3 �1 ?? �2
0 2 �1 0

?? �1

1
CCA �

�

0
BB@
1 0 1 1

?? 1
0 1 2 1

?? 1
0 0 �5 �2 ?? �3
0 0 �5 �2 ?? �3

1
CCA �

0
BB@
1 0 1 1

?? 1
0 1 2 1

?? 1
0 0 5 2

?? 3
0 0 0 0

?? 0

1
CCA :

Obdr¾eli jsme matici hodnosti 3 s ètvrtým volným sloupcem (pivoty jsme opìt vyznaèili tuènì). Zvolíme-li
opìt za ètvrtou neznámou u parametr libovolnou reálnou hodnotu t, dopoèítáme zpìtnou substitucí:

z =
3

5
� 2

5
t; y = �1

5
� 1

5
t; x =

2

5
� 3

5
t

Zjistili jsme, ¾e f

0
BB@

2
5� 1
5
3
5
0

1
CCA + t

0
BB@
� 3

5� 1
5� 2
5
1

1
CCA j t 2 Rg je mno¾ina v¹ech øe¹ení dané soustavy. Proto¾e ètveøice

(1; 0; 1;�1)T rovnì¾ øe¹í danou soustavu a vektor (3; 1; 2;�5) øe¹í homogenní variantu na¹í soustavy, snadno

mù¾eme nahlédnout, ¾e mno¾inu v¹ech øe¹ení také mù¾eme popsat ve tvaru f

0
BB@

1
0
1
�1

1
CCA+ t

0
BB@

3
1
2
�5

1
CCA j t 2 Rg:

c) �
1 1 0 1 2 �1 ??1
2 2 1 0 �1 1

??3
�
�
�
1 1 0 1 2 �1 ??1
0 0 1 �2 �5 3

??1
�
:

Získali jsme odstupòovanou matici, v ní¾ jsou bez pivotù 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy volné jsou jim odpoví-
dající promìnné. Oznaèíme-li si neznámé postupnì x1; : : : ; x6, pak pro libovolná t2; t4; t5; t6 2 R polo¾íme

x2 = t2; x4 = t4; x5 = t5; x6 = t6

a zpìtnou substitucí dopoèítáme

x3 = 1 + 2t4 + 5t5 � 3t6 a poté x1 = 1� t2 � t4 � 2t5 + t6:

Nyní obvyklým zpùsobem popí¹eme mno¾inu v¹ech øe¹ení soustavy:

f

0
BBBBBB@

1
0
1
0
0
0

1
CCCCCCA

+ t2

0
BBBBBB@

�1
1
0
0
0
0

1
CCCCCCA

+ t4

0
BBBBBB@

�1
0
2
1
0
0

1
CCCCCCA

+ t5

0
BBBBBB@

�2
0
5
0
1
0

1
CCCCCCA

+ t6

0
BBBBBB@

1
0
�3
0
0
1

1
CCCCCCA

+ j t2; t4; t5; t6 2 Rg

2.5. Najdìte v¹echna racionální øe¹ení soustavy rovnic z úlohy 2.2.
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Staèí si rozmyslet, ¾e z mno¾iny øe¹ení úlohy 2.2 musíme vybrat ta, která jsou ve v¹ech slo¾kách racionální.
Není tì¾ké nahlédnout, ¾e souèin, souèet i rozdíl racionálních èísel je opìt racionální, proto mno¾ina M =
f(� 3

5 + 3t; 45 � 4t; 5t)T j t 2 Qg jistì obsahuje racionální øe¹ení soustavy. Proto¾e souèin, souèet a rozdíl
nenulového racionálního a iracionálního èísla je zjevnì iracionální, obsahuje vektor (� 3

5 + 3t; 45 � 4t; 5t)T

pro ka¾dé iracionální t iracionální hodnoty, tudí¾ mno¾ina M je právì mno¾inou v¹ech racionálních øe¹ení
soustavy.

2.6. Najdìte v závislosti na parametru a 2 R v¹echna reálná øe¹ení soustavy rovnic:
x + y + 3z = a
2x � ay + z = 1

Soustavu si nejprve napí¹eme v maticovém tvaru a upravíme na odstupòovaný tvar:�
1 1 3

?? a
2 �a 1

?? 1

�
�
�
1 1 3

?? a
0 �a� 2 �5 ?? 1� 2a

�
�
�
1 1 3

?? a
0 a+ 2 5

?? 2a� 1

�
:

Proto¾e levá strana poslední rovnice je v¾dy nenulová, má soustava pro v¹echna a øe¹ení. musí jen rozli¹it
situaci, kdy a+ 2 = 0, tedy a = �2 a situaci, kdy a 6= �2.

Nech» nejprve a = �2. Pak je y volná promìnná a øe¹íme soustavu s maticí:�
1 1 3

?? �2
0 0 5

?? �5
�

Polo¾íme tedy y = 0 a dopoèítáme z = �1 a x = �2 � 3 � (�1) = 1. Pro y = 1 a dopoèítáme hodnoty
homogenní soustavy z = 0 a x = �1, tedy mno¾ina v¹ech øe¹ení je tvaru f(1; 0;�1)T + t(�1; 1; 0)T j t 2 Rg

Nyní nech» a 6= �2. Potom je volná promìnná z a øe¹íme soustavu s maticí:�
1 1 3

?? a
0 a+ 2 5

?? 2a� 1

�

Polo¾íme tedy z = 0 a dopoèítáme y = 2a�1
a+2 a x = a � 2a�1

a+2 = a2+1
a+2 . Koneènì dopoèítáme-li pro z = 1

hodnoty øe¹ení homogenní soustavy y = � 5
a+2 a x = �(3� 5

a+2 ) = � 3a+1
a+2 a mno¾ina v¹ech øe¹ení je proto

tvaru

f
0
@a2+1

a+2
2a�1
a+2

0

1
A+ t

0
@� 3a+1

a+2

� 5
a+2

1

1
A j t 2 Rg = f

0
@a2+1

a+2
2a�1
a+2

0

1
A+ t

0
@3a+ 1

5
�a� 2

1
A j t 2 Rg

2.7. Vyøe¹te soustavy s parametry a; b; c 2 R:

a)

�
1 1 0

??a
0 1 1

??b
�
; b)

0
@1 1 0

??a
0 1 1

??b
0 0 1

??c
1
A :

Jaký mají øe¹ení geometrický tvar? V èem se øe¹ení pro rùzné hodnoty parametrù li¹í a v èem jsou stejná?

Øe¹ení. Obì soustavy mají matice v odstupòovaném tvaru, proto staèí zpìtnou substitucí pøímoèaøe
spoèítat

a) parametrický popis øe¹ení f
0
@a� b

b
0

1
A+ t

0
@ 1
�1
1

1
A j t 2 Rg;

b) bod

0
@a� b+ c

b� c
c

1
A

Vidíme, ¾e v úloze a) je øe¹ením v¾dy pøímka, její¾ smìr nezávisí na parametrech a; b a v úloze b) jde
v¾dy o bod, jeho¾ umístìní závisí na parametrech a; b; c.
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3 Soustavy rovnic nad obecnými tìlesy

3.1. Spoèítejte v komplexním oboru: hodnotu výrazù c + d, c � d, 1
c
, c
d
, c50 pro komplexní èísla c = 1 + i,

d = 2� i a rovnici 1 + 2i+ (2 + 3i)x = 4� i.

Sèítání komplexních èísel je velmi snadné, reálná a komplexní hodnota se po slo¾kách seètou:

1 + i+ 2� i = 3:

Pøi násobení upravujeme výrazy s parametrem i a vyu¾íváme fakt, ¾e i2 = �1, tedy
(1 + i) � (2� i) = 2� i2 + 2i� i = 3 + i:

Pøi dìlení roz¹íøíme zlomky komplexnì sdru¾enou hodnotou a dostaneme

1

1 + i
=

1

1 + i
� 1� i

1� i
=

1

2
� 1

2
i

a
1 + i

2� i
=

1 + i

2� i
� 2 + i

2 + i
=

1

5
+

3

5
i:

Pøi mocnìní vyu¾ijeme goniometrický zápis komplexních èísel a Moivreovu vìtu:

(1 + i)50 = (
p
2(cos

�

4
+ i sin

�

4
))50 = 225(cos

50�

4
+ i sin

50�

4
) =

= 225(cos(6� +
�

4
) + i sin(6� +

�

4
)) = 225(cos

�

4
+ i sin

�

4
) = 225i:

Koneènì z rovnice 1 + 2i + (2 + 3i)x = 4 � i dostáváme, ¾e (2 + 3i)x = 4 � i � (1 + 2i) = 3 � 3i, a proto
x = 3�3i

2+3i =
3
13 (1� i)(2� 3i) = � 3

13 � 15
13 i.

3.2. Spoèítejte v komplexním oboru soustavu rovnic

ix + (1 + i)y = 2 + i
(2� i)x + 3y = 5� 4i:

:

Z první rovnice si po pøenásobení hodnotou �i mù¾eme vyjádøit x = 1� 2i+ (�1+ i)y, které dosadíme
do druhé rovnice

(2� i)[1� 2i+ (�1 + i)y] + 3y = 5� 4i;

tu dále upravíme na tvar �5i+(3i� 1)y+3y = 5� 4i, odkud snadno dopoèítáme (2+ 3i)y = 5+ i, a proto
y = 5+i

2+3i = 1� i. Nyní staèí dosadit vypoèítané y do rovnice x = 1� 2i+ (�1 + i)(1� i) = 1.

Sèítání a násobení v tìlese Zp = f0; 1; : : : ; p � 1g pro prvoèíslo p budeme v¾dy zapisovat obvyklými
symboly + a �.

3.3. Pro pøirozené p oznaème Zp = f0; 1; : : : ; p� 1g a na Zp zaveïme operaci

a+ b = (a+ b)mod p ; a � b = (a � b)mod p;

kde v závorce uva¾ujeme obvyklé operace na celých èíslech a mod p znamená zbytek po celoèíselném dìlení
èíslem p. Urèete tabulky operací + a � na Z2, Z3 a Z5 a uka¾te, ¾e zde pro ka¾dé nenulové a existuje b, pro
nì¾ a � b = 1.

Øe¹ení. Tabulky operací urèíme pøímoèarým výpoètem. Pro Z2"máme
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

,
� 0 1
0 0 0
1 0 1

,

pro Z3:

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

,

� 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

a pro Z5:

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

,

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

.
Na ka¾dém øádku pøíslu¹ném nenulovému prvku a najdeme ve v¹ech tabulkách násobení hodnotu 1,

nachází-li se ve sloupci pøíslu¹ném hodnotì b, pak a � b = 1.
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3.4. Najdìte nad tìlesem Z2 øe¹ení soustavy rovnic:
x3 + x4 = 1

x1 + x3 + x4 = 0
x1 + x4 = 1

x1 + x2 + x3 = 1

Uvìdomíme si, ¾e poèítání v tìlese obsahující jen (ve v¹ech tìlesech pøítomné) prvky 0 a 1 je velmi snadné,
soustavu zapí¹eme do matice a s poèítáním v Z2 ji budeme pøímoèaøe upravovat posloupností elementárních
úprav: 0

BB@
0 0 1 1

??1
1 0 1 1

??0
1 0 0 1

??1
1 1 1 0

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 1

??1
1 0 1 1

??0
0 0 1 1

??1
1 1 1 0

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 1

??1
0 0 1 0

??1
0 0 1 1

??1
0 1 1 1

??0

1
CCA �

�

0
BB@
1 0 0 1

??1
0 0 1 0

??1
0 0 1 1

??1
0 1 0 0

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 1

??1
0 0 1 0

??1
0 0 0 1

??0
0 1 0 0

??1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 1

??1
0 1 0 0

??1
0 0 1 0

??1
0 0 0 1

??0

1
CCA :

Nejprve jsme pøehodili první a tøetí øádek, a poté pøièetli (nový) první øádek k druhému a ètvrtému. Dále
jsme tøetí øádek pøièetli ke ètvrtému, pak druhý k tøetímu a nakonec jsme zpøeházeli øádku a dostali jsme
jediné øe¹ení soustavy x1 = x2 = x3 = 1 a x4 = 0.

Poznamenejme, ¾e jsme ke stejnému výsledku mohli dospìt i jinou posloupností elementárních úprav,
napøíklad standardním pou¾itím Gaussovy eliminace a zpìtné substituce.

3.5. Spoèítejte v tìlesech:

(a) Z3 hodnoty 1�1, 2�1 a 2�1 � (2 + 2),

(b) Z5 hodnoty 2�1, 3�1, 4�1 a (�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3,

(c) Z7 hodnoty 2�1, 3�1, 4�1, 5�1,6�1 a (�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3,

(d) Zp pro liché prvoèíslo p hodnoty 2�1 a (p� 1)�1.

(a) Staèí uvá¾it de�nice operací na Z3 (tedy modulo 3). Proto¾e 1 � 1 = 1 a 2 � 2 = 1, dostáváme 1�1 = 1
a 2�1 = 2. Podobnì snadno spoèteme, ¾e

2�1 � (2 + 2) = 2 � 1 = 2:

(b) Uva¾ujeme stejnì jako v (a). Vidíme, ¾e v Z5 máme 2 � 3 = 1, proto 2�1 = 3 a 3�1 = 2, a �proto¾e
4 � 4 = 1, vidíme, ¾e 4�1 = 4. Dále

(�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3 = 3�1 � (1 � 3�1) + 3 = 2 � 2 + 3 = 2:

(c) Podobnì dostáváme nad Z7, ¾e 2�1 = 4, 3�1 = 5, 4�1 = 2, 5�1 = 3 a 6�1 = 6, nebo» 2 � 4 = 3 � 5 =
6 � 6 = 1 a dále

(�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3 = 5�1 � (6 � 1�1) + 3 = 3 � 6 + 3 = 0:

(d) Proto¾e je p liché , vidíme, ¾e p+1
2 2 Zp a v tìlese Zp platí, ¾e 2 � p+1

2 = 1, tudí¾ 2�1 = p+1
2 .

Víme z pøedná¹ky, ¾e v jakémkoli tìlese je (�1) � (�1) = 1, tedy (�1)�1 = (�1). Proto¾e v tìlese Zp
máme (p� 1) + 1 = 0, je p� 1 èíslo opaèné k èíslu 1. To znamená, ¾e �1 = p� 1 a podle pøedchozí úvahy
tedy (p� 1)�1 = p� 1.

3.6. Najdìte v tìlese Z5:

(a) x splòující rovnici 3x+ 4 = 1,

(b) v¹echna x a y splòující rovnici 4x� 3y + 1 = 2.

(a) Budeme zpùsobem, na nìj¾ jsme zvyklí napøíklad z tìlese reálných èísel upravovat rovnici ekviva-
lentním úpravami. Nejprve od obou stran odeèteme hodnotu 4, co¾ v Z5 znamená pøièíst hodnotu 1 (v¾dy»
�4 = 1) a dostaneme ekvivalentní rovnici 3x = 2. Nyní vydìlíme trojkou tj. vynásobíme èíslem 1

3 = 3�1 = 2
a dostaneme jediné øe¹ení x = 4.
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(b) Postupujeme jako v úloze (a). Nejprve odeèteme od obou stran 1 a uvìdomíme si, ¾e �3 = 2.
Obdr¾íme rovnici 4x + 2y = 1, kde vezmeme y = s 2 Z5 libovolnì a zpìtnou substitucí za dal¹ího vyu¾ití
ekvivalentních úprav dopoèítáme

4x = 1� 2s = 1 + 3s) x = 4�1(1 + 3s) = 4(1 + 3s) = 4 + 2s:

Mno¾ina v¹ech øe¹ení je pìtiprvková tvaru

f
�
4
0

�
+ s

�
2
1

�
j s 2 Z5g = f

�
4
0

�
;

�
1
1

�
;

�
3
2

�
;

�
0
3

�
;

�
2
4

�
g:

3.7. Najdìte nad tìlesem Z7 v¹echna øe¹ení soustavy rovnic s maticí

a)

0
@3 1 5 2

??1
3 2 4 6

??1
2 5 6 0

??1
1
A, b)

0
@3 1 5 2

??1
3 2 4 6

??2
2 5 6 0

??5
1
A.

Opìt upravíme roz¹íøené matici soustavy na odstupòované matici.
a) 0

@3 1 5 2
??1

3 2 4 6
??1

2 5 6 0
??1
1
A �

0
@3 1 5 2

??1
0 1 6 4

??0
0 2 5 1

??5
1
A �

0
@3 1 5 2

??1
0 1 6 4

??0
0 0 0 0

??5
1
A

Proto¾e poslední øádek pøedstavuje rovnici 0 = 5, která neplatí pro ¾ádný vektor neznámých, je mno¾ina
v¹ech øe¹ení soustavy prázdná.

b) 0
@3 1 5 2

??1
3 2 4 6

??2
2 5 6 0

??5
1
A �

0
@3 1 5 2

??1
0 1 6 4

??1
0 2 5 1

??2
1
A �

0
@3 1 5 2

??1
0 1 6 4

??1
0 0 0 0

??0
1
A

Tentokrát øe¹ení soustavy existuje a my ho obvyklým zpùsobem nalezneme zpìtnou substitucí pro volbu za
volné promìnné x3 = r a x4 = s:

x2 + 6x3 + 4x4 = 1) x2 = 1 + x3 + 3x4 = 1 + r + 3s;

3x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1) x1 = 3�1(1 + 6x2 + 2x3 + 5x4) =

= 5(1 + 6(1 + r + 3s) + 2r + 5s) = 5(r + 2s) = 5r + 3s

Na¹li jsme mno¾inu v¹ech øe¹ení soustavy:

f

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA+ r �

0
BB@
5
1
1
0

1
CCA+ s �

0
BB@
3
3
0
1

1
CCA j r; s 2 Z7g:

3.8. Najdìte nad tìlesem Z5 v¹echna øe¹ení soustavy rovnic s maticí0
@3 1 1 2 4

??1
1 2 1 2 1

??2
4 3 0 1 3

??4
1
A :

Postupujeme stejnì jako v pøedchozích úlohách. Nejprve roz¹íøenou matici stejnými elementárními úpra-
vami upravíme na odstupòovanou matici a poté najdeme v¹echna øe¹ení zpìtnou substitucí:0

@3 1 1 2 4
??1

1 2 1 2 1
??2

4 3 0 1 3
??4
1
A �

0
@3 1 1 2 4

??1
0 0 4 3 3

??0
0 0 1 3 4

??1
1
A �

0
@3 1 1 2 4

??1
0 0 1 3 4

??1
0 0 0 1 2

??1
1
A :
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Polo¾íme za volné promìnné x2 = s a x5 = t, kde s; t 2 a obvyklým zpùsobem dopoèítáme x4 = 1 + 3t,
x3 = 3 + 2t a x1 = 2 + 3s+ t. Nyní zbývá shrnout mno¾inu v¹ech dvaceti pìti øe¹ení soustavy do mno¾iny

f

0
BBBB@
2
0
3
1
0

1
CCCCA+ s �

0
BBBB@
3
1
0
0
0

1
CCCCA+ t �

0
BBBB@
1
0
2
3
1

1
CCCCA j s; t 2 Z5g

3.9. Najdìte nad tìlesem komplexních èísel mno¾inu v¹ech øe¹ení soustavy s maticí�
1 + i i 0

?? i� 1
1 1� i 2

?? i

�
:

I tentokrát nejprve pøevedeme matici na odstupòovaný tvar:�
1 + i i 0

?? i� 1
1 1� i 2

?? i

�
�
�

1 1� i 2
?? i

1 + i i 0
?? i� 1

�
�

�
1 1� i 2

?? i
0 i� 2 �2� 2i

?? 0

�
�
�
1 1� i 2

?? i
0 5 2 + 6i

?? 0

�
:

Pro volnou promìnnou z = t 2 C dostáváme y = �( 25 + 6
5 i)t a

x = i� (1� i)y � 2z = i+ (1� i)(
2

5
+

6

5
i)t� 2t = i+ (�2

5
+

4

5
i)t

Spoèítali jsme, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy je právì

f
0
@i0
0

1
A+ t

0
@� 2

5 + 4
5 i� 2

5 � 6
5 i

1

1
A j t 2 Cg = f

0
@i0
0

1
A+ t

0
@�2 + 4i
�2� 6i

5

1
A j t 2 Cg:

3.10. Najdìte v závislosti na parametru a nad tìlesem a) Z5, b) Z7 c) Z11 øe¹ení soustavy rovnic z úlohy
2.6.

Stejnì jako v úloze 2.6 pøevedeme soustavu do ekvivalentního odstupòovaného tvaru�
1 1 3

?? a
2 �a 1

?? 1

�
�
�
1 1 3

?? a
0 a+ 2 5

?? 2a� 1

�

a provedeme obdobnou diskusi.
Nech» a = �2. Pak je y volná promìnná a øe¹íme soustavu s maticí:�

1 1 3
?? �2

0 0 5
?? �5

�

V pøípadech b) a c), kdy pracujeme s tìlesem charakteristiky rùzné od pìti je postup stejný jako v 2.6, proto
je mno¾ina v¹ech øe¹ení opìt tvaru f(1; 0;�1)T + t(�1; 1; 0)T j t 2 Tg pro tìleso T = Z7;Z11. V pøípadì a),
kdy pracujeme s tìlesem Z5 se nám modulo 5 druhý øádek soustavy vynuluje:�

1 1 3
?? �2

0 0 5
?? �5

�
=

�
1 1 3

?? 3
0 0 0

?? 0

�

Vý¹e spoèítané partikulární øe¹ení po úpravì modulo 5 zùstává v platnosti (a bude tedy tvaru (1; 0; 4)T ),
snadno lze ov¹em také najít kanonické partikulární øe¹ení pro nulové hodnoty obou volných promìnných
(3; 0; 0)T . Pøi výpoètu øe¹ení homogenní soustavy máme dvì volné promìnné x2 a x3. Obvyklým postupem
nyní najdeme nad Z5 dvì øe¹ení (4; 1; 0)T a (2; 0; 1)T (jednoèlenné) homogenní soustavy, v¹echna øe¹ení jsou
tedy tvaru

(1; 0; 4)T + t � (4; 1; 0)T + s � (2; 0; 1)T pro s; t 2 Z5:
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Zjistili jsme , ¾e v¹echna øe¹ení tvoøí pro a = �2 mno¾ina:

a)f
0
@1
0
4

1
A+ t

0
@4
1
0

1
A+ s

0
@2
0
1

1
A j s; t 2 Z5g;

b)f
0
@1
0
6

1
A+ t

0
@6
1
0

1
A j t 2 Z7g; c)f

0
@ 1

0
10

1
A+ t

0
@10

1
0

1
A j t 2 Z11g:

V pøípadì a 6= �2, je volná promìnná z a staèí vyu¾ít výsledky úlohy 2.6:

a)f
0
@a2+1

a+2
2a+4
a+2

0

1
A+ t

0
@3a+ 1

0
4a+ 3

1
A j t 2 Z5g; b)f

0
@a2+1

a+2
2a+6
a+2

0

1
A+ t

0
@3a+ 1

5
6a+ 5

1
A j t 2 Z7g;

c)

0
@a2+1

a+2
2a�1
a+2

0

1
A+ t

0
@ 3a+ 1

5
10a+ 9

1
A j t 2 Z11g

Závìrem poznamenejme, ¾e symbol c
d
je v tìlese Zp výraz, který je tøeba dopoèítat, tedy ¾e c

d
= c�d�1.

4 Poèítání s maticemi

4.1. Uva¾ujme matice A =

�
1 2
3 5

�
, B =

�
1 0 �1
1 2 1

�
a C =

�
1 2 0
3 5 1

�
nad tìlesem R, Z7 a Z11.

(a) Spoèítejte souèty B + C, C +B, BT + CT .

(b) Spoèítejte souèiny A �B, BT �AT , BT �A, BT � C, CT �B a 5 � C�.
(c) Spoèítejte A � (A�B � CT ) + (C �BT �AT )T �A.

Ve v¹ech pøípadech úlohu vyøe¹íme nejprve v tìlese charakteristiky 0, tedy v reálných èíslech a poté,
obdobnì jako tomu bylo v Pøíkladu 2.6 výsledek pouze upravíme modulu pøíslu¹né prvoèíslo.

(a) Postupujeme nejprve pøímo podle de�nice souètu matic:

B + C =

�
1 0 �1
1 2 1

�
+

�
1 2 0
3 5 1

�
=

�
1 + 1 0 + 2 �1 + 0
1 + 3 2 + 5 1 + 1

�
=

�
2 2 �1
4 7 2

�
:

Na pøedná¹ce bylo ukázáno, ¾e je sèítání matic komutativní, nemusíme samozøejmì druhý souèet poèítat a

pøímo vidíme, ¾e C +B = B + C =

�
2 2 �1
4 7 2

�
nad R a

C +B = B + C =

�
2 2 6
4 0 2

�
nad Z7 a C +B = B + C =

�
2 2 10
4 7 2

�
nad Z11:

Podobnì bylo na pøedná¹ce ovìøeno, ¾e BT + CT = (B + C)T , tedy nám staèí jen bez dal¹ího poèítání

transponovat matici B + C, abychom dostali BT + CT =

0
@ 2 4

2 7
�1 2

1
A nad tìlesem reálných èísel,

BT + CT =

0
@2 4
2 0
6 2

1
A nad Z7; a BT + CT =

0
@ 2 4

2 7
10 2

1
A nad Z11:

(b) Opìt nejprve postupujme bezprostøednì podle de�nice, tentokrát se jedná o de�nici násobení matic:
A �B = �

1 2
3 5

�
�
�
1 0 �1
1 2 1

�
=

�
1 � 1 + 2 � 1 1 � 0 + 2 � 2 �1 � 1 + 2 � 1
3 � 1 + 5 � 1 3 � 0 + 5 � 2 �3 � 1 + 5 � 1

�
=

�
3 4 1
8 10 2

�
:
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Proto¾e bylo na pøedná¹ce ovìøeno, ¾e (A �B)T = BT �AT , vidíme, ¾e

BT �AT =

�
3 4 1
8 10 2

�T
=

0
@3 8
4 10
1 2

1
A :

To nám ov¹em nepomù¾e pro výpoèet BT �A, který opìt provedeme podle de�nice:

BT �A =

0
@ 1 1

0 2
�1 1

1
A �

�
1 2
3 5

�
=

0
@4 7
6 10
2 3

1
A :

Pøi výpoètu souèinu BT � C nám pomù¾e rozklad matice C na dva bloky C = (AjS), kde A je matice s

kterou pracujeme a S =

�
0
1

�
. Výpoèet nám usnadní jednak to, ¾e jsme ji¾ spoèítali souèin BT � A a dále

pozorování, ¾e souèin BT � S právì vybere z matice BT druhý sloupec:

BT � C = (BT �AjBT � S) =
0
@ 1 1

0 2
�1 1

1
A �

�
1 2

?? 0
3 5

?? 1

�
=

0
@4 7 1
6 10 2
2 3 1

1
A :

Koneènì CT �B = CT � (BT )T = (BT � C)T =

0
@4 6 2
7 10 3
1 2 1

1
A a

5 � C =

�
5 � 1 5 � 2 5 � 0
5 � 3 5 � 5 5 � 1

�
=

�
5 10 0
15 25 5

�
:

Na¹li jsme výsledky v tìlese reálných èísel a nyní je upravíme nad obìma koneènými tìlesy:

A �B =

�
3 4 1
1 3 2

�
; BT �A =

0
@4 0
6 3
2 3

1
A ; BT � C =

0
@4 0 1
6 3 2
2 3 1

1
A ;

a CT �B =

0
@4 6 2
0 3 3
1 2 1

1
A a 5 � C =

�
5 3 0
1 4 5

�
v¹e nad tìlesem Z7. Obdobnì

A �B =

�
3 4 1
8 10 2

�
; BT �A =

0
@4 7
6 10
2 3

1
A ; BT � C =

0
@4 7 1
6 10 2
2 3 1

1
A ;

CT �B =

0
@4 6 2
7 10 3
1 2 1

1
A a 5 � C =

�
5 10 0
4 3 5

�
v¹e nad tìlesem Z11.

(c) Vyu¾ijeme poèetních pravidel a nejprve upravíme:

A � (A�B � CT ) + (C �BT �AT )T �A = A �A�A �B � CT + (AT )T � (BT )T � CT �A =

= A � (A� I2)�A �B � CT +A �B � CT = A � (A� I2):

Nyní snadno dopoèítáme

A � (A� I2) =

�
1 2
3 5

�
�
�
0 2
3 4

�
=

�
6 10
15 26

�
nad R

A � (A� I2) =

�
6 3
1 5

�
nad Z7; a A � (A� I2) =

�
6 10
4 4

�
nad Z11:

4.2. Najdìte nad tìlesem Z7 v¹echny matice X splòující rovnost A �X = B, jestli¾e

(a) A =

�
4 5
1 3

�
; B =

�
0 1
0 2

�
; (b) A =

�
5 5
2 3

�
; B =

�
1 2 5
3 1 1

�
;
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(a) Hledaná matice X musí být zøejmì typu 2�2 tvaru X = (x;y) pro dva sloupcové vektory, x;y 2 Z27.
U¾itím de�nice násobení matic snadno nahlédneme, ¾e pro X platí, ¾e splòuje rovnost A � X = B, právì
tehdy kdy¾

Ax =

�
0
0

�
a Ay =

�
1
2

�

Proto¾e mají obì soustavy tou¾ matici levých stran, mù¾eme soustavy zapsat do jedné matice s obìma
vektory pravých stran vpravo a levé strany upravíme posloupností elementárních úprav na odstupòovanou
matici: �

4 5
??0 1

1 3
??0 2

�
�
�
1 3

??0 2
0 0

??0 0

�
:

Dostali jsme tedy dvì soustavy s roz¹íøenými maticemi�
1 3

??0
0 0

??0
�

a

�
1 3

??2
0 0

??0
�
:

Nyní snadno obvyklým zpùsobem dopoèítáme, ¾e první soustavu øe¹í právì vektory c � (4; 1)T pro v¹echna
c 2 Z7 druhou soustavu øe¹í právì vektory (2; 0)T + d � (4; 1)T pro v¹echna d 2 Z7. Zbývá v¹echna øe¹ení
soustav sepsat do øe¹ení maticové rovnice. Tedy X je øe¹ením maticové rovnice A �X = B, právì kdy¾ X

le¾í v mno¾inì f(x;y)j9c; d 2 Z7 : x = c �
�
4
1

�
;y =

�
2
0

�
d �
�
4
1

�
g =

= f
�
4c 2 + 4d
c d

�
j c; d 2 Z7g:

(b) I tentokrát nejprve snadno zjistíme, ¾e hledaná matice je typu 2 � 3, sestává ze tøí sloupcových
vektorù x;y; z 2 Z27 tak, ¾e X = (x;y; z) a platí

Ax =

�
1
3

�
; Ay =

�
2
1

�
a Az =

�
5
1

�

Stejnì jako v (a) budeme hledat øe¹ení v¹ech soustav najednou:

�
�
5 5

??1 2 5
0 1

??4 3 6

�
�
�
5 0

??2 1 3
0 1

??4 3 6

�
�
�
1 0

??6 3 2
0 1

??4 3 6

�
:

Matici levých stran se nám postupnì podaøilo upravit na jednotkovou matici, z ní¾ okam¾itì odeèteme øe¹ení
jednotlivých neznámých:

x =

�
1 0
0 1

�
x =

�
6
4

�
; y =

�
1 0
0 1

�
y =

�
3
3

�
a z =

�
1 0
0 1

�
z =

�
2
6

�

Zjistili jsme, ¾e existuje právì jedno øe¹ení rovnice X =

�
6 3 2
4 3 6

�
.

4.3. Uva¾ujme matice A =

�
1 2
3 1

�
a B =

�
1 0 1
1 1 0

�
nad tìlesem Z5 a de�nujme zobrazení fA : Z25 ! Z25

a fB : Z35 ! Z25 pøedpisy fA(v) = Av a fB(v) = Bv

(a) Rozhodnìte, zda je fA èi fB prosté zobrazení.

(b) Rozhodnìte, zda je fA èi fB zobrazení na.

(c) Najdìte v¹echny vektory v 2 Z35, pro nì¾ je fB(v) = (0; 0)T

(d) Najdìte v¹echny vektory v 2 Z35, pro nì¾ je fB(v) = (1; 2)T

(a) Pøipomeòme, ¾e je zobrazení fA prosté, jestli¾e fA(u) = fA(v) =) u = v. Proto¾e fA(u) = fA(v),
právì kdy¾ fA(u � v) = fA(u) � fA(v) = 0, lze ekvivalentnì prostotu zobrazení fA vyjádøit podmínkou
fA(u) = 0 =) u = 0. Tedy nám staèí zjistit, zda mají soustavy rovnic Ax = (0; 0)T a Bx = (0; 0)T

nìjaké nenulové øe¹ení. V obou pøípadech po jediné ekvivalentní úpravì vidíme, ¾e nenulové øe¹ení existují, v
prvním pøípadì napøíklad fA((3; 1)T ) = (0; 0)T = fA((0; 0)

T ) a v druhém pøíkladì napøíklad fB((4; 1; 1)T ) =
(0; 0)T = fB((0; 0; 0)

T ), proto zobrazení fA ani fB není podle de�nice prosté.
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(b) Opìt se úloha redukuje na otázku øe¹ení soustavy rovnic s danou maticí. Tentokrát se ptáme, zda
pro ka¾dou pravou stranu existuje øe¹ení. V prvním pøípadì vidíme, ¾e nikoli, napøíklad pro pravou stranu
(1; 0)T vidíme, ¾e øe¹ení soustavy Ax = (1; 0)T neexistuje. V druhém pøípadì vidíme, ¾e odstupòovaný tvar
matice B nemá ¾ádný nulový øádek, tedy pivoty ka¾dé soustavy s maticí levých stran B le¾í v èásti matice
odpovídající levým stranám, proto øe¹ení v¾dy existuje. Tedy fA není na, zatímco fB je zobrazení na Z25.

(c) Staèí, abychom obvyklým zpùsobem vyøe¹ili homogenní soustavu rovnic s maticí

B �
�
1 0 1
0 1 4

�
:

Obvyklým zpùsobem zjistíme, ¾e vektor v splòuje fB(v) = (0; 0)T , právì kdy¾ le¾í v mno¾inì ft �
0
@4
1
1

1
A j t 2

Z5g.
(d) Tentokrát standardnì øe¹íme soustavu rovnic tvaru Bx = (1; 2)T s maticovým zápisem�

1 0 1
?? 1

1 1 0
?? 2

�
�
�
1 0 1

?? 1
0 1 4

?? 1

�
:

Spoèítáme jedno partikulární øe¹ení (1; 1; 0)T a vyu¾ijeme výsledku (c), vidíme, ¾e v splòuje fB(v) = (0; 0)T ,

právì kdy¾ le¾í v mno¾inì f
0
@1
1
0

1
A+ t �

0
@4
1
1

1
A j t 2 Z5g.

4.4. De�nujme zobrazení fA : Q2 ! Q2 pøedpisem fA(v) = Av pro racionální matici A =

�
2 3
3 4

�
.

(a) Spoèítejte jádro matice A,

(b) doka¾te, ¾e je fA bijekce,

(c) existuje-li, najdìte racionální matici X, pro ní¾ AX = I2,

(d) existuje-li, najdìte matici B, pro ni¾ platí fB �fA = fA �fB = Id, tedy fB = f�1
A , kde je fB de�nováno

pøedpisem fB(v) = Bv.

(e) spoèítejte souèin X �A.
(a) Jádro matice je právì mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní soustavy rovnic s danou maticí, tj. KerA =

fx 2 Q2j Ax = 0g. Standardním postupem v jediném kroku upravíme matici A na odstupòovanou�
2 3
3 4

�
�
�
2 3
0 �1

2

�

a vidíme, ¾e matice levých stran neobsahuje ¾ádný sloupec odpovídající volné promìnné, tudí¾ jediné øe¹ení
soustavy je triviální a KerA = f0g.

(b) Máme dokázat, ¾e je zobrazení dané maticí A prosté a na, tedy máme ukázat, ¾e pro ka¾dý vektor
v 2 Q2 existuje právì jeden vektor x 2 Q2, pro který fA(x) = Ax = v. Opìt tedy øe¹íme soustavy rovnic.
Uvìdomíme-li si, ¾e podle Vìty 4.33 z pøedná¹ky je ka¾dé øe¹ení soustavy rovnic s maticí A tvaru u+KerA
pro nìjaké partikulární øe¹ení, staèí pro ovìøení prostoty zobrazení zjistit, zda je jádro KerA jednoprvkové.
To jsme ov¹em u¾ spoèítali v úloze (a). Navíc jsme v (a) zjistili, ¾e odstupòovaný tvar matice A neobsahuje
¾ádný nulový øádek, tedy pro ka¾dou pravou stranu v umíme soustavu Ax = v vyøe¹it. Tím máme ovìøeno,
¾e je zobrazení fA prosté i na.

(c) Budeme postupovat stejnì jako v úloze 4.2, tj øe¹íme dvì soustavy rovnic se stejnou maticí levých
stran

Ax =

�
1
0

�
; Ay =

�
0
1

�

a hledanou maticí (existují-li obì øe¹ení) sestavíme ze sloupcù X = (x;y). Obì soustavy pøitom upravujeme
spoleènì v jedné roz¹íøené matici.�

2 3
??1 0

3 4
??0 1

�
�
��1 �1 ??1 �1

3 4
??0 1

�
�
��1 �1 ??1 �1

0 1
??3 �2

�
�
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�
�
1 1

?? �1 1
0 1

?? 3 �2
�
�
�
1 0

?? �4 3
0 1

?? 3 �2
�
:

Postupnì jsme odèítali druhý øádek od prvního, pøièítali trojnásobek prvního øádku ke druhému, vynásobili

první øádek hodnotou �1 a odeèetli druhý øádek od prvního, abychom zjistili, ¾eX =

��4 3
3 �2

�
. V¹imnìme

si, ¾e upravením levé strany matice na jednotkovou znamená, ¾e u¾ nemusíme dopoèítávat sloupce matice
X, proto¾e se na levé stranì upravené matice hledaná matice X objeví.

(d) Vyu¾itím de�nice zobrazení fA a fB pro ka¾dý vektor v 2 Q2 dostaneme

fA � fB(v) = fA(B � v) = A �B � v :

polo¾íme-li tedy B = X =

��4 3
3 �2

�
, tj. vezmeme matici nalezenou v úloze (c), obdr¾íme pro ka¾dé v 2 Q2

fA � fB(v) = A � (X � v) = (A �X) � v = I2 � v = v :

Tím jsme dokázali, ¾e fA � fB = Id. Proto¾e je fA bijekce, víme ¾e existuje f�1
A , proto

f�1
A = f�1

A � Id = f�1
A � (fA � fB) = (f�1

A � fA) � fB = Id � fB = fB ;

proto i fB � fA = Id.
(e) Pøímým výpoètem lze snadno zjistit, ¾e X �A = I2. Stejný závìr ov¹em plyne také z pozorování úlohy

(d), ¾e fB � fA = Id.

4.5. Uva¾ujme matici B z úlohy 4.3.

(a) Najdìte v¹echny matice X nad Z5, pro ní¾ BX = I2,

(b) najdìte v¹echny matice Y nad Z5, pro ní¾ YB = I3.

(a) Postupujeme obdobnì jako v pøedchozí úloze. Nejprve øe¹íme soustavy rovnic se spoleènou maticí

levých stran B x =

�
1
0

�
; B y =

�
0
1

�
:

�
1 0 1

?? 1 0
1 1 0

?? 0 1

�
�
�
1 0 1

?? 1 0
0 1 4

?? 4 1

�
:

Zpìtnou substitucí pro hodnotu tøetí promìnné 0 získáme dvì partikulární øe¹ení soustav, které umístíme

do sloupcù matice X =

0
@1 0
4 1
0 0

1
A. Vyu¾ijeme-li jádro

KerB = ft �
0
@4
1
1

1
A j t 2 Z5g

nalezené v úloze 4.3, snadno popí¹eme mno¾inu v¹ech matic X splòující BX = I2:

f
0
@1 0
4 1
0 0

1
A+

0
@4s 4t
s t
s t

1
A j s; t 2 Z5g = f

0
@4s+ 1 4t
s+ 4 t+ 1
s t

1
A j s; t 2 Z5g

(b) Tentokrát mù¾eme buï pomocí transpozice a øe¹ení soustav rovnic pøímoèaøe, by» ponìkud tì¾ko-
pádnì spoèítat, ¾e po¾adované matice Y ¾ádná neexistuje, nebo lze zopakovat úvahu úlohy 4.4(d). Kdyby
toti¾ matice Y existovala, muselo by pro indukované zobrazení fY platit, ¾e fY � fB = Id. Zobrazení fB
ov¹em není prosté, tedy ¾ádné zobrazení g splòující g �fB = Id nemù¾e existovat, tedy mno¾ina v¹ech matic
Y je prázdná

4.6. Existuje-li, najdìte matici X splòující

(a)

0
@ 1 2 1
�2 �3 1
2 4 3

1
A �X = I3 nad tìlesem racionálních èísel,
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(b)

�
2 2
3 1

�
�X = I2 nad tìlesem Z5,

(c)

0
BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCA �X = I4 nad tìlesem Z2.

(a) Poèítáme obdobnì jako v úloze 4.4:0
@ 1 2 1

??1 0 0
�2 �3 1

??0 1 0
2 4 3

??0 0 1

1
A �

0
@1 2 1

?? 1 0 0
0 1 3

?? 2 1 0
0 0 1

?? �2 0 1

1
A �

�
0
@1 2 0

?? 3 0 �1
0 1 0

?? 8 1 �3
0 0 1

?? �2 0 1

1
A �

0
@1 0 0

?? �13 �2 5
0 1 0

?? 8 1 �3
0 0 1

?? �2 0 1

1
A :

Vidíme, ¾e X =

0
@�13 �2 5

8 1 �3
�2 0 1

1
A.

(b) Opìt upravujeme øádky roz¹íøené matice nad tìlesem Z5:�
2 2

??1 0
3 1

??0 1

�
�
�
2 2

??1 0
0 3

??1 1

�
�
�
1 1

??3 0
0 1

??2 2

�
�
�
1 0

??1 3
0 1

??2 2

�

Postupnì jsme 1) pøièetli 1. øádek ke 2. (proto¾e �3 = 2 v Z5), 2) vynásobili 1. øádek èíslem 3 a 2. øádek
èíslem 2 (proto¾e 2�1 = 3 a 3�1 = 2 v Z5), 3) odeèetli 2. øádek od 1. nebo ekvivalentnì øeèeno pøièetli
4-násobek 2. øádku k 1. (proto¾e �4 = 1 v Z5).

Nyní vidíme, ¾e X =

�
1 3
2 2

�
nad tìlesem Z5.

(c) Postupujeme standardnì, pøièem¾ nejprve pøièteme v¹echny ní¾e polo¾ené øádky k prvnímu a poté
první øádek pøièteme k ní¾e polo¾eným øádkùm:0

BB@
0 1 1 1

??1 0 0 0
1 0 1 1

??0 1 0 0
1 1 0 1

??0 0 1 0
1 1 1 0

??0 0 0 1

1
CCA �

0
BB@
1 1 1 1

??1 1 1 1
1 0 1 1

??0 1 0 0
1 1 0 1

??0 0 1 0
1 1 1 0

??0 0 0 1

1
CCA �

�

0
BB@
1 1 1 1

??1 1 1 1
0 1 0 0

??1 0 1 1
0 0 1 0

??1 1 0 1
0 0 0 1

??1 1 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 0

??0 1 1 1
0 1 0 0

??1 0 1 1
0 0 1 0

??1 1 0 1
0 0 0 1

??1 1 1 0

1
CCA :

Spoèítali jsme, ¾e X =

0
BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCA.

4.7. Rozhodnìte, které z následujících matic jsou regulární. K regulárním maticím najdìte jejich inverzní
matice.

(a) B =

�
1 2
3 6

�
nad tìlesem racionálních èísel,

(b) C =

�
1 2
3 1

�
nad tìlesem reálných èísel a nad tìlesem Z5,

(c) D =

�
1 + i 1
2 3� i

�
nad tìlesem komplexních èísel.

(d) G =

0
@1 2 4
3 2 6
1 0 5

1
A nad tìlesem Z7,
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(e) GT nad tìlesem Z7

Potøebujeme nejprve zjistit, zda odstupòovaná matice ka¾dé ze uvedených ètvercových matic obsahuje èi
neobsahuje nulový øádek. V prvním pøípadì jde o singulární a v druhém o regulární matici. Inverzní matice
potom poèítáme stejnì jako v pøíkladu 4.6.

(a) Jedinou úpravou dostaneme B �
�
1 2
0 0

�
, tudí¾ matice B není regulární.

(b) Opìt jedinou elementární úpravou dostaneme, ¾e C �
�
1 2
0 �5

�
nad tìlesem reálných èísel, co¾

znamená, ¾e je matice regulární. Nad tìlesem Z5 matici upravíme modulo 5, tedy C �
�
1 2
0 0

�
a matice C

je nad Z5 singulární. Zbývá najít inverzní matici C nad R:�
1 2

??1 0
3 1

??0 1

�
�
�
1 2

?? 1 0
0 �5 ?? �3 1

�
�
�
1 0

?? � 1
5

2
5

0 1
?? 3

5 � 1
5

�
�

Dostali jsme, ¾e C�1 = 1
5 �
��1 2

3 �1
�
.

(c) Postupujeme jako v (b) s vyu¾itím aritmetiky komplexních èísel, bìhem výpoètu pøitom zjistíme, ¾e
inverz existuje: �

1 + i 1
??1 0

2 3� i
??0 1

�
�
�
1 + i 1

?? 1 0
0 2

?? �1 + i 1

�
�

�
�
1 1�i

2

?? 1�i
2 0

0 1
?? i�1

2
1
2

�
�
�
1 0

?? 1�2i
2

i�1
4

0 1
?? i�1

2
1
2

�

Spoèítali jsme, ¾e D�1 =

�
1�2i
2

i�1
4

i�1
2

1
2

�
= 1

4

�
2� 4i i� 1
2i� 2 2

�
.

(d) Poèítáme tentokrát nad Z7:0
@1 2 4

??1 0 0
3 2 6

??0 1 0
1 0 5

??0 0 1

1
A �

0
@1 0 5

??0 0 1
0 2 5

??0 1 4
0 2 6

??1 0 6

1
A �

0
@1 0 0

??2 5 5
0 1 0

??1 3 4
0 0 1

??1 6 2

1
A :

Dostali jsme G�1 =

0
@2 5 5
1 3 4
1 6 2

1
A.

(e) Tentokrát pouze vyu¾ijeme pøedchozí výsledek a tvrzení z pøedná¹ky, které øíká, ¾e (GT )�1 =

(G�1)T =

0
@2 5 5
1 3 4
1 6 2

1
A
T

=

0
@2 1 1
5 3 6
5 4 2

1
A :

4.8. Napi¹te v¹echny regulární matice z pøedchozí úlohy jako souèin elementárních matic.

Vyu¾ijeme postup dùkazu Vìty 4.66. Staèí nám tedy zaznamenat inverzní elementární úpravy k tìm,
které jsme provádìli pøi pøevodu matice na inverzní, do elementárních matic:

Matici C =

�
1 2
3 1

�
nad tìlesem reálných èísel jsme pøevedli na jednotkovou tak, ¾e jsme nejprve odeèetli

trojnásobek prvního øádku k druhému, poté vydìlili druhý øádek èíslem �5 a nakonec odeèetli dvojnásobek
druhého øádku od prvního. To znamená, ¾e�

1 �2
0 1

�
�
�
1 0
0 �1

5

�
�
�

1 0
�3 1

�
�
�
1 2
3 1

�
=

�
1 0
0 1

�
;

proto hledané elementární matice dostáváme pøenásobením rovnosti zleva pøíslu¹nými inverzními elemen-
tárními maticemi, které jsou samozøejmì také elementární:

C =

�
1 0
�3 1

�
�1

�
�
1 0
0 �1

5

�
�1

�
�
1 �2
0 1

�
�1

=

�
1 0
3 1

�
�
�
1 0
0 �5

�
�
�
1 2
0 1

�
;

V pøípadì maticeD =

�
1 + i 1
2 3� i

�
nad tìlesem komplexních èísel jsme postupnì upravovali: 1) (1�i)-

násobek prvního øádku jsme odeèetli od druhého, 2) prvního øádek jsme vynásobili hodnotou 1
1+i a druhý

17



øádek hodnotou 1
2 3) 1�i

2 -násobek druhého øádku jsme odeèetli od prvního. Nyní zbývá elementární matice
opaèných elementárních úprav sepsat do matic�

1 + i 1
2 3� i

�
=

�
1 0

1� i 1

�
�
�
1 + i 0
0 1

�
�
�
1 0
0 2

�
�
�
1 1�i

2
0 1

�
:

Podobnì pro matici G =

0
@1 2 4
3 2 6
1 0 5

1
A nad tìlesem Z7 staèí zaznamenat provedené elementární úpravy

do inverzních elementárních matic G =0
@0 0 1
0 1 0
1 0 0

1
A
0
@1 0 0
3 1 0
0 0 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 0
1 0 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 0
0 1 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 5
0 0 1

1
A
0
@1 0 5
0 1 0
0 0 1

1
A
0
@1 0 0
0 2 0
0 0 1

1
A :

Koneènì pro matici transponovanou ke G staèí transponovat celý souèin elementárních matic, tedy GT =0
@1 0 0
0 2 0
0 0 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 0
5 0 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 0
0 5 1

1
A
0
@1 0 0
0 1 1
0 0 1

1
A
0
@1 0 1
0 1 0
0 0 1

1
A
0
@1 3 0
0 1 0
0 0 1

1
A
0
@0 0 1
0 1 0
1 0 0

1
A :

4.9. Rozhodnìte, pro která a z tìlesa je matice Aa regulární a pro tato a spoèítejte matici A�1
a .

(a) Aa =

�
2 a
3 0

�
nad tìlesem Z7,

(b) Aa =

�
1 a
a 2a� 1

�
nad tìlesem Q,

(c) Aa =

0
@a 1 0
1 0 a
1 2 a

1
A nad tìlesem Z5.

Budeme obvyklým zpùsobem poèítat inverzní matice a pøitom zároveò provedeme diskusi, pro která a
inverzní matice existuje.

(a) �
2 a

??1 0
3 0

??0 1

�
�
�
3 0

??0 1
2 a

??1 0

�
�
�
1 0

??0 5
0 a

??1 4

�

Vidíme, ¾e Aa regulární, právì kdy¾ a 6= 0 a tehdy A�1
a =

�
0 5
a�1 4a�1

�
.

(b) Postupujeme stejnì jako v (a):�
1 a

??1 0
a 2a� 1

??0 1

�
�
�
1 a

?? 1 0
0 2a� 1� a2

?? �a 1

�

Tentokrát je zøejmì matice Aa regulární, právì kdy¾ 2a � 1 � a2 = �(a � 1)2 6= 1, tedy právì kdy¾ a 6= 1.
Pro a 2 Q n f1g pokraèujeme v úpravách:

�
�
1 a

?? 1 0
0 1

?? a
(a�1)2

�1
(a�1)2

�
�
 
1 0

?? 1�2a
(a�1)2

a
(a�1)2

0 1
?? a

(a�1)2
�1

(a�1)2

!

Zjistili jsme, ¾e A�1
a = 1

(a�1)2

�
1� 2a a
a �1

�
.

(c) Nejprve si v¹imnìme, ¾e pro a = 0 je poslední sloupec matice nulový, tedy matice A0 je singulární.
Dále uva¾ujme jen a 2 Z5 n f0g:0

@a 1 0
??1 0 0

1 0 a
??0 1 0

1 2 a
??0 0 1

1
A �

0
@1 0 a

??0 1 0
1 2 a

??0 0 1
a 1 0

??1 0 0

1
A �

0
@1 0 a

??0 1 0
0 2 0

??0 4 1
0 1 4a2

??1 4a 0

1
A �

�
0
@1 0 a

??0 1 0
0 1 0

??0 2 3
0 0 4a2

??1 4a+ 3 2

1
A �

0
@1 0 0

?? a�1 3a�1 2a�1

0 1 0
?? 0 2 3

0 0 4a2
?? 1 4a+ 3 2

1
A �
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Nyní snadno dopoèítáme, ¾e A�1
a =

0
@a�1 3a�1 2a�1

0 2 3
4
a2

a+2
a2

3
a2

1
A pro a 2 Z5 n f0g.

4.10. Spoèítejte souèiny reálných matic

(a)

�
2 3
1 1

�
�1

�
�
1 3 1 �1
2 0 �1 2

�
, (b)

0
@ 2 0
�1 3
1 2

1
A �

�
3 4
2 3

�
�1

.

(a) Oznaème A =

�
2 3
1 1

�
a B =

�
1 3 1 �1
2 0 �1 2

�
. Roz¹íøíme-li matici A o matici B a budeme-

li vzniklou matici (AjB) upravovat stejnì jako v pøedchozích úlohách takovými elementárními úpravami,
abychom vlevo obdr¾eli jednotkovou matici, snadno nahlédneme, ¾e

(AjB) � A�1 � (AjB) = (I2jA�1B);

Tedy vpravo dostaneme hledaný souèin A�1B. Poèítejme:�
2 3

??1 3 1 �1
1 1

??2 0 �1 2

�
�
�
1 1

??2 0 �1 2
2 3

??1 3 1 �1
�
�

�
�
1 1

?? 2 0 �1 2
0 1

?? �3 3 3 �5
�
�
�
1 0

?? 5 �3 �4 7
0 1

?? �3 3 3 �5
�
:

Spoèítali jsme, ¾e

�
2 3
1 1

�
�1

�
�
1 3 1 �1
2 0 �1 2

�
=

�
5 �3 �4 7
�3 3 3 �5

�
.

(b) Oznaème C =

0
@ 2 0
�1 3
1 2

1
A a D =

�
3 4
2 3

�
. Vyu¾ijeme-li Tvrzení 4.20 a 4.65, dostaneme (C �D�1)T =

(D�1)T � CT = (DT )�1 � CT , a proto mù¾eme postupovat stejným zpùsobem jako v bodu (a), ov¹em pro
souèin transponovaných matic v obráceném poøadí:�

3 2
??2 �1 1

4 3
??0 3 2

�
�
�
12 8

??8 �4 4
12 9

??0 9 6

�
�
�
3 2

?? 2 �1 1
0 1

?? �8 13 2

�
�

�
�
3 0

?? 18 �27 �3
0 1

?? �8 13 2

�
�
�
1 0

?? 6 �9 �1
0 1

?? �8 13 2

�
:

Zjistili jsme, ¾e (DT )�1 � CT =

�
6 �9 �1
�8 13 2

�
, a proto C �D�1 =

0
@ 6 �8
�9 13
�1 2

1
A.

4.11. Existuje-li, najdìte LU rozklad reálné matice:

(a) A =

�
2 2
4 9

�
, (b) B =

0
@ 1 1 2
�4 �1 1
2 5 �1

1
A, (c) C =

0
@ 2 1 �2
�2 2 3
2 7 2

1
A,

(d) D =

0
BB@
2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

1
CCA.

(a) V¹imnìme si, ¾e staèí provést jedinou elementární úpravu tøetího typu, abychom z matice A dostali

odstupòovanou matici

�
2 2
0 5

�
, co¾ mù¾eme zapsat v maticové podobì pomocí násobení zleva pøíslu¹nou

elementární maticí: �
2 2
0 5

�
=

�
1 0
�2 1

�
�
�
2 2
4 9

�

Uvìdomíme-li si, ¾e inverzní matice

�
1 0
�2 1

�
�1

=

�
1 0
2 1

�
je rovnì¾ dolní trojúhelníková s jednotkami na

diagonále a pøenásobíme-li vý¹e uvedenou rovnost zleva maticí

�
1 0
�2 1

�
�1

, dostáváme

�
1 0
2 1

�
�
�
2 2
0 5

�
=

�
1 0
2 1

�
�
�

1 0
�2 1

�
�
�
2 2
4 9

�
=

�
2 2
4 9

�
;
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odkud vidíme, ¾e LU rozklad matice A je A =

�
1 0
2 1

�
�
�
2 2
0 5

�
.

(b) I tentokrát budeme matici B upravovat elementárními úpravami. Pøíslu¹né úpravy si budeme pama-
tovat a poté si je pøepí¹eme v maticovém zápisu jako souèin elementárních matic:

B =

0
@ 1 1 2
�4 �1 1
2 5 �1

1
A �

0
@1 1 2
0 3 9
0 3 �5

1
A �

0
@1 1 2
0 3 9
0 0 �14

1
A = U:

Pøi upravování jsme nepotøebovali pøehazovat øádky (ani násobit øádek nenulovým skalárem), tedy dostali
jsme Lk : : : L1B = U , kde Li jsou v¹echno elementární transformaèní matice odpovídající pøiètení vý¹e
polo¾eného øádku k øádku ní¾e polo¾enému:0

@1 0 0
0 1 0
0 �1 1

1
A �

0
@ 1 0 0

0 1 0
�2 0 1

1
A �

0
@1 0 0
4 1 0
0 0 1

1
A �

0
@ 1 1 2
�4 �1 1
2 5 �1

1
A =

0
@1 1 2
0 3 9
0 0 �14

1
A :

Matice Li jsou zøejmì dolní trojúhelníkové s jednotkami na diagonále a okam¾itì vidíme, ¾e souèin L =
L�1
1 : : : L�1

k rovnì¾ dolní trojúhelníková matice s jednotkami na diagonále. Navíc B = LU . Tudí¾ jsme
na¹li LU rozklad matice B. Vidíme, ¾e souèin matic L�1

1 : : : L�1
k obsahuje na pøíslu¹ných pozicích hodnoty

jednotlivých elementárních matic (tj. i-tý øádek a j-tý sloupec, i > j, obsahuje hodnotu cij , právì kdy¾ jsme
bìhem Gaussovy eliminace odeèítali od i-tého øádku matice B a cij-násobek jejího j-tého øádku):

L =

0
@ 1 0 0
�4 1 0
2 1 1

1
A =

0
@ 1 0 0
�4 1 0
0 0 1

1
A �

0
@1 0 0
0 1 0
2 0 1

1
A �

0
@1 0 0
0 1 0
0 1 1

1
A :

Na¹li jsme tedy (jednoznaènì urèený) LU rozklad0
@ 1 1 2
�4 �1 1
2 5 �1

1
A =

0
@ 1 0 0
�4 1 0
2 1 1

1
A
0
@1 1 2
0 3 9
0 0 �14

1
A :

V¹imnìme si, ¾e výsledná matice L obsahuje na i-tém øádku a j-tém sloupci právì opaènou hodnotu k
násobku, jím¾ jsme násobili j-tý øádek pøi jeho pøièítání k i-tému sloupci bìhem elementárních úprav (tedy
bìhem Gaussovy eliminace). To, ¾e se jedná o obecný zpùsob, jak nalézt dolní trojúhelníkovou matici LU
rozkladu matice ukazuje dùkazu Vìty 4.69 z pøedná¹ky a na tém¾e místì je ukázáno, ¾e horní trojúhelníková
matice LU rozkladu je právì odstupòovaná matice, kterou získáme Gaussovou eliminací.

(c) Tentokrát budeme postupovat jako v dùkazu Vìty 4.69, tedy staèí gaussovsky upravovat matici C a
pøíslu¹né (opaèné) hodnoty sestavovat do matice L:0

@ 2 1 �2
�2 2 3
2 7 2

1
A �

0
@2 1 �2
0 3 1
0 6 4

1
A �

0
@2 1 �2
0 3 1
0 0 2

1
A ;

kde jsme postupnì odeèetli 1) �1-násobek 1. øádku od 2., 2) 1-násobek 1. øádku od 3. a 3) 2-násobek 2.
øádku od 3. Tedy dostáváme tedy LU rozklad0

@ 2 1 �2
�2 2 3
2 7 2

1
A =

0
@ 1 0 0
�1 1 0
1 2 1

1
A �

0
@2 1 �2
0 3 1
0 0 2

1
A :

(d) Opìt upravujeme Gaussovou eliminací matici D:0
BB@
2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

1
CCA �

0
BB@
2 0 0 0
0 1 2 1
0 1 1 3
0 0 0 3

1
CCA �

0
BB@
2 0 0 0
0 1 2 1
0 0 �1 2
0 0 0 3

1
CCA :

Provedené úpravy zaznamenáme do matice L a dostaneme hledaný LU rozklad0
BB@
2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

1
CCA =

0
BB@
1 0 0 0
3
2 1 0 0
1
2 1 1 0
0 0 0 1

1
CCA �

0
BB@
2 0 0 0
0 1 2 1
0 0 �1 2
0 0 0 3

1
CCA :
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4.12. Pomocí LU rozkladu reálné matice A =

0
@ 2 1 �2
�2 2 3
2 7 2

1
A spoèítejte v¹echna øe¹ení soustavy rovnic

Ax = y pro vektor pravých stran y = (�3; 2;�1)T.
Máme-li LU rozklad matice A = LU a uva¾ujeme-li nehomogenní soustavu rovnic AxT = yT, potom

mù¾eme úlohu rozdìlit na dva jednodu¹¹í úkoly, najít nejprve øe¹ení soustavy LzT = yT a poté soustavy
UxT = zT. V obou pøípadech poèítáme s trojúhelníkovými maticemi, tak¾e pøi výpoètu u¾ jen dosazujeme,
ani¾ musíme matice jakkoli dále gaussovsky upravovat.

LU rozklad matice jsme u¾ spoèítali: A =

0
@ 1 0 0
�1 1 0
1 2 1

1
A
0
@2 1 �2
0 3 1
0 0 2

1
A : Potom pro pro vektor pravých

stran y = (�3; 2;�1) spoèítáme neznámé z = (z1; z2; z3) pøímou substitucí z1 = y1 = �3, dále �1z1 + z2 =
3 + z2 = y2 = 2, tedy z2 = �1 a koneènì z3 = �1� 1 � (�3)� 2 � (�1) = 4.

Nyní poèítáme soustavu UxT = zT a tentokrát tedy postupujeme zpìtnou substitucí: 2x3 = z3, tedy
x3 = 2, dále x2 = �1�1�2

3 = �1 a x1 = �3�1�(�1)+2�2
2 = 1.

4.13. Existuje-li, najdìte LU rozklad matic:

(a) A =

�
2 2
1 4

�
nad tìlesem Z5, (b) B =

0
@2 1 2
3 1 4
1 0 3

1
A nad tìlesem Z5,

(c) B nad tìlesem Z7,

Postupujeme v 4.11 s poèítáním v tìlesech Z5 a Z7, tedy gaussovsky upravíme matici na matici U a
pøíslu¹né hodnoty sepí¹eme do matice L:

(a)

�
2 2
1 4

�
�
�
2 2
0 3

�
a dostáváme LU rozklad

�
2 2
1 4

�
=

�
1 0
3 1

�
�
�
2 2
0 3

�
.

(b) 0
@2 1 2
3 1 4
1 0 3

1
A �

0
@2 1 2
0 2 1
0 2 2

1
A �

0
@2 1 2
0 2 1
0 0 1

1
A :

Spoèítali jsme LU rozklad matice B =

0
@1 0 0
4 1 0
3 1 1

1
A �

0
@2 1 2
0 2 1
0 0 1

1
A nad tìlesem Z5.

(c) 0
@2 1 2
3 1 4
1 0 3

1
A �

0
@2 1 2
0 3 1
0 3 2

1
A �

0
@2 1 2
0 3 1
0 0 1

1
A :

Spoèítali jsme nad Z7 LU rozklad matice B =

0
@1 0 0
5 1 0
4 1 1

1
A �

0
@2 1 2
0 3 1
0 0 1

1
A.

4.14. Pro reálnou matici A =

0
BB@

1 1 2 2
�1 �1 �2 1
2 1 0 1
2 2 �1 1

1
CCA ovìøte, ¾e nemá LU-rozklad, najdìte permutaèní matici

P tak, aby matice PA mìla LU rozklad a ten spoèítejte.

Budeme matici postupnì upravovat Gaussovu eliminaci, tj. budeme kanonickým zpùsobem, pou¾ívat
pouze pøehazování øádkù a pøièítání násobku vý¹e polo¾eného k ní¾e polo¾enému øádku. Oba typy úprav
budeme zaznamenávat (pravý sloupec jen èísluje øádky):0

BB@
1 1 2 2

??1
�1 �1 �2 1

??2
2 1 0 1

??3
2 2 �1 1

??4

1
CCA �

0
BB@
1 1 2 2

??1
0 0 0 3

??2
0 �1 �4 �3 ??3
0 0 �5 �3 ??4

1
CCA �

0
BB@
1 1 2 2

??1
0 �1 �4 �3 ??3
0 0 �5 �3 ??4
0 0 0 3

??2

1
CCA :
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Tedy permutaèní matice, kterou potøebujeme zmìnit pùvodní matici A, odpovídá permutaci øádkù zachycené

v pravém sloupci, èili P =

0
BB@
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

1
CCA. Pùvodním transformacím typu pøiètení vý¹e polo¾eného øádku

k ní¾e polo¾enému odpovídala matice L0 =

0
BB@

1 0 0 0
�1 1 0 0
2 0 1 0
2 0 0 1

1
CCA, my ale musíme adekvátnì matici P , jako jsme

to udìlali i v prùbìhu dùkazu Vìty 5.4, zmìnit polohu upravovaných øádkù, tak¾e dostáváme LU rozklad
matice PA: 0

BB@
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

1
CCA
0
BB@

1 1 2 2
�1 �1 �2 1
2 1 0 1
2 2 �1 1

1
CCA =

0
BB@

1 0 0 0
2 1 0 0
2 0 1 0
�1 0 0 1

1
CCA
0
BB@
1 1 2 2
0 �1 �4 �3
0 0 �5 �3
0 0 0 3

1
CCA :

4.15. Existuje-li, najdìte nad tìlesem Z3 v¹echny matice X splòující

(a)

�
1 2 1
1 1 0

�
�X = I2,

(b) X �
�
1 2 1
1 1 0

�
= I3.

(a) Poèítáme obdobnì jako v úlohách 4.2 a 4.6:�
1 2 1

??1 0
1 1 0

??0 1

�
�
�
1 2 1

??1 0
0 2 0

??2 1

�
�
�
1 0 1

??2 2
0 1 0

??1 2

�

Nyní zpìtnou substitucí snadno zjistíme, ¾e X 2 f
0
@2 + 2s 2 + 2t

1 2
s t

1
A j s; t 2 Z3g.

(b) Nyní buï mù¾eme zjistit, ¾e hledaná maticeX neexistuje, stejnými prostøedky jako v pøedchozí úloze,
nebo si v¹imneme, ¾e otázka je ekvivalentní podmínce

e1 =

0
@1
0
0

1
A ; e2 =

0
@0
1
0

1
A ; e3 =

0
@0
0
1

1
A 2 fAT (Z23)

kde A =

�
1 2 1
1 1 0

�
a zobrazení fAT : Z23 ! Z33 je dáno pøedpisem fAT (v) = AT v. Ov¹em fAT (Z23) je právì

øádkový vektorový prostor matice A, tedy má (nejvý¹e) devìt prvkù, zatímco podprostor, který by obsahoval
v¹echny vektory e1; e2; e3 by musel obsahovat v¹echny jejich lineární kombinace, tedy v¹echny vektory
vektorového prostoru Z33, tedy 27 rùzných vektorù, co¾ není mo¾né. Po¾adovaná matice tudí¾ neexistuje.

4.16. Najdìte ètvercovou matici A nad tìlesem T øádu n splòující podmínky A2 = In a A 6= In, jestli¾e

(a) n = 1 a T = R,

(b) n = 2 a T = R,

(c) n = 2 a T = Z5,

(d) n = 3 a T = R,

(e) n = 4 a T = Z2.

(a) Ètvercové matice øádu 1 odpovídají prvkùm tìles, tedy se ptáme, kdy a2 = 1 a a 6= 1 nad reálnými
èísly. Okam¾itì vidíme, ¾e podmínku splòuje pouze matice (�1).

(b) V úloze nám mù¾e pomoct geometrický náhled. Uvá¾íme-li matici zobrazení fA, hledáme taková
zobrazení, která jsou sama k sobì inverzní. Ta ov¹em snadno najdeme mezi symetriemi, napøíklad osová
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soumìrnost podle osy x èi y nebo soumìrnost podle prùseèíku os jsou zobrazení sama k sobì inverzní. Nyní

staèí nahlédnout, ¾e Ax =

�
1 0
0 �1

�
je maticí soumìrnosti podle osy x, Ay =

��1 0
0 1

�
je maticí soumìrnosti

podle osy y a Ao =

��1 0
0 �1

�
je maticí soumìrnosti podle poèátku souøadnic, a ¾e A2

x = A2
y = A2

o = I2.

(c) V tomto pøípadì nám sice geometrická pøedstava chybí, ale algebraické dùvody ukazují, ¾e pøedchozí
pøíklady matic �

1 0
0 �1

�
=

�
1 0
0 4

�
;

��1 0
0 1

�
=

�
4 0
0 1

�
;

��1 0
0 �1

�
=

�
4 0
0 4

�
:

i nad tìlesem Z5 splòují podmínku A2 = I2. Poznamenejme ov¹em, ¾e existují i dal¹í matice splòují A2 = I2

napøíklad matice

�
2 2
1 3

�
.

(d) Tentokrát mù¾eme pou¾ít geometrickou úvahu z (b), abychom si uvìdomili, ¾e osové soumìrnosti s
maticemi 0

@1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1
A ;

0
@�1 0 0

0 1 0
0 0 �1

1
A ;

0
@�1 0 0

0 �1 0
0 0 1

1
A ;

symetrie podle rovin urèených dvojicí os s maticemi0
@1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1
A ;

0
@1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1
A ;

0
@�1 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A ;

stejnì jako støedová symetrie s maticí

0
@�1 0 0

0 �1 0
0 0 �1

1
A na¹i podmínku splòují.

(e) Nad tìlesem Z2 platí, ¾e �1 = 1, tedy úvahu z (b) vyu¾ít nemù¾eme. Pøesto napøíklad matice

H =

0
BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCA z úlohy 4.7(h) podmínku H2 = I4 splòuje.

4.17. Najdìte aspoò 4 reálné ètvercové matice A øádu 3, aby A2 = A a A 6= I3.

Podobnì jako v pøedchozí úloze mù¾e vyu¾ít geometrického náhledu. Uvá¾íme-li matici zobrazení fA,
hledáme geometrická zobrazení, která se dvojí aplikací nezmìní. Takovou podmínku splòují jistì kolmé
projekce na rovinu èi pøímku, matice projekcí na rovinu urèenou dvojicí os jsou potom tvaru0

@0 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ;

0
@1 0 0
0 0 0
0 0 1

1
A ;

0
@1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
A ;

zatímco matice projekcí na osy jsou0
@1 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A ;

0
@0 0 0
0 1 0
0 0 0

1
A ;

0
@0 0 0
0 0 0
0 0 1

1
A :

4.18. Mìjme reálnou matici M =

�
2 0
1 3

�
øádu n > 1. Najdìte pøíklady (nekoneènì mnoha) matic, které s

M komutují.

Uvìdomíme-li si, ¾e je skalární násobení komutativní, dostaneme tøídu matic cI2 =

�
c 0
0 c

�
pro , které

zøejmì komutují se v¹emi maticemi. D8le pøipomeòme, ¾e M �dM�1 = cI2 = dM�1 �M . Tedy matice dM�1

pro ka¾dé d 2 R komutuje s M , vezmeme-li c = 6d snadno spoèítáme, ¾e s M komutují matice

�
3c 0
�c 2c

�
pro ka¾dé c 2 R.
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Dále pro ka¾dé pøirozené n mámeM �Mn =Mn+1 =Mn �M aM � (M�1)n = (M�1)n�1 = (M�1)n �M ,
tedy matice Mn i (M�1)n s M komutují.

Pøipomeòme, ¾e Jordanova buòka je matice tvaru J� =

0
BBBBB@

� 1 0 : : : 0
0 � 1 : : : 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 : : : � 1
0 0 : : : 0 �

1
CCCCCA.

4.19. Je-li J� Jordanova buòka øádu n nad obecným tìlesem, doka¾te, ¾e

Jk� =

0
BBBBB@

�k
�
k
1

�
�k�1

�
k
2

�
�k�2 : : :

�
k

n�1

�
�k�n+1

0 �k
�
k
1

�
�k�1 : : :

�
k

n�2

�
�k�n+2

...
...

. . .
. . .

...
0 0 : : : �k

�
k
1

�
�k�1

0 0 : : : 0 �k

1
CCCCCA ;

kde de�nitoricky polo¾íme
�
k
r

�
�k�ri = 0 pro r > k.

Postupujeme indukcí. Pro k = 1 tvrzení zøejmì platí. Pøedpokládejme, ¾e vzorec platí pro k a doka¾me
ho pro k + 1. Budeme násobit Jk+1

� = J� � Jk� =

=

0
BBBBB@

� 1 0 : : : 0
0 � 1 : : : 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 : : : � 1
0 0 : : : 0 �

1
CCCCCA �

0
BBBBB@

�k
�
k
1

�
�k�1

�
k
2

�
�k�2 : : :

�
k

n�1

�
�k�n+1

0 �k
�
k
1

�
�k�1 : : :

�
k

n�2

�
�k�n+2

...
...

. . .
. . .

...
0 0 : : : �k

�
k
1

�
�k�1

0 0 : : : 0 �k

1
CCCCCA =

=

0
BBBBB@

�k+1 (
�
k
1

�
+ 1)�k (

�
k
2

�
+
�
k
1

�
)�k�1 : : : (

�
k

n�1

�
+
�

k
n�2

�
)�k�n+2

0 �k+1 (
�
k
1

�
+ 1)�k : : : (

�
k

n�2

�
+
�

k
n�3

�
)�k�n+3

...
...

. . .
. . .

...
0 0 : : : �k+1 (

�
k
1

�
+ 1)�k

0 0 : : : 0 �k+1

1
CCCCCA =

=

0
BBBBB@

�k+1
�
k+1
1

�
�k

�
k+1
2

�
�k�1 : : :

�
k+1
n�1

�
�k�n+2

0 �k+1
�
k+1
1

�
�k : : :

�
k+1
n�2

�
�k�n+3

...
...

. . .
. . .

...
0 0 : : : �k+1

�
k+1
1

�
�k

0 0 : : : 0 �k+1

1
CCCCCA ;

kde jsme vyu¾ili známého vztahu
�
k
r

�
+
�
k
r�1

�
=
�
k+1
r

�
.

4.20. Spoèítejte An pro

(a) n = 45 a A =

0
@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1
A nad tìlesem R,

(b) n = 45 a A =

0
@1 1

3 0
0 1 1

3
0 0 1

1
A nad tìlesem R,

(c) n = 13 a A =

0
BB@
8 1 0 0
0 8 1 0
0 0 8 1
0 0 0 8

1
CCA nad tìlesem Z13.

24



(a) Pou¾ijeme vzoreèku odvozeného v úloze 4.19:

A45 =

0
@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1
A

45

=

0
@345 45 � 344 990 � 343

0 345 45 � 344
0 0 345

1
A

(b) V¹imnìme si, ¾e A = 1
3 �
0
@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1
A, proto

A45 =
1

345
�
0
@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1
A

45

=
1

345
�
0
@345 45 � 344 990 � 343

0 345 45 � 344
0 0 345

1
A =

0
@1 15 110
0 1 15
0 0 1

1
A :

(c) Uvìdomíme-li si, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p a pøirozené èíslo r � p je nad tìlesem Zp hodnota kombina-
èního èísla

�
p
r

�
= p!

r!�(p�r)! � 0 (mod p) a spoèítáme-li 813 � 8 (mod 13) (Malá Fermatova vìta nám dokonce
obecnì øíká, ¾e �p � � (mod p) pro ka¾dé � 2 Z13 n f0g), dostáváme díky 4.19

A13 =

0
BB@
8 1 0 0
0 8 1 0
0 0 8 1
0 0 0 8

1
CCA

13

=

0
BB@
8 0 0 0
0 8 0 0
0 0 8 0
0 0 0 8

1
CCA :

5 Vektorové prostory a lineární nezávislost

5.1. Rozhodnìte, zda vektor a) (1; 1; 4)T a b) (4; 1; 1)T le¾í v podprostoru U = LOf(1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T g
vektorového prostoru Z35 nad tìlesem Z5.

Ptáme se, zda existují hodnoty x; y 2 Z5, které øe¹í vektorovou rovnici x � (1; 4; 3)T + y � (3; 1; 1)T = v,
tedy chceme zjistit, zda existuje øe¹ení soustavy 3 rovnic o 2 neznámých (pro ka¾dou souøadnici dostáváme
jednu rovnici) s maticemi, které snadno upravíme na odstupòovaný tvar.

a) 0
@1 3

??1
4 1

??1
3 1

??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 4

??2
0 2

??1
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??3
0 0

??0
1
A

Vidíme, ¾e øe¹ení soustavy existuje a vektor (1; 1; 4)T je lineární kombinací vektorù (1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T ,
proto (1; 1; 4)T 2 U.

b) 0
@1 3

??4
4 1

??1
3 1

??1
1
A �

0
@1 3

??1
0 4

??0
0 2

??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??0
0 0

??4
1
A

Tentokrát soustava zjevnì øe¹ení nemá, tedy (4; 1; 1)T =2 U.

5.2. Rozhodnìte, zda je podprostorem reálného lineárního prostoru R3 mno¾ina vektorù:

(a) f
0
@ x
x+ y
2y

1
A j x; y 2 Rg; (b) f

0
@ x
x+ 1
2y

1
A j x; y 2 Rg: (c) f

0
@x22x
x

1
A j x 2 Rg;

(d) f
0
@ 0
�x
x

1
A j x 2 Rg; (e) Q3; (f) f

0
@ x
x+ y
2y

1
A j x; y 2 Qg; (g) f

0
@0
0
0

1
Ag:

Ve v¹ech úlohách máme rozhodnout, zda daná mno¾ina je èi není uzavøená násobení reálným skalárem
a na sèítání. Negativní odpovìï tedy ovìøíme tak, ¾e najdeme dvojici vektorù z mno¾iny, jejich¾ souèet v
mno¾inì nele¾í nebo vektor z mno¾iny, jeho¾ nìjaký skalární násobek v mno¾inì nele¾í. Pozitivní odpovìï
mù¾eme ovìøit pøímoèaøe tak, ¾e pro dvojici vektorù u a v mno¾iny a skalár a uká¾eme, ¾e u+v a au opìt
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v dané mno¾inì le¾í. My obvykle zvolíme radìji rychlej¹í argumentaci vyu¾ívající fakt, ¾e lineární obaly jsou
podprostory, kdy uká¾eme, ¾e je daná mno¾ina lineárním obalem nìjakého systému vektorù.

(a) Ano, proto¾e f
0
@ x
x+ y
2y

1
A j x; y 2 Rg = fx

0
@1
1
0

1
A+ y

0
@0
1
2

1
A j x; y 2 Rg = LOf

0
@1
1
0

1
A ;

0
@0
1
2

1
Ag.

(b) Ne, nebo» vektor

0
@0
1
0

1
A le¾í, zatímco vektor

0
@0
2
0

1
A = 2

0
@0
1
0

1
A nele¾í v f

0
@ x
x+ 1
2y

1
A j x; y 2 Rg, proto¾e

jak snadno zjistíme rovnice

0
@ x
x+ 1
2y

1
A =

0
@0
2
0

1
A nemá ¾ádné øe¹ení.

(c) Vidíme, ¾e

0
@4
4
2

1
A 2 f

0
@x22x
x

1
A j x 2 Rg ov¹em kdyby rovnice 1

2

0
@4
4
2

1
A =

0
@2
2
1

1
A =

0
@x22x
x

1
A mìla øe¹ení, pak

by 12 = x2 = 2, co¾ je spor. To znamená, ¾e mno¾ina není uzavøena na násobení a tudí¾ není podprostorem.

(d) Ano, nebo» f
0
@ 0
�x
x

1
A j x 2 Rg = LOf

0
@ 0
�1
1

1
Ag.

(e), (f) Ne, proto¾e �

0
@1
0
0

1
A nele¾í v Q3 ani f

0
@ x
x+ y
2y

1
A j x; y 2 Qg, aèkoli

0
@1
0
0

1
A v obou podmno¾inách le¾í.

(g) Ano, proto¾e f
0
@0
0
0

1
Ag = LO ;.

5.3. Rozhodnìte, zda mno¾ina X generuje vektorový prostor Z35 nad tìlesem Z5, jestli¾e X =

(a) f
0
@1
3
3

1
A ;

0
@3
2
4

1
Ag; (b) f

0
@1
3
3

1
A ;

0
@3
2
4

1
A ;

0
@4
3
2

1
Ag; (c) f

0
@1
3
3

1
A ;

0
@3
2
4

1
A ;

0
@4
3
1

1
Ag:

(a) Ptáme se, zda ka¾dý vektor y vektorového prostoru Z35 lze napsat jako lineární kombinaci vektorù

f
0
@1
3
3

1
A ;

0
@3
2
4

1
Ag, tedy zda má øe¹ení soustava

0
@1 3
3 2
3 4

1
Ax = y. Na to má ov¹em matice pøíli¹ málo sloupcù,

tedy dané vektory celé Z35 negenerují.

(b) Obdobnì jako v (a) øe¹íme otázku, zda má soustava

0
@1 3 4
3 2 3
3 4 2

1
Ax = y øe¹ení pro ka¾dý vektor y.

Upravíme-li matici posloupností elementárních úprav

0
@1 3 4
3 2 3
3 4 2

1
A �

0
@1 3 4
0 3 1
0 0 0

1
A ; vidíme, ¾e odstupòovaný

tvar matice obsahuje nulový øádek, tudí¾ existuje vektor pravých stran y, pro který soustava nebude mít
øe¹ení. Opìt jsme zjistili, ¾e dané vektory celé Z35 negenerují.

(c) Obdobnì jako v (b) upravujeme tentokrát matici

0
@1 3 4
3 2 3
3 4 1

1
A �

0
@1 3 4
0 3 1
0 0 4

1
A ; která je zøejmì regu-

lární. Ke ka¾dému y najdeme øe¹ení soustavy

0
@1 3 4
3 2 3
3 4 1

1
Ax = y, co¾ znamená, ¾e daná posloupnost vektorù

generuje celé Z35.

5.4. Rozhodnìte, zda je v vektorovém prostoru Z47 nad tìlesem Z7 vektor v lineární kombinací vektorù

mno¾iny X = f

0
BB@
1
3
3
2

1
CCA ;

0
BB@
2
1
0
6

1
CCA ;

0
BB@
4
5
1
1

1
CCAg, jestli¾e v = (a)

0
BB@
6
6
2
0

1
CCA, (b)

0
BB@
0
6
2
6

1
CCA, (c)

0
BB@
1
0
0
0

1
CCA, (d)

0
BB@
1
6
2
6

1
CCA. V pøípadì, ¾e ano,

urèete koe�cienty této lineární kombinace.
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Øe¹íme úlohu, kterou mù¾eme pro matici A =

0
BB@
1 2 4
3 1 5
3 0 1
2 6 1

1
CCA, v její¾ sloupcích jsou právì vektory mno¾iny

X, zapsat rovnicí Ax = v. Øe¹íme tedy ètyøi nehomogenní soustavy rovnic se stejnou maticí levých stran
A, proto celou úlohu mù¾eme øe¹it pomocí jediné roz¹íøené matice:0

BB@
1 2 4

??6 0 1 1
3 1 5

??6 6 0 6
3 0 1

??2 2 0 2
2 6 1

??0 6 0 6

1
CCA �

0
BB@
1 2 4

??6 0 1 1
0 2 0

??2 6 4 3
0 1 3

??5 2 4 6
0 2 0

??2 6 5 4

1
CCA �

0
BB@
1 2 4

??6 0 1 1
0 1 0

??1 3 2 5
0 0 3

??4 6 2 1
0 0 0

??0 0 1 1

1
CCA :

Odtud vidíme, ¾e úlohy (c) a (d) nemají øe¹ení, tedy vektor daný vektor nele¾í v lineárním obalu. Pro úlohy
(a) a (b) zjevnì existuje právì jedno øe¹ení soustavy, tudí¾ dané vektory jsou lineární kombinací, jejich¾

koe�cienty spoèítáme z dané soustavy zpìtnou substitucí: (a)

0
@1
1
6

1
A, (b)

0
@0
3
2

1
A

5.5. Rozhodnìte, zda je mno¾ina U podprostorem aritmetického vektorového prostoru Z35 nad tìlesem Z5,
jestli¾e

(a) U = f(0; 0; 0)T g, (b) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)T g, (c) jU j = 4,
(d) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)T ; (2; 4; 1)T ; (3; 1; 4)T ; (4; 3; 2)T g,
(e) jU j = 6, (f) jU j = 125, (g) U = ;,
(a) Proto¾e (0; 0; 0)T +(0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T a t(0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T pro ka¾dé t 2 T , je podle Tvrzení 5.6

z pøedná¹ky mno¾ina f(0; 0; 0)T g podprostorem Z35.
(b) Vidíme, ¾e (1; 2; 3)T + (1; 2; 3)T = 2(1; 2; 3)T = (2; 4; 1)T =2 U, proto podle Tvrzení 5.6 U není

podprostorem.
(c) Je-li u = (u1; u2; u3) nenulový vektor, potom mno¾ina LOug = fau j a 2 Z5g obsahuje právì tolik

rùzných vektorù,kolik prvkù obsahuje tìleso Z5. Proto ètyøprvkový podprostor (který by nutnì obsahoval
nenulový vektor) nad tìlesem Z5 nemù¾e existovat.

(d) Snadno pomocí Tvrzení 5.14 z pøedná¹ky nahlédneme, ¾e U = LOf(1; 2; 3)T g, tedy se jedná o
podprostor.

(e) Kdyby existoval ¹estiprvkový podprostor nad tìlesem Z5, pak obsahoval nìjaký nenulový vektor u a
pak je¹tì jeden vektor v 2 U nLOug. Podle Tvrzení 5.26 by mno¾in fu;vg byla lineárnì nezávislá, a proto
by vektor 2u =2 LOug[ fvg, co¾ je spor s pøedpokladem jU j = 6. Tudí¾ ¾ádný ¹estiprvkový podprostor nad
tìlesem Z5 neexistuje.

(f) V¹imneme-li si, ¾e 125 prvkù má celý aritmetický prostor Z35, vidíme, ¾e U = Z35 je podprostorem Z35.
(g) Prázdná mno¾ina sice triviálnì splòuje podmínku uzavøenosti na operace, ale za podprostor ji nepo-

va¾ujeme.

5.6. Doka¾te, ¾e mno¾ina komplexních èísel C tvoøí s obvyklým sèítáním a násobením vektorový prostor
nad tìlesem reálných èísel R.

Je tøeba zcela pøímoèaøe ovìøit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pøitom víme, ¾e C je se
sèítáním a násobením tìleso, odkud okam¾itì dostáváme asociativitu a komutativitu sèítání, stejnì jako
existenci nulového vektoru (0). Proto¾e r(c+d) = rc+rd pro v¹echna komplexní r; c; d platí tato rovnost i v
pøípadì, ¾e zvolíme r 2 R. Stejný argument ukazuje, ¾e pro ka¾dé r; s 2 R a c 2 C máme (r+ s)c = rc+ sc
a (rs)c = r(sc). Koneènì zøejmì 1c = c.

5.7. Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorù X ve vektorovém prostoru V lineárnì závislá èi nezávislá,
jestli¾e

(a) X = ((1; 0; 2; 1)T , (2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)T ) a V = Q4,

(b) X = ((1; 1)T ; (1; 0)T ; (3; 4)T ) a V = Z27,

(c) X = ((1; 1; 2)T , (2; 0; 1)T , (2; 1; 1)T ) a V = Z33,

(d) X = (3� i; 2 + 3i) a V = C nad tìlesem R,

(e) X = (3� i; 2 + 3i) a V = C nad tìlesem C,

(f) X = (x2 + x+ 1; x2 + 2x; x2 + 2) a V = R[x] nad tìlesem R.
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(a) Staèí zjistit, zda existuje (a v takovém pøípadì pùjde o lineárnì závislé vektory) èi neexistuje (co¾ by
znamenalo, ¾e dané vektory by byly lineárnì nezávislé) netriviální øe¹ení vektorové rovnice

x1 � (1; 0; 2; 1)T + x2 � (2; 0; 1; 1)T + x3 � (1; 0; 1;�1)T = (0; 0; 0; 0)

Úlohu pøevedeme na otázku, zda existuje jednoznaèné (tedy pouze triviální) øe¹ení homogenní soustavy
rovnic s maticí A:

A =

0
BB@
1 2 1
0 0 0
2 1 1
1 1 �1

1
CCA �

0
BB@
1 2 1
0 �3 �1
0 �1 �2
0 0 0

1
CCA �

0
BB@
1 2 1
0 1 2
0 0 5
0 0 0

1
CCA

Z upravené soustavy dostáváme jednoznaèné øe¹ení x1 = x2 = x3 = 0, tedy vektory (1; 0; 2; 1)T ,
(2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)T jsou lineárnì nezávislé.

(b) Tentokrát nemusíme nic poèítat, proto¾e matice

�
1 1 3
1 0 4

�
, do ní¾ sepí¹eme vektory urèuje homo-

genní soustavu s alespoò jedním volným sloupcem. Proto existuje netriviální øe¹ení homogenní soustavy s
takovou maticí a posloupnost vektorù je lineárnì závislá.

(c) Podobnì jako v (a) se ptáme, zda existuje netriviální øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí0
@1 2 2
1 0 1
2 1 1

1
A. Proto¾e

0
@1 2 2
1 0 1
2 1 1

1
A �

0
@1 2 2
0 1 2
0 0 0

1
A, vidíme, ¾e existuje netriviální øe¹ení homogenní soustavy

s touto maticí, a proto je posloupnost vektorù lineárnì závislá.
(d) Dokazujeme podle de�nice a pøedpokládáme, ¾e 0 = a(3 � i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (�a + 3b)i.

Potom z reálné i imaginární èásti dostáváme jednu lineární rovnici nad R:
3a + 2b = 0
�a + 3b = 0

a øe¹íme homogenní soustavu s maticí

�
3 2
�1 3

�
, která je zjevnì regulární, proto má

pouze triviální øe¹ení. Tím jsme ov¹em dokázali, ¾e je dvojice 3 � i, 2 + 3i nad R lineárnì nezávislá, tedy
jde o bázi C nad R.

(e) Uva¾ujeme posloupnost 3� i; 2 + 3i jako vektory nad C, pak vidíme, ¾e

2 + 3i =
2 + 3i

3� i
� (3� i) = (

3

10
+

11

10
i) � (3� i);

co¾ znamená, ¾e je posloupnost X lineárnì závislá.
(f) Podobnì jako v (d) uva¾ujme reálnou lineární kombinaci polo¾enou rovnu nulovému polynomu:

0 = (x2 + x+ 1)a+ (x2 + 2x)b+ (x2 + 2)c = x2(a+ b+ c) + x(a+ 2b) + (a+ 2c) = 0:

Proto¾e polynom je nulový, jsou-li jeho koe�cienty nulové, dostáváme soustavu rovnic

a + b + c = 0
a + 2b = 0
a + 2c = 0

:

Snadno zjistíme, ¾e matice této homogenní soustavy

0
@1 1 1
1 2 0
1 0 2

1
A je singulární, tedy existuje její netriviální

øe¹ení a posloupnost X je proto lineárnì závislá.

5.8. Najdìte nìjakou bázi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru T 4 nad nad tìlesem T , jestli¾e

(a) U = f(0; 0; 0; 0)T g pro libovolné tìleso T ,

(b) U = T 4 pro libovolné tìleso T ,

(c) U = LOf(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T g pro T = Q,

(d) U = LOf(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T g pro T = Z5,

(e) U = LOf(2; 0; 3; 4)T ; (3; 3; 1; 2)T ; (3; 1; 1; 2)T g pro T = Z5,

(f) U = LOf(1; 1; 3; 6)T ; (5; 5; 1; 0)T ; (3; 3; 2; 6)T g pro T = Z7.
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(a) Proto¾e podprostor f(0; 0; 0; 0)T g generuje prázdná posloupnost, je právì prázdná posloupnost ; báze
U .

(b) Snadno nahlédneme, ¾e bázi celého aritmetického vektorového prostoru T 4 tvoøí napøíklad kanonická
báze, tedy posloupnost sloupcových vektorù obsa¾ených ve sloupcích jednotkové matice.

(c) Proto¾e mno¾ina X = f(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T g podle de�nice generuje U a v pøedcho-
zím pøíkladu jsme dokázali, ¾e jde o lineárnì nezávislou mno¾inu aritmetických vektorù, tvoøí mno¾ina X
bázi U .

(d) Seøadíme si vektory generující podprostor U do øádkù matice, ji¾ upravíme na odstupòovanou, a
vyu¾ijeme tvrzení z pøedná¹ky, která nám øíkají, ¾e nenulové øádky matice tvoøí lineárnì nezávislou generující
mno¾inu vektorù:

A =

0
BB@
2 1 1 1
4 2 1 3
3 4 3 0
1 3 4 2

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
2 1 1 1
4 2 1 3
3 4 3 0

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 3 2
0 0 0 0
0 0 1 4

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 3 2
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA :

Zjistili jsme, ¾e posloupnost ((1; 3; 4; 2)T ; (0; 0; 3; 2)T ) je báze podprostoru U . Závìrem poznamenejme, ¾e
U = ImA.

(e) Stejnì jako v (d) si podprostor U vyjádøíme jako øádkový vektorový prostor jisté matice B, kterou
upravíme na odstupòovaný tvar:

B =

0
@2 0 3 4
3 3 1 2
3 1 1 2

1
A �

0
@2 0 3 4
0 3 4 1
0 1 4 1

1
A �

0
@2 0 3 4
0 3 4 1
0 0 1 4

1
A :

Tedy napøíklad posloupnost ((2; 0; 3; 4)T ; (0; 3; 4; 1)T ; (0; 0; 1; 4)T ) tvoøí bázi podprostoru U = ImB.
(f) Opìt upravujme matici do její¾ øádku jsme sepsali generující vektory podprostoru U :0

@1 1 3 6
5 5 1 0
3 3 2 6

1
A �

0
@1 1 3 6
0 0 0 5
0 0 0 2

1
A �

0
@1 1 3 6
0 0 0 5
0 0 0 0

1
A

Vidíme, ¾e bázi U tvoøí napøíklad posloupnost ((1; 1; 3; 6)T ; (0; 0; 0; 5)T ).

5.9. Spoèítejte dimenzi podprostorù z pøedchozí úlohy.

Podle de�nice staèí spoèítat poèty vektorù báze, kterou jsme na¹li v pøedchozím pøíkladu:

(a) dimU = 0,

(b) dimU = 4,

(c) dimU = 3,

(d) dimU = 2,

(e) dimU = 3,

(f) dimU = 2.

5.10. Najdìte nìjakou bázi podprostorù vektorového prostoru reálných polynomù R[x] nad tìlesem R:

(a) U1 = fp 2 R[x] j deg p � 3g,
(b) U2 = LO fx2 + x+ 1; x2 + 2x; x2 + 2g,
(c) U3 = LOfx+ 1; x� 2; x2 � x+ 3; x2 + 1g.
(a) Snadno nahlédneme, ¾e podprostor v¹ech polynomù stupnì nejvý¹e tøi generuje mno¾ina B =

f1; x; x2; x3g. Navíc podmínka
P3

i=0 aix
i = 0 øíká, ¾e polynom

P3
i=0 aix

i má v¹echny koe�cienty nulové,
tedy a0 = � � � = a3 = 0, tedy mno¾ina B je lineárnì nezávislá, a tudí¾ báze U1.
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(b) Pøipomeòme, ¾e na minulém cvièení jsme spoèítali, ¾e je mno¾ina fx2+x+1; x2+2x; x2+2g lineárnì
závislá,proto¾e pro lineární kombinaci polo¾enou rovnu nulovému polynomu:

0 = (x2 + x+ 1)a+ (x2 + 2x)b+ (x2 + 2)c = x2(a+ b+ c) + x(a+ 2b) + (a+ 2c) = 0:

dostáváme homogenní soustavu lineárních rovnic s maticí

0
@1 1 1
1 2 0
1 0 2

1
A a neznámými a; b; c. Konkrétnì

x2 + 2 = 2 � (x2 + x+ 1)� (x2 + 2x):

To znamená, ¾e LO fx2+x+1; x2+2x; x2+2g = LO fx2+x+1; x2+2xg. Nyní u¾ snadno stejnou úvahou
zjistíme, ¾e je mno¾ina fx2 + x + 1; x2 + 2xg lineárnì nezávislá, tedy se jedná o bázi daného podprostoru
U2.

(c) V¹imnìme si, ¾e podprostor U3 je èástí podprostoru U1, a proto mù¾eme ka¾dý polynom jednoznaènì
napsat jako lineární kombinaci polynomù B = (1; x; x2; x3). Pro ka¾dý z polynomù

P3
i=0 aix

i si zapi¹me
do øádku matice aritmetický vektor (a0; : : : ; an)

T (takovému vektoru budeme brzy øíkat vektor souøadnic
vzhledem k bázi B) a hledejme bázi øádkového vektorového prostoru této matice:0

BB@
1 1 0 0
�2 1 0 0
3 �1 1 0
1 0 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 0
0 3 0 0
0 �4 1 0
0 �1 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

1
CCA :

Odtud vidíme, ¾e ka¾dý z pùvodních polynomù dostaneme lineární kombinací polynomù f1; x; x2g a ¾e
lineární obaly LOfx+ 1; x� 2; x2 � x+ 3; x2 + 1g = LO f1; x; x2g, tedy mno¾ina f1; x; x2g báze U3.

5.11. Najdìte nìjakou bázi a urèete dimenzi C jako vektorového prostoru nad tìlesem R.

Proto¾e C = fa+bij a; b 2 Rg, okam¾itì vidíme, ¾e posloupnost 1; i generuje C nad R. Pøedpokládáme-li,
¾e a � 1+ b � i = 0 pro nìjaká reálná a; b 2 R, pak nutnì a = b = 0, èím¾ jsme ovìøili, ¾e 1; i je báze C nad R,
tedy dimR(C) = 2.

5.12. Rozhodnìte, zda dvojice komplexních èísel 3� i, 2+3i tvoøí bázi vektorového prostoru C nad tìlesem
R.

Díky tomu, ¾e jsme v pøedchozím pøíkladu spoèítali, ¾e dimR(C) = 2, staèí zjistit, zda je dvojice 3� i,
2+3i lineárnì nezávislá nebo generující, zbývající vlastnost je toti¾ podle dùsledkem ka¾dé z nich. Uká¾eme
napøíklad, ¾e jde o lineárnì nezávislou mno¾inu. Jestli¾e 0 = a(3� i) + b(2 + 3i) = (3a+ 2b) + (�a+ 3b)i,
tedy z reálné i imaginární èásti dostáváme jednu rovnici:

3a + 2b = 0
�a + 3b = 0

a øe¹íme homogenní soustavu s maticí

�
3 2
�1 3

�
, která má zjevnì hodnost 2, tedy

pouze triviální øe¹ení.
Tím jsme dokázali, ¾e je dvojice 3� i, 2 + 3i lineárnì nezávislá, tedy jde o bázi C nad R.

5.13. Vyberte z posloupnostíX = ((2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T ), resp. Y = ((2; 0; 3; 4)T ,
(1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)T ) báze podprostorù U = LO X, resp. V = LO Y aritmetického vektorového prostoru
Z45.

Nejprve si v¹imnìme, ¾e u¾ jsme v Pøíkladu 5.8(d),(e) báze U i V hledali. Ne¹lo ov¹em o báze vybrané.
Vyu¾ijme tedy spoèítaných dimenzi a hledáme dvouprvkovou lineárnì nezávislou mno¾inu v U, tedy dvojici
vektorù, které nejsou svými násobky, co¾ zøejmì splòuje napøíklad dvojice vektorù (2; 1; 1; 1)T ; (3; 4; 3; 0)T

nebo (3; 4; 3; 0)T , (1; 3; 4; 2)T a tøíprvkovou generující mno¾inu U, jí¾ je zøejmì celé Y .

5.14. Vyberte z posloupnosti

X = ((2; 4; 0; 1; 4)T ; (4; 3; 0; 2; 3)T ; (1; 2; 3; 4; 0)T ; (3; 1; 1; 1; 2)T ; (4; 3; 4; 0; 2)T )

bázi podprostoru U = LO X vektorového prostoru Z55 nad tìlesem Z5.

Potøebujeme si uvìdomit, které vektory z daného seznamu jsou lineární kombinací pøedchozích. Seøadíme
si tedy vektory do posloupnosti a budeme zji¹»ovat, které vektory jsou lineární kombinací pøedchozích èlenù

30



posloupnosti. Nejprve si tedy seøadíme vektory do øádkù matice, èím¾ máme dánu posloupnost vektorù, a tu
budeme upravovat Gaussovou eliminací dokud nezískáme odstupòovanou matici. Jedná se tedy o posloupnost
elementárních úprav, kdy k ní¾e polo¾eným øádkùm pøièítáme vý¹e polo¾ené øádky, pøípadnì nelze-li nìjakým
øádkem upravit ní¾e polo¾ené øádky, pak takový vektor) vymìníme z ní¾e polo¾eným vektorem pøehazujeme
násob tvar. Pøitom si øádky pùvodní matice oznaèíme øímskými èíslicemi a budeme zaznamenávat v¹echna
pøehazování øádkù a staèí zjistit, kterým øádkùm pùvodní matice odpovídají nenulové øádky Gaussovy
matice.

Poznamenejme, ¾e je podstatné, abychom nemìnili poøadí tìch vektorù, pomocí nich¾ jsme upravovali
v¹echny následující, tj. tìch øádkù matice, které u¾ jsme pou¾ili k eliminaci následujících. Takový øádek
u¾ toti¾ odpovídá vektoru, který je lineárnì nezávislý na pøedchozích a jeho pøípadná zámìna za nìkterý
z následujících vektorù pro nìj samozøejmì podmínku lineární nezávislosti na pøedchozích øádcích nemusí
zachovat. V daném pøípadì nejprve pøièteme vhodné násobky prvního øádku k ostatním a poté pøehodíme
druhý a tøetí øádek, jím¾ stejným zpùsobem vynulujeme pátý a ¹estý øádek:0

BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
4 3 0 2 3

?? ii
1 2 3 4 0

?? iii
3 1 1 1 2

?? iv
4 3 4 0 2

?? v

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
0 0 0 0 0

?? ii
0 0 3 1 3

?? iii
0 0 1 2 1

?? iv
0 0 4 3 4

?? v

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4

?? i
0 0 3 1 3

?? iii
0 0 0 0 0

?? ii
0 0 0 0 0

?? iv
0 0 0 0 0

?? v

1
CCCCA :

Ukázalo se, ¾e øádek ii je násobkem øádku i a øádky iv a v jsou lineární kombinací øádkù i a iii. Naopak
øádek iii není lineární kombinací øádku i. Hledanou bázi tvoøí napøíklad první a tøetí vektor posloupnosti

X, tedy posloupnost (

0
BBBB@
2
4
0
1
4

1
CCCCA ;

0
BBBB@
1
2
3
4
0

1
CCCCA).

5.15. Doplòte lineárnì nezávislou mno¾inu B = f(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T g na bázi aritmetického vekto-
rového prostoru Z55.

Pøipomeòme, ¾e se øádkový vektorový prostor matice nezmìní, upravíme-li ji posloupností elementárních
øádkových úprav. Seøadíme-li vektory mno¾iny B do øádkù matice, kterou upravíme na odstupòovanou
matici, vidíme, ¾e

LO B = Im(

�
2 4 0 1 4
1 2 1 0 3

�
)T = Im(

�
2 4 0 1 4
0 0 1 2 1

�
)T

Nyní snadno doplníme matici na odstupòovanou ètvercovou matici, její¾ v¹echny øádky jsou nenulové, na-
pøíklad vektory standardní báze (i-tý pøidáme, právì kdy¾ i-tý sloupec matice není bázový) a pøitom si
v¹imneme, ¾e: 0

BBBB@
2 4 0 1 4
0 1 0 0 0
0 0 1 2 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4
0 0 1 2 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA �

0
BBBB@
2 4 0 1 4
1 2 1 0 3
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA = A:

Zøejmì má øádkový prostor maticeA dimenzi 5, proto je roven Z55. Tedy mno¾ina f(0; 1; 0; 0; 0)T ; (0; 0; 0; 1; 0)T ;
(0; 0; 0; 0; 1)T g doplòuje mno¾inu B na bázi Z55.

5.16. Ovìøte, ¾e B = ((1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T ) je báze podprostoru U = LOf(1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T g vektorového
prostoru Z35 nad tìlesem Z5 a najdìte souøadnice vektoru (1; 1; 4)T vzhledem k bázi B.

Okam¾itì z de�nice vidíme, ¾e posloupnost B je lineárnì nezávislá, tedy jde o bázi U . Nyní hledáme
hodnoty x; y 2 Z5, které øe¹í vektorovou rovnici x � (1; 4; 3)T + y � (3; 1; 1)T = (1; 1; 4)T , kterou jsme øe¹ili u¾
v minulé úloze. Zbývá tedy zpìtnou substitucí dopoèítat (jednoznaèné) øe¹ení:0

@1 3
??1

4 1
??1

3 1
??4
1
A �

0
@1 3

??1
0 1

??3
0 0

??0
1
A

Spoèítali jsme, ¾e souøadnice (1; 1; 4)T vzhledem k bázi B jsou

�
x
y

�
=

�
2
3

�
.
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5.17. Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorùM = (

0
@1
0
2

1
A ;

0
@2
1
1

1
A ;

0
@1
1
1

1
A) báze vektorového prostoru Q3 nad

tìlesem Q.

Podle pozorování 5.61 z pøedná¹ky staèí ovìøit, zda je posloupnost lineárnì nezávislá èi zda generuje celý

prostor Q3 a to nastává právì tehdy, kdy¾ je matice A =

0
@1 0 2
2 1 1
1 1 1

1
A regulární. Budeme tedy matici A

upravovat: 0
@1 0 2
2 1 1
1 1 1

1
A �

0
@1 0 2
0 1 �3
0 1 �1

1
A �

0
@1 0 2
0 1 �3
0 0 2

1
A :

Zjistili jsme, ¾e M je bází Q3.

5.18. Najdìte souøadnice vektoru v vzhledem k bázi M z pøedchozího pøíkladu, jestli¾e

(a) v =

0
@0
0
0

1
A (b) v =

0
@2
1
1

1
A (c) v =

0
@4
1
3

1
A :

Hledáme aritmetický vektor [v]M =

0
@ab
c

1
A, aby v = a

0
@1
0
2

1
A+b

0
@2
1
1

1
A+c

0
@1
1
1

1
A, tedy budeme poèítat øe¹ení

nehomogenní soustavy rovnic:

(a) Pro v =

0
@0
0
0

1
A zøejmì [v]M =

0
@0
0
0

1
A.

(b) Tentokrát je vektor v jedním z bázových vektorù bázeM , proto bez poèítání vidíme, ¾e [v]M =

0
@0
1
0

1
A.

(c) Nyní obvyklým zpùsobem spoèítáme jednoznaèné øe¹ení nehomogenní soustavy s maticí

0
@1 2 1

??4
0 1 1

??1
2 1 1

??3
1
A.

Zjistili jsme, ¾e [v]M =

0
@ 1

2
�1

1
A.

5.19. Ovìøte, ¾e je posloupnost polynomù P = (x2 + x � 1; x2 + 2x + 2; 2x2 � x + 1) báze podprostoru
U = fp 2 R[x] j deg p � 2g vektorového prostoru reálných polynomù R[x] nad tìlesem R a spoèítejte
souøadnice polynomu 4x vzhledem k bázi P .

Opìt hledáme aritmetický vektor [4x]B =

0
@ab
c

1
A, který splòuje rovnici

a(x2 + x� 1) + b(x2 + 2x+ 2)c(2x2 � x+ 1) = 4x;

který vede na nehomogenní soustavu rovnic s maticí

0
@ 1 1 2

??0
1 2 �1 ??4
�1 2 1

??0
1
A, její¾ sloupce tvoøí právì souøadnice

polynomù vzhledem k bázi (x2; x; 1) podprostoru U). Zároveò si v¹imnìme, ¾e bìhem jejího øe¹ení zjistíme,
zda jsou polynomy P lineárnì nezávislé. To nastane právì tehdy, bude-li matice levých stran regulární:0

@ 1 1 2
??0

1 2 �1 ??4
�1 2 1

??0
1
A �

0
@1 1 2

??0
0 1 �3 ??4
0 3 3

??0
1
A �

0
@1 1 2

??0
0 4 0

??4
0 1 1

??0
1
A �

0
@1 0 0

?? 1
0 1 0

?? 1
0 0 1

?? �1

1
A

Zjistili jsme, ¾e posloupnost P tvoøí bázi U a ¾e [4x]B =

0
@ 1

1
�1

1
A.

32



5.20. Najdìte nìjakou bázi podprostoru U = LOf(3; 1; 4; 2)T ; (2; 3; 5; 1)T ; (1; 5; 6; 1)T g aritmetického vek-
torového prostoru Z47 a doplòte ji bázi celého prostoru Z47.

I tentokrát mù¾eme vyu¾ít Dùsledku 5.23 o øádkovém vektorovém prostoru maticeM =

0
@3 1 4 2
2 3 5 1
1 5 6 1

1
A,

pro ní¾ platí, ¾e U = ImMT . Nejprve standardní cestou upravíme matici M na matici odstupòovanou:0
@3 1 4 2
2 3 5 1
1 5 6 1

1
A �

0
@3 1 4 2
0 0 0 2
0 0 0 3

1
A �

0
@3 1 4 2
0 0 0 1
0 0 0 0

1
A = N:

Vidíme, ¾e báze ImMT = ImNT = U je tvoøena napøíklad nenulovými øádkovými vektory odstupòované
matice N . Tedy f(3; 1; 4; 2)T ; (0; 0; 0; 1)T g je báze U. Nyní u¾ postupujeme stejnì jako v pøedchozí úloze,
doplníme nenulové øádky matice N pomocí vektorù standardní báze, abychom dostali odstupòovanou re-

gulární matici

0
BB@
3 1 4 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCA. Tudí¾ posloupnost

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA,

0
BB@
0
0
1
0

1
CCA doplòuje posloupnost

0
BB@
3
1
4
2

1
CCA,

0
BB@
0
0
0
1

1
CCA na bázi

celého Z47.

5.21. Uva¾ujme dvì posloupnosti vektorù M = (

0
@1
2
4

1
A ;

0
@3
2
1

1
A) a N = (

0
@3
0
3

1
A ;

0
@1
3
3

1
A) v vektorovém prostoru

Z35 nad tìlesem Z5.

(a) Ovìøte, ¾e je posloupnost M báze podprostoru LO M ,

(b) doka¾te, ¾e N � LO M ,

(c) spoèítejte souøadnice vektorù posloupnosti N vzhledem k bázi M ,

(d) ovìøte, ¾e N tvoøí bázi podprostoru LO M .

(a) Staèí si v¹imnout, ¾e jeden z vektorù není násobkem druhého.
(b) Ptáme se, zda jsou vektory z posloupnosti N lineární kombinací vektorù z posloupnosti M , to

znamená, ¾e se ptáme, zda existuje øe¹ení soustav rovnic s maticemi

0
@1 3

?? 3
2 2

?? 0
4 1

?? 3

1
A a

0
@1 3

?? 1
2 2

?? 3
4 1

?? 3

1
A. Tuto

úlohu mù¾eme pomocí Frobeniovy vìty pøeformulovat na otázku, zda jsou hodnosti matic

0
@1 3

?? 3 1
2 2

?? 0 3
4 1

?? 3 3

1
A

a

0
@1 3
2 2
4 1

1
A stejné, tedy podle (a) rovná dvìma. To zjistíme ov¹em standardnì Gaussovou eliminací:

0
@1 3

?? 3 1
2 2

?? 0 3
4 1

?? 3 3

1
A �

0
@1 3

?? 3 1
0 1

?? 4 1
0 4

?? 1 4

1
A �

0
@1 3

?? 3 1
0 1

?? 4 1
0 0

?? 0 0

1
A ;

proto¾e je hodnost matice 2, platí, ¾e ¾e N � LO M .
(c) Nyní máme najít øe¹ení soustav s maticemi uvedenými v bodì (b). Obì pøitom upravujeme stejnì,

proto poèítáme obvyklým zpùsobem s vyu¾itím úprav v (b):0
@1 3

?? 3 1
2 2

?? 0 3
4 1

?? 3 3

1
A �

0
@1 3

?? 3 1
0 1

?? 4 1
0 0

?? 0 0

1
A �

0
@1 0

?? 1 3
0 1

?? 4 1
0 0

?? 0 0

1
A :

Stejnì jako v 5.18 jsme zjistili, ¾e [

0
@3
0
3

1
A]M =

�
1
4

�
a [

0
@1
3
3

1
A]M =

�
3
1

�
.

(d) Stejnou úvahou jako v bodu (a) nahlédneme, ¾e je posloupnost N lineárnì nezávislá, proto jde podle
(c) o bázi podprostoru LOM .
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5.22. Ovìøte, ¾e (3� 5i; 1� 2i) tvoøí bázi vektorového prostoru komplexních èísel C nad tìlesem reálných
èísel R.

Proto¾e K = (1; i) je zøejmì báze C nad R, staèí pøejít k souøadnicovým vektorùm [3 � 5i]K =

�
3
�5
�

a [1 � 2i]K =

�
1
�2
�

a u nich obvyklým zpùsobem nahlédnout, ¾e jde o bázi aritmetického vektorového

prostoru R2, tj. v¹imnout si, ¾e je matice

�
3 1
�5 �2

�
regulární.

5.23. Najdìte matice pøechodu:

(a) [Id]BK2
a [Id]K2

B , kde B = (

�
1
2

�
;

�
1
3

�
) a K2 je kanonická báze v vektorovém prostoru R2 nad tìlesem

R

(b) [Id]NM a [Id]MN , kde N a M jsou báze z úlohy 5.21,

(c) [Id]MN , kde N = (

�
1
1

�
;

�
0
1

�
k bázi M = (

�
2
1

�
;

�
1
1

�
) jsou báze Z23 nad tìlesem Z3.

(d) [Id]LK a [Id]KL , kde K = (1; i) a L = (3� 5i; 1� 2i) jsou báze C nad tìlesem R.

(a) Postupujeme-li podle de�nice, vidíme, ¾e souøadnice vektorù vzhledem ke kanonické bázi jsou ty-
té¾ vektory a proto¾e matice [Id]BK2

obsahuje ve sloupcích právì souøadnice vektorù báze B vzhledem ke

kanonické bázi, staèí do sloupcù pøepsat bázi B. Tudí¾ [Id]BK2
=

�
1 1
2 3

�
.

Provedeme-li stejnou úvahu jako na pøedná¹ce, potøebujeme najednou vyøe¹it dvì soustavy rovnic s

maticí levých stran [Id]BK2
=

�
1 1
2 3

�
a s vektory pravých stran z báze K2. Tedy postupujeme stejnì jako

pøi hledání inverzní matice.�
1 1

?? 1 0
2 3

?? 0 1

�
�
�
1 1

?? 1 0
0 1

?? �2 1

�
�
�
1 0

?? 3 �1
0 1

?? �2 1

�

Spoèítali jsme, ¾e [Id]K2

B = ([Id]BK2
)�1 =

�
3 �1
�2 1

�
(b) Proto¾e jsme v 5.21(c) na¹li souøadnice vektorù báze N vzhledem k báziM , staèí je sepsat do sloupcù,

abychom dostali [Id]NM =

�
1 3
4 1

�
.

Obdobnou úvahou jako v úloze (a) tentokrát ov¹em v souøadnicích zjistíme a obvyklým zpùsobem spoèí-

táme, ¾e [Id]MN = ([Id]NM )�1 =

�
1 3
4 1

�
�1

=

�
4 3
4 4

�
.

(c) Postupujeme-li podle de�nice , potøebujeme vyøe¹it maticovou rovnici [Id]MK2
�X = [Id]NK2

, kde X je
právì hledaná matice pøechodu [Id]MN Staèí nám tedy známým zpùsobem spoèítat

[Id]MN = ([Id]MK2
)�1 � [Id]NK2

=

�
2 1
1 1

�
�1

�
�
1 0
1 1

�
=

�
0 2
1 2

�
:

(d) V úloze 5.22 jsme urèili souøadnice vektorù báze L vzhledem ke K, proto [Id]LK =

�
3 1
�5 �2

�
. Nyní

zbývá podobnì jako v (a) a (b) nahlédnout a dopoèítat, ¾e [Id]KL = ([Id]LK)�1 =

�
2 1
�5 �3

�

5.24. Urèete nad tìlesy R a Z5 hodnost matice A =

0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A a matice AT a dimenze prostorù ImA,

ImAT , KerA, KerAT .

Podle tvrzení z pøedná¹ky a de�nice platí, ¾e rankA = dim ImA = dim ImAT a tvrzení o hodnosti a
nulitì matice typu n�m øíká, ¾e dimKerA = m� rank(A), KerAT = n� rank(A). Upravujme tedy matici
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posloupností elementárních úprav nejprve nad tìlesem R:0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 �3 �5
0 2 0

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 �5

1
A :

Zjistili jsme, ¾e nad tìlesem R platí, ¾e rank(A) = 3, a proto

rank(A) = rank(AT ) = dim ImA = dim ImAT = 3:

Potom
dimKerA = 3� rank(A) = 3� 3 = 0; dimKerAT = 3� rank(AT ) = 3� 3 = 0:

Podobnì urèíme hodnost A nad tìlesem Z5:0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 0

1
A :

Tedy nad tìlesem Z5 je rank(A) = rank(AT ) = dim ImA = dim ImAT = 2 a KerA = KerAT = 3 �
rank(A) = 3� 2 = 1.

5.25. Najdìte nad tìlesem Z5 báze prostorù ImA, ImAT , KerA, KerAT pro matici A z pøedchozí úlohy.

Z odstupòovaného tvaru matice 0
@1 2 3
2 1 1
1 4 3

1
A �

0
@1 2 3
0 1 0
0 0 0

1
A :

Okam¾itì vidíme, ¾e

0
@1
2
3

1
A ;

0
@0
1
0

1
A je báze ImAT a snadno spoèítáme bazické øe¹ení

0
@2
0
1

1
A homogenní soustavy

s maticí A, tj. bázi KerA. Pro nalezení báze KerAT øádkovì upravíme AT :0
@1 2 1
2 1 4
3 1 3

1
A �

0
@1 2 1
0 2 2
0 0 0

1
A :

Zpìtnou substitucí najdeme bázi

0
@1
4
1

1
A prostoruKerAT . Zároveò vidíme, ¾e báze ImA je napøíklad

0
@1
2
1

1
A ;

0
@0
2
2

1
A

(nebo kterákoli jiná dvojice lineárnì nezávislých vektorù tohoto prostoru).

5.26. Je-li podprostor U = LOf(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T g vektorového prostoru Z55 nad tìlesem Z5,
najdìte bázi nìjakého takového podprostoru V, aby U+V = Z55 a U \V = f0g.

Uvá¾íme, ¾e jsme úlohu fakticky vyøe¹ili v Pøíkladu 5.15 Nejprve polo¾me V = LOf(0; 1; 0; 0; 0)T ;
(0; 0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 0; 1)T g (tedy V je podprostor generovaný tìmi vektory, jimi¾ jsme (2; 4; 0; 1; 4)T , (1; 2; 1; 0; 3)T

doplnili na bázi). Potom zøejmìU_V = Z55. Buï dále w 2 U\V, tedy existují takové prvky a; b; c; x; y 2 Z5
, ¾e

w = x � (2; 4; 0; 1; 4)T + y � (1; 2; 1; 0; 3)T = a � (0; 1; 0; 0; 0)T + b � (0; 0; 0; 1; 0)T + c � (0; 0; 0; 0; 1)T ;
proto

a � (0; 1; 0; 0; 0) + b � (0; 0; 0; 1; 0) + c � (0; 0; 0; 0; 1)� x � (2; 4; 0; 1; 4)� y � (1; 2; 1; 0; 3) = 0:

Proto¾e je v¹ech pìt vektorù lineárnì nezávislých, dostáváme pøímo z de�nice lineární nezávislosti, ¾e a =
b = c = x = y = 0, tedy w = 0. Dokázali jsme, ¾e bází hledaného podprostoru V je tedy napøíklad
posloupnost vektorù ((0; 1; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 0; 1)).

5.27. Rozhodnìte, zda lze nad tìlesem racionálních èísel pøevést posloupností elementárních øádkových

úprav matici A na matici B, jestli¾e A =

�
1 2 3
1 1 1

�
a (a) B =

�
1 0 �1
1 2 1

�
(b) B =

�
1 0 �1
1 3 5

�
.
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(a) Proto¾e jde o matice stejného typu, máme rozhodnout, zda øádkové vektorové prostory obou matic
splývají, tedy zda =A = =B. Vytvoøíme-li matici C jako matici obsahující postupnì v¹echny øádky matice
A i matice B, staèí nám zjistit, zda rank(A) = rank(B) = rank(C). Okam¾itì pøitom vidíme, ¾e rank(A) =
rank(B) = 2. Zbývá standardním zpùsobem urèit hodnost matice C:0

BB@
1 2 3
1 1 1
1 0 �1
1 2 1

1
CCA �

0
BB@
1 0 �1
0 1 2
0 2 4
0 2 2

1
CCA �

0
BB@
1 0 �1
0 1 2
0 0 1
0 0 0

1
CCA :

Zjistili jsme, ¾e rank(C) = 3, tedy =A 6= =B a matici A nelze pøevést posloupností elementárních øádkových
úprav na matici B.

(b) Postupujeme-li obdobnì jako v (a), zjistíme, ¾e h(A) = h(B) = 2 a

C =

0
BB@
1 2 3
1 1 1
1 0 �1
1 3 5

1
CCA �

0
BB@
1 0 �1
0 1 2
0 2 4
0 3 6

1
CCA �

0
BB@
1 0 �1
0 1 2
0 0 0
0 0 0

1
CCA ;

tedy i h(C) = 2. Matici A proto lze pøevést posloupností elementárních øádkových úprav na matici B.
V¹imnìme si, ¾e jsme také mohli postupovat pøímo, t.j. uvìdomit si, ¾e oba øádkové vektory (1; 0;�1) a

(1; 3; 5) matice B dostaneme jako lineární kombinaci øádkových vektorù matice A.

5.28. Rozhodnìte, zda lze nad tìlesem racionálních èísel pøevést posloupností elementárních øádkových

úprav matici A =

�
1 2 3
1 1 1

�
na matici B =

�
1 0 �1
1 3 5

�
.

5.29. Najdìte redukovaný odstupòovaný tvar matice M =

0
@3 3 2 6 4
5 5 0 2 1
2 2 5 3 4

1
A nad tìlesem Z7.

Nejprve obvyklým zpùsobem matici M upravíme na odstupòovanou matici a poté upravíme odstupòo-
vanou matici tak, aby bázové sloupce byly právì vektory standardní báze:

M �
0
@1 1 3 2 6
0 0 6 6 6
0 0 6 6 6

1
A �

0
@1 1 3 2 6
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

1
A �

0
@1 1 0 6 3
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

1
A :

Spoèítali jsme, ¾e je matice

0
@1 1 0 6 3
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

1
A redukovaným odstupòovaným tvare matice M

5.30. Urèete dimenzi prùniku podprostorù U a V racionálního vektorového prostoru Q3, je-li

U = LOf
0
@1
2
1

1
A ;

0
@1
0
2

1
Ag V = LO

0
@1
1
0

1
A ; (

0
@�1�1

1

1
Ag:

Snadno zjistíme, ¾e dimU = rank(

0
@1 1
2 0
1 2

1
A) = 2, dimV = rank(

0
@1 �1
1 �1
0 1

1
A) = 2 a dim(U + V) =

rank(

0
@1 1 1 �1
2 0 1 �1
1 2 0 1

1
A) = 3, proto je díky Vìtì o dimenzi souètu a prùniku podprostorù (5.98) dim(U\V) =

dimU+ dimV � dim(U+V) = 1:

5.31. Jestli¾e U = LO f

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA ;

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA ;

0
BB@
0
0
1
2

1
CCAg a V = LO f

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA,

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA ;

0
BB@
0
0
2
2

1
CCAg podprostory vektorového

prostoru Z43 nad tìlesem Z3, spoèítejte dimenze a najdìte báze podprostorù U, V , U+V, U \V.
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Nejprve snadno zjistíme, ¾e posloupnost B = (

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA ;

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA ;

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA) je lineárnì nezávislá, tudí¾ báze U a

podobnì je posloupnost C = (

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA ;

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA ;

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA) lineárnì nezávislá, a proto báze V. Proto¾e 3 � dimU+

V � 4, staèí si v¹imnout, ¾e vektor e4 =

0
BB@
0
0
0
1

1
CCA =

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA+

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA le¾í v U+V. To znamená, ¾e U+V obsahuje

ètyøprvkovou lineárnì nezávislou posloupnost B [ (e4), a proto dimU + V = 4. Nyní zbývá pou¾ít Vìtu
5.98, abychom zjistili, ¾e

dim(U \V) = dimU+ dimV � dim(U+V) = 3 + 3� 4 = 2:

Pøi poèítání dimenzí jsme zjistili, ¾e je B báze U, dále C je báze V a napøíklad kanonická báze je bází
U+V = Z43.

Zbývá najít bázi U \ V. Hledáme tedy v¹echny vektory, které le¾í zároveò v U i ve V, co¾ si opìt
vyjádøíme rovnicí:

x1

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ x3

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = y1

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ y2

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ y3

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

kterou opìt upravíme na

x1

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ x2

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ x3

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA+ y1

0
BB@
2
1
1
2

1
CCA+ y2

0
BB@
0
2
1
2

1
CCA+ y3

0
BB@
0
0
1
1

1
CCA =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA :

Znovu poèítáme v¹echna øe¹ení homogenní soustavy s maticí:

D =

0
BB@
1 0 0 2 0 0
1 2 0 1 2 0
1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 2 1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 1 1 2 1 1
0 1 2 0 2 1

1
CCA �

�

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 0 1 1 0 1
0 0 2 2 1 1

1
CCA �

0
BB@
1 0 0 2 0 0
0 2 0 2 2 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 2

1
CCA :

Nyní obvyklým zpùsobem spoèítáme najít bázi podprostoruKerD, napøíklad bázi (1; 2; 2; 1; 0; 0)T ; (0; 2; 2; 0; 1; 1)T .
Zjistili jsme, ¾e: 0

BB@
1
2
2
1

1
CCA = 1 �

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = 1 �

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ 0 �

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ 0 �

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

a 0
BB@
0
1
1
0

1
CCA = 0 �

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
2
1
1

1
CCA+ 2 �

0
BB@
0
0
1
2

1
CCA = 0 �

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA+ 1 �

0
BB@
0
1
2
1

1
CCA+ 1 �

0
BB@
0
0
2
2

1
CCA ;

Tudí¾ vektory (1; 2; 2; 1)T a (0; 1; 1; 0)T le¾í v podprostoru U\V. Koneènì si uvìdomíme, ¾e libovolné øe¹ení
soustavy lze napsat ve tvaru

a1 � (1; 2; 2; 1; 0; 0)T + a2 � (0; 2; 2; 0; 1; 1)T = (a1; 2a1 + 2a2; 2a1 + 2a2; a1; a2; a2)
T ;
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kde a1; a2 2 Z3, proto lze ka¾dý vektor z prùniku vyjádøit:

a1 � (1; 1; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 2; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 0; 1; 2)T =

= a1 � (1; 2; 2; 1)T + a2 � (0; 1; 1; 0)T :

Tím jsme zjistili, ¾e ka¾dý vektor z podprostoru U \ V lze napsat ve tvaru a1 �

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA + a2 �

0
BB@
0
1
1
0

1
CCA, tedy

posloupnost (

0
BB@
1
2
2
1

1
CCA ;

0
BB@
0
1
1
0

1
CCA) podprostor U \V generuje. Zjevnì se jedná o posloupnost lineárnì nezávislou,

tedy jde o bázi prùniku. Není pøitom tì¾ké si uvìdomit, ¾e výsledné vektory budou jistì lineárnì nezávislé,
jestli¾e jsme hledali jejich souøadnice vzhledem k bázím prostorù U a V.

Závìrem si je¹tì v¹imnìme, ¾e jsme soustavu nemuseli dopoèítávat, nebo» nám staèilo najít souøadnice
báze øe¹ení odpovídající promìnným yi (tj. poslední 3 souøadnice) nebo xi (tj. první 3 souøadnice).

5.32. Najdìte nenulový reálný polynom stupnì (nejvý¹e) 2, jeho¾ koøenem je komplexní èíslo 3� i.

Staèí kdy¾ uvá¾íme, ¾e jsou vektory (3� i)0 = 1, (3� i)1 = 3� i a (3� i)2 = 8� 6i nad tìlesem R nutnì
lineárnì závislé, tedy existuje trojice (a0; a1; a2) 2 R3 n f(0; 0; 0)g, pro ní¾ a0 + a1(3 � i) + a2(8 � 6i) = 0.
Obdobnou úvahou jako v pøedchozím pøíkladu zjistíme, ¾e potøebujeme vyøe¹it homogenní soustavu s maticí�
1 3 8
0 �1 �6

�
. Snadno zjistíme, ¾e øe¹ením je napøíklad trojice (a0; a1; a2) = (10;�6; 1), proto je komplexní

èíslo 3� i koøenem polynomu x2 � 6x+ 10.

5.33. Najdìte v¹echny reálné polynom stupnì nejvý¹e 2, jejich¾ koøenem je komplexní èíslo 3� i.

V pøedchozí úloze jsme si uvìdomili, ¾e ka¾dý takový polynom odpovídá øe¹ení homogenní soustavy
lineárních rovnic s maticí typu (2,3) hodnosti 2. Proto¾e je mno¾ina v¹ech øe¹ení podprostor dimenze 1, jsou
hledané reálné polynomy tvaru rx2 � 6rx+ 10r pro libovolné reálné r 2 R.

5.34. Doka¾te, ¾e je mno¾ina Q[ 3
p
2] = fa + b 3

p
2 + c 3

p
4j a; b; c 2 Qg podprostor racionálního vektorového

prostoru R a navíc, ¾e � � � 2 Q[ 3
p
2] pro ka¾dé �; � 2 Q[ 3

p
2].

Staèí pro libovolné d; a1; a2; b1; b2; c1; c3 2 Q nahlédnout, ¾e

(a1 + b1
3
p
2 + c1

3
p
4) + (a2 + b2

3
p
2 + c2

3
p
4) = (a1 + a2) + (b1 + b2)

3
p
2 + (c1 + c2)

3
p
4 2 Q[

3
p
2]

a dále, ¾e
d(a1 + b1

3
p
2 + c1

3
p
4) = da1 + db1

3
p
2 + dc1

3
p
4 2 Q[

3
p
2]

a koneènì, ¾e (a1 + b1
3
p
2 + c1

3
p
4) � (a2 + b2

3
p
2 + c2

3
p
4) =

= (a1a2 + 2b1c2 + 2c1b2) + (a1b2 + b1a2 + 2c1c2)
3
p
2 + (a1c2 + c1a2 + b1b2)

3
p
4 2 Q[

3
p
2]:

5.35. Najdìte nenulový racionální polynom stupnì (nejvý¹e) 3, jeho¾ koøenem je reálné èíslo 1� 3
p
2.

Uva¾ujeme stejnì jako v úloze 5.32. Opìt si v¹imneme, ¾e dimQ(Q[ 3
p
2]) � 3, proto jsou vektory (1 �

3
p
2)0 = 1, (1� 3

p
2)1 = 1� 3

p
2, (1� 3

p
2)2 = 1� 2 3

p
2 + 3

p
4 a (1� 3

p
2)3 = �1� 3 3

p
2 + 3 3

p
4 nad tìlesem Q

lineárnì závislé. Najdeme tedy opìt netriviální øe¹ení vektorové rovnice

a0 + a1(1� 3
p
2) + a2(1� 2

3
p
2 +

3
p
4) + a3(�1� 3

3
p
2 + 3

3
p
4) = 0;

která vede na homogenní soustavy lineárních rovnic s maticí0
@1 1 1 �1
0 �1 �2 �3
0 0 1 3

1
A :

Vidíme, ¾e øe¹ením je ètveøice (a0; a1; a2; a3) = (1; 3;�3; 1), tudí¾ je èíslo 1 � 3
p
2 koøenem polynomu x3 �

3x2 + 3x+ 1.
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6 Lineární zobrazení

6.1. Nech» f : Z35 ! Z25 je zobrazení dané pøedpisem f(v) =

�
4 1 2
1 2 3

�
� v. Rozhodnìte, zda jde o lineární

zobrazení.

Na pøedná¹ce jsme si uvìdomili, ¾e díky Tvrzením 4.18 a 4.20 zobrazení dané násobením sloupcového
vektoru (tedy matice typu (n; 1)) maticí splòuje axiomy lineárního zobrazení, tedy

A(u+ v) = Au+Av a A(r � u) = r �A(u)
pro ka¾dé u;v 2 Z35 a r 2 Z5.

Oznaèujme Kn kanonickou bázi libovolného aritmetického vektorového prostoru Tn nad tìlesem T a její
i-tý vektor ei.

6.2. Najdìte matici lineárního zobrazení f z pøedchozí úlohy vzhledem

(a) ke kanonickým bázím K3 a K2,

(b) k bázi B = (

0
@1
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
A ;

0
@1
0
0

1
A) a K2,

(c) k bázi B a C = (

�
2
3

�
;

�
3
0

�
,

(a) Podle de�nice nejprve potøebujeme zjistit souøadnice vektorù f(ei) vzhledem ke kanonické bázi
prostoru Z25:

[f(e1)]K2
= [

�
4
1

�
]K2

=

�
4
1

�
;

[f(e2)]K2
= [

�
1
2

�
]K2

=

�
1
2

�
;

[f(e3)]K2
= [

�
2
3

�
]K2

=

�
2
3

�
:

Nyní zbývá souøadnicové vektory uspoøádat do sloupcù matice lineárního zobrazení vzhledem ke kanonickým

bázím [f ]K3

K2
=

�
4 1 2
1 2 3

�
= A.

(b) Opìt postupujeme podle de�nice a dostáváme souøadnice

[f(

0
@1
1
1

1
A]K2

=

�
4 1 2
1 2 3

�
�
0
@1
1
1

1
A =

�
2
1

�
;

[f(

0
@1
1
0

1
A]K2

=

�
4 1 2
1 2 3

�
�
0
@1
1
0

1
A =

�
0
3

�
;

[f(

0
@1
0
0

1
A]K2

=

�
4 1 2
1 2 3

�
�
0
@1
0
0

1
A =

�
4
1

�
:

Zjistili jsme, ¾e [f ]BK2
=

�
2 0 4
1 3 1

�
.

(c) Tentokrát vyu¾ijeme Tvrzení 6.15 mù¾eme vyjádøit hledanou matici [f ]BC jakou souèin matic: [f ]BC =

[Id]K3

C � [f ]BK3
= ([Id]CK3

)�1 � [f ]BK3
: Pøímo z de�nice urèíme matici pøechodu [Id]CK3

=

�
2 3
3 0

�
: Obvyklým

zpùsobem nyní poèítáme souèin [f ]BC =

�
2 3
3 0

�
�1

�
�
2 0 4
1 3 1

�
:

�
2 3

??2 0 4
3 0

??1 3 1

�
�
�
3 0

??1 3 1
0 3

??3 3 0

�
�
�
1 0

??2 1 2
0 1

??1 1 0

�
:

Spoèítali jsme, ¾e [f ]BC =

�
2 1 2
1 1 0

�
.
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6.3. Pro lineární zobrazení f z pøedchozích dvou pøíkladù najdìte bázi podprostorù Ker f a Imf a souøadnice
báze Ker f vzhledem k bázi B z pøedchozí úlohy.

Pøipomeòme, ¾e Ker f = fvj f(v) = 0g = fvj Av = 0g. Tedy Ker f je právì mno¾ina v¹ech øe¹ení

homogenní soustavy s maticí A, tj. Ker f = KerA. Snadno spoèítáme, ¾e Ker f = LOf
0
@2
0
1

1
Ag, tudí¾

0
@2
0
1

1
A je

báze Ker f .
Vezmeme-li libovolnou generující mno¾inu G vektorového prostoru Z35 (napøíklad kanonickou bázi), po-

tom f(G) tvoøí generující mno¾inu podprostoru Imf = f(Z35). Vidíme, ¾e f((1; 0; 0)T ) = (4; 1)T , f((0; 1; 0)T ) =
(1; 2)T a f((0; 0; 1)T ) = (2; 3)T , tj. obrazy vektorù kanonické báze tvoøí právì sloupce matice A. To znamená,

¾e Imf = ImA = LOf
�
4
1

�
;

�
1
2

�
;

�
2
3

�
g = Z25. Dimenze Imf je jak víme také podle Vìty o dimenzi jádra a

obrazu 5.94 rovna 3� dimKerA = 2 a bází Imf je tudí¾ libovolná báze Z25, napøíklad kanonická báze.
Pro nalezení souøadnic báze Ker f vzhledem k B mù¾eme buï obvyklým zpùsobem spoèítat souøadnice

nalezeného vektoru

0
@2
0
1

1
A, co¾ znamená vyøe¹it nehomogenní soustavu rovnic, nebo mù¾eme vyu¾ít Tvrzení

6.25, podle nìj¾ staèí najít bázi homogenní soustavy rovnic s ji¾ nalezenou maticí [f ]BK2
=

�
2 0 4
1 3 1

�
. To

je zjevnì velmi snadné a vidíme, ¾e souøadnicovým vektorem báze Ker f vzhledem k B je napøíklad vektor0
@3
2
1

1
A.

6.4. Nech» g : R2 ! R3 je zobrazení urèené pøedpisem

g(

�
x1
x2

�
) =

0
@x1 + 2x2
4x1 � x2

2x2

1
A :

Doka¾te, ¾e se jedná o lineární zobrazení.

Snadno zjistíme, ¾e lze pøedpis de�nující zobrazení g vyjádøit jako souèin matice a aritmetického vektoru:

g(

�
x1
x2

�
) =

0
@1 2
4 �1
0 2

1
A�x1

x2

�
. Proto jde o lineární zobrazení.

6.5. Najdìte matici vzhledem ke kanonickým bázím lineárního zobrazení g z pøedchozího pøíkladu.

Postupujeme stejnì jako v Pøíkladu 6.2. Staèí tedy dosadit vektory kanonické báze do g a seøadíme je

do sloupcù matice [g]K2

K3
=

0
@1 2
4 �1
0 2

1
A.

6.6. Mìjme A = (

�
1
4

�
;

�
3
1

�
) bázi prostoru Z27 a B = (

0
@1
1
2

1
A ;

0
@1
0
3

1
A ;

0
@6
0
5

1
A) bázi prostoru Z37. Najdìte matici

lineárního zobrazení h : Z27 ! Z37 vzhledem k bázím A a B, známe-li matici h vzhledem ke kanonickým

bázím [h]K2

K3
=

0
@1 3
4 0
2 6

1
A.

Dvojí aplikací tvrzení z pøedná¹ky mù¾eme vyjádøit hledanou matici [h]AB jakou souèin matic:

[h]AB = [Id]K3

B � [h]AK3
= [Id]K3

B � [h]K2

K3
� [Id]AK2

= ([Id]BK3
)�1 � [h]K2

K3
� [Id]AK2

:

Snadno urèíme pøímo podle de�nice matice pøechodu od kanonické báze k bázi A resp. B, tj. do sloupeèkù
sepí¹eme bázi A resp. B:

[Id]AK2
=

�
1 3
4 1

�
; [Id]BK3

=

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A :
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Dokonèení úlohy je u¾ jen rutinním poèítáním s maticemi:

[h]AB =

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A

�1

�
0
@1 3
4 0
2 6

1
A �

�
1 3
4 1

�
=

0
@1 1 6
1 0 0
2 3 5

1
A

�1

�
0
@6 6
4 5
5 5

1
A �

Nyní souèin matic dopoèítáme standardním postupem:0
@1 1 6

??6 6
1 0 0

??4 5
2 3 5

??5 5

1
A �

0
@1 0 0

??4 5
0 1 6

??2 1
0 3 5

??4 2

1
A �

�
0
@1 0 0

??4 5
0 1 6

??2 1
0 0 1

??5 6

1
A �

0
@1 0 0

??4 5
0 1 0

??0 0
0 0 1

??5 6

1
A :

Zjistili jsme, ¾e [h]AB =

0
@4 5
0 0
5 6

1
A.

6.7. Buï A = (

0
@1
1
1

1
A ;

0
@1
0
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
A) báze prostoru Z33 a B = (

�
1
2

�
;

�
1
1

�
) báze prostoru Z23. Najdìte maticí

lineárního zobrazení  : Z33 ! Z23 vzhledem ke kanonickým bázím, má-li vzhledem k bázím A a B matici�
1 1 0
2 1 1

�
.

Postupujeme stejnì jako v pøedchozí úloze s vyu¾itím tvrzení o matici slo¾eného lineárního zobrazení:

[ ]K3

K2
= [Id]BK2

� [ ]AB � [Id]K3

A =

�
1 1
2 1

�
�
�
1 1 0
2 1 1

�
�
0
@1 1 1
1 0 1
1 1 0

1
A

�1

:

a nìkterým ze známých zpùsobù dopoèítáme [ ]K3

K2
=

�
0 1 2
0 1 0

�
.

6.8. Uva¾ujme první derivaci ()0 na vektorovém prostoru reálných polynomù R[x]4 = fP3
i=0 aix

ij ai 2 Rg
stupnì men¹ího ne¾ 4 a oznaème K = (x0; x1; x2; x3) bázi R[x]4. Z matematické analýzy víme, ¾e je ()0

lineární zobrazení.

(a) Najdìte matici [()0]KK ,

(b) urèete jádro Ker()0 a Im()0,

(c) je-li nìjaká B báze R[x]4, najdìte nejmen¹í n pro které ([()0]BB)
n = 0.

(a) Staèí derivovat jednotlivé polynomy báze K a urèit souøadnice derivací vzhledem k této bázi:

[(x0)0]K = [0]K =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA, [(x1)0]K = [x0]K =

0
BB@
1
0
0
0

1
CCA, [(x2)0]K = [2x1]K =

0
BB@
0
2
0
0

1
CCA, [(x3)0]K = [3x2]K =

0
BB@
0
0
3
0

1
CCA,

tedy [()0]KK =

0
BB@
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

1
CCA.

(b) Odpovìï dostaneme buï elementární úvahou na pùdì matematické analýzy, která øíká, ¾e nulovou
derivaci mají právì konstantní funkce, tedy Ker()0 = LOx0g, a obrazem polynomù stupnì men¹ího ne¾ 4
jsou právì polynomy stupnì men¹ího ne¾ 3, tedy Im()0 = LOx0; x1; x2g, nebo tý¾ výsledek mù¾eme vyèíst v
souøadnicích vzhledem ke K z matice [()0]KK pomocí Tvrzení 6.25.

(c) Uvìdomíme-li si, ¾e slo¾ením n derivací dostaneme derivaci n-tého stupnì, tj. (()0)n = ()(n) a
pøipomeneme-li si, ¾e (R[x]4)

(n) = 0, právì kdy¾ n � 4, pak staèí jen opakovanì vyu¾ít Tvrzení 6.15,
abychom zjistili, ¾e

([()0]BB)
n = ([(()0)n]BB) = ([()(n)]BB) = 0, n � 4:

To ov¹em znamená, ¾e nejmen¹í n pro které ([()0]BB)
n = 0 je n = 4.
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6.9. Najdìte matici lineárního zobrazení ' vektorového prostoru R2 vzhledem ke kanonickým bázím, víte-li,

¾e '(

�
1
2

�
) =

�
3
0

�
a '(

�
2
1

�
) =

�
3
3

�
.

Proto¾e B = ((1; 2)T ; (2; 1)T ) tvoøí bázi R2, zaruèuje nám Tvrzení 7.4, ¾e daná podmínka urèuje lineární

zobrazení f jednoznaènì, a bezprostøednì z de�nice dostaneme matici [']BK2
=

�
3 3
0 3

�
. Dále postupujeme

obvyklým zpùsobem:
[']K2

K2
= [']BK2

� [Id]K2

B = [']BK2
� ([Id]BK2

)�1 =

=

�
3 3
0 3

�
�
�
1 2
2 1

�
�1

=

�
3 3
0 3

�
�
�� 1

3
2
3

2
3 � 1

3

�
=

�
1 1
2 �1

�
:

6.10. Je-li

0
@2 3 1 4
1 1 2 5
1 2 6 6

1
A matice lineárního zobrazení f : Z47 ! Z37 vzhledem k bázím M = ((1; 1; 0; 0)T ,

(0; 1; 1; 0)T ; (0; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 0; 0)T ) prostoru Z47 a N = ((3; 1; 4)T ; (3; 3; 0)T ; (2; 1; 6)T ) prostoru Z37. Urèete
dimenze jádra Ker f a obrazu Imf .

Nejprve standardní cestou urèíme hodnost matice [f ]MN =

0
@2 3 1 4
1 1 2 5
1 2 6 6

1
A a zjistíme, ¾e h([f ]MN ) = 2.

Nyní vyu¾ijeme Tvrzení 5.94, které øíká, ¾e dim(Imf) = h([f ]MN ) = 2 a ¾e dim(Imf) + dim(Ker f) =
dim(Z47) = 4. Proto dim(Ker f) = 4� dim(Imf) = 2.

7 Permutace a determinanty

7.1. Zapi¹te v cyklickém zápisu a redukovaném cyklického zápisu permutace p =

�
1 2 3 4 5 6
3 4 1 6 5 2

�
, q =�

1 2 3 4 5 6
1 3 6 4 2 5

�
2 S6. Kolika rùznými zpùsoby lze v redukovaném a neredukovaném tvaru permutaci

p a q zapsat?

Postupnì vyèerpáme v¹echny prvky z mno¾iny f1; 2; 3; 4; 5; 6g, abychom zapsali cykly permutací p =
(13)(246)(5) a q = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém zápisu vynecháme v¹echny jednocykly, tedy
pevné body daného zobrazení, a proto p = (13)(246) a q = (2365).

Zápis ka¾dého cyklu konkrétní permutace je urèen svou první hodnotou, tedy n-cyklus lze zapsat n zpù-
soby. Proto¾e mù¾eme cykly v cyklickém zápisu je¹tì vzájemnì libovolnì permutovat, vidíme, ¾e permutaci
p lze v redukovaném cyklickém zápisu zapsat právì 2 � 3 � 2! = 12 zpùsoby a v neredukovaném cyklickém
zápisu ji lze zapsat právì 2 � 3 � 1 � 3! = 36 zpùsoby. Stejnou úvahou dostaneme, ¾e permutaci q mù¾eme v
redukovaném cyklickém zápisu zapsat právì 4 zpùsoby a v neredukovaném cyklickém zápisu právì 4 �3! = 24
zpùsoby.

7.2. Mìjme permutace p = (1298)(36)(574) a q = (34875) z mno¾iny S9 v redukovaném cyklickém zápisu.
Urèete jejich maticový zápis.

Z cyklického zápisu permutace p vidíme, ¾e p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8, p(8) = 1, p(3) = 6, p(6) = 3,
p(5) = 7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyní snadno tyto údaje zaznamenáme do matice

p =

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 9 6 5 7 3 4 1 8

�
:

Snadno roz¹íøíme redukovaný cyklický zápis permutace q na neredukovaný zápis q = (34875)(1)(2)(6)(9) a
obdobným zpùsobem jako u permutace p najdeme matici

q =

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 4 8 3 6 5 7 9

�
:
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7.3. Nech» p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dvì permutace z S9. Spoèítejte permutace p � q,
q � p, p�1 a q�1.

Nejprve pøímo pou¾itím de�nice snadno zjistíme hodnoty (skládáme zprava doleva):

p � q = (1495)(27)(368); q � p = (129)(3587)(46):

Dále snadno nahlédneme, ¾e inverzní permutací je právì þzrcadlový obraz"permutace, tedy

p�1 = (62)(8974)(531); q�1 = (18)(239674):

7.4. Urèete znaménka permutací p a q z pøedchozí úlohy.

Staèí, abychom spoèítali poèet cyklù sudé délky v cyklickém zápisu ka¾dé z permutací, je-li jich sudý
poèet, je znaménko 1, v opaèném pøípadì je znaménko �1. V obou pøípadech vidíme, ¾e p = (135)(4798)(26)
i q = (18)(247693)(5) obsahují 2 cykly sudý délky, proto sgn p = sgn q = 1.

7.5. Urèete znaménka permutací p = (17)(36)(2458), p�1, q = (245)(3687), r = (13)(2675); p � q � r; q�1 �
r � p�1 � q 2 S8.

Nejprve opìt spoèítáme cykly sudé délky, abychom zjistili, ¾e

sgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (�1)8�3 = �1;
sgn q = sgn ((1)(245)(3687)) = (�1)8�3 = �1;
sgn r = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (�1)8�4 = 1:

V pøedchozí úloze jsme si mohli v¹imnout, ¾e inverzní permutace má stejnì cyklù jako permutace pùvodní,
proto sgn p�1 = sgn p = �1. Koneènì tvrzení z pøedná¹ky nám øíká, ¾e znaménko slo¾ení permutací se
rovná souèinu znamének, proto

sgn (p � q � r) = sgn p � sgn q � sgn r = (�1) � (�1) � 1 = 1

Spojením posledních dvou pozorování dostáváme:

sgn (q�1 � r � p�1 � q) = sgn q � sgn r � sgn p � sgn q = sgn r � sgn p = �1:

7.6. Napi¹te permutace p = (13475) a q = (19)(267)(3548) z S9 jako souèin transpozic.

Pøipomeòme, ¾e transpozice je permutace, která vymìòuje právì dva prvky, tj. mù¾eme ji v redukovaném
cyklickém zápisu zapsat ve tvaru (ab). Snadno spoèítáme, ¾e

(13475) = (15) � (17) � (14) � (13) = (13) � (34) � (47) � (75):
Pøímo z de�nice cyklického zápisu vidíme, ¾e (19)(267)(3548) = (19) � (267) � (3548), tedy nejprve úlohu
vyøe¹íme pro ka¾dý z cyklù (19), (267) a (3548) a poté nalezené transpozice slo¾íme, tedy

(19)(267)(3548) = (19) � (267) � (3548) =
= (19) � (27) � (26) � (38) � (34) � (35) = (19) � (26) � (67) � (35) � (54) � (48):

7.7. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice A =

�
3 1
1 2

�
.

Postupujeme pøímo podle de�nice. Rozmyslíme si, ¾e S2 = fId; (12)g. a proto det(A) = 3 � 2� 1 � 1 = 5
nad tìlesy Q, R. Obvyklá úvaha o poèítání v tìlesech Zp nám umo¾ní vyu¾ít výsledku spoèítaného v tìlese
reálných (èi racionálních) èísel, který nakonec staèí upravit modulo p. To znamená, ¾e det(A) = (5)mod 5 = 0
nad tìlesem Z5 a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad tìlesem Z7.
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7.8. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice B =

0
@1 2 1
4 0 3
2 3 1

1
A.

I tentokrát budeme fakticky postupovat podle de�nice. Sudým permutacím Id, (123) a (132) z S3 od-
povídají po øadì souèiny 1 � 0 � 1, 2 � 3 � 2 a 1 � 4 � 3 (v¾dy bereme nejprve hodnotu z prvního øádku, poté z
druhého a nakonec z tøetího) a lichým permutacím (12), (13) a (23) odpovídají souèiny 2 � 4 � 1, 1 � 0 � 2 a
1 � 3 � 3, proto

det(B) = det(

0
@1 2 1
4 0 3
2 3 1

1
A) = 1 � 0 � 1 + 2 � 3 � 2 + 1 � 4 � 3� (2 � 4 � 1 + 1 � 0 � 2 + 1 � 3 � 3):

Tedy det(B) = 7 nad tìlesy Q, R a det(B) = 2 nad tìlesem Z5 a det(B) = 0 nad tìlesem Z7.

7.9. Rozhodnìte, zda je nad tìlesy Q, Z5 a Z7 regulární matice:

A =

0
@1 2 1
2 1 0
1 4 4

1
A, B =

0
@2 2 3
1 3 2
1 1 3

1
A, A �B a A555.

Díky tvrzení z pøedná¹ky staèí zjistit, zda jsou determinanty jednotlivých matic nenulové. Spoèítejme
nejprve determinanty matic A a B:

detA = det

0
@1 2 1
2 1 0
1 4 4

1
A = det

0
@ 1 2 1

2 1 0
�3 �4 0

1
A = det

�
2 1
�3 �4

�
= �5

nad Q, detA = 0 nad Z5 a detA = 2 nad Z7, co¾ znamená, ¾e je A regulární nad Q a Z7 a A je singulární
nad Z5. Podobnì

detB = det

0
@2 2 3
1 3 2
1 1 3

1
A = det

0
@2 0 3
1 2 2
1 0 3

1
A = 2 � det

�
2 3
1 3

�
= 6

nad Q, detB = 1 nad Z5 a detB = 6 nad Z7, tedy B jr regulární nad v¹emi tìlesy Q, Z5 a Z7. Pou¾ijeme-li
Vìtu 7.26, která øíká, ¾e det(A � B) = det(A) � det(B), pak vidíme, ¾e det(A � B) 6= 0 právì kdy¾ detA 6= 0
a detB 6= 0. Tudí¾ matice A � B je regulární nad Q a Z7 a není regulární nad Z5. Koneènì indukèním
roz¹íøením vìty z pøedná¹ky dostaneme, ¾e det(A555) = det(A)555, a proto je matice A555 regulární právì
nad tìlesy Q a Z7

7.10. Urèete nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinanty matic

C1 =

0
BBBB@
3 4 4 2 1
0 2 4 0 3
0 0 4 3 2
0 0 0 1 1
0 0 0 0 2

1
CCCCA a C2 =

0
BBBB@
0 0 0 1 1
0 2 4 0 3
0 0 4 3 2
3 4 4 2 1
0 0 0 0 2

1
CCCCA :

Determinant matice C1 = (cij) mù¾eme opìt spoèítat podle de�nice, uvìdomíme-li si, ¾e pro ka¾dou
neidentickou permutaci � 2 S5 bude existovat aspoò jedno j, pro nì¾ j > �(j), a proto cj�(j) = 0 a
c1�(1) � � � � � c5�(5) = 0. Tedy determinant Gaussovy ètvercové matice C1 je právì souèin hodnot na hlavní
diagonále, tj. det(C1) = 3 � 2 � 4 � 1 � 2 = 48 nad tìlesy Q a R, det(C1) = (48)mod 5 = 3 nad tìlesem Z5 a
det(C1) = (48)mod 7 = 6 nad tìlesem Z7.

Nyní si v¹imnìme, ¾e matici C2 dostaneme z matice C1 výmìnou 1. a 4. øádku. Proto podle tvrzení z
pøedná¹ky je det(C2) = � det(C1), tudí¾ det(C2) = �48 nad tìlesy Q, R, det(C2) = (�48)mod 5 = 2 nad
tìlesem Z5 a det(C2) = (�48)mod 7 = 1 nad tìlesem Z7.

7.11. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice D =

0
BB@
1 0 2 1
1 1 0 3
0 2 1 2
1 2 3 4

1
CCA.
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Pøipomeòme, ¾e tvrzení z pøedná¹ky nám øíkají, jak se zmìní determinant matice, provedeme-li nìkte-
rou z øádkových úprav. V pøedchozí úloze jsme si navíc uvìdomili, ¾e je velmi snadné urèit determinant
Gaussovy matice jako souèin hodnot na hlavní diagonále. Budeme-li tedy standardními prostøedky pomocí
elementárních úprav øádkù pøevádìt matici D na její Gaussovu matici, budeme v ka¾dém kroku znát, jak
jsme pùvodní determinant zmìnili. Tedy upravujme a poèítejme:

det(D) = det(

0
BB@
1 0 2 1
1 1 0 3
0 2 1 2
1 2 3 4

1
CCA) = det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 2 1 2
0 2 1 3

1
CCA) =

= det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 0 5 �2
0 0 5 �1

1
CCA) = det(

0
BB@
1 0 2 1
0 1 �2 2
0 0 5 �2
0 0 0 1

1
CCA) = 1 � 1 � 5 � 1 = 5:

Tedy zjistili jsme, ¾e det(D) = 5 nad tìlesy Q, R, det(D) = 0 nad tìlesem Z5 a det(D) = 5 nad tìlesem
Z7.

7.12. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice G =

0
BB@
1 0 2 1
0 0 3 0
1 4 1 2
2 2 4 0

1
CCA.

Tentokrát k výpoètu pou¾ijeme tvrzení z pøedná¹ky a budeme determinant rozvíjet podle 2. øádku:

det(G) = (�1)2+1 � 0 � det(
0
@0 2 1
4 1 2
2 4 0

1
A) + (�1)2+2 � 0 � det(

0
@1 2 1
1 1 2
2 4 0

1
A)+

+(�1)2+3 � 3 � det(
0
@1 0 1
1 4 2
2 2 0

1
A) + (�1)2+4 � 0 � det(

0
@1 0 2
1 4 1
2 2 4

1
A) =

= �3 � det(
0
@1 0 1
1 4 2
2 2 0

1
A) = �3 � (1 � 1 � 2� 1 � 4 � 2� 1 � 2 � 2) = 30:

Tedy jako obvykle det(G) = 30 nad Q a R, det(G) = 0 nad Z5 a det(G) = 2 nad Z7.

Poznamenejme, ¾e jsme determinanty ani dal¹í èleny rozvoje, které pøíslu¹í nulovému prvku z øádku,
podle nìj¾ determinant rozvíjíme, vùbec nemuseli psát. Navíc si uvìdomme, ¾e tato metoda je vhodná právì
v pøípadì, kdy nìkterý z øádkù nebo sloupcù, vyu¾ijeme-li pozorování obsahuje þhodnì"nul.

7.13. Spoèítejte determinant matice H =

0
BBBB@
1 3 �3 1 1
3 2 7 5 �9
2 1 �1 2 0
1 2 2 1 �1
2 �1 3 2 7

1
CCCCA nad tìlesem racionálních èísel.

V matici H sice ¾ádný øádek ani sloupec neobsahuje vìt¹í poèet nul, ov¹em první a ètvrtý sloupec se
li¹í jen na jedné pozici. Víme, ¾e odeèteme-li od jednoho z tìchto sloupcù druhý, nezmìní se podle tvrzení z
pøedná¹ky hodnota determinantu. Po této úpravì u¾ ov¹em mù¾eme pou¾ít metodu rozvoje podle sloupce:

det(H) = det(

0
BBBB@
1 3 �3 1 1
3 2 7 5 �9
2 1 �1 2 0
1 2 2 1 �1
2 �1 3 2 7

1
CCCCA) = det(

0
BBBB@

0 3 �3 1 1
�2 2 7 5 �9
0 1 �1 2 0
0 2 2 1 �1
0 �1 3 2 7

1
CCCCA) =

= (�1) � (�2) � det(

0
BB@

3 �3 1 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA):
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Nyní odeèteme od prvního øádku upravené matice trojnásobek druhého øádku. Na prvním øádku zùstanou
dva nenulové prvky, podle nich¾ determinant rozvedeme a snadno dopoèítáme:

det(H) = 2 � det(

0
BB@

3 �3 1 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA) = 2 � det(

0
BB@

0 0 �5 1
1 �1 2 0
2 2 1 �1
�1 3 2 7

1
CCA) =

= 2 � (�5) � det(
0
@ 1 �1 0

2 2 �1
�1 3 7

1
A)� 2 � 1 � det(

0
@ 1 �1 2

2 2 1
�1 3 2

1
A) =

= �10 � (14� 1 + 3 + 14)� 2 � (4 + 1 + 12 + 4 + 4� 3) = �344:

7.14. Rozhodnìte pro která reálná a jsou reálné matice P (a) =

0
@1 1 0
a 1 a
1 a 0

1
A, Q(a) =

0
@ a �1 �1
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A,

P (a) �Q(a) a P (a)257 �Q(a)374 regulární.

Nejprve spoèítáme determinanty det(P (a)) = det

0
@1 1 0
a 1 a
1 a 0

1
A = a� a2; a

det(Q(a)) = det

0
@ a �1 �1
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A = det

0
@2a� 1 0 0
a� 1 1 1
a+ 1 1 0

1
A = 1� 2a:

Vìta 7.22 z pøedná¹ky øíká, ¾e je matice regulární, právì kdy¾ je její determinant nenulový. Determinanty
matic P (a) a Q(a) u¾ jsme spoèítali, zbývá nám s vyu¾itím Vìty 7.26 spoèítat det(P (a) �Q(a)) = det(P (a)) �
det(Q(a)) = a(1� a)(1� 2a). Vidíme, ¾e je matice P (a) regulární, právì kdy¾ a 2 R n f0; 1g, matice Q(a)
je regulární, právì kdy¾ a 2 R n f 12g a souèin P (a) �Q(a) je regulární, právì kdy¾ a 2 R n f0; 12 ; 1g.

Koneènì indukèní aplikací Vìty 7.26 dostáváme, ¾e

det(P (a)257 �Q(a)374) = det(P (a))257 � det(Q(a))374 = a257(1� a)257(1� 2a)374:

Proto¾e polynom a257(1� a)257(1� 2a)374 v promìnné a nemá jiné koøeny ne¾ 0, 1
2 , 1, vidíme, ¾e je matice

P (a)257 �Q(a)374 regulární opìt právì tehdy, kdy¾ a 2 R n f0; 12 ; 1g.

7.15. Rozhodnìte pro která x 2 Z5 je matice

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A nad tìlesem Z5 singulární.

Opìt spoèítáme determinant matice A(x) =

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A, nejprve pøièteme tøetí sloupec

k druhému a pak rozvedeme podle tøetího øádku:

det

0
@ 2x x+ 3 2x+ 1
x+ 4 3x+ 2 3
x+ 1 x 4x

1
A = det

0
@ 2x 3x+ 4 2x+ 1
x+ 4 3x 3
x+ 1 0 4x

1
A =

= (x+ 1) � (4x2 + x+ 2) + 4x � (3x2 + 4x+ 4) = x3 + x2 + 4x+ 2:

Stejnì jako v pøedchozí úloze potøebujeme najít x 2 Z5, pro nì¾ je hodnota det(A(x)) = x3+x2+4x+2 = 0,
co¾ snadno zjistíme dosazováním jednotlivých prvkù tìlesa Z5:

det(A(0)) = 2; det(A(1)) = 13 + 12 + 4 � 1 + 2 = 3; det(A(2)) = 23 + 22 + 4 � 2 + 2 = 2;

det(A(3)) = 33 + 32 + 4 � 3 + 2 = 0; det(A(4)) = 43 + 42 + 4 � 4 + 2 = 3:

Zjistili jsme, ¾e je matice A(x) singulární, právì kdy¾ je x = 3.
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7.16. Vyøe¹te nad reálnými èísly soustavu rovnic AxT = (1; 0; 0)T s reálným parametrem a, kde A =0
@2a+ 1 a 2a

a 1 a+ 1
2a 0 2a

1
A.

Pro poèítání pou¾ijeme Cramerovo pravidlo, tedy Vìty 7.28 z pøedná¹ky. Nejdøíve urèíme detA =
2a � (a + 1). To znamená, ¾e Cramerovo pravidlo mù¾eme vyu¾ít pro parametr a 2 R n f0;�1g, t.j. je-
li matice A regulární. Dále urèíme determinant matic Ai, které vzniknou z matice A nahrazením i-tého

sloupce sloupcem pravých stran vektorem, tedy (1; 0; 0)T : detA1 = det

0
@1 a 2a
0 1 a+ 1
0 0 2a

1
A = 2a, detA2 =

det

0
@2a+ 1 1 2a

a 0 a+ 1
2a 0 2a

1
A = 2a a detA3 = det

0
@2a+ 1 a 1

a 1 0
2a 0 0

1
A = �2a.

Nyní pomocí Vìty 7.28 spoèítáme hodnotu i-té neznámé jako xi = (detA)�1 � detAi. Tedy x1 = x2 =
2a

2a(a+1) = 1
a+1 a x3 = �2a

2a(a+1) = � 1
a+1 . Koneènì standardním postupem zjistíme, ¾e soustava pro a = �1

nemá øe¹ení a pro a = 0 le¾í v¹echna øe¹ení v mno¾inì (1; 0; 0)T + LOf(0; 1;�1)T g.

Dal¹í úlohy

1. Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorù (1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)T lineárnì závislá ve vek-
torovém prostorech R4, C4, Z45 a Z47.

2. Urèete bázi a dimenzi podprostoru LOf(1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)T g vektorových prostorù R4,
C4, Z45 a Z47.

3. Najdìte v¹echny podmno¾iny mno¾inyX = f(1; 2; 1; 1; 1)T ; (3; 1; 3; 3; 3)T ; (2; 4; 2; 2; 2)T ; (1; 0; 1; 3; 2)T g,
které tvoøí bázi podprostoru U = LOX vektorových prostorù Q5, Z55, Z

5
7.

4. Kolik existuje bází podprostoru LOf(1; 1; 2; 0)T , (4; 1; 3; 1)T , (1; 3; 2; 1)T g vektorových prostorù Z45 a
Z47?

5. Urèete dimenze podprostorù U, V, U + V a U \ V vektorových prostorù Z45 nad tìlesem Z5 a
Z47 nad tìlesem Z7, jestli¾e U = LOf(1; 2; 1; 3)T ; (1; 2; 4; 1)T ; (3; 4; 1; 0)TLO a V = LOf(4; 1; 2; 3)T ;
(0; 3; 3; 1)T ; (1; 2; 1; 3)T g.

6. Uva¾ujme v vektorovém prostoru Z35 nad tìlesem Z5 posloupnosti vektorù

B1 = (

0
@1
2
4

1
A ;

0
@3
2
1

1
A ;

0
@1
1
2

1
A); B2 = (

0
@3
2
1

1
A ;

0
@1
1
2

1
A ;

0
@1
2
4

1
A);

B3 = (

0
@2
3
4

1
A ;

0
@3
1
2

1
A ;

0
@1
2
1

1
A); B4 = (

0
@2
0
3

1
A ;

0
@4
1
3

1
A ;

0
@1
0
1

1
A)

a oznaème B0 kanonickou bázi vektorového prostoru Z35 nad tìlesem Z5.

(a) Ovìøte, ¾e je Bi pro ka¾dé i = 1; 2; 3; 4 báze Z35,

(b) najdìte matice pøechodu [Id]Bi

Bj
pro v¹echna i; j 2 f0; 1; 2; 3; 4g,

(c) najdìte pro ka¾dé i 2 f0; 1; 2; 3; 4g báze C a D, aby

[Id]Bi

C = [Id]DBi
=

0
@3 2 2
2 3 2
2 2 3

1
A :

7. Urèete nad tìlesy R, Z5 a Z7 hodnost matice A =

0
@2 0 1
2 1 0
3 3 1

1
A, matice A+A a A �A.

8. Najdìte nad tìlesy R, Z5 a Z7 v¹echna øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí A z pøedchozí úlohy.
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9. Najdìte nad tìlesyQ, Z3 a Z7 v¹echna øe¹ení nehomogenní soustavy rovnic s maticí

�
1 0 1 2 2

??2
2 0 2 1 1

??0
�
.

10. Je-li podprostor U = LOf(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T g vektorového prostoru Z55 nad tìlesem Z5, na-
jdìte bázi nìjakého takového podprostoru V, aby U+V = Z55 a U \V = f0g.

11. Uva¾ujme podprostorW = LOf(1; 6; 2; 4; 5)T g vektorového prostoru Z57 nad tìlesem Z7. Najdìte báze
nìjakých takových podprostorù U a V, aby dim(U)T = dim(V)T = 3, U+V = Z57 a U \V =W.

12. Kolika zpùsoby lze lineárnì nezávislou posloupnost ((1; 2; 2; 1)T , (2; 1; 1; 0)T ) doplnit na bázi (chápanou
jako posloupnost, tj. zále¾í na poøadí prvkù) vektorového prostoru Z43?

13. Buï k � n pøirozená èísla, p prvoèíslo a U podprostor dimenze k vektorového prostoru Znp nad tìlesem
Zp. Urèete kolik existuje podprostorù V prostoru Znp , pro nì¾ platí, ¾e U+V = Z55 a U+V = f0g.

14. Doka¾te, ¾e lze nad tìlesem Q pøevést posloupností elementárních øádkových úprav matici A =�
1 2 3
1 1 1

�
na matici B =

�
1 0 �1
1 3 5

�
.

15. Uva¾ujme matice A a B z pøedchozího pøíkladu. Najdìte nìjakou posloupností elementárních øádko-
vých úprav, pomocí nich¾ lze pøevést matici A na matici B.

16. Nech» f : Z47 ! Z37 je zobrazení urèené pøedpisem g((x1; x2; x3; x4)) = (2x1+3x2+6x3+x4; 6x1+5x2+
2x3 + 3x4; 3x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4). Spoèítejte dimenze a báze jádra Ker f a obrazu Imf , rozhodnìte,

zda

0
@2
3
6

1
A 2 Imf a najdìte matice [f ]K4

K3
, [f ]BK3

, [f ]K4

C a [f ]BC , jestli¾e K3 a K4 jsou kanonické báze a

B = (

0
BB@
4
3
5
6

1
CCA ;

0
BB@
3
6
4
0

1
CCA ;

0
BB@
1
3
0
0

1
CCA ;

0
BB@
2
2
0
0

1
CCA), C = (

0
@0
1
1

1
A ;

0
@0
6
4

1
A ;

0
@4
3
0

1
A)

17. Spoèítejte determinant matic A =

0
BB@
2 1 2 0
1 1 0 1
1 2 1 2
2 1 1 0

1
CCA, B =

0
BB@
1 1 0 2
2 1 1 2
1 1 2 2
2 1 0 1

1
CCA, A�1, A � B a A � B�1 nad

tìlesy R, C, Z3, Z5 a Z7.

18. Najdìte pro libovolná a 2 Q nad Q rekurentní vzorec pro výpoèet determinant ètvercové matice
Gn = (gij) stupnì n, kde gii = 1, gii+1 = a a gi+1i = b a jinde je gij = 0.

19. Rozhodnìte, zda jsou nad tìlesyQ, Z3, Z5 a Z7 regulární matice A =

0
@1 2 1
2 1 0
2 1 2

1
A, B =

0
BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCA

a B3.

20. Najdìte nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 adjungované matice k maticím z pøedchozí úlohy.

21. Rozhodnìte, pro která a 2 Z7 je nad Z7 matice

0
@ a 2 + a 1
3a+ 2 1 a
2a2 a+ 6 2 + a

1
A regulární.

22. Najdìte pro v¹echna a 2 Z7, pro nì¾ je to mo¾né, inverzní matici k matici z pøedchozí úlohy.

23. Spoèítejte (

�
1 1
2 3

�
�1

�
�
3 2
2 4

�
�
�
0 2
3 4

�
�1

�
�
1 4
1 3

�
)�1 nad tìlesy R, Z5 a Z7.
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