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Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (A)
LS 1997-98

Priklad 1: Najdéte feSeni soustavy rovnic a spoc¢téte determinant soustavy.

r+2y+32+4t=1
20 —2y+32—3t=—5
z+ y+ z+ t=5
dr+3y —52+2t=3

(10 bodti)

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [0, 1];

f(z,y) = \/y+sinz. (10 bodu)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
sin(zy) + cos(zy) =1

urcuje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé . (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flay) =2ty M={[zy] eR% 2" +y* <16,z > -1}
(15 bodu)

Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci

(15 boda)

x2vx? +1

Reseni pisemky z Matematiky Il pro FSV (A)

LS 1997-98
Priklad Al: Gaussovou eliminaci obdrzime feseni x = -3, y = 13, z = 2, t = —T.
Spoctéme determinant
1 2 3 4 1 1 1 1 1 1 1 1
2 =2 3 =3| |1 2 3 41 |10 1 2 3
1 1 1 1| |2 -2 3 -3/ |0 -4 1 -5
4 3 -5 2 4 3 -5 2 0o -1 -9 -2
1 1 1 1
o1 2 3
100 9 7 =58
0 0 -7 1




Priklad A2: Funkce f je definovana na mnoziné M = {[z,y] € R?; sinz +y > 0}. V
bodech, kde y + sinz > 0, miizeme pocitat derivaci ,,podle vzorecka“:

of

1 . 1
%(:E,y) = i(y +sinz)” 2 - cosz,
of 1 |
8—y(a:,y)—§(y+smx) .

V bodech kde y + sinz = 0 nemitize parcidlni derivace f podle y existovat. Parcialni
derivace podle x mize existovat jen v bodech tvaru [37/2+ 2kn, 1], k € Z. Zkusme pocitat
podle definice

of fBm/242km +t,1) — f(3w/2 + 2km, 1)

(37/2 4 2km,1) = lim

_SC t—0 t
- V1+ sin(37ri2 + 2k + t)
t—

Posledni limita neexistuje protoze limita zleva (—1/1/2) se nerovna limité zprava (1/v/2).
Parcialni derivace funkce f existuji pouze na vnittku mnoziny M a jsou tam spojité. Proto
v bodé [0, 1] existuje totalni diferenciél, a tedy tecné rovina, kterd ma tvar

1 1
— 14 . S (u—1).
z +2 x—|—2 (y—1)

Priklad A3: Polozme
F(x,y) = sin(zy) + cos(xy) — 1.

Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oF .
5o (@) = cos(ay) -y — sin(ay) v,

g—g(x, y) = cos(zy) - © — sin(zy) - z.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C?(R?). Déle plati F(r,0) =0a %—5(7, 0) = m # 0. Tim jsme ovéTili, Ze naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je tiidy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(z(z)) + cos(zp(z)) = 1,
cos(zp(x)) - (¢(x) + x¢'(x)) — sin(zp(x)) - (¢(z) + 2@’ (x)) =0,
—sin(zp(z)) - (¢ (2¢'(x) + z¢" (2))

Dosadime-li z = 7 a pouzijeme-li p(7) = 0, dostaneme ¢’(7) = 0 a ¢ (7w) = 0.



Priklad A4: Mnozina M je omezena a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitt mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

of

%(.ﬁ,y) = 41‘33/7 4

g—i(w,y)zx . [zyl eR2

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé c¢asti:
Hy = {[z,y] € R% 2t +4* =16,z > -1},  Hy={[-1,y] € R? y € (-V15, V15)}.

Pro nalezeni podezielych bod® na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multip-
likatorfi. Vazebna podminka je uréena funkci g(z,y) = z* + y* — 16, ktera je (stejné jako
f) t¥idy C1(R?). Pro parcialni derivace funkce g plati

9g 3 9y 3 2
—L(x,y) = 423, —Z(z,y) = 4y°, Yy € R7.
5, (& Y) = 4o oy Y = [z, 9]
Pro kazdé [x,y] € Hy plati (%(m,y), g—g(x, y)) # (0,0). ReSme néasledujici soustavu
(1) zt 4yt =16,
(2) 4oy = Ma®,
(3) rt = My

Z (2) vyplyva, ze x = 0 nebo y = A. V prvnim piipadé dostaneme z (1), ze y = +2. V
druhém piipadé dostaneme z (3), Ze x = /2y nebo = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime

body
22 2] f2v2 2] [(2v2 2] [2v2 2
VARG R IV RERVA R V5 V5| V5 V5|

Posledni dva body ovSsem nesplnuji podminku x > —1.
Zkoumejme chovani na mnoziné H,. Funkce f méa na Hy tvar:

f-Ly) =y, ye(-V15V15)
Dalsimi podezielymi body tedy jsou
[-1,V15],  [-1,-V15]

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyva maxima na

mnoziné M v bodé [%, \/ig} a minima v bodé [%, —% .

Priklad A5:  Funkce, kterou méme integrovat, je definovina na R \ {0}. Pouzijeme
Eulerovu substituci va2 + 1 = z + t. Pak dostaneme

1—¢2 —2 — 22
T = , de = ——= dt.
2t 4¢2




Je tfeba nalézt primitivni funkci

/ 1 —2 —2t? " _/ —4t ot
(L2 )2 (=22 4 ¢) 412 (1 —1)2(1+1t)?

2t 2t

Integrand rozlozime na parcialni zlomky a dostaneme

—4t -1 1
dt = | ——=dt —dt
/(1—t>2(1+t>2 /(1—t>2 +/<1+t>2
e 112
1—t 1+t 2-1

Podle véty o substituci dostavame

1 c 2
dr = ,
x2V2? 4+ 1 (Vo2 +1—x)2 -1

x € (—00,0) nebo z € (0, +00).



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (B)
LS 1997-98

Priklad 1: Urcete hodnost matice A a rozhodnéte, zda plati det A = 0;

1 -1 0 4 5
2 2 2 0 1

A=]3 —=2 1 1 1 (10 bod)
-1 0 3 -2 -2

0O —-10 -2 7 6
Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

fla,y) =2 =y (10 bodd)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
2xty +ad + P Fay =1

urcuje v jistém okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flay)=220+4y  M={[z,y] eR* Vo +Yy<1,2>0, y>0}
(15 bodu)

Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci

22 2
/( TASCE2 (15 bodi)

x4+ 1)(22+z+1)

Reseni pisemky z Matematiky Il pro FSV (B)
LS 1997-98

Priklad B1: Pievedme matici A pomoci elementarnich fadkovych tprav na schodovitou
matici:



1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5

2 2 2 0 1 0 4 2 -8 -9
3 -2 1 1 1|, ]0 1 1 -11 -14],
-1 0 3 -2 -2 o -1 3 2 3

0 —-10 -2 7 6 0 -10 =2 7 6

1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5

0 1 1 -11 -14 0 1 1 -11 -14
0 0 4 -9 —11(,|]0 O -2 36 47 [,
0 0 —2 36 47 0 0 0 63 83

0 0 8 —103 -134 0 0 0 41 54,

1 -1 0 4 5

0 1 1 -11 -14

0 0 -2 36 47

0 0 0 63 83

0 0 0 0 —¢4

Matice A ma hodnost 5, a je tedy regularni. Proto plati det A # 0.

Priklad B2: Funkce f je definovdna na R2. V bodech, kde y? # 2, miZeme podcitat
derivaci ,,podle vzorecku“:

0
L (e,) = sgn(e? — y?) - 22,

0
a—j;(x, y) = —sgu(a® — ) - 2.

V bodech, kde y? = 22, zkusme poéitat parcialni derivaci % podle definice
of . fle+ty) - f(zy)
(= +1)% — |

Posledni limita existuje, jen kdyz x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
_ i 1ot o Of
(f(z,5) = f(y,x)) totéz plati pro L.
Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z=3-2-(x—1)+4-(y—2).

Priklad B3: Polozme
F(x,y) = 2z%y +2® + % + 2y — 1.



Funkce F je definovéna na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

OF
— (z, y)—8x y+ 322 + v,

Oz
OF
oy —(x,y) = 22* + 3y* + 2.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0a 2£ ,(1,0) =3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 0] 1mphc1tne zadanou funkci proménné z, kterd sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

22%p(x) + 2° + p(2)’ + zp(z) — 1 =0,
8x3p(x) + 221y () + 322 4 3p(x)%¢' (z) + p(z) + z¢'(x) = 0,
2412 p(x) + 8230/ (x) + 823/ () + 221" () + 62 4 6p(x) (' ())? + 3(2)2¢" (z)
+¢'(z) + ¢ (z) + 2" (x) = 0.

Dosadime-li = 1 a pouZijeme-li (1) = 0, dostaneme ¢'(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4: Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitt mnoziny M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

of

JJ _ YvJ _ 2
By L Y) =2, 8y(w,y) 4,  [r,y] € R"

Obé parcialni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyva extrémi na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na tii ¢asti:

Hy ={z,y] eR* Yz + Jy=1,2>0, y >0},

Hy ={[0,y] € R% y € (0,1)},

Hs = {[z,0] € R?; z € (0,1)}.
Pro nalezeni podeztelych bod na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multip-
likdtort. Vazebna podminka je urcena funkci g(x,y) = /= + ¢y — 1, kterd je (stejné jako

f) tifdy C! na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcialni derivace funkce g plati

89 1 z3/4 dg 1 —3/4

Pro kazdé [x,y] € Hy plati (a—g(x,y), g—g(x, y)) # (0,0). ReSme néasledujici soustavu
) Vot vi=1

1
(2) 2= )\Zx_3/4,

1
(3) 4 = )\Zy73/4.



Z (2) a (3) vyplyva, ze x = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podeziely bod

24/3 1
(21/3 + 1)4’ (21/3 + 1)4 ’

Zkoumejme chovani na mnoziné H,. Funkce f ma na Hy tvar:

f(0,y) =4y, ye(0,1).

Dalsimi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0, 1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hsz. Funkce f mé na Hg tvar:

f(z,0) = 2z, xz € (0,1).

Podeztelymi body tedy jsou [0, 0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, zZe f nabyva maxima na
mnoziné M v bodé [0, 1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5: Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {—1}. Rozlozme nasi
funkci na parcialni zlomky:

202 + 31 + 2 1 x+1

(x+ 1) (x2+x+1) _x—|—1+1:2+x—|—1'

Nyni integrujme jednotlivé parciadlni zlomky:

1
/x+1d:vélog|x+1|,
z+1 1 20+ 1 1 dx
S N e N M N
2+r+1 2] 2+x+1 2] 224+x+1

—110 (IE2+$+1)+1/ d
— 2% 2] (x+1/2)2+3/4

L L i
:510g(90 +a:+1)+2 3/((2x+1)/\/§)2+1

= — 10g\x €T ——= arc .
5 g /3 g V3

Dohromady tedy mame

/ 202 +3x+2
(

c 1 1 20 41
do =1 1| + = log(z” 1) + — arct
T D)@t a1 zr =log|z + ]—1—2 og(z+z+1)+ arcg( )

V3 V3

na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00).



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (C)
LS 1997-98

Priklad 1: Spoctéte determinant matice A.

-5
(10 bod)

O =
—_
—_

NN DN W
=)

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace vsude, kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

f(z,y) = ¢/log <§> (10 bodt)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
log(a? +y” + cos(zy)) +y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fy,z)=e = @ +ay+y7) M={[r,y,2] e R} &’ +4 = 1,2 < 1}
(15 bodu)

Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci

20 4 4a? — 192 + 1
/x+x 9+ 16 L (15 bodd)

(022 o+ 4)

Reseni pisemky z Matematiky Il pro FSV (C)
LS 1997-98

Priklad C1: Plati

1 2 3 -5 |1 2 3 -5
1—120_0—3—15_:?:1229
1 1 2 1|/ /0 -1 -1 6 1 9 1l
0 -1 2 1 0 -1 2 1



Priklad C2: TFunkce f je definovdna na mnoziné {[z,y] € R?; z >0, y > 0} U {[x,y] €
R2; 2 <0, y < 0}. V bodech [z,y] € D(f), kde x # y, miizeme pocitat derivaci ,podle

vzorecku“:

of
ox

of A A A
2 - (o2

of . fle+tz)— fz,z) . v/log (23)
—(z,x) = lim = lim
a,ﬁl’,’ t—0 t t—0 t
. flog(14+L) L +oo  prox >0,
= lim . =
t—0 = t —00 prox < 0;
3 /10 (L)
of v Sy = flyy) VR
—(y,y) = lim = lim
8y t—0 t t—0 t
, 5| 1og (1 + L) % —00  proy >0,
= lim — . =3 =
t—0 ” 4 +o0o0  proy < 0.

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

1
(log2)3

1 1
z=—+/log2+ = -(x—l)—é (y —2).

3 (log2)3
Priklad C3: Polozme
F(z,y) = log(gc2 +y? + cos(zy)) + y.

Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoziné G (Ize ukazat, ze dokonce G = R?)
obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF 1 .

O (7,y) = 2% + y2 + cos(zy) - (22 — sin(zy) - y),
oF 1 .

8—y($ay) T 22 + 2 + cos(zy) - (2y —sin(zy) - z) 4+ 1.

Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C?(G). Déle plati F(0,0) =0 a %—I;(O, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tiidy C2.



Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z” + ¢(2)” + cos(zp(2))) + ¢(z) = 0,
1
z2 + p(x)? + cos(zp(x
—1
(22 + ¢(2)? + cos(zp(x

ik (22 + 2p(x) ¢ () — sin(ze(x))(p(2) + 2¢'(2))) + ¢'(2) = 0,

NER (22 + 2¢p(2)¢ (2) — sin(zp(2)) (p(2) + 2¢'(2)))

1 / 2 "
+1.2 + 90(37)2 T COS(Z‘(,O(I)) ’ (2 + 2((70 (l’)) + 290(1')90 (.I)

— cos(zp(@))(p(x) + 2¢(2))* = sin(zp(2))(2¢' (2) + 2¢" (2))) + ¢" () = 0.

Dosadime-li = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a ¢"(0) = —2.

Priklad C4: MnozZina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni (jedna se o plast
valce bez podstav). Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Vnitfek mnoziny M je prazdny. Z tvaru funkce f vyplyva, ze

fl,y,1) = flz,y,—1) < f(z,y,2) < f(z,9,0),  [z,y,2] €R? 2€(-1,1)\ {0}.

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z,y,z] € R?; z = 0} a minima na
mnozind M N {[z,y,2] € R3 2 = —1 nebo z = 1}. Polozme g(z,y) = 22 + 2y + y* a
vySetfujme extrémy g na mnoziné H = {[z,y] € R?; 22+y? = 1} metodou Lagrangeovych
multiplikdtor. Vazebna podminka je uréena funkei h(z,y) = 22 +y? — 1. Plati g,h €
C!(R?). Pro parcidlni derivace funkce h plati

oh oh

Pro kazdé [x,y] € H mame (%(m, Y), ‘g—Z(a:,y)) # (0,0). Resme néasledujici soustavu
(1) 2 +y? =1,

(2) 2r + 1y = A2z,

(3) x + 2y = \2y.

Se¢tenim (2) a (3) dostaneme
B3—=2)N)(z+y)=0.

To znamend, %e bud x = —y nebo A = 3/2. V prvnim pfipadé dostaneme z (1) podezielé
body [1/v/2,-1/v2], [-1/v/2,1/+/2]. Ve druhém piipadé s pomoci (2) odvodime z = y
a (1) dava podeztelé body [1/v2,1/v2], [-1/v/2,—1/v/2]. Funkce g nabyva minima na
mnoziné H v bodech [1/v/2, —1/v/2], [-1/v/2,1/v/2] a maxima v bodech [1/v/2,1/v/2], [-1/v/2, —1/+

Z vyse uvedeného vypoctu vyplyva, ze funkce f nabyva minima v bodech
[_1/\/57 1/\/57 _1]7 [1/\/57 _1/\/57 _1]7 [_1/\/57 1/\/57 1]7 [1/\/57 _1/\/57 1]

a maxima v bodech

[1/v2,1/V/2,0], [-1/v2,-1/V/2,0].



Priklad C5: Funkce, kterou méme integrovat, je definoviana na R\ {2}. Rozlozme nasi
funkci na parcialni zlomky:

203 + 42 —192+16 A n B n Cx+ D
(r—2)2@2+z+4) (r—-2)2 (x—-2) 22+z+4

VyteSenim odpovidajici soustavy linedrnich rovnic dostaneme rozklad

1 1 2x+431

20° +42° —192+16 1 N
(x—2) 5 a24zx+4

(x—2)2(z2 4+ +4) (x—2)2

n 8
5
Integrace prvnich dvou parcidlnich zlomki je snadnd. Integrujme

2z + 31 2 + 1 1
T dr= | ————dz+30 d
/:1:2+.r+4 v /x2—|—x—|—4 v /(a:—|—1/2)2—|—15/4 v
1
:log(x2+x+4)+8/ 5 dx
(2z+1)/V15)" +1

c 2.T—|—1
< log(x? + x + 4) + 415 arct ( )
g( ) +4vV e\~

Dohromady mame

/2x3+4x2—19x—|—16d c 1 +81 | 2|
r=———+ —log|z —
(x —2)2(22 +z+4) z—2 58

1 4y/15 2z + 1
+ —log(z? +x+4)+ arct ( )
= g( ) . e\

pro x € (—o00,2) nebo = € (2,400).



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (D)
LS 1997-98

Priklad 1: Spoctéte determinant matice A.

-1 2 -2 4

1 -1 -2 1 .
A= 0o 1 2 0 (10 bodu)

1 1 -2 -1

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

fle,y) = e Y+ Ty+|zyl. (10 bodi)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
log(z + arctgy + 1) + 2y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
Nakreslete mnozinu M.

4
f@y)==y*+a’+32°  M={lz,y] e R% 2" +4" <42 <0}

(15 bod)

Priklad 5: Spoctéte

dz (15 bod)

Re3eni pisemky z Matematiky Il pro FSV (D)

LS 1997-98
Pfiklad D1: Plati
-1 2 -2 4 -1 2 -2 4
1—1—21_01—45__1_248_32
0 1 2 0 0 1 2 0| |5 T 4
1 1 -2 -1 0 3 —4 3



Priklad D2: Funkce f je definovana na R%. V bodech [z, y], kde xy # 0, mfizeme poditat
derivaci ,,podle vzorecku“:

of e,
L (,y) = e 20+ sgn(oy) v,
0 2
5§@w)z—§y+7+%WWW'ﬂ

Zbyva vysetfit parcidlni derivace v bodech, kde xy = 0. Z véty o aritmetice limit plyne,
ze funkce f m4 parcidlni derivaci podle x (resp. podle y) v bodé [z, y] pravé tehdy, kdyz

ji tam ma funkce g : [x,y] — |2y| (je totiz f — g € C1(R?)). Pocitejme derivace funkce g v
bodech [z,0], z € R, a [0,y], y € R, podle definice:

t —
99 (1.0) = lim LEFH0 Z9@.0) O
aaj‘ t—0 t t—0 t
t) — t
—g(a:,O) = lim 9(z,t) = 9(x,0) _ lim l=t] _ lim |z|sgnt.
0 t—0 t t—0 t—0

Posledni limita existuje, pravé kdyz x = 0, a v tomto pripadé je nulova.

d 0,y +1t) — g(0 0
_g(o’y):hmg(,?hL ) =909 _ i, 92y,

ay t—0 t t—0 ¢t

dg o 9y) —9(0y) oyl

o OV I T iy T llsent

Posledni limita existuje, pravé kdyz y = 0, a v tomto pripadé je nulova.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

0

1?(%) =R*\ {[0,4]; y €R, y # 0},

D(?—z) =R?\ {[z,0]; z € R, z #0}.

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

z=1/e+ 16+ (2/e+2)- (z—1)+(8—=1/e) - (y — 2).

Priklad D3: Polozme
F(z,y) = log(x + arctgy + 1) + xy.

Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni
derivace plati:

oF B 1

ox - x4 arctgy + 1
oF B 1 1
By _z—i—arctgy—l—l.l%—yQ

+ Y,

+x.




Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C?(G). Déle plati F(0,0) =0 a %—5(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tiidy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z + arctg ¢(x) + 1) + zp(z) =0,

L @ N

x + arctg p(z) + 1 <1+1+g0(:l;)2)+90( ) +a¢(@) =0,
-1 | o'(z) \’

(x + arctg o(x) + 1)2 (1 + 1+ go(m)2>

N 1 (@) (1 + p(2)?) = 2¢' ()¢ (x)p(x)
x + arctg p(z) + 1 (1 +p(z)?)?
+¢'(x) + ¢'(z) + 2" (z) = 0,

Dosadime-li = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = —1 a ¢"(0) = 2.

Priklad D4: Mnozina M je omezené a uzaviend (jednd se o priunik uzavieného kruhu
s uzavienou polorovinou), a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takze na M
nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body nejprve uvnitt mnoziny M.
Spocteme parcialni derivace f:

of 2
—(z,y) = 22 + 42°, —(z,y) = —2y.
pc) + oy Y Y
ODbé parcialni derivace jsou nulové v bodech [—1/2,0], [0,0]. Pouze prvni bod vSak patii
do vnittku mnoziny M.

Hranici mnoziny M si rozdélime na dvé ¢asti:

Hy ={[z,y] e R% z =0, y € [-2,2]},
Hy = {[z,y] € R?* 2* +4y*> =4, 2 <0}.

Na mnoziné H; mé funkce f podezielé body: [0,2], [0,—2], [0,0], protoze f(0,y) = —y>.
Podeztelé body na Hs budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikdtorti. Vazebna
podminka je uréena funkci g(z,y) = 22 + y* — 4. Funkce f i g jsou t¥idy C!(R?). Na

mnoziné Hj je vzdy (%, g—z) # (0,0). Res$me nasledujici soustavu

(1) 2?4 y% =4,

(2) 2x + 4x* = A2,

(3) —2y = A\2y.

Z (3) dostaneme, ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moznost spolu s (2) davé, ze x = 0 nebo
x = —1. Pomoci (1) dopo¢teme pro tato x pfislusné y a dostaneme body

0,2], [0,—2], [-1,V3], [-1,—V3].

Prvni dva ovSem nelezi v Hy. Pokud y = 0, pak z (1) dostavame bod [—2,0] a bod [2, 0],
ktery ovsem nelezi v Hs.



Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva maxima v

bodé [-1/2,0] a minima v bodé [—2,0].

Priklad D5: Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na (1,+o00). Pouzijeme
substituci vz — 1 = t. Dostaneme = = t> + 1 a dz = 2t dt. Nyni je tieba integrovat:

212 2
J e R R EY R [
t2+3 t2+3 (L) 41
V3

¢ t
<2t —2V/3 arctg —.
V3

Podle véty o substituci mame:

vr—1 vr—1
/3;:_2 dr = 2vx — 1 — 2V/3arctg f/ﬁ , x € (1, +00).

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

W

T+ 2

=2V3(1 — 71/4).



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (E)
LS 1997-98

Priklad 1: Spoctéte determinant matice A.

0O 1 -2 0

1 1 2 1 .
£ 1 92 _3 (10 bodu)
-1 2 -2 1

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napiSte rovnici teéné roviny v bodé [1, 2[;

f(z,y) = min{z? + 3,2 — 2% —y*}. (10 bodt)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
¥ +yt =2y

uréuje v jistém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci (proménné ). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodi)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
[y, 2)=ay+yz M={[z,y,2] eR’ 2? +y* +2* =1, s +y+2=1}
(15 bodi)
Priklad 5: Spoctéte

/3 .
/ — 2% dr (15 bodi)
0 COS T + COs® T

Re3eni pisemky z Matematiky Il pro FSV (E)

LS 1997-98
Ptiklad E1: Plati:
0 1 -2 0 1 1 2 1 1 1 2 1
4|1 12 1]_|5 1 2 -3/ |0 -4 -8 -8
5 1 2 -3 0 1 -2 0 01 -2 0
-1 2 -2 1 -1 2 -2 1 0 3 0 2
1 1 2 1 11 2 1
o1 =2 o0|_ (01 =2 0 :_’—16 —8‘__16
0 —4 —8 -8 0 0 —-16 -8 6 2 '
0 3 0 2 00 6 2




Priklad E2: Funkce f je definovana na R2. Pro funkci f plati:

x2+y2 pro x2+y2 <1,
2—-22—9y% proz?+y%>1.

f(x,y)Z{

V bodech [z,y], kde 2% + y? # 1, mtizeme pocitat derivaci ,,podle vzoreckti“:

of 2x pro z2 4+ y? < 1;
%(x,y) - { —2x  pro z? +y? > 1;
of 2y pro z2 + y? < 1;
ay @ ):{ —2y prox?+y?>1;

Zbyva vysetiit parcidlni derivace v bodech, kde 22 +3? = 1. Uvazujme bod [z, yo| takovy,
7e 22 + y2 = 1. Pocitejme

of . J(mo +t,90) — f(x0,%0)
a—x(ﬂcoayo) = %1_1)1(1) "
iy Pind (o +1)° + 95,2 — (20 +1)° — g5} — 1
Ct—0 t
. min{l + 2zt + 12,1 — 2zot — t2} — 1
= lim
t—0 t
_ linr(l) min{ 2zt + ti, —2xot — t2}
t—

0 roxg =0
:lim—|2x0t—|—t2|/t:{ . Proo
t—0 neexistuje  pro xg # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcialni derivaci podle y pocitat analogicky.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

D(g—x) _R2\ {[o, s 2?4142 =1, @ £ 0},

D(Z—J;) _R2\{[r,y); 242 =1, y # O},

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z2=-3-2-(x—1)—4-(y—2).

Priklad E3: PoloZzme
F(z,y) =¥ +y" —2y.

Funkce F' je definovana na oteviené mnoziné G = (0,400) x (0, +00), kterd obsahuje bod
[1,1]. Pro parcialni derivace F' plati:

OF L
o5 (@) =y’ '+ y"logy,

oF
8—y(w,y) =a¥logx + xy” ' —2.



Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C?(G). Déle plati F(1,1) =0a %—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovérili, Ze nase rovnice urc¢uje
v jistém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tiidy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

29 4 o(x)® — 2p(z) = 0.
Tento vztah si prepiSme na tvar
eP(@)logz | xloge(x) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

/
(@) logw | <<p/(x) log 2 + @) + et losp(z) | (loggo(x) I Ty (IL“)) —2¢(z) = 0,

p()
2 /
e (g1 BD)' v (g2 12)
teloge(z) . (1og o(z) + ng(/g))
wologp() | ((P(2) | (P(2) +2"(@))p(x) — 2" (@)¢" () \ o ey
! (%0 + oo ) -2 =

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 1, dostaneme ¢’(1) =1 a ¢''(1) = 4.

Priklad E4: MnozZina M je omezend a uzaviend (jedna se o prinik sféry a roviny), a proto
je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Hledejme podezrelé body metodou Lagrangeovych multiplikatord. Mnozina M je urcena
pomoci vazebnych funkci

g(z,y,2) =22 +y* + 22— 1,  ga(w,y,2)=x+y+2z—1.

Obé funkce g1, go jsou t¥idy C!(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto
funkci plati

8f . 891 . 892 .
%(m,y,Z) =Y, 8I (.Qi,y,Z) - 2337 8I (x,y,z) - 17
of _ g1 _ 992 _
ay(mayaz) —fL’—f-Z, ay (I’,y,Z)—2’y, ay (l‘,y,Z)—17
8f . 891 N 892 .
&(xayaz) =Y, 62’ (':an7z) - 2'2’ 8,2 (x,y,z) =1L

Vektory (2z,2y,2z), (1,1,1) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz x = y = z. Zadny takovy
bod ovsem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) Yy = A2x + Ag,
(2) T+ z= M2y + A,
(3) Y= A2z + Ao,
(4) 2?4?22 =1,
(5) r+y+z=1



Z (1) a (3) vyplyvad Az = A\;z. To znamend, ze mame dvé moznosti: bud A; = 0 nebo
T =z

V prvnim piipadé dostaneme nejprve z (1) y = Ao. Odtud a z (2) obdrzime z + z = y.
Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

(= VB)/4,1/2,(1+VE)/4], [+ VB)/4,1/2,(1-V5)/4].
Ve druhém ptipadé dostaneme pomoci vztaht (4) a (5) podezielé body
0,1,0,  [2/3,-1/3,2/3).
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze funkce f nabyva na

mnoziné M minima v bodé [2/3,—1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezielych
bodech.

Priklad E5: Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {w/2+km; k € Z}. My
budeme hledat primitivni funkci na intervalu (—n/2,7/2). Pouzijeme substituci cosz = t.
Dostaneme —sinxz dx = dt. Nyni je tfeba spocitat:

-1
dt.
/ t+ 3
Provedeme rozklad na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

~1 t 1 1 2t 1
— _dt= — ) dt== | = —dt— [ Zat
/t+t3 /(1+t2 t> 2/1+t2 /t

e 1
=3 log(1 + t?) — log |t], t € (—00,0) nebo t € (0, +00).

Podle véty o substituci mame:

; 1
/&dmé_10g(1+CO82x)—log|cosac|, z & (=m/2,7/2).
cosx + cos x 2

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

/”/3 sing_ 1, 5
—————dr = - log —.
o cosx+cosPx 2% %



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (F)
LS 1997-98

Priklad 1: Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:

z 0
A=11 2 1 . (10 bodi)
1 2

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

f(z,y) =2, (10 bodi)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
y3a? + y?2? + siny =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
Fag) = @+ Ty 0= (o] € RE 2 4 42 < 1)
(15 bodu)

Priklad 5: Spoctéte

/4 .
/ — % __ge. (15 bodd)
0 cosx + cos* x

Reseni pisemky z Matematiky Il pro FSV (F)
LS 1997-98

Priklad F1: Upravme matici A pomoci fadkovych elementarnich tprav, které nemeéni
hodnost matice:

z 0 2 1 2 -3
MA)=h|1 2 1 |=h|0 0 4
1 2 -3 z 0 2
1 2 -3 1 2 -3
=h|0 0 4 |=n|0 —22 2+32
0 —2z 2+3z 0 0 4

Pokud z # 0, je hodnost matice rovna 3. V pfipadé, ze x = 0, je hodnost matice A rovna
2.



Priklad F2: Funkce f je definovana na (0,+00) x (0,+00). Pro funkei f plati:

f(z,y) = exp(y* log z).
V bodech [z,y] € D(f) muzeme pocitat derivaci ,podle vzorecku“:

a—x(%y)—exp(y 10gx)-<y logy -logz +y x)

0 _
8—5(:& y) = exp(y®logz) - (zy* " -logx).

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z=142-(x—1)+0-(y—2).
Priklad F3: Polozme

F(z,y) = y*2% + y*2? 4 siny.

Funkce F je definovana na R2. Pro parcialni derivace F plati:

OF

%(%y) =2y’ + 2y°x,

OF

a—(:v, y) = 3y*z? + 2yx? + cosy.
Y

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F'(0,0) =0 a %—5(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je t¥idy C2.
Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(x)32? + p(x)?2? + sinp(x) = 0.
Postupné obdrzime
3p(2)*¢' (2)2? + 2¢(x)’x + 2p(2)¢' (2)a? + 2¢p(2)x + cos p(a) - ¢ (x) =
G ()¢ (2)¢ (x)2® + 3p(2) " (2)2” + 6p(2) ¢ (x)x + 6(2)* @' (z)a

+20(2)° + 2¢' (2)¢' (2)2® + 2p(2)¢" (x)2” + 4p(x) ¢ (z)x
+ap(x)¢ (z)x + 20(x)? — sinp(x) - ¢’ ()¢’ (z) + cos p(x) - " (x) = 0.

0,

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢"(0) = 0.

Priklad F4: Mmnozina M je omezena a uzaviend (jednd se o elipsu), a proto je kompaktni.
Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvniti mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce f plati:

g—i(:v,y) — oy . e~ (27+Y%) + (mz + 7y2)e*(2x2+y2) - (—4x),
g_g(x, y) =14y = OV 4 (@2 4 Ty)e BT L (—y).



Uvnitf mnoziny M hledame ty body, kde jsou obé parcialni derivace nulové. To jsou prave
ty body z M, které splnuji

22(1 — 2(x? 4+ 7y?)) = 0,

2y(7 — (2% + Ty?)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v/2,0], [-1/v/2,0], [0,1], [0, —1], pouze prvni
t¥i vsak lezi uvnitt mnoziny M.

Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatort. Mnozinalj

H(M) je urcena pomoci vazebné funkce

glz,y) =2° + 49 — L.
Funkce f i g jsou tiidy C!(R?). Pro parcidlni derivace g plati

dg B dg B

Vektor (2x,8y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0,0]. Tento bod ovSem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu
(1) 2 - e~ TV (22 4 7y?)e ) L (Lag) = 20,
(2) 14y - e~ Co ) 4 (22 4 7y)e” BT L (—2y) = 8)y,
(3) 2?4 4y? = 1.

Z (1) vyplyvé, ze z = 0 nebo e_(2x2+y2)(1 —2(z2 4+ 7y?)) = Xaz (2) vyplyva, ze y = 0
nebo e~ (2" +v*) (7 — (22 + 7y2)) = 4X\. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = +1/2. Pokud
y = 0, pak podle (3) je x = £1. V pfipadé, ze x # 0 a y # 0, musi byt

4@’(2“’2+y2)(1 —2(2* + Ty?)) = 67(2‘”2“/2)(7 — (2 + Ty?)).
Odtud plyne 7(z? + 7y?) = —3, coZ je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body
0,0, [1/v2,0], [-1/v2,0], 0,1/2], [0,~1/2], [1,0], [~1,0]

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].

Priklad F5: Funkce, kterou méme integrovat, je definovdna na R\ ({n/2 + km; k €

Z}yU{(2k + 1)m; k € Z}). My budeme hledat primitivni funkci na intervalu (—m/2,7/2).
Pouzijeme substituci cosxz = t. Dostaneme — sinx dx = dt. Nyni je tfeba spocitat:

-1
—— dt.
/ ¢+ 12
Provedeme rozklad na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme
-1 1 1 1 1
/ dt:/ BN dt:/—dt—/—dt
t+t2 14+t ¢ 1+1¢ t
< log |1 +t| — log |t], t € (—oo,—1) nebo t € (—1,0) nebo t € (0, +00).

Podle véty o substituci mame:

/@%dwélog\lﬂosxw—log|cosx\, € (—7/2,7/2).

Urcity integral spocteme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

/”/4 sin z J 1++2
0

z = lo .
cos T + cos? & & 2



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (G)
LS 1997-98

Priklad 1: Naleznéte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 o
A= {1 1 1 (10 bodu)

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

f(z,y) = (arctg(y/z2 4+ y2))*. (10 bodi)

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
esinxQ + esin Ty zy )

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(l‘,y,z’) =z+e" M = {[:B7yvz] € RS; :L,2 +y2+22 =1, 332 +y2 = 2’2}
(15 bodu)

Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci

2
/( 205D (15 bodd)

x4+ 1)(22+2x +4)

Re3eni pisemky z Matematiky Il pro FSV (G)
LS 1997-98

Priklad G1: Standardnim postupem obdrZime

1 2 1 3 1.0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 O
-1 0 0 -1 01 0 O 0 2 1 2 1 1 0 O
1 1 1 -1 0 0 1 0]”° o -1 0 -4 -1 0 1 0]}’
1 -3 -2 0 0 0 0 1 0 -5 -3 -3 -1 0 01



1 2 1 3 1 0 0 O 1 2 1 3 1 0 0 O

0 1 0 4 1 0 -1 0 01 0 4 1 0 -1 0

0 2 1 2 1 1 0 0]’ 00 1 -6 -1 1 2 0]}’
O -5 -3 -3 -1 0 0 1 00 -3 17 4 0 -5 1

1 2 1 3 1 0 0 O 1 2 1 3 1 0 0 0
01 0 4 1 0 -1 0 01 0 4 1 0O -1 0
o 01 -6 -1 1 2 0]’ 0 01 -6 -1 1 2 0o ]’
o 0o -1 1 3 1 1 oo0oo0 1 -1 -3 -1 -1
1 21 0 4 9 3 3 1 2 0 0 11 26 7 9
01 0 0 5 12 3 4 01 0 0 5 12 3 4

o 010 -7 —-17 —4 -6 |’ o 010 -7 —-17 —4 -6’
o001 -1 -3 -1 -1 o001 -1 -3 -1 -1
10 0 0 1 2 1 1

01 0 0 5 12 3 4

o 010 -7 —17 —4 -6

o o001 -1 -3 -1 -1

Plati tedy

1 2 1 1
5 12 3 4
—7 17 —4 —6
-1 -3 -1 -1

A7l =

Pfiklad G2: Funkce f je definovana na R2 V bodech [x,y] # [0,0] miiZeme pocitat
derivaci ,,podle vzorecki“:

of z L
—4 /22 2))3 . .
O (flf,y) (arctg( x +y )) 1+$2+y2 /$2+y2
of _ 2 2))3 Y L
gy (& Y) = Aarete(Vat +y0)T s e

V bodé [0, 0] spoc¢itame parcialni derivace z definice:

Of (0.0) = tim LED = FO.0) _\ (arctg(VE) (%ﬂtl))“ Y

330 t—0 t t—0 t t—0 ’t‘ t

Vzhledem k symetrii funkce f platf také 5Z(0,0) = 0.
Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni

diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

» = (arctg VB)" + g(arctg VB 1)+ g(arctg VB —2).

S
S

Priklad G3: PoloZme .
F(:L,, y) — eSlnm _I— eSlI’l.ny _ 2y _ 2'



Funkce F je definovéna na R2. Pro parcialni derivace F' plati:

OF . .

8—(x, y) = e ¥ cosz? - 2z + €MV . cos xy -y,
x

OF ,

6—(:U,y) =™ . coszy - x — 2.
Y

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F €
C?(R?). Dale plati F(0,0) = 0 a %—5(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je tfidy
C2%. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovanim vztahu

esinm2 + esinmcp(a:) _ 290(33) —2=0.

Postupné obdrzime

e L cos2? - 22 + e cos 2(z) - (p(z) + 2 (3)) — 20 (z) = 0,
esina’ . (cosz? - 2x)2 — &5in . sinz? - 422
Fen7 L cosa? - 2 4 0@ (cos wp(x) - (p(z) + 2¢' (2)))?
—e W sinwp(x) - (p(x) + 29! (2))? + D coswp(x) - (2¢ (2) + 2" ()
—2¢"(x) = 0.
Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’'(0) = 0 a ¢”(0) = 1.

Priklad G4: Mmnozina M je omezena a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Mnozina M méa prazdny
vnitiek.

Podezrelé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatorii. Mnozina M je urcena
pomoci vazebnych funkci

gi(z,y,2) =22+ > +22 -1, galz,y,2) = 2% +y* — 22

Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C!(R3). Pro parcidlni derivace téchto funkei plati

0 . 0 0

a_i(x7 y7 Z) = e yy? %(aj7 y7 Z) - 2337 %('x? y? z) = 2x7
of y 991 992

=L = ¢ 2h =2 292 =2

8y (xuyu Z) e °r, 8y (xuyu Z) Y, 8y (:Euyaz) Y,
0 0 0

8—£(m,y, z) =1, %(m,y, z) =2z, %(m,y,z) = —2z.

Vektory (2x,2y,2z2), (2x,2y,—22) jsou linearné zavislé, pravé kdyz z = 0 nebo x = y =
0. Zadny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu
( ) ey = \12x + A2z,
(2) e™r = A2y + A2y,
(3) 1= 2z — A2z,
(4) 2yt 2=,
(5) 2?24 y%— 22 =0.



7Z (4) a (5) vyplyva, 7ze z = +1/1/2. Odecteme-li (1) od (2) dostaneme
ez —y) = =2(M + Ao)(x —y).

Z posledni rovnice plyne, ze bud z = y nebo €™ = —2(A; + X\2). V prvnim pfipadé
dopocitame ze (4) tyto podezielé body

[1/2,1/2,1/v2], [1/2,1/2,-1/v2], [-1/2,-1/2,1/V2], [-1/2,-1/2,-1/V2].
Ve druhém ptipadé dosadime za e*¥ do (1) a dostaneme
—Qy()\l + /\2) = 2(L‘(/\1 + )\2)

Nyni méme opét dvé moznosti: bud x = —y nebo A\; + Ay = 0. Prvni mozZnost dava
podezielé body

12, -1/2,1/V3), [1/2,-1/2,-1/V3), [-1/2,1/2,1/V3], [-1/2,1/2,~1/V3].
Druhd moznost spolu s (1) a (2) davd z = y = 0. Toto vSak nemuze nastat vzhledem ke

(4) a (5).

Funkce f nabyva maxima v bodech
[1/271/271/\/5]7 [_1/27_1/271/\/5]
a minima

[—1/2,1/2,-1/v2],  [1/2,-1/2,-1/V/2].

Priklad G5: Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {—1}. Provedeme
rozklad integrandu na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

/ 2% 4+ 52 +5 y /1 2 _ddT N,
r= [ - T
(x4 1)(22 + 22+ 4) 3 \z+1 22+4+2x+4
2 1 2 2z + 2 1 3
_ = dr+2 [ 2272 e[ 2 g
3/:c—|—1 x+3/a:2—|—2x—|—4 m+3/x2—|—2x+4 v
2 1 2 2z + 2 1 1
3/a:+1 T3 22 +a T3 () Bl
c 2

3
x € (—oo,—1) nebo z € (-1, +00).

2 1 x+1
log |z + 1| 4+ = log(z? + 22 + 4) + — arct ( >,
gz + 1] + 3 log( ) 75 aete |~



Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (H)
LS 1997-98

Priklad 1: Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:
1
1

—2

A= (10 bodit)

— N8
NGRS

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, urcete kde existuji vlastni parcialni derivace a
spoCtéte je; napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

sin(z cos y) x>0

, : (10 bodu)
cos(xsiny) +2 x <0

f(:c,y)z{

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
7/2 + arcsin(z + 3?) = arccos(y + z?)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.

f(z,y,2) =2 + 222 +y* + 2
M = {[z,y,2] € R*; 2 + > + 22 =1, = y* + 2%}
(15 bodu)
Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci

rz+1

Reseni pisemky z Matematiky Il pro FSV (H)

LS 1997-98
Priklad H1: Pomoci rfadkovych elementarnich tprav, které nemeéni hodnost matice,
dostaneme:
1 x =z 1 2 1 1 2 1
1 2 1], -2 1 4], 0 5 6
-2 1 4 1 x =z 0 r—2 z-1



Pokud = = 2, pak h(A) = 3. V ptipadé, ze x # 2, pak lze ¢islem x — 2 délit.

1 2 1 1 2 1

o1 g |, 0 1 s
x—1 x—1 6

0 1 x—2 0 0 z—2 b

r—1

Posledni tadek je nulovy, praveé kdyz >—5 — g =0, tj. pravé kdyz x = 7.

-2

Zavér: h(A)=2prox =17, h(A) =3 proxz # 1.

Priklad H2:

Okamzité vidime, Ze D(f) = R2. Pokud x # 0 lze v bodé [z,y] pocitat

parcialni derivace ,,podle vzorecki“.

cos(zcosy)-cosy  prox >0,

O (5.) = {

oz Y = —sin(zsiny) -siny  pro z < 0.

of cos(xzcosy) - (—zsiny) proxz >0,
(z,y) =

dy

—sin(zsiny) - (xcosy) pro z < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme pocitat parcidlni derivace ,z definice®:

of

e f(t,y)

f(tvy) —f(t,O) — lim
t—0 t—0 ¢

Tato limita ovSem neexistuje, protoze limita zleva (—o0) se nerovna limité zprava (cosy).

dy t—y t—y t—yt—y

V bodé [1,2] jsou obé parcialni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina. Jeji rovnice vypada takto:

z = cos(cos2) - cos2- (x—1)—cos(cos2)-sin2- (y — 2) + sin(cos 2).

Priklad H3: Polozme

F(z,y) = n/2 + arcsin(x 4 y*) — arccos(y + z2).

Bod [0,0] je ve vnitfku definiéniho oboru funkce F' - muzeme tedy spodcitat parcidlni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

G_F(x ): 1 n 2
0r Y T AR 1oyt
OF 1y = 2 + .
R ) RV e e

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich
parcialni derivace spojité, tj. f € C?(G). Dale plati F(0,0) =0 a 2£(0,0) = 1 # 0. Tim

dy

jsme ovéfili, Ze nasSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci



proménné z, kterd je tiidy C2. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

)2) + /2 — arccos(p(z) + z?) = 0,
(@) )+
2?2 V1= (p(2) +a2)?
(=202 + (2(2))?) - (1 + 2¢(2)¢ ()
)?

(
H(1L = (2 + (p(2))*)*) 2 - 2 (@) +290(fv) (a ))

Dosadime-li z = 0 a vyuzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = —1 a ¢”(0) = —4.

Priklad H4: Polozme

g(z,y,2) =22+ 2+ 22— 1, galw,y,2) =2 —y® — 2°

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviend. Mnozina M je obsazena v
jednotkové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. 7 charakterizace kompaktnich
podmnozin R"™ vyplyva, ze M je kompaktni. Funkce f je spojitda a proto nabyva na M
svého maxima i minima. Hledejme podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikatort.
Vidime, ze f, g1, g2 € C1(R3?).

f B 0g1 _ 0g2 .

of 0g1 0g2
ZL -2 - -9 o =2
dy (z,y) =2y Dy (z,y) =2y Dy (z,y) y
of B 0g1 B 0g2 L

Zkoumejme pro kterd [x,y, z] € M jsou vektory (2z,2y,2z), (1, —2y, —2z) linearné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost nasledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
2 2y 2z
Tteti radkovou elementarni tipravou dostaneme
1 —2y -2z
2c+1 0 0 )

Hodnost této matice je mensi nez 2, praveé kdyz x = —% nebo y = z = 0. Neni obtizné
dosazenim zjistit, ze body splnujici nékterou z téchto podminek nemohou lezet v M.



Nyni feSme soustavu:

(1) 4yt 422 =1

(2) z =y + 2

(3) 20+ 2z = 2)\11‘ + )\2
(4) 2y =21y — 22y
(5) 2 +1=2\12z —2X\2z

Z (1) a (2) vyplyva 2> + 2 — 1 =0, tj. = 1(—1+ /5). Vzhledem k (2) musi byt =
nezaporné a proto nas zajima pouze kladny kotfen kvadratické rovnice, tj.

(6) z=(V5-1)/2.
Z (4) vyplyva, ze bud y = 0 nebo A\; — Ay = 1. V prvnim pfipadé vypocteme z (2) a (6),
7e 2 = £1/(v/5 — 1)/2. Odtud dostédvame podezielé body

[(ﬁ —1)/2,0,4/ (V5 - 1)/2} : [(\/5 —1)/2,0,—/ (V5 — 1)/2} .

Ve druhém piipadé plyne z (5) z + 1 = z. Takze z = V5/2. Z (2) plyne y? = z — z2. Po
dosazeni mame 32 = (2v/5 — 7)/4 < 0 — coz neni mozné.

Dosazenim zjistime, ze funkce f nabyva na M svého maxima v prvnim podezielém bodé
a minima ve druhém.

Priklad H5: Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R a je na R spojita.
Pouzijeme Eulerovu substituci va2 + x + 1 = z + t. Pak dostaneme
1—t? =22 4202

dr = ————dt.

YT o1 (2t — 1)2

Je tfeba nalézt primitivni funkci

1—¢2
T=+1 —92t24+9t—2 —2(2t — t2
/2t—1 + dt:/ ( )dt

1—¢2 : o 2 _ 2
o+ (2t-1) (2t —1)

Plati

—2(2t—t%) 1 1 4t+1

(2t —1)2 2 2(2t—1)2

Rozlozime-li druhy vyraz na parcialni zlomky dostaneme

—2(2t — ?) 1 1 3 1 2
/ (2t — 1)2 dt_/idt_ﬁ/(2t—1)2dt_§/2t—1dt

el 3
2 8t—4

Podle véty o substituci dostavame

rz+1 1
—mdiﬁzi(\/iﬁz+l’+1—$)

3 1
+ — —log |2V 2?2+ 2z +1—-2x—1]|, x €R.
8(Vat4+ax+1—2)—4 2 Bl |

1
— §log|2t — 1], te€(—00,1/2) nebo t € (1/2,400).




Pisemna zkouska z Matematiky Il pro FSV (1)
LS 1997-98

Priklad 1: Reste soustavu Az = b, kde

1 -2 1 1 2

-1 1 0o -1 2 o
A= 1 0 1 1| b= 0 (10 bodu)

2 -3 -1 0 4

Priklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace vsude kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

2 2
VIR G bodi)

flz,y) = pa—

Priklad 3: Ukazte, Ze rovnice
arctg(y® + xy) = ™ — cosx + y

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(x,y) = arctgz + arctgy M = {[z,y] € R*; 2° +4* <1, £ >0,y > 0}
(15 bodu)

Priklad 5: Naleznéte primitivni funkci
x
/ —————dx (15 bodi)
Va?+2x+4

Reseni pisemky z Matematiky 1l pro FSV (1)
LS 1997-98

Priklad 11: Napisme si rozsifenou matici (A|b) a provedme Gaussovu eliminaci:

1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
-1 1 0 -1 2 0 -1 1 0 4
-1 0 1 1 0’ 0 -2 2 2 2

2 -3 -1 0 4 0o 1 -3 -2 0



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
o -1 1 0 4 0o -1 1 0 4
o 0 0 2 -6/’ 0o 0 -2 -2 4
0 0 -2 -2 4 0o 0 0 2 -6
Odtud jiz snadno spocteme: x1 = —2, 20 = =3, v3 =1, 4 = —3.

Pfiklad 12: Pro defini¢ni obor plati: D(f) = R? \ {[z,y] € R?; z +y = 1}. Pro parcialni
derivace plati

of zy —x —y?
OF (3. = .yl € D)\ {0, 0));
) = el € DU\ {00)
of xy —a®—y
—(x,y) = , z,y| € D 0,0]}.
Gy oY) = e el €U\ 0]
V bodé [0, 0] pocitejme parcidlni derivace z definice:
of —(0,0) = lim f(t,0) = /(0,0) = lim g = lim i = lim sgn.f
8 t—0 t—20 t—0 t—0 (t — 1)t t—0t — 1

Posledni limita neexistuje, protoze limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To
znamena, ze parcialni derivace 8f ~(0,0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat,
ze ani 8_(0 0) neexistuje.

V bodé [1,2] jsou obé parcidlni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial a tedy i te¢né rovina. Jeji rovnice vypada takto:

-3
:m.(x_l)

1 w21 \/5
VAR 2
Priklad 13: Polozme
F(z,y) = arctg(y® + ) — " + cosx — y.
Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:
oOF Y
_(51:7 y) = 2 2
ox 1+ (y* + zy)
OF 2y+x
—(33, y) = 2 2
oy 1+ (y? + 2y)
Ob¢ parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €
C?(R?). Dale plati F(0,0) = 0 a %—5(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je tfidy
C2. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovanim vztahu

arctg((o(z))? + zo(x)) — e*#@ 4 cosz — p(x) = 0.
20(@) (@) + o) T2l
Tt (@ +app Tl

2@ +30@)
(1_}_((@( ))2—{—%(‘0( ))2)2 (290( )(10( )+90( )+ 90( ))

+2(90 ())* + 290( )" () + ¢'(x) + ¢'(x) + 29" ()
+ ((p(2))? + zp(x))?
—(' (@) + ¢ (x) + 20" (1)) — (p(z) + 2 ())?"#)
—cosz — ¢"(x) = 0.

— ey —sinx,

—e%r — 1.

—sinz — ¢'(z) =0,




Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢"(0) = —1.

Priklad 14: Mnozina M je uzaviend a omezené (jedna se o prunik uzavieného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na celém R?
a proto musi nabyvat maxima i minima na mnoziné M. Zkoumejme chovani funkce f
nejprve na vnittku mnoziny M.

L S R
1+ a2’ oy Y 1+9y2

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcidlni derivace funkce f nenulové, proto uvniti M neni
zéddny podeztely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na tii ¢asti:

Hy = {[z,0]; z € (0,1)},
Hy = {[0,y]; y € (0, 1)},
Hs = {[z,y]; £>0, y>0, 2> +y* =1}.

Je-li [z,y] € Hy, plati f(x,y) = arctg z. Funkce arctg je rostouci a proto podezielymi body
jsou [0,0] a [1,0]. Podobné je tomu na mnoziné Hs. Tam dostdvame podezielé body [0, 0] a
[0,1]. Na Hj3 pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatord. Necht g(x,y) = 22 +y>—1.
Vidime, ze f, g € C*(R?). Pro parcialni derivace g plati:

dg dg
—_ g 2 —_ — 2 .
ax (x7y) x? ay (x7y) y

Vektor (2x,2y) je nulovy, pravé kdyz [z,y| = [0,0] — tento bod ovSem nelezi v Hs. Nyni
je tfeba vytesit nasledujici soustavu

(1) 4yt =1
1
2 = A2
(2) 1+ 22 v
1
=2

Z (2) a (3) vyplyva

(4) X2z(1 4 22) = N2y(1 + y?).

Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto miZeme (4) upravit na tvar
z—y=—(z—y)@® +ay+y?).

Plati tedy bud = y nebo —1 = 22 + zy + y2. Druh4 moznost vSak nastat nemitiZe, nebot
prvky z H3 maji obé soufadnice kladné. Prvni moznost spolu s (1) dava dalsi podeziely

bod [1/v/2,1/V/2].

Nalezli jsme tyto podezielé body:

[0, 0], [0, 1], [1,0], [1/v2,1/V/2].



Porovnanim funkénich hodnot funkce f v uvedenych bodech (provedte podrobné) zjistime,

7e f nabyva svého minima v bodé [0, 0] a maxima v bodé [1/v/2,1/v/2].

Priklad 15:  Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R a je na R spojita.
PouZijeme Eulerovu substituci v a2 + 2x + 4 = x + t. Pak dostaneme

2 —4 242t —4
2(1 —1) 2(1 — t)2

Je tfeba nalézt primitivni funkci
t2—

/‘zui) -¢?+%—4dﬁ_/ -4
24 _ 2 - 2
Fi it 2(1-0) 2% — 4t + 2

Plati
t2—4 1 2t — 5

2t2—4t+2_2+2t2—4t+2

Rozlozime-li posledni vyraz na parcidlni zlomky dostaneme

/ S /dt+/—dt /Ldt
22 — 4t + 2 t—1 2(t — 1)

3
2(t —1)’

1
< §t+log|t—1|+ t € (—oo,1) nebo t € (1, +00).

Podle véty o substituci dostavame
/ 1(\/ 2420 +4—x)

x x
Va2 +2x +4 2

3
+log|va?+2x+4—x—1|+ ) x € R.
2(Va? +2z4+4—x—1)




