Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (A)
ZS 1997-98

Priklad Al : Spoctéte limitu

vnd34+n—Ynd3+1

Jim FE, e Tt (10 bodu)

Priklad A2 : Vysetiete konvergenci fady

=X

> —. (10 bodd)

n=1 2
Priklad A3 : Spoctéte limitu

log(1 + si

og(1 +sin ) (10 bodd)

im .
z—02x+1—+vr+1

Priklad A4 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)

f(@) = (z—1)%|2" -1
ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodu)

Priklad A5 : Vysetfete prubéh funkce (bez konvexity)

cos x .
f(z) = - (20 bodu)

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (A)
ZS 1997-98

Priklad Al : Nejprve upravime vyraz, jehoz limitu mame spocitat.
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3/ 3 _ 3/n3 1
Odtud ji# vypl§va, 7e lim \/ ntn m LI
n—oo /nd +2n — v/n® +n

Priklad A2 : Vsechny c¢leny uvazované rady jsou kladné, mutzeme proto zkusit pouzit
podilové kritérium:

(n+1)!

_n! . Un+1 . 2(n+DZ . n+l
T T T T T Mgt TS
Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad A3 : Plati
log(1 + sinz)
im
e—02x+1—+x+1
— lim log(1 + sin z) sing. 1 V2r+1+Vr+1
z—0 sin V2 +1—+vVz+1 V2x+1+Vz+1

log(1 +sinz) sinz

= lim

, (V2z+14+ Vo +1).
x—0 S xr

log(1 + si
Z (i), (iii), (iv) a véty o limité slozené funkce plyne lin% w =
z— sin x
Posledni rovnost, spolu s (ii), (v) a vétou o limité sou¢inu dava

log(1 +sinz) sinx

lim

z—0 sinx

(V2r+1+vVz+1)=1-1-2=2.

Priklad A4 : Plati
(1’—1)2(1'2—1), pro r € (—OO,—l)U(l,OO),
f(x)=2< 0, pro x = +1,
(x —1)2(1 —2?), proze (-1,1).
7 predchoziho plyne

2@ —1)(2?2 - 1)+ (x —1)2-22, x€ (—o0,—1)U(1,00),
2(x — 1)1 —2%) — (z —1)? -2z, =z € (-1,1).

ra)={

Pro jednostranné derivace ve vyse uvedenych bodech plati f(z) = f\(x) = f.(x). Zkou-
mejme derivaci f v bodé 1. Funkce f je v tomto bodé spojita a plati

lim f'(z)=0 a lim f/(z) = 0.

r—1+ r—1—



Coz znamena, ze f'(1) = f\ (1) = f’ (1) = 0. Obdobnym zptisobem zkoumejme derivaci v
bodé —1. Funkce f je opét v —1 spojita a plati

lim f'(z)=38 a lim f(z)=-8.

T——14 r——1—
Odtud plyne, ze fi (—1) =8, f.(—1) = —8 a derivace v —1 neexistuje.

Pfiklad A5 : Definicnim oborem funkce f je mnozina R\ {7 + k7/2; k € Z}; f je
sudé a 2m-periodicka. Zkoumejme tedy f pouze na intervalech (—m/4,7/4), (w/4,37/4),
(3w/4,5m/4) a (57 /4, Tr/4). Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech*:

lim f(z) =400, lim f(z)=40c0, lim f(z)=—o0, lim f(z)= +o0,

r——m/4+ c—/4— x—7/4+ z—3m/4—
li =— li = — li = li = —00.
oy T = 700, G, S =m0, B = ree, B, Sl = e

Dale plati:

—sinxcos2z + 2coszsin2r  sinx(1 + 2cos? x)

fi(@) = = , e D).

cos? 2z cos? 2z

Pro znaménko derivace dostaneme

f(x) >0& 2z € (0,m/4) U (r/4,3r/4) U (37/4,7),
fl(z) <0& xe(—n/4,0)U (m, bn/4) U (5w /4, Tm/4),
f(z)=0& xe{0,7}.

Na celém definiénim oboru pro funkci f plati: f je rostouci na intervalech (0, 7/4)+ 2k,
(w/4,3m/4)+2kn, (3w /4, m)+2km, k € Z; f je klesajici na (—7/4,0)+2kn, (7,57 /4)+2kT a
(5w /4,Tn/4)+2km, k € Z. V bodech 2kw, k € 7Z, nabyva funkce f svého lokdlniho minima
a v bodech (2k+1)7, k € Z, nabyvéa funkce f svého lokdlniho maxima. Globalniho minima
a globalniho maxima funkce f nenabyva. Funkce f nemé asymptotu v 4+o00 ani v —oo.







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98

Priklad B1 : Spoctéte limitu

nlin;o(n2 +sin(n+1))(Vnt+2—/nt+1).

(10 bodt)
Piiklad B2 :

Vysetrete konvergenci rady

+oo
S (-D)™(V3-1). (10 bodi)
n=1
Priklad B3 : Spoctéte limitu

) esin 2x e
lim

. (10 bodﬁ)
z—0 tgx

arcsin x

Priklad B4 :

Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

arctg(tg?z) prox #Z+kr, keEZ
ro={% :
2

proxr =3 +kn, ke

(10 bod)

ve vSech bodech, kde existuje
Vysetfete priubéh funkce (bez konvexity)

Priklad B5 :

f(z) = (cos x)e% sin & (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98
Piklad B1 : Plati

lim (n? + sin(n + 1))

\/n4+2—\/n4
n—oo

lir}rl (n? 4 sin(n + 1))

'(\/n4+2—\/n4+1)‘\/n4+2+\/n4+1

Vnt 424+ Vnt +1
1+ Sln(n—|—1)

1m
n n

— lim n? +sin(n + 1)

4
Vime, ze plati:

(1) YneN: |sin(n+1)| <1,
(2) limy, o0 77 =0,

(3) v je spojita ve svém defini¢nim oboru



sin(n+1)
n2

Z (1) a (2) plyne lim,, = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? +sin(n+1)) - (Vnt+2—vVnt+1) = %

n—oo

Priklad B2 : Pouzijeme Lebnizova kritéria. Ovérme jeho predpoklady:
(1) fada mé pozadovany tvar,
(2) lim, oo (V3 —1) =0,
(3) Vn € N : V3—1> "W3-1 (Ize snadno odvodit ze zfejmé nerovnosti 3ntl >
3", n€N).
Rada tedy konverguje.

Priklad B3 : Pisme

) esin 2 edresina ) esin 2 edresina T ) esin 2 edresine ) T
lim = lim . = lim - lim .
z—0 tgx z—0 T tgx x—0 T z—0 tgx

Vime, ze lim,_,¢ tgix = 1. Zabyvejme se ted prvni limitou ve vyse uvedeném soucinu limit.

sin 2x arcsin x sin 2x arcsin x

.e —e e —1 sin2x e —1 arcsinx
lim = lim - . — - . =2-1=1.
z—0 x z—0 sin2x x arcsin x x

Pouzili jsme

(1) lim, o 2inz — 1,

sinx_l
— 4

limxﬂo =

: e¥Y—1 __
hmy_,o T = ]_,

arcsin je prosta funkce,

x +— 2z je prosta funkce,

vétu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1),
) vétu o aritmetice limit.

)
)
4) sin je prosta funkce na jistém okoli 0,
)
)
)

Dohromady tedy mame

) esin 2 earcsin
lim = 1.
z—0 tgx

Priklad B4 : Funkce arctg i tg maji derivace vSude ve svém defini¢énim oboru. Mame tedy

f(x) .z £T/2+kn, k€L

= _ .2tgx-
1+tgta 8 otz
po upravé dostaneme

o
#(z) = Cosilzi‘z;fx; x4 m)2+kr, k€L




Plati také lim, . o4kr f(x) = 7/2, k € Z, a f je tedy spojitd v kazdém bodé tvaru
w/2 + km, k € Z. Spoctéme

. ) 2sinx cosx
lim f'(z)= lim —— = 0.
x—7/2+km z—7/2+km cost ¢ +sin" x

Véta o vypocétu derivace pomoci limity derivace tedy dava (pfedpoklady jsou splnény!)
f(m/2+kn)=0, k € Z.

Priklad B5 : Snadno je vidét, ze D(f) = R a f je 27 periodickd a spojitd na R. Spo¢téme
I
f(x) :e§5inm(§cos2x—sinm), z eR

Prozkouméme-li znaménko f’ obdrzime:

f(z) >0 x € (57/6,137/6) + 2km, k € Z,
f(x) <0<z € (n/6,5m/6) + 2km, k € Z,
f'(x)=0< x € {n/6,5m/6} + 2km, k € Z.

Funkce f je tedy rostouci na intervalech tvaru (57/6, 137/6)+2km, k € Z. Na intervalech
tvaru (7/6,57/6) + 2km, k € Z, je f klesajici. Funkce f ma v bodech 7/6 + 2km, k € Z,
globalni maxima a v bodech 57 /6 + 2kw, k € Z, globalni minima - toto vyplyva z vyse
uvedeného; H(f) = (f(57/6), f(7/6)). Funkce nemé zadné asymptoty.

s







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)
ZS 1997-98

Priklad C1 : Spoctéte limitu

1 n
Iim (1+ 10 bodt
”—’°0< \/n4+2n3—\/n4+1) ( )

Priklad C2 : Vysetiete konvergenci rady

+oo 3
Z T (10 bodi)

n=3

Priklad C3 : Spoctéte limitu

e —2sin(Z + x
lim (6 )

(10 bodﬁ)
z—0 tgx

Priklad C4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(z) = max{min{cosz, (1/2)},(—1/2)}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad C5 : Vysetfete prubéh funkce (bez konvexity)
cos
= . 20 bodt
fle)= 5 - (20 bodd)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (C)
ZS 1997-98

Priklad C1 : Pokusme se nejprve spocitat limitu funkce

1 xT
lim 1+ ) .
I ( Vi 120 — Va1

Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame:

1 v 1 v
(1+ \/x4+2x3—\/x4+1> o (log<(1+ \/x4+2x3—\/x4+1> ))

1
=exp|zxzlog |1+
p( g( \/x4+2w3—\/x4+1))

1
log (1 + \/a:4—|—2:c37\/m4+1> . 1
L Vit + 223 — Vot + 1

= exp

Vat42x3 /2441

1
log (1 + ¢m4+2$3_¢$4+1> Vat+ 223 + Vat +1
= eXp 1 - - 2x3 — 1
Vri4223 —/rr+1

1 2 1
log <1+ ¢m4+2x3_m4+1> Wiy "

1 1
Vzi+42r3 —/zi4+1 z3

= exp




Dale plati:

(1) lim. o w =1,
(2) hmw—>+00 \/m4+2x?}_\/x4+1

1424 /1+ 5

. T I ox34/2A 1
= hmx—>—|—oo z +2§3—l—1 =+l hmx_>_|_oo 2:c—L2 = T = 0,

1

funkce = — Ny je na jistém okoli +oo riizna od nuly,

(3) 3—\/ZC4+1
(4) exp je spojita na R.

Z (1)—(3) a z véty o limité slozené funkce

1
log (1 + \/x4+21‘3—\/m4—|—1)
T =1. (k)
Vxi4+2x3 —/z44+1

lim
r— 400

Déle mame

lim
Tr——+00 =

Z (%), (x%), (xx*) a (4) plyne

. 1
xEI—ir—loo (1 * \/1'4 + 23 —

a tedy podle Heineho véty

\/m4+1)$

1
lim (1+ =
r— 400 ( \/?’L4 + 2n3 _

\/n4+1)n

Priklad C2 : Pro kazdé n € N, n > 3 plati 2" > 2n a proto jsou vSechny ¢leny uvazované
fady jsou kladné. Mizeme proto zkusit pouzit podilové kritérium:

3
3 . Gpg1 . 27 FT—2(nt1 . l—5= 1
Ap = > lim — = lim % = lim —21 =—- <1
2’)’L — 2n n—-—+00 (079 n—-—+00 m n—-+oo 2 — 2nn—|:1 2

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Priklad C3 : Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame

¥ —2sin(7w/6 + z) 1—281n(7r/6+m)
tgx _t T T
1—cosx V3sinz
tga: T T
1—cosm 1—|—cosac V3sinz
tgx T 1+cosx T
smx . 1 \/gsinx
-sinx - — . (%)
tgm 14 cosz T



Vime, zZe

(1) lim,_,o 8% =1,
(2) hmm_@ sing _ 1,
(3) li =1,
(4) lim, .o cosz = 1.

Z (%), (1)—(4) a z véty o aritmetice limit vyplyva

lim e” — 2sin(m/6 + x)
z—0 tgx

=1-—+3.

Priklad C4 : Pro funkci f plati

—1/2, z € (2n/3,4n/3) + 2km, k € Z,
f(z) =1« cosz, x€ ((n/3,2m/3)U (47/3,57/3)) + 2kn, k € Z,

1/2, xe(—n/3,7/3)+2km k €Z.
Z ptredchoziho vyjadieni vyplyva, ze
() {0, xe(—n/3,n/3)+km, k €L,
xTr) =
—sinz, =€ (n/3,2n/3)+ knm, k € Z.

Funkce f je spojitd na R a proto mizeme podle z predchoziho vyjadfeni vypocitat jedno-
stranné derivace jako prislusné limity derivaci:

fl(m/3 + 2kT) = ﬁﬂ}gf%ﬁ —sinz = —sin(7/3 + 2kn) = —V/3/2,
! 2k li =
f_ (71-/3 + 7T) :r—>7r/}°>1:ﬁr-l2k7r— 0=0,
fL(2m/3 4 2km) =
fL2n/3 +2km) = — sm(27r/3 + 2km) = —V/3/2,
fL(4m /3 + 2km) = — sm(47r/3 + 2km) = V/3/2,
(4w /3 + 2kn) =
fL(5m/3 + 2kn) =
fL(5r/3 +2km) = — sm(57r/3 + 2km) =V3/2, k € Z.
0.4
0.2
Y 2




Priklad C5 : Plati D(f) =R\ {z € R;cos3x =0} = R\ {n/6 + kn/3;k € Z}. Funkce f
je ve svém defini¢nim oboru spojita; f je suda. Dale mame
cos(x + ) —Ccosx —Ccosx cos T

flx+m) = = = = = f(x).

cos(3(x +m)) cos(3x+m) —cos3x  cos3x

Funkce f je tedy m-periodicka. Staci tedy, kdyz jeji pribéh vysSetiime na mnoziné
(m/6,7/2) U (7/2,57/6) U (57 /6, 7m/6). Spo¢téme limity v ,krajnich bodech*:

COS T

lim = —o00,
z—7 /64 COS 3T
cosx —sinx
lim = lim ————— = —1/3, (zde jsme k vypoctu uzili

z—m/2 COS3T  z—n/2 —3sin3x

I"'Hospitalova pravidla, jehoz pfedpoklady jsou splnény)

. cos T

lim = 400,
z—57/6+ COS 3T

) cos T

lim = —o00,
x—571/6— COS 3T

) Ccos T

lim = +00

z—7m/6— COS 3x

V kazdém bodé x z definicniho oboru f plati

3 cosxsin3x — sinx cos 3x

f'z) =

cos? 3x

Pro znaménko f’ plati

fl(z) >0 xe ((r/6,7/2)U (7, 77/6)) + kr, k € Z,
f(x) <0< xe((n/2,br/6)U (5n/6,7)) + krm, k €Z,
f(x)=0&z=kr, k €Z.
Funkce f je tedy rostouci na intervalech tvaru (7/6,7/2) + km, (w,7/6) + k7, k € Z;
klesajici na intervalech tvaru (7 /2, 57/6)+km, (57/6,7)+km, k € Z.V bodech kr, k € Z,

mé f lokalni minimum. Glob&lnich extrémi f nenabyva, nebot je zdola i shora neomezené;
H(f) = (—o0,—1/3) U (1,00). Funkce f nem4 zadné asymptoty.




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (D)
ZS 1997-98

Priklad D1 : Spoctéte limitu

lim n(¥/2—-1). (10 bodu)

n—oo

Priklad D2 : Vysetrete konvergenci fady

— 2"+ (—-1)"n
- 10 bods
2 gy (Cia (1000d)

Priklad D3 : Spoctéte limitu

i AIVE i)
z—0+ log(1 + /)

Priklad D4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce
f@)= V1

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodu)
Priklad D5 : Vysetrete pribéh funkce

f(z) = (log|z|)® — 3log|xz|. (20 bodt)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (D)
ZS 1997-98

Priklad D1 : Misto limity posloupnosti {n(/2 — 1)}, poéitejme limitu funkce f(z) =
2(2% — 1) v +o00. Pokud totiz ukézeme, Ze lim,_ 4o f(z) = A, pak podle Heineho véty
také lim,,_, 4~ f(n) = A. Plati

23 — 1 |

. 1 . r — . e = —_

m w(2s —1) = lim i L gz log2=log2.
X

Uzili jsme

. y_

(1) hmy_,o € Y 1 =1
2) lim,_, 4o 222 =0,

(2)
(3) 10%2 # 0 pro kazdé x > 0,
(4) vétu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1).

Y




Priklad D2 : Pro kazdé n € N plati n < 2™ < 3™ a proto ma uvazovana rada pouze kladné
¢leny. Zkusme pouzit podilové kritérium:

2n+1+(71)n+1(n+1)

apn = 3 (—1)m +( 1)nn; lim Gntl _ lim 2 +l;(+(131;,(1n+1)
+ (=1 A ]
gn+1 ((14(—1)" T 2L 1+(—1)"+! ndd
3n+1 l+(_1)n+13"n% 2 1+(_1)n+1&+11 2 2
= lim - = lim =- lim S == 1=,
n— 00 on (14+(=1)" 7% no+too 3 notoo 1H(=1)"g5k 3 3
3n \1+(=D)" 3% (-1 %
Uzili jsme nasledujicich faktii:
(1) lim, oo 2 =0, kde a > 1, k € N;
osloupnost {(— e omezena.
(2) posloupnost {(—1)"} ] i
Z (1) a (2) vyplyva:
. n . n
ngrfm(_l)nﬁ =0, nll&loo(_l)n?)_n =0,
m (—prt it im (—1yet L
nEI—Eoo( 1) on+1 =0 nEI—lr—loo( 1) 3n+1 =0

Zbytek vyplyva z véty o aritmetice limit. Nase fada tedy konverguje podle podilového
kritéria.

Priklad D3 : Uvédomme si, Ze plati:
(1) hmy—>0 arcsin y _ 1’
(2) lim,, o 220 — 1,
(3) limm_,0+ \/E = 0,
(4) ,/ je prosta na svém defini¢nim oboru.
Miuzeme psat
arcsiny/r y arcsin y/z NE

1 . .
s O log(1 + /) Pt Vv log(1 + /)
Z véty o limité slozené funkce, (1), (3) a (4) plyne

. arcsin \/x
i SOBVE

z—0+ \/E

Z véty o limité slozené funkce, (2), (3) a (4) plyne

i os(+V7)
r—0+ \/E

= 1.

Véta o aritmetice limit pak dava

y arcsin \/x NI
im :
z—0+ \/5 lOg(l + \/E)

=1.




Pliklad D4 : Ziejmé D(f) = R. Plati (v/z)' = 5= pro o > 0. Vzhledem k tomu, Ze
1—e® =0« x =0, tak pro kazdé z € R\ {0} mame

Fla) = 1 e 22 _ x
21 —e2* V1 —er®

V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

p f@ = fO) L VI—e T

x—0 z—0 x—0 T

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, ze
(1) Timy oy 4 =1,
(2) lim, o —2% =0,
(3) —22=0&2=0,
(4) ,/ je spojita na svém defini¢nim oboru.

2

Z véty o limité slozené funkee, (1), (2) a (3) plyne lim, o4 S5+ = 1. Odtud, z (4) a
véty o limité slozené funkce obdrzime

lim {/| ——— =1
z—0+ —x2

Obdobné dostaneme

V1— e —e? _ 1
F0)= lim % = lim - 6—2 = —1.
r—0— x r—0— —T

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f/(0) =1, f(0) = —1.
Priklad D5 : Snadno zjistime, ze D(f) = R\ {0}. Funkce f je suda. Zkoumejme tedy
funkci f zatim pouze na intervalu (0, +oc). Pak méame f(z) = (logx)® — 3logx.

Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech®.

lim f(z) = %lir(lgl+ log #((logz)® — 3) = (—o0) - (+00) = —o0,

r—0+
liI}_l f(z) = li%l+ log #((log z)* — 3) = (+00) - (+00) = +00.

Pro kazdé x > 0 plati

Fla) = %((logm)z 1) fa) = %(—(logx)Q +2loga+1).



Zkoumejme znaménko prvni derivace:

F@)>0s e, %) U (e, +00)
fllx)<0&s e (%,e)

1
f(z)=0&xze{= ¢}
e
Pti zkoumani znaménka f” sta¢i zkoumat znaménko vyrazu —(logz)? + 2logx + 1.

Fl(z) >0z e (V2 el TV?)
F(z) <0e 2 e (0, V2) U (e'V2 +00)
(@) =0z { V2 V2

Uvazujme nyni cely defini¢ni obor funkce f. Z ptredchoziho plyne:
e Funkce f je rostouci na intervalech (0, %), (e, +00), (—e, —%) a klesajici na intervalech
(—00,—€), (=1,0), (2,€). Funkce f m4 lokalni maxima v bodech +1 a lokélni minima v
bodech +e. Globalniho maxima a globalniho minima nenabyva.
e Funkce f je konvexni na intervalech (—eltV2 —el=V2) (¢l=V2 ¢1+V2) 3 konkévni na
intervalech (—oo, —e!*V2), (—el=V2,0), (0,e!7V2), (e21V2, 400). Body £elTV2, f¢el-V2
jsou inflexnimi body f.
Vzhledem k tomu, ze lim, .,y f(;) =0 alim, ;o f(x) = +00 f nemd asymptotu v
+00. Ze sudosti f vyplyva, ze f nema asymptotu ani v —oo.

Takto vypada graf funkce f:




Graf f v trochu jiném pohledu:
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)
ZS 1997-98

Priklad E1 : Spoctéte limitu

I log(1+2")
im ——.
n—+oo J/n3 + n2

Priklad E2 : Vysetfete konvergenci fady

(10 bod#)

“+o00

(V3 +1-+/nd—1) (10 bodir)

n=1

Priklad E3 : Spoctéte limitu

1
. 27 8%\ = .
ili)% < 5 ) : (10 bodu)

Priklad E4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(x) = arccos T2

ve vsech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad E5 : Vysetfete pribéh funkce

f(z) = arctg(sinz). (20 bodu)

Re3eni pisemky z matematiky pro FSV (E)
ZS 1997-98

Priklad E1 : Pocitejme:

i log(1+2") i log(2"(1 + 5+)) _ nlog?2+ log(1+ 5+)
n—l>I—|I—loo ‘3/7’L3 + n2 - n—l>r—ir—loo ‘3/7’1,3 + 7’1,2 - n—1>r-ﬂ,r-loo ’3/7’1,3 + ’I’L2
nlog 2 Lo log(1 + 57)

n—-+oo ,3/n3 + n2 n—l>li|I-loo ,3/n3 + n2

log 2 ’ log(1 + 2%)

— + 11m ——=
n—+oo 3 14+ 1 n—+00 \3/ n3 + n2
n

P1i vypoctu jsme, mimo jiné, pouzili vétu o aritmetice limit a spojitost logaritmu.



Priklad E2 : Oznaéme a,, = vn3 +1 — v/n3 — 1. Plati:
2 _ 2
VB + 1+ Vnd =1 nd/?

an > 0 pro kazdé n € N a a,, = n € N.

'S, —+o0 2 . / ’ ] .. v v ,
Rada } ) —7 konverguje a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i vysetfovana
rada.

Priklad E3 : PiSme

97 4 8o\ ¥ o (Lo, (2AE
=exp| — - :
2 P\z %%\

_ log(FEE) log(THE) 27487 —2
z—0 T T—0 = — 1 2x
_ log(£EE) 94 gr_9
=l Ty iy — L losd,

Pti vypoctu prvni limity jsme vyuzili

(1) limy—; 1;%% =1,

(2) vyraz ££5° je na jistém okoli 0 riizny od 1,

(3) vétu o limité slozené funkce.

Rovnost 2% 1 g% _9
lim ———= =log4
:rlg%) 2x 8

je mozno odvodit pomoci I’'Hospitalova pravidla nebo také takto:

2T 48T -2 1 27 —1 1 8 —1
lim —— = lim — - lim — -
z—0 2:[,' :U—>02 xX a:—>02 T
1 69U10g2_1 1 exlogS_l
=lm--———-log2+Ilim -+ —— -log8
200 xlog 2 o8 +m1£%2 xlog 8 ©8

1
= 5(10g2 + log 8) = log 4.

eV—1

Zde jsme uzili vétu o limité sloZzené funkce, zndmou limitu lim,_.o = 1, prostotu
zobrazeni x +— xlog2, x +— xlog8 (viz podminka (P1) ve vété o limité slozené funkce) a
vétu o aritmetice limit.

Predchozi vypocty spolu se spojitosti exponencidly davaji
1
9 8% =
lim ( + ) =4.
z—0 2

Priklad E4 : Zkoumana funkce je definovana na celém R a je na R spojita. Je-li x # 0,
muzeme f'(x) vypoditat pomoci véty o derivaci slozené funkce:

-1 —2x 2sgnw
fi(=z) = - =

Sl o 527 (a2




V 0 vypoc¢itame jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady prislusné véty
jsou splnény):

P
£1(0) = lim Sen T — V2,
v o0+ (14 22)v/a2 1 2
P
£.(0) = lim e NG

V 0 tedy derivace neexistuje.

Priklad E5 : Plati: D(f) =R, f je spojitd na R, 2w-periodicka a lichd. Spoétéme derivace
a zkoumejme jejich znaménka:

cos T
f’(ff)zm, r € R,
1+ sin®z 4+ 2cos? z
(1 + sin® z)2
f(z)>0& e (—n/2,7/2) + 2km, k € Z,
f'(z) <0< e (n/2,3m/2) + 2km, k € Z,
f

(x)
(x)
"#)=0sx=7/2+knr, k€,
(x)
(2)
(x)

f(z) = —sinz -

, r € R;

1

x)>0& x € (m2n) + 2km, k €Z,
) <0& xe(0,m)+2kn, k €Z,
r)=0&x=Fkm keZ.

f
f//
f//
Z vyse uvedeného vyplyva, ze f je rostouci na intervalech tvaru (—7/2,7/2) + 2kn, k € Z,
klesajici na intervalech tvaru (w/2,3w/2) + 2kw, k € Z; v bodech 7/2 4 2km, k € Z, mé
f globalni maxima a v bodech 37/2 + 2k7w, k € Z, ma f globalni minima. Funkce f je
na intervalech (0,7) + 2kw, k € Z, konkavni a na intervalech tvaru (w,27) + 2k7, k € Z,
konvexni, v bodech kr, k € Z, ma f inflexni body; H(f) = (—7/4,7/4); f nemé zadné
asymptoty.
Takto vypada graf funkce f:







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (F)

ZS 1997-98
Priklad F1 : Spoctéte limitu
35
lim (—1)"f—ﬁ. (10 bodit)
n—o0 n° + 2{‘/5

Priklad F2 : Vysetiete konvergenci rady

= arctgn
E . (10 bodi)
n
n=1

Priklad F3 : Naleznéte a, b € R takova, ze

lim /23 +2 —ar—b=0. (10 bodu)

xr— 00

Priklad F4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

2 (sin% + cos %) pro x # 0,
flx) =
0 pro x =0,

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad F5 : Vysetrete pribeh funkce

f(z) = (22 4+ 22 + 1)e”. (20 bodu)

ResSeni pisemky z matematiky pro FSV (F)
ZS 1997-98

Priklad F1 : Spocitejme nejprve tuto limitu

3 n
im M
n—oo n3 + 2%

Plati
n3/n , Un

hm — = = llm —_—
n—oo n3 + 2% Nn—00 vn

Zde jsme vyuzili vétu o aritmetice limit a lim,, .o, ¥/n = 1. Z vySe uvedeného a véty o
limité vybrané posloupnosti vyplyva, ze

lim (2n)3 %/2n _ . lim (2n+1)3*"/2n+1
n—oo (2n)3 + X/2n n—oo  (2n+41)3 4+ ""R/2n +1

= 1.




Lo n3/n
To znamena, ze lim —————
n—oo NS + Q(L/ﬁ

neexistuje.
Ptiklad F2 : Funkce arctg je ve svém defini¢nim oboru rostouci a proto

Vn € N: 0 <arctgl < arctgn

a také

(%) VneN: 0 < arctg 1 < arctgn‘

n n

o]
n=1
diverguje.

- 0o 1 e . . s sy arctg 1 4

Rada )~ -~ diverguje a proto diverguje t1 fada )~ *&=. Odtud, z () a ze srovnava-

oo arctgn
n

ciho kritéria dostavame, ze fada )~ ;

Priklad F3 : Zde nejde o nic jiného, nez o uréeni asymptoty k funkci z +— /23 + x v +o0.

Pocitejme:
3 3 1
im YT g 914 =1 (=a);
r— 400 X r— 400 €T
_ 3 _ 3 (23 4+ 2)3 + (23 + z) 33 + 22
lim vVa?4+z—2= lim (Vad+z—=x)- 5 -
xr——+00 T ——+00 (1}3 + I)§ + (5173 + :I,‘)5117 + x2
: x
= lim = -
=00 (13 4+ )5 4 (23 4+ )32 + 22
1 1
= lim - = =0 (=0b).

v=+o0 (p3 +372)3 + (23 +2)8 +a F00
Resenim tlohy jsou ¢islaa =1ab=0.
Priklad F4 : Pro x # 0 plati

1 1 1 1 1 1
! . 2 .
) = 2x(sin — + cos —) + x°(——5 cos — + —5 sin —).
/() = 2a(sin ~ + c0s ) +a*(~— cos — + — sin )
Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci slozené funkce. V bodé
0 pocitejme derivaci z definice, tj. poc¢itejme limitu

— 1 1
lim @) = J(0) = lim z(sin — 4+ cos —) = 0,
t—0 x—0 z—0 T T

nebot lim, .oz = 0 a funkce z — (sin = + cos 1) je omezen4 na jistém prstencovém okoli
bodu 0. Plati tedy f/(0) = 0.

Priklad F5 : Snadno zjistime D(f) = R a f je na R spojita; f(z) = 0 & =z = —1;
lim, 400 f() = 400 a lim, .o f(x) = 0. Funkce f neni lich4, neni sudé a neni perio-
dicka. Pro f’ plati

f'(z) = (2% + 4z + 3)e”, r €R.



Pro znaménko f’ mame

f(z) >0& x € (—o00,—-3)U(-1,00),
fl(z) <0& xe(-3,-1),
f(x)=0&xe{-3,-1}.

Zabyvejme se jesté druhou derivaci f a jejim znaménkem:

f(z) = (2 + 62 + 7)€", z € R;
() > 06 2 e (—00,—3 —V2) U (=34 V2,00),
f'(z) <0 ze(-3-v2,-3+2),
f'(z)=0eze{-3-v2-3+2}.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —3) a (—1, +00);
f je klesajici na intervalu (—3, —1); v bodé —3 ma lokalni maximum a v bodé —1 globalni
minimum; globélniho maxima se nenabyva; H(f) = (0,4+00). Funkce f je na intervalech
(=00, =3 —v/2), (—3 + /2, +-00) konvexni a na intervalu (—3 — /2, —3 + v/2) je konkavni.
Body —3 — /2, —3 + /2 jsou inflexnimi body f. Funkce f ma v —oco za asymptotu funkci
x+— 0av+oo f asymptotu nema.

Toto je graf funkce f:







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)
ZS 1997-98

Priklad G1 : Spoctéte limitu

(n+4)'% — (n 4 3)'%°

nan;o (71 1 2)100 — 100 (10 bodu)
Priklad G2 : Vysetfete konvergenci fady
Z cos(nm)vn + 7 (10 bodi)
— Vavn+1
Priklad G3 : Spoctéte limitu
SINVE L= V) g i)

oot T 12— Vo tl
Priklad G4 : Spoctéte derivaci funkce
f(z) =2t

pro kazdé x > 0. (10 bodi)
Priklad G5 : Vysetiete pribéh funkce

f(x) = arctgx — x. (20 bodu)

v

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)
ZS 1997-98

Ptiklad G1 : Plati:

100 100
(n+4)100 — (r 4 3)100 — Z <1QO) n100—jgi _ Z (19()) nl00—jgj

=0\ =0 7
100

100 ,
—Z< ) T4 = 37) = 1000 + Pi(n);
(n +2)1% — nt% = 2001 + Py(n),
kde P;, P» jsou polynomy stupné ostfe mensiho nez 99. Pro tyto polynomy tedy plati

lim M =0, lim M

=0.
n—oo n99 n—oo n99



Dostavame tak:

C (n+4)100 _ (n 4 3)100 100 + P;gg)
lim 9)100 _ ,,100 m ——F " = 1/2.
n— 00 (n—|— ) n n—0o00 9()() 4 2

Ptriklad G2 : Pouzijeme Leibnizova kritéria:

e fada mé pozadovany tvar, nebot cos(nw) = (—=1)", n € N a

VAET
NCNoES

7

VT VI

n—oo \/ny/n+1 n—oo \/n+1
spojitost odmocniny);

e nerovnost ¢, > c¢pi1, n € N, je ekvivalentni s nerovnosti (n + 7)(n +2) > (n +
8)n, n € N; posledni nerovnost plati, jak se lze snadno ptresvédéit po roznasobeni.

Cp = > 0;

= 0 (pouzili jsme vétu o aritmetice limit a také

Nase rada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria.

Priklad G3 : Upravme nejprve vyraz jehoZ limitu mame spocitat, pfitom budeme pred-
pokladat, ze = > 0.

sin(vz +1—va) _sin(Voz+1-Vz) Voet+l-a
Vi+2-—vVx+1 Ve+l—yz Vr+2—-Vr+1
Csin(Wz+1-va) Va+l-Vor Vr+l4+yz Va+2+Vao+1
C Vo+l-yz  Vat2-vVo+l Vitl+yz Vr+2+Vo+l
_sin(Vr+1-vr) Vet+2+Vr+1

 Vitl-a Vo +1+4z

sn(aFi-ya) 1tEE1HE
Vi+l-ye 1+141

Vyraz /& + 1 — /x je pro x > 0 riizny od 0 a

1
lim (vVx+1-— lim
T— oo( V) = r—+oo /o + 1+ \/_

" L ... siny y e :
Pouzijeme-li zndmou limitu lim —= = 1 a vétu o limité slozené funkce ve verzi s pod-

y—0 y
minkou (P1), dostaneme

lim sin(vz +1— /)
r——+00 \/F_\/E

Véta o aritmetice limit potom dava:

T R VD) V1+ V! T _l.1=1

e—too o4+ 1—\x 1+141
X

= 1.




Priklad G4 : Spoctéme nejprve
1
(z®) = (elo8®) = erlog® (1 logx + - —) =z"(logz + 1), z > 0.
x

Pak dostavame

(570) = (e iomr) —eoms (@) toga 47 )
xr

=z (z*(logz + 1) logz +2°7Y), 2> 0.

Pti vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci slozené funkce, vétu o derivaci souc¢inu a faktu,
ze derivované funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.

Priklad G5 : Plati: D(f) = R; f je spojitd na R; f je liché a

lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0.

r— 400 T— —00
Spocitejme prvni a druhou derivaci f a zkoumejme jejich znaménko:

1 —2x

FO=gip b sk 0=y

r € R;

f(z) <0& zeR\ {0},
fl(z)=0& 2 =0;

1

z)>0e x € (—00,0),

(x)

()
f(z) <0< xe(0,+00),
f"(x)

f(z) =

T 0 x=0.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f je klesajici na R a nema zadné extrémy; f je
konvexni na intervalu (—oo,0), konkavni na (0, +o00) a 0 je inflexnim bodem; H(f) = R.
Spocitejme jesté asymptoty f:

i %) g (mtgw — 1) — 1,

r——+00 x r—-+00 xX
lim (f(x)4+2)= lim arctga =7/2;
r—+00 r—+00

lim 1) _ lim (a”tgx _ 1) =1,

r——00 I X

lim (f(z)+2)= lim arctgz = —7/2.

Funkce f mé v +oo asymptotu y = —x 4+ 7/2 a v —oo mé asymptotu y = —x — 7/2.



Toto je graf funkce f:




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)
ZS 1997-98

Priklad H1 : Spoctéte limitu

lim V/n2 +nd +nt + 270 + 37 4 40,

(10 bodi)
Priklad H2 : Vysetiete konvergenci fady
o 5
> = (10 bod)
n=1
Priklad H3 : Spoctéte limitu
in(t
SI(eT) 40 poda)
x—0 arctg(arcsinx))
Priklad H4 :

Naleznéte A, B, C' € R, aby

2 ¢ cos T +11 2+sinx ! Acosxz + Bsinzx
arc —_— —lo =
V3 & V3 4 g2—sinx C + cos 2z

pro vSechna = € R.

Priklad H5 : Vysetrete pribéh funkce

f(z) = arcsin (sin (%)) (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)
ZS 1997-98

n

2
Priklad H1 : Vime, Ze pro k£ € N plati lim

- = +00. Odtud plyne, Ze existuje ng € N
n—oo n
takové, ze

VneNn>ny: n?<n®<n?t<2"<3"<4qm
Plati tedy

VneN,n>ng: 4< Vn2+nd+nt+2n 437447 < 4/6.

Vime, Ze plati lim /6 =1 a proto podle véty o dvou policajtech dostavame
n—oo

lim V/n2+n3+nt+ 27 430 47 = 4,

n——+oo



Priklad H2 : Vsechny cleny uvazované fady jsou kladné, muzeme proto zkusit pouzit
podilové kritérium:

5 (n+1)° 1 1N° 1
an:n—, im 22— lim 7 — lim = nt =-<1
jn n—+00 Ay, n—-+o0o ”_n n——+oo H n 5)
Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Ptriklad H3 : Vime
( ) hmm—>0 sinx — 1
(2) lim,_q —‘“Cimw =1,
(3) lim,_.q % =1,
(4) lim,_ 8% =1,
(5) lim, g tgw =0,
(6) lim,_,oarcsinz = 0,
(7) tg je prosty na (=5, %),
(8) arcsin je prosty na (—1,1).
PiSme
sin(tg ) . sin(tgx)tgr =« arcsin x

- = lim - . =1,
z—0 arctg(arcsinz) «—0 tgx  z arcsinz arctg(arcsinx)

nebot plati (2), (4), lim, ¢ sin(ter) _ 9 (podle véty o limité sloZené funkee, (1), (5) a (7))

tgx

4013 arcsin x
a také hmI_)O arctg(arcsin x)

funkci, (3), (6) a (8)).

= 1 (podle véty o limité slozené funkce, vété o limité podilu

Priklad H4 : Spoctéme nejprve derivaci na levé strané rovnosti. Po tpraveé dostaneme, ze
pro kazdé x € R plati

2 ¢ CoS T +11 2 +sinz\  2cosz — 4sinx
— arc -lo = .
V3 & V3 1°°%2 sinz 7+ cos2x

Pfi tpravéch je tieba uzit vzorecku cos® z = (1 + cos2z). Staéi tedy volit A =2, B =
4, C=T.

3rx
42 4 2
R; lim, 1 o g(x) = 0; lim,, _ g(x) = 0. Funkce g je lichd a spojita na R.
Pro kazdé x € R plati

Priklad H5 : Polozme g(z) =

. VySetfeme nejprve prubéh funkce g. Plati: D(g) =

1— 222 x (222 — 3)

g (z) = 67Tm, J"(z) = Wm.



Funkce g je na intervalech (—oo, —\%), (% +00) klesajici Na intervalu (—%, \%) ros-
je globalni minimum funkce

touci. V bodé \% je globalni maximum funkce g,
1 3 3T

g- Plati také H(g) = (9(—5),9(5)) = (=105 105

§d'(r) >0z e (- \/go)u(\/gj%o)
g"(r) <0& z € (—o0, \/> \/7
§d'(r)=0&2=0, \/7 \/7

Funkce g je konvexni na intervalech (—\/g ,0), (y/2,+00). Funkce g je konkévni na inter-

valech (—o0, —\/g), (0, \/g) Body 0, \/g, —\/gjsou inflexnimi body funkce g.

Graf funkce g vypada takto:

v bodé —7

Vratme se nyni k funkci f. V§imnéme si, ze H(g) C (—m,7) a
11
9(z) € (=7/2,7/2) & x € (o0, ~1) U (=5, 5) U (1,00)
Plati proto:
—m—g(x), € (-1,—3)
f(il?) = g(ﬂi‘), S (-OO,—l)U(—%,%>U<1,00)

T —g(x), T e (%,1).
7_L)7( ;? ;) (\}571);

Nyni je snadné zjistit, Ze funkce f je rostouci na intervalech (—1 7
f je klesajici na intervalech (—oo, —1), (—\%,—%), (3, \/Li)’ (1,+00); v bodech %, 1 m4
f globalni maximum; v bodech —%, —1 méa f globalni minimum; v bodé 75 ma f lokalni
\1[ lokalni maximum; f je konvexni na intervalech (—1,0), (3,1),

minimum a v bodé ——=



(\/g, 00), (—\/g, —1); f je konkavni na intervalech (—oo, —\/g), (—-1,—

body 0, \/g , —\/g jsou inflexnimi body funkce f.

Toto je graf funkce f:




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (1)
ZS 1997-98

Priklad 11 : Spoctéte limitu

I log(n? +n + 1) —log(n? +n)
im :
n— o0 \/n4+2_\/n4+1

(10 bod#)

Priklad 12 : Vysettete konvergenci rady

+oo 3n 4 4n

— 4 4 5"

(10 bodi)

Priklad 13 : Spoctéte limitu

. sinz —xcosx .
}}13%) PRSI (10 bodu)

Priklad 14 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)
f(x) = max{x + 4arctg(sinz), x}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad 15 : Vysettfete pribéh funkce

f(z) = (x — 1) exp (1%) . (20 bodd)

Re3eni pisemky z matematiky pro FSV (1)
ZS 1997-98

Priklad 11 : Vyraz jehoz limitu mame spocitat nejprve upravime:

log(n? + n +1) —log(n® +n) _ log(l+ ) oo

(Vnt 424 Vnt+1)

Vni+2—vnt+1 B ﬁ 1
_ log(1+ wrn) Vit 2+ Vit 41
ﬁ n2 +n
\/1 2+ 1+k
e 1+ 1 '

Vzhledem k tomu, ze plati

(1) lim,, o 220 =1,
(2) limn_>+oo ﬁ = 0,

(3) # # 0 pro kazdé n € N,



miizeme podle véty o limité slozené funkce a Heineho véty psat

1
log(l + m)
1
n2+n

lim =1.
n—oo

7 véty o aritmetice limit a spojitosti odmocniny plyne

I+ Z+ 1+ &
—2.

lim i =
n—-o0o 1+ =

Dohromady pak mame

. log(n? + n+1) —log(n? +n)
lim =2
n— o0 \/n4+2_\/n4+1

Priklad 12 : Cleny uvazované fady jsou kladné a pouzijeme-li podilové kritérium, dosta-
neme:

3n+1 +4n+1 qn + 5n

ngr_ir_loo4n+1+5n+l.3n+4n
3n+1 4'n
S +4 41 4
- = +0 mt

Zkoumana rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Priklad 13 : Limita citatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i Citateli
maji v kazdém bodé vlastni derivaci. Pokusme se tedy pouzit 'Hospitalovo pravidlo:

. silnz—xcosSx ? .. COSX —COSZX + xsSinx . sinx 1
lim 5 = lim 5 =lim —/——— = —-.
z—0 ex’ —1 z—0 et . 32 z—0 e%” . 3x 3

Vzhledem k tomu, Ze limita podilu derivaci existuje, tak je i prvni rovnost v predchozim
vypoctu v poradku a vysledek je roven 1/3.

Priklad 14 : Pro hodnoty funkce f plati

f) = { x + 4arctg(sinz), =€ (2km, (2k+ 1)m), k € Z,
AR z € ((2k+ V), (2k + 2)7), k € Z.

Odtud jiz muzeme vypocitat hodnotu derivace vsude mimo body ve tvaru kw, k € Z:

1+sin? ¢’

7 { 1+ 4S8 x € (2km, (2k + 1)7), k € Z,
xTr) =
1, x € ((2k+ )m, (2k + 2)7), k € Z.



Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodech kw, k € Z, lze tedy pocitat
pomoci limit derivaci:

COS T
"(2km) = i ") = 1 144——5— ) =5
f+( ﬂ—) 33—)121,]{‘1#4’ f (l‘) 33—)121]{2171'4’ ( + 1+ Sin2 x) ’

fL(2kr)= lim f'(z)= lim 1=1,

r—2kT— T—2km—
, ok 1 _ 1; / — li 1 4& = -3
JL((2k + D)) mH(QLTl)W, (@) ma(Qllcrill)ﬂ'f ( * 1+ sin®z ’
2k + D)) = i ()= i 1=1.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodech tvaru kmw, k € Z, nema derivaci.

121

10}

-6+

Priklad 15 : Plati D(f) =R\ {—1}; lim, 4o f(z) = 00, lim, o f(z) = —00,
lim, ._1_ f(z) = —oo, lim,—,_14 f(z) = 0. Funkce f je spojitd na D(f), ale neni sud4,
ani lichd, ani periodické. Spo¢téme f’ a f” a prozkoumejme jejich znaménko:

(34 x)

fix) = mexp(ﬂﬁ/(l + 7)), x € D(f);
/ 5r + 3 )
f(x) = mexp(ﬂv/(l +z)), z € D(f);

/

fi(z) >0z e (—o00,—3)U(0,+00),
fl(z)<0&ze(-3,-1)U(-1,0),
flx)=0&xe{-3, -1}

f"(z) >0 xe(-3/500),

f(z) <0& x € (—oc0,—1)U(-1,-3/5),
f(z) =0« z € {-3/5}.



Funkce f je tedy rostouci na interva

lech (—o0,—3) a (0,400); klesajici na intervalech

(=3,—1) a (—1,0). V bodé —3 mé f lokalni maximum a v bodé 0 mé lokdlni minimum.

Globéalnich extrémut funkce f nenabyv
(—1,—3/5); na intervalu (—3/5, +00) j

a. Funkce f je konkavni na intervalech (—oo,—1) a
e konvexni; bod —3/5 je inflexnim bodem. Pro obor

hodnot plati: H(f) = (—oo, —4exp(3/2)) U (—1,400). Uréeme jesté asymptoty:

.oox—1 ( x >
lim exp =e,
r— 400 xT 1+=x
. x
xBI—II—loo {(x —1)exp (1 m x) — e:c}
. 1 x
= lim <Sex|exp|— —1) —exp
z—+o00 14+ 1+
1
, —ex XP < 1+m> - x
= lim 1 — exp = —2e,
. or—1 ( x )
lim exp =e,
T— —00 xT 1 + X
lim {(x— 1) exp (1—) —ex}
I - 1 -
= lim <ex|exp|— —1) —ex
z——00 P 14+ =z P 14+
_ —ex OXP <_ 1—|—x) = T
= lim . T — exp = —2e
z——oco | 1+ 2z — 13 1+x

Funkce y = ex — 2¢ je tedy asymptoto

20t

10+

-10

u funkce f v +00 i —oo. Zde je graf funkce f:

10
!

/-10

-20+

-30L




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (J)
ZS 1997-98

Priklad J1 : Spoctéte limitu

lim (n* + (—1)"n?)sin (" i 1) . (10 bodt)

n— o0 n5

Priklad J2 : Vysetiete konvergenci rady

S0 10 bodiy

n=1

Priklad J3 : Spoctéte limitu

lim M_

r—0 x2

(10 bod#)

Priklad J4 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)
f(z) = max{z® — 1,23 + z}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad J5 : Vysetiete pribéh funkce

f(z) = arctg (%) + || (20 bodit)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (J)
ZS 1997-98

Priklad J1 : Vyraz jehoz limitu mame spocitat nejprve upravime:

n5
4 Y +1
n
n+1 nb®

nd

(n* + (~1)"n?)sin ("“) e Gt O )

- <1+ (—1)”i> ntl (e
n2 n Z;l

Vzhledem k tomu, ze plati
(1) limy,_g % =1,

(3) 2l £ 0 pro kazdé n € N,

n




miizeme podle véty o limité slozené funkce a Heineho véty psat

+
[ary

sin (&
—LS ) =1.

nb

lim
n—-+oo

(3

Posloupnost {(—1)"} je omezend a lim,_, {o0 =5 = 0, proto lim,_, ;o (—1)" -5 = 0. Dohro-
mady pak mame

S nooy e (PELY 21\ n+1 sin(%H)
nler;O(n +(—1)"n )sm( = ) = nh_}fgo <1 + (1) F) T At
=1-1-1=1.
Priklad J2 : Plati nasledujici odhad:
sin(n) 1
YneN: [(-1)" < .

Zkoumana tfada je absolutné konvergentni a tedy konvergentni — toto plyne ze srovnavaciho

el Ze vy —+o0 1 . ’
kritéria a faktu, ze fada ), e konvergentni.

Priklad J3 : Limita citatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i Citateli
maji v jistém prstencovém okoli nuly vlastni derivaci. Pokusme se tedy pouzit I’'Hospitalovo
pravidlo:

1 sinx T cosxz-x—sinx
: g —, o sin x x2 :
lim = lim = lim

T rcosx —sinx
z—0 2 z—0 2x x—0 SIn 23 ’

Limitu druhého ¢initele zkusme spocitat opét podle I’'Hospitalova pravidla (pfedpoklady
jsou splnény!):
rcosx —sinzx ¢ COST — xSinx — cosx —sinz

T R 62? e Y

Vzhledem k tomu, zZe limita podilu derivaci existuje, tak je i prvni rovnost v predchozim
vypoctu v poradku. Totéz lze Tici o prvnim pouziti 'Hospitalova pravidla a dostavame

log Sinz
lim —2 = — _1/6.

z—0 xz

Priklad J4 : Pro hodnoty funkce f plati

[ =1, z € (~o0,-1),
fl@) = { > +x, x€(—1,+00).

Odtud jiz muzeme vypocitat hodnotu derivace vsude kromé bodu —1:

() = { 322, r € (—o0,—1),
322 4+1, z € (—1,+00).



Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodé —1 lze tedy pocitat pomoci limit
derivaci:
1 — . / — : 2 —
fi(=1) = lim f(z)= lm (32°+1)=4,
(=1 = lim f'(x) = lim 32*=3.

rT——1—

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodé —1 nema derivaci.

Priklad J5 : Plati D(f) = R\ {3}; limy oo f(x) = 400, limy. oo f(z) = 400,
lim, .5 f(x) = —7/2 + 3, lim,_,34 f(x) = 7©/2 + 3. Funkce f je spojitd na D(f), ale
neni suda, ani licha, ani periodicka.

Spoc¢téme [’ vSude, kde existuje:

2% —6x49 .
f/(aj) _ { 22—62+10° T € (0,3) U (3,+OO),

2
_x*—6x+11 _
g0y T € (—00,0).

Funkce f je v bodé 0 spojita a proto tam miizeme pocitat derivaci pomoci limity derivace:

2_6x+9 9
"(0) = L x—:_
£ ) = lim e 710 — 10°
2_6zx+11 —11
100) = 1j _x _ )
f(0) = lim 22 —6x+10 10

V bodé 0 tedy f nemé derivaci. Pro znaménko derivace plati:

f(x) >0<xe(0,3)U(3,+00),
f(x) <0& x e (—00,0).

Funkce f je tedy na intervalu (—oo, 0) klesajici a na mnoziné (0, 3) U (3, 00) je rostouci (viz
vypocet limit v bodé 3!). V bodé 0 ma f globdlni minimum. Globédlniho maxima nenabyva.
Spoc¢téme f':

20 — 6

f(z) = 7 — 62 7 102 x € (—00,0) U (0,3) U (3, 00).

Pro znaménko f” plati

() >0& x e (3,+00),
() <0& x e (—0,0)U(0,3).

Funkce f je konkdvni na intervalech (—o0,0) a (0, 3); na intervalu (3, +00) je konvexni.
Pro obor hodnot plati: H(f) =) arctg(—1/3), +00). Uréeme jesté asymptoty:

lim f(z)/z =1, lim (f(z)—2)=0

r——+00 r—-+00
lim f(z)/z= -1, lim (f(xz) —z)=0.

Funkce y = z je tedy asymptotou funkce f v +oo a funkce y = —x je asymptotou v —oo.



Zde je graf funkce f:




