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8. SKALARNI SOUCIN

Cil. Velikost prvki a uhly mezi nimi pocitdme v linedrnim pro-
storu pomoci skaldrniho soucinu. Skalarni soucin definujeme pouze
v linedrnich prostorech nad redlnymi nebo nad komplexnimi cisly.
Dale se budeme vénovat studiu a aplikacim pojmu ortogonalita.

V abstraktnim linedrnim prostoru nemame metrické pojmy jako délka prvku
(vektoru) nebo thel mezi dvéma prvky (vektory). Tyto pojmy zavedeme pfidanim
skalarniho soucinu.

8.1. Standardni skalarni souéin v R™ a C".

8.1.1. Aritmeticky prostor R™. Podivame se nejprve na standardni skalarni sou¢in
v aritmetickém vektorovém prostoru R"”, nékdy se mu také ¥ika bodovy soucin.

Definice 8.1. Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (21, x2,...,2,)7
(y1,Y2,---,yn) € R™ definujeme jejich standardni skaldrni soucin jako redlné ¢islo

7v:

u-v=x1y1 +x2y2+ -+ TpYn -

Vsimnéme si, ze standardni skalarni souéin u - v = u” v. Pomoci standardniho
skalarniho soucinu definujeme eukleidovskou délku (téZ zvanou normu) vektoru
uecR".

Definice 8.2. Fukleidovskd norma nebo také eukleidovskd délka vektoru u € R™

je cislo

[ul =vu-u=vuTu .

Eukleidovskou normu vektoru u = (21,2, ...,2,)’ tak spoéitame jako

lul = /2 + 25+ + 23 .

Pron = 2 an = 3 jde o stejny vzorec, ktery v elementarni geometrii plyne z
Pythagorovy véty. Pro n = 1 dostédvame ||u|| = ||(z1)] = |=1].

OBRAZEK 70. Eukleidovska norma v R3

Geometricky vyznam skalarniho souéinu dvojice vektorti u = (z1,29)7,v =
(y1,792)7 v roviné R? miizeme pochopit pomoci kosinové véty. Je-li posloupnost
vektorti (u,v) linearné nezavisla, vyjdeme z trojtihelniku o strandch u,v a u — v.

OBRAZEK N1 - kosinova veta
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Oznacime « tthel mezi vektory u a v. Podle kosinové véty plati
2 2 2
[u—v[" = [[al|” + [[v]" =2 [[u]| [[v]| cosa
Protoze u—v = (21 —y1, 29 — yg)T, muizeme normu na levé strané vyjadrit pomoci
standardniho skaldrniho soucinu ve tvaru

Ju—v|® = (21 —91)* + (22 — 2)? = af + 23 + 4} + ¥3 — 2(z1y1 + 2202)

hafl* + [v]* = 2u-v

Po dosazeni do kosinové véty a tpravé dostaneme
u-v =|u| ||v] cosa

Vyraz |Ju]| ||v|| cosa miZeme chapat jako souéin délky vektoru u a orientované
délky ||v]| cos @ kolmé projekce vektoru v na piimku (u), pficemz znaménko je
kladné, pokud vektory u a v sviraji ostry thel, a je zaporné pokud sviraji tupy
thel. Je-li soucin ||ul| (||v]| cosa) = 0, pak je bud |ju|| = 0, tj. u je nulovy vektor,
nebo je v = o, a nebo jsou oba vektory u, v nenulové a cos a = 0, tj. vektory u a v
sviraji pravy uhel.

OBRAZEK N2 - projekce

Symetricky se na standardni skalarni soucin u-v muzeme také divat jako na sou-
¢in délky vektoru v a orientované délky ortogonalni projekce vektoru u na primku
(v). Rozmyslete si také, Ze geometricky vyznam skaldrniho soudinu zustéva v plat-
nosti i v pripadé, kdy je jeden z vektora u, v skaldrnim nasobkem druhého, tj. kdyz
je posloupnost vektort (u, v) linedrné zavisla.

Standardni skalarni souc¢in mizem také vyuzit k novému nahledu na rovnici
piimky v roviné. Mame-li danu rovnici

a1xr1 + agxe = b s

ve které je aspoti jeden z koeficientii a; , ap nenulovy, mnozina viech feseni (x1, z2)7 €
R? tvoii né&jakou pifmku v roviné. Oznacéime-li a = (a,a2)” a x = (21,22)7,
miizeme rovnici piimky pomoci standardniho skalarniho soucinu pfepsat do tvaru

a-x==b.

Pouzijeme rovnost a - x = ||a|| ||x|| cos . Protoze a # o, plati ||al| # 0 a posledni
rovnici mizeme piepsat do tvaru

b
||x]| cosax = —
all
Na levé strané dostavame orientovanou délku projekce proménného vektoru u do
sméru vektoru a, zatimco pravéa strana zavisi pouze na koeficientech rovnice a1z +
asxo = b a je tedy konstatntni. Mnozinu vSech feSeni rovnice tak tvori vektory, které
maji dany pramét do sméru vektoru a. Tak jsme geometrickou tivahou zalozenou
na skaldrnim soucinu dostali jesté jednou, ze mnozina vSech TeSeni rovnice ayx1 +
asws = b tvori pfimku v roviné, pokud je aspon jeden z koeficientd a1, a2 nenulovy.

OBRAZEK N3 - pfimka s normalovym vektorem

Vektor koeficient@t a = (a1,a2)” u proménnych x = (21, 22)7 se nazyva nor-
malovy vektor primky s rovnici ayx1 4+ asxe = b, protoze tato primka je kolmé na
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vektor a (neboli na pfimku (a)). Rovnice a121 + aszs = b a a121 + asz2 = ¢ proto
urcuji rovnobézné primky.

Pomoci standarniho skaldrniho sou¢inu miizeme také snadno najit rovnici pfimky
v roviné prochazejici dvéma riznymi body.

Priklad 8.3. Najdeme rovnici a1 +asxo = b pfimky [ v roviné prochéazejici body
P =(1,3) a @ = (2,1). Vektor u s pocateénim bodem P a koncovym bodem @
je rovnobé&zny s piimkou I, ma soutadnice (2,1)T — (1,3)T = (1,-2)T a je kolmy
na libovolny normaéalovy vektor piimky . Za norméalovy vektor tedy muzeme zvolit
napifklad a = (2,1)7. Tim jsme nasli koeficienty a; = 2 a az = 1 rovnice ptimky
I. Ta se tedy rovna 2x; + los = b a soufadnice (1,3)7 bodu P ji musi spliiovat.
Cislo b se proto rovnd b = 2-1+1-3 = 5. Jedna z moznych rovnic piimky [ je tedy
2.’[}1 + X0 = 5.

V prvni kapitole jsme rovnici piimky prochazejici dvéma riznymi body hledali
pomoci parametrického tvaru pfimky. Pfimy postup vyuzivajici skalarni soucin je
mnohem rychlejsi.

Standardni skalarni soucin vektori v roviné je symetricky, pro kazdé dva vektory
u,v € R? plati u-v = v - u. Symetrie je v souladu s geometrickym vyznamem
u-v = [[u|l ||v] cosc, protoze kosinus je suda funkce a nezalezi tedy na tom,
méfime-li thel ,,od u k v¢ nebo ,od v k u®.

Pokud zvolime dva vektory u = (x1,22,23)7,v = (y1,¥2,y3)T € R? takové, Ze
posloupnost (u, v) je linedrné nezavisla, pak z kosinové véty pouzité na trojuhelnik
se stranami u, v, u — v dostaneme stejné jako v pripadé vektori v roving, ze

2 2 2
la = v = [[ul|” + [[ul]” + [[a]l [[v]] cosea,
a po upravé analogické apravam, které jsem provadéli s vektory v roviné, dostaneme
u-v =z1y1 + Taya + 2393 = |lul| |v] cosa .
Také v dimenzi n = 3 geometricky vyznam skalarniho soucinu u - v coby soucinu
délky vektoru u s orientovanou délkou ortogonalni projekce vektoru vdo piimky
generované vektorem u zlstava v platnosti.

Tak jako v roviné vyjadiime mnozinu vSech feseni rovnice aix1 +asxo+azxrs = b

pomoci skaldrniho sou¢inu ve tvaru
a-x=>b.

Je-li aspoii jeden z koeficienti ay, as, a3 nenulovy, je vektor a = (ay,az,a3)’ # o a
vektor neznamych x = (21,2, 23)7 spliiuje rovnici

b
|x]| cosax = —
a
Vektor x = (21, 72, 73)7 je tedy feSenim rovnice a1 + asxs +azrz = b prave kdyz
se pravothld projekce x do piimky (a) rovna vektoru
b a b
- = _—__ _a
lall flall|ja]®

a je to tedy rovina kolma na p¥imku (a) prochézejici bodem ba/ ||al|>. V posledni
rovnosti jsme orientovanou délku projekce nésobili vektorem a/||al|, ktery ma délku
1 a stejny smér jako vektor a. Tim jsme orientovanou délku projekce x do sméru
vektoru a nezménili. Vektor a = (a1,a2,a3)” je normdlovy vektor roviny dané
rovnici a1z + asxs + azxsz = b.
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V prostorech dimenze n > 3 postupujeme na zakladé analogie a povazujeme
normu

hall = /a3 + a3+ a2

vektoru u = (x1,22,...,2,)7 € R" za délku vektoru u. Je-li posloupnost (u,v)
aritmetickych vektorti u a v = (y1,¥2,...,%n)" linedrné nezavisla v R", generuje
rovinu (u, v) v R™. V této roviné plati pro trojuhelnik uréeny vektory u, v kosinovéa
véta a z ni opét plyne geometricky vyznam standardniho skaldrniho soucinu

u-v =21y + Tays + - + TpYn = ||uf| V]| cosa ,

kde « znovu znadci thel, ktery sviraji vektory u a v.
Zakladni algebraické vlastnosti standardniho skalarniho soucinu shrnuje nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.4. Jsou-li u,v,w € R™ libovolné redlné aritmetické vektory a a € R
skaldr, pak plati

(1) u-v=v-u,

2 u-(v+w)=u-v+u-w,

(3) u-(av) =a(u-v),

(4) u-u>0au-u=0 prdvé kdyz u = o.

=

Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou okamzité z definice standardniho skalarniho sou-
¢inu. Napriklad druhé z nich ovéfime vypoctem

u-(v+w)=u'(v+w)=uv+u'w=u-vi+u-w,

pouzili jsme pouze distributivitu nasobeni matic vzhledem k jejich sc¢itani.
Posledni tvrzeni plyne z toho, Ze pro u = (21, z,...,,)" plati

u-u:uTuzch%—i—x%—O—-n—i—xi .

O

Prvni rovnost se nazyva symetrie, dalsi dvé rovnosti fikaji, ze standardni skalarni
soucin je linedrni vzhledem ke druhé sloZce. Ze symetrie pak plyne, ze je také linedrni
vzhledem k pruni sloZce. Posledni ¢tvrta vlastnost se nazyva pozitivni definitnost
standardniho skalarniho soucinu. Vyznam tohoto nazvu si ujasnime pozdéji.

Linearita standardniho skalarniho souc¢inu mé nézorny geometricky vyznam,
ktery je vidét na nasledujicim obrazku. Staci vyjit z toho, ze standardni skalarni
soucin u-v se rovna soucinu délky vektoru u s orientovanou délkou projekce vektoru
v do pfimky (u).

OBRAZEK N4 - linearita

7Z linearity samotné uz naopak skoro plyne vzorec pro standardni skaldrni sou-
¢in vektort u = (21, 22,...,2,)" a v = (y1,%2,...,yn)T € R". Pro piehlednost
uvedeme nejprve odvozeni v pfipadé n = 2.
u-v = (r1e; +r2e2) - (y1€1 + y2e2)
= (z1€1) - (y1e1 + y2e2) + (r2€2) - (y1€1 + Y202)
= (z1€1) - (y1€1) + (z1€1) - (y2€2) + (T2€2) - (y1€1) + (22€2) - (y2€2)

=z1y1(er - e1) + x1y2(e1 - e2) + zoy1(es - e1) + zaya(es - €2) .
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Pokud jesté stanovime, ze oba vektory e, es maji délku 1, tj. e; -e; = ez - €3 =1,
a jsou navzajem kolmé, tj. e - e, plyne odtud
u-v =1y + T2y2 .
Analogicky z linearity a pfedpokladu, ze vektory kanonické baze (e1,es,...,e,)
prostoru R™ splnuji
e -e;=0 pokud i#j, e -e =1,

dostaneme v piipadé libovolné dimenze n, ze

i=1 j=1

n n n
= E E riyj(e; - ej) = E TiYi -
i=1j=1 i=1
Vsimnéte si, ze odvozeni probihalo podobné jako odvozeni vzorce pro determinant

— pfedpokladali jsme linearitu ve vSech proménnych a fekli jsme si, jak skalarni
soucin (determinant) vypadéd na kanonické bazi.

Priklad 8.5. V nékterych oblastech matematiky byva zvykem oznacovat symbo-
lem 1, n-slozkovy vektor, ktery ma vsechny slozky rovné 1. Protoze pocet slozek
byva obvykle jasny z kontextu, index n je vynechavan.

Pro kazdy vektor x € R™ plati

l-x=x14+22+ - +x, .

Podobné miizeme vyjadrit aritmeticky préimeér cisel xq, zo,. .., x, jako standardni
skalarni soucin

1 xry+x9+ -+ 2y
—1)-x= .

n n

Obecnéji muzeme kazdé slozce x; vektoru x prifadit néjakou vahu w; > 0, oznacit
w = (w1, ws,...,w,)T vektor vah a spoéitat wvdZeny soucet slozek vektoru x s
vahami w jako standardni skalarni soucin

WX = WL + Weko + -+ WpTy .

Pokud o vahovém vektoru w navic predpokladame, ze wy + wo + -+ + w, = 1,
dostavame wvdzZeny primeér prvki vektoru x.

Vazeny soucet je nékdy pouzivan pti prohlizeni databazi informaci o dokumen-
tech. Zajima nés vyskyt vybraného tisice slov v néjakych dokumentech. Kazdy do-
kument si zaznamename jako vektor x = (1,22, ..., Z1000)" , kde x; udava, kolikrat
se i-té slovo vyskytne v prislusném dokumentu. Informace o vSech dokumentech tak
méame uloZené jako né&jakou mnozinu aritmetickych vektortt x € R1099,

Nyni chceme usporadat dokumenty v databazi podle poc¢tu vyskytt néjakych
vybranych slov z celkového tisice. Ozna¢ime si J C {1,2,...,1000} mnozinu indext
slov, kterd nas zajimaji. Oznac¢ime w; = (wy, wa, . .., wige) € R vahovy vektor,
jehoz slozky jsou definované jako

1, pokudie J
w; =
0, pokudi¢ J .

Slozka w; = 1, pokud nas zajima vyskyt i-tého slova, a w; = 0, pokud nas nezajima.
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Jedotlivé dokumenty v databazi mizeme nyni usporadat podle hodnoty skalar-
niho soucinu w - x, kterd udéva soucet poctu vyskyti slov, jejichz indexy lezi v J,
v dokumentu se zdznamem Xx.

8.1.2. Aritmeticky prostor C™. Nad komplexnimi ¢isly je standardni skalarni sou¢in
aritmetickych vektori definovan trochu jinym zpiisobem.

Definice 8.6. Pro dva komplexni aritmetické vektory u = (1, x2, ..., z,,)7 a

v = (y1,Y2,-.-,yn) T definujeme standardni skaldrni soucin u - v piedpisem
u-v==r1y1 +T2Y2+ -+ TpyYn ,
kde T znaci cislo komplexné sdruzené k x, tj. a + bi = a — bi.

Pro realné vektory tato definice souhlasi s predchozi, protoze komplexni sdruzo-
vani s redlnymi ¢isly nic nedéla. Fyzikalni motivace pochéazi z kvantové mechaniky.
Z matematického hlediska mé tato definice vyhodu v tom, ze skalarni soucin u - u
je vzdy kladné realné ¢islo, nebot je sou¢tem druhych mocnin absolutnich hodnot
T;x; = |1;]? slozek vektoru u. Také komplexni aritmetické vektory maji nezédpornou
redlnou délku ve smyslu nasledujici definice.

Definice 8.7. Fukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu aritmetického
vektoru u = (r1, 9, ..., ,)T € C" definujeme jako

ul| = Va-u= VTiz, + otz + - + Tntn = V/]@1|2 + [22]2 + -+ |z, ]2 .

Délka |Jul| je realné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyZz u = o. Pokud bychom
definovali skalarni soucin bez komplexniho sdruzovani, vyraz u - u by nebyl vzdy
realny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.

V realném pfipadé muzeme standardni skalarni souc¢in definovat maticovym sou-
¢inem u’v. Abychom mohli maticové zapsat standardni skalarni soucin nad kom-
plexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.

Definice 8.8. Hermitovsky sdruZend matice k matici A = (a;j)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} aje {1,2,...,n}.

Hermitovsky sdruzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a naslednym
nahrazenim vSech prvkt prvky komplexné sdruzenymi. Hermitovské sdruzovani se
chova k ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cvifeni. Specialné,
pokud je definovan soucin komplexnich matic AB, plati

(AB)* = B*A* .
Stejné tak (A*)* = A pro kazdou komplexni matici A. Viimnéme si také, Ze pokud
jsou viechny prvky matice A realné, plati A* = AT.
Priklad 8.9.
1—2 0

1+2 3 i\ _ :
( 0 3-2i 4i) =\ 8 st
—1 —41

Pomoci hermitovského sdruzovani muzeme také standardni skalarni soucin kom-
plexnich vektort zapsat pomoci soucinu
*k
u-v=u'v .

Nésledujici jednoduché tvrzeni shrnuje zékladni vlastnosti standardniho skalar-
niho sou¢inu v aritmetickém prostoru C™.
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Tvrzeni 8.10. Pro libovolné tri vektory u,v,w € C" a komplexni ¢islo a plati
(1) u-v=v-u,
2 u-(v+w)=u-v+u-w,
(3) u-(av)=a(u-v),
(4) u-u je nezdporné realné ¢islo, a u-u = 0 prdvé kdyz u = o.

Dikaz. Tentokrat dokazeme prvni rovnost, diikaz ostatnich vlastnosti ponechame
jako cvideni. Nez se do toho pustime, zavedeme timluvu, Ze ¢tvercovou matici (a)
tfadu 1 obsahujici jediny prvek a budeme v pripadé potieby ztotoznovat s prvkem
a. Pfi tomto ztotoznéni plati (a)* = a.

Pfi ovéfeni pouzijeme znadmou vlastnost, ze pro kazdé komplexni ¢islo z plati
z = z. Pak plati

O

Druha a tteti rovnost fikaji, ze standardni skalarni souc¢in nad komplexnimi ¢isly
je rovnéz linearni v druhé proménné. V prvni proménné ale linedrni neni. Plati pouze
nésledujici dvé rovnosti.

Pozorovani 8.11. Pro libovolné tri vektory u,v,w € C™ a komplexni ¢islo a plati
(1) (u+v) - w=u-w+v-w,
(2) (au)-v=a (u-v).

Druhou rovnost ovéfime pfimym vypoctem

(au)-v=v-(au) =v*(au) = (v'(au))* = (au)*v=uav=au*v=a(u-v) .

8.2. Obecny skalarni souin. Obecné definujeme skaldrni soucin jako zobrazeni
pfifazujici dvojici prvka néjakého linedrniho prostoru skalar, které ma podobné
vlastnosti jako standardni skalarni soucin.

Skalérni sou¢in prvki u a v budeme znacit (u, v), znaceni u-v budeme pouzivat
pouze pro standardni skaldrni souéin v R™ nebo C". Zduraznéme jesté jednou,
ze skalarni souéin definujeme pouze pro linearni prostory nad télesem
R nebo C.

Za zéklad definice obecného skaldrniho sou¢inu vezmeme vlastnosti standardniho
skalarniho souc¢inu shrnuté v tvrzenich 8.4 a 8.10. VSimnéme si také, ze standardni
skalarni soucin na prostoru R™ ma vsechny vlastnosti standardniho skaldrniho sou-
¢inu na prostoru C”, protoze standardni skaldrni sou¢in dvou realnych vektort je
realné ¢islo a pro kazdé realné ¢islo a plati a = a.

Definice 8.12. Je-li V linedrni prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni (,)
z V xV do R (resp do C), které dvojici u, v ptifadi skalar (u, v), nazyvéa skaldrni
soucin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a a € R (resp. a € C) plati

(SCS) (u,v) = (v,u),

(SL1) (u av) =a{u,v),
(SL2) (u,v+w) =(u,v)+ (u,w),

(SP) (u,u) je nezaporné redlné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.

Prvni axion je ,skorosymetrie“, dalsi dva axiomy rikaji, ze i obecny skalarni
soucin je linedrni vzhledem ke druhé slozce, posledni je pozitivni definitnost. Vsim-
néme si také, ze pokud je V redlny linearni prostor se skalarnim soucinem, spliiuje
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vSechny axiomy komplexniho linedrniho prostoru se skalarnim soucinem. Odtud
plyne, Ze cokoliv dokazeme pro komplexni linearni prostory se skaldrnim soucinem,
plati i pro realné. Proto budeme vétsinu dikazia v této kapitole délat pouze pro
komplexni prostory.

Zacneme jednoduchymi duisledky axiomii v predchazejici definici.

Pozorovani 8.13. Je-li V linedrni prostor nad R (resp. nad C) se skaldrnim sou-
cinem (), pak pro pruky libovolné u,v,w € V a skaldr a plati

(1) <ll70> =0= (O,ll>

(2) (au,v) =a(uv)

3) (utv,w) = (u,w)+(v,w)
Diikaz. Druhou vlastnost jsme dokazali uz v pozorovani 8.11, nebot jsme i tam
pouzili pouze axiomy z definice 8.12. Tteti vlastnost dokdzeme podobné dvojim
pouzitim ,skorosymetrie®. Zbyva prvni vlastnost:

<u:0> = <u700> = O<u70> =0,

zbytek plyne z antisymetrie. O
8.2.1. Priklady.

Piiklad 8.14. Standardni skalarni sou¢in v R™ (resp. C") je skaldrnim sou¢inem
v R™ (resp. C") ve smyslu definice 8.12. V8echny axiomy jsme uz ovétili v tvrzenich
8.4 a 8.10.

P¥iklad 8.15. Piedstavme si R? jako (nekoneény) list papiru a podivejme se na
papir z jiné vzdalenosti a z jiného tthlu. Tim se nam zméni vnimané délky vektori a
thly mezi nimi. Uvazujme naptiklad situaci, kdy délka vektoru e; ztstane 1, délka
vektoru e; bude 2 a vektory e; a es budou svirat thel 7/3.

V casti o standardnim skaldrnim soucinu na R™ jsme vidéli, ze formulka pro
tento soucin plyne z linearity a pfedpokladu kolmosti riznych vektort kanonické
baze a toho, ze maji délku 1. Zkusime podobnym zptisobem zavést skalarni soucin
pro ,Sikmy pohled“ na rovinu. To znamend, ze bude platit

(es,ej) = (,délka“ e;)(,délka“ e;) cos a,
kde « je tihel, ktery sviraji vektory e; a e;. To znamend, ze

(e1,€e1) =1-1-cos0=1

(e3,e90) =2-2-cos0 =14

(e1,e2) =1-2-cos(w/3) =1= (eq,e1)

Podobnym vypocétem jako v pfipadé standardniho skalarniho souc¢inu ziskame vzo-
rec

< < o ) ) ( . ) > = (x1€1 + z2€2,y1€1 + Y2e€2)
T2 Y2

=z1y1 (e1,e1) + 21y2 (€1, e2) + Tay1 (€2, 1) + Tay2 (€2, €2)
= T1Y1 + T1Y2 + Toy1 + 4x2ys .

Tento vztah lze maticové zapsat

() (m))=ea(h i) ()
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Snadno ovérime, ze tento vzorec spliuje vSechny axiomy skalarniho soucinu.
Ukézeme si napiiklad axiom (SP). Je-li u = (z1,22)7, pak plati

(w,u) = 22 + 2w129 + 425 = (21 + 22)* + 322 .

Odtud plyne, ze (u,u) > 0 pro kazdy vektor u € R? a (u,u) = 0 pravé kdyz
2o =0ax; + 3 =0, tj. pravé kdyz u = (z1,22)7 = (0,0)7.

Piiklad 8.16. Obecnéji, je-li A ¢tvercova matice nad R (resp. C), pak zobrazeni
z R" x R® — R (resp. C" x C" — C) definované vztahem

(u,v) =u*Av

vzdy splituje (SL1) a (SL2) (cviceni). Stejné snadno lze zjistit, pro které matice A
plati ,skorosymetrie“ (SCS).

Pozorovani 8.17. Matice A = (a;;) € C™*™ spliiuje rovnost u*Av = v*Au pro
kazdé dva vektory u,v € C™ praveé kdyz A* = A.

Pokud plati A* = A, pak v*Au = (v*Au)* = u*A*v = u*Av. Pokud naopak
rovnost A* = A neplati, existuji indexy ¢,j € {1,2,...,n} takové, ze a;; # a;;. Pak
pro prvky e;, e; kanonické baze v C" plati

(e, ej) =ejAe; = a;; # a;; = e;Ae; = (e, ej) .

Komplexnim maticim splitujicim rovnost A* = A fikame hermitovské. V pripadé
realné matice to znamena, ze A je symetricka.

Zdaleka ne pro vSechny hermitovské (symetrické) matice splituje zobrazeni (u, v) =
u*Av podminku (SP). M&-li matice A € C"*" spliiovat podminku (SP), musi byt
regularni. Pro singularni matici A totiz existuje nenulovy vektor u € C™, pro ktery
plati Au = o. Pro tento vektor u pak plati u* Au = 0 a matice A tak podminku (SP)
nespliluje. Regularita matice A ale neni postacujici pro splnéni podminky (SP). Lze
si to snadno ovérit na matici

1 2
(2 7)

Definice 8.18. Hermitovska matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, pokud
u* Au je nezaporné realné ¢islo pro libovolné u € C” a rovna se 0 pravé kdyz u = o.

Pozitivné definitni matice hraji v linearni algebfe a jejich aplikacich dulezitou
roli. Neni ale jednoduché poznat, kdy je néjaké hermitovskd matice pozitivné defi-
nitni. Pfikladem pozitivné definitnich matic jsou matice typu A = B*B, kde B je
reguldrni matice fadu n nad R (resp. nad C). Snadno totiz spocteme, Ze v takovém
piipadé pro kazdy vektor u € C" plati

u*Au =u"B*Bu = (u"B*)(Bu) = (Bu)*(Bu) = (Bu)* - (Bu) .

V poslednim vyrazu pouzivame standardni skaldrni sou¢in na C™, ktery podminku
(SP) spliwje. Takze u* Au = |[Bu||® > 0 pro kazdy vektor u € C", pficems rovnost
nule nastavéa pravé kdyz Bu = o. A posledni rovnost vzhledem k regularité matice
B nastava prave kdyz u = o.

Pozdéji ukazeme, ze plati i opak, tj. kazda pozitivné definitni matice A je tvaru
A = B*B pro néjakou regularni matici B. Dokonce kazdy skalarni souc¢in na R"
(a na C") mizeme vyjadrit ve tvaru

(u,v) =u"B*Bv,
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kde B je regularni matice fadu n. Navic muzeme vzdy najit jednoznaéné urcenou
horni trojihelnikovou matici B.

Shrnuti: Je-li A = B*B, pak zobrazeni definované (u,v) = u*Av je skaldrni
sou¢in na C" (nebo na R™). Pro A = I,, dostavame standardni skaldrni soucin. Jako
ukazku jiného konkrétniho ptikladu vezmeme

v (k' 2)

tedy

e () (4 1)(2 1)

Piislusny skalarni souc¢in v C2? je dan vztahem

o 1 1 . . _ _
(u,v) = (9«“1»932)< 1 4 ) ( 232 ) = T1y1 + T1y2 + Toy1 + 4T2y2

kde u = (z1,72)T a v = (y1,y2)”. Stejny vztah (kde nemusime komplexné sdruzo-
vat) definuje skalarni sou¢in v R?, tenty# jako v predchozim piikladu.

Piiklad 8.19. Na prostoru spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 27) je

27
(u,v) = / uv
0
skalarni soucin.

Obecnéjsi priklad skalarniho soucinu na prostoru vsech spojitych realnych funkei
na intervalu (0, 27) je definovany piedpisem

27
(u,v):/ uvw ,
0

kde w je néjaka spojita kladna vdhovd funkce na intervalu (0, 27).

Priklad 8.20. Prostor ¢s je tvofen posloupnostmi (a,, )5 ; komplexnich éisel spliiu-

jicimi
oo
Z lan|* < oo .
n=1

(Je tfeba si rozmyslet, Ze tato mnozina tvoii spolu s p¥irozenymi operacemi s¢itani

v

s¢iténi.) Na tomto prostoru je

((an)Z,O:p (bn)%o=1> = Z@bn

skalarni soucin.

Piiklad 8.21. Dulezité ptiklady skaldarniho soucinu pochézi z teorie pravdépo-
dobnosti. Vektorovy prostor tvori ndhodné veli¢iny na néjakém pevné zvoleném
pravdépodobnostim prostoru. Tzv. kovariance, ktera, zhruba fec¢eno, méri miru za-
vislosti jedné veli¢iny na druhé, spliuje vSechny vlastnosti skalarniho sou¢inu az na
implikaci zleva doprava v podmince (SP) — (u,u) mize byt nula i pro nenulovou
veliéinu u. (Tento drobny technicky nedostatek lze odstranit ztotoznénim veli¢in,
jejichz rozdil ma nulovy rozptyl.)
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8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skalarnim soucinem zavedeme stejnym
vztahem jakym jsme vyjadiili eukleidovskou normu (délku) pomoci standardniho
skalarniho soucinu.

Definice 8.22. Necht V je linearni prostor se skaldrnim souéinem (,). Normou
vektoru v € V' rozumime realné ¢islo

[ull = v(u,a) .
Vektor u se nazyvé jednotkovy, pokud |ul| = 1.

Definice dava smysl, protoze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vzdy neza-
porné redlné ¢islo. Norma zavisi na skaldrnim soucinu, takze kdyz pouzivame sym-
bol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skaldrnim soucinem pracujeme.
Podobné i pro dalsi pojmy jako tihel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdéji.

Piiklad 8.23. Norma vektoru u = (1,1)7 v prostoru R? se standardnim skalarnim
souc¢inem je |[ul| = vuTu = /2. Norma vektoru u v prostoru R? se skaldrnim
soucinem

((z1,22)", (y1,92)") = 2131 + 2192 + T2y1 + 2210
je ale |ul| = \/(u,u) = V7.

Pi#iklad 8.24. Norma vektoru (1 + i,2,3 — 2i)7 v prostoru C? se standardnim
skalarnim soucinem je

2 2 : 2 = V|1 +i2+ 22 +[3-2i2 = V19 .

1+1 144 141
3—2t 3—2 3—2i

Norma urcend skalarnim souc¢inem ma nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 8.25. Necht'V je linedrni prostor nad R (resp. C) se skaldrnim soucinem
(,)y,u,veV ateR (resp. t € C). Pak plati

(1) |Ju]| >0, pricemZ ||ul| = 0 prdvé tehdy, kdyZ u = o,

Q) ol = e,

3) lu+v[|"+ lu=v[|"=2[ul|"+2||v|", (rovnobéinikové pravidio),

(4) Re((u,v)) = 2(lu+v|> = |[u]> = [v|?), (polarizacni identita),
kde Re (z) znact redlnou édst x.
Diikaz.

(1) Snadny dtsledek (SP).

(2) Pouzitim (SL1) dostavame

[tul| = v/(tu, tu) = /it (w,u) = V/[t[* (u,u) = [t]y/(u,a) =[] [u] .
(3) Ve vypoctu stacéi pouzit (SL2).
|\u+v||2+|\u—v||2:<u+v,u+v)+<u—v,u—v)
=(uw,u)+ (u,v)+{(v,u) + (v,v)
+ (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
=2 (w,u) +2(v,v) =2 |[ulf’ + 2|v|* .
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(4) Ze (SL2) a (SCS) vypocteme
lu+vI* = (wu) + (u,v) + (vow) + (v, v) = [u] + v + (u,v) + (u,v) .
Protoze x + T = 2Re (), dostavame

2 2 2
2Re ((u,v)) = [u+v|[" = Jluf” = flv]~ .

Dussledkem (1) a (2) je, ze pro nenulovy vektor u je jeho nésobek
v
[[u

jednotkovy vektor. Rikdme, Ze vektor u/||u|| vznikl z u znormovdnim.
Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obrazku.

gl

OBRAZEK 71. Rovnobé&znikové pravidlo

Polarizacni identita vyjadiuje redlnou cast skalarniho soucinu pouze pomoci
normy. Podobny vztah jde napsat i pro imagindrni ¢4st (pokud pracujeme v pro-
storu nad C), viz cviceni. Skaldrni soucin je tedy urc¢en normou. Rizné dalsi varianty
polariza¢ni identity jsou ve cvicenich.

8.2.3. Cauchyho-Schwarzova nerovnost, thel. Pro vektory u, v € R? jsme nahlédli,
Ze u-v = ||u| [|v]| cos a.. Z toho také vyplyva, ze absolutni hodnota |u-v| nemtize byt
vétsi nez soucin norem ||ul| ||v||, protoZze kosinus tihlu je vzdy v intervalu (—1,1).
Vztah (u,v) = ||uf| ||v|| cos @ jde naopak pouzit pro zavedeni thlu mezi dvéma
prvky v libovolném redlném linedrnim prostoru se skalarnim soudinem. Aby byl
uhel dobfe definovan, musime dokézat, ze obecné plati | (u,v)| < [Ju| ||v|. Tato
nerovnost se nazyvd Cauchyho-Schwarzova nerovnost (téz Bunjakovského nerov-
nost, nebo Cauchyho-Schwarzova-Bunjakovského nerovnost, apod.) a je asi jednou

vvvvvv

Véta 8.26 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht V je linedrni prostor se ska-
larnim soucinem (,) au,v € V. Pak plati
[(w,v) | < [luff{lv]

pricemz rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.

Diikaz. Pokud je posloupnost (u,v) linedrné zavisla, pak u = tv nebo v = tu pro
néjaké t € C. V prvnim pripadé je

[(w,v) | = [{tv,v) [ = [E{v,v) | = lt] | v]
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hall vl = llevll vl =l v
V ptipadé v = tu se rovnost | (u,v) | = ||u]| ||v|| odvodi podobné.
Nyni pfedpoklddéne, ze (u,v) je linedrné nezavisld posloupnost a odvodime os-
trou nerovnost. Diky linearni nezavislosti pro libovolné ¢ € C plati

0<flu—tv]* .

Zvolime t € C tak, aby platilo (v,u —tv) = 0. Geometricky vyznam v piipadé
standardniho skaldrniho souc¢inu v R™ je vyznacen na obrazku: vektor tv je orto-
gondlni projekci vektoru u na (v). Pozdéji ddme této intuici pfesny vyznam pro
obecny skalarni soucin.

u-—tv

OBRAZEK 72. K dikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah (v,u — tv) = 0 je ekvivalentni (v,u) — ¢t (v, v) = 0, coz je ekvivalentni
~(v,u)
v
(Nulou nedélime, protoze prvek v je nenulovy podle pfedpokladu o linedrni neza-

vislosti (u,v).)
P1i této volbé t dostavame

0<flu—tv]?=(u—tv,u—tv) = (u,u—tv) — i (v,u—tv)

12—

=(u,u—tv) ={(u,u) —t{(u,v) =|ul|” - ||VH2
B 2_<u,v><u,v): 2_|<u,v)|2
= [[ul] T VE [[ull TVl

Po vynasobeni ||v|?, drobné tipravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nichz se podita
druhd mocnina jsou kladné) vyjde dokazovana nerovnost:
[ (u,v) |2
2
Il
2012

0 < fal™ v = {u,v)|
|2

2
0 < flul]” -
2

2 2
| (w, v) [7 < [luf" v

[ Ca,v) | < [l [v]]
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Priklad 8.27. Pro standardni skaldrni sou¢in v C" fikd Cauchyho-Schwarzova
nerovnost

T+ T2yt A Taynl < VT2 4 w2+ 2PV P+ e 4+ yl?

V piipadé skalarniho sou¢inu na C? daného vzorcem
x1 Y1 _ (= . 5 =2 Y1
T2 )\ Y2 T2 -2 1 ()

[5ZT1y1 — 2T1y2 — 2T2y1 + T2y
< V/5lz1]2 — 4Re (T172) + |72[2 /531 |2 — ARe (F1y2) + [y2]? -

Pro prostor spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 27) se skaldrnim souéinem

dostavame

(f,g) = fo% fg Cauchyho-Schwartzova nerovnost znamena

/O%fg‘é\//()%F \//027792 ~

Dilezitym dtsledkem Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti je trojihelnikova nerov-
nost.

Dusledek 8.28 (Trojihelnikova nerovnost). Necht V je linedrni prostor se ska-
larnim soucinem (,) au,v € V. Pak plati

v <l + vl -
Dukaz.
[ut vl = (utv,u+v) = (uu)+ (u,v) + (u,v) + (v,v)
=l +2Re ((u,v)) + [[v]* < [[u)* + 2| (u,v) | + [|v]?
< lulf®+2 [[u]l [Vl + [v]I* = ([l + I v]])?

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v predposledni tipravé. Vyrazy pod
druhymi mocninami jsou kladné, takze nerovnost plyne odmocnénim. (|

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.

OBRAZEK 73. Trojthelnikova nerovnost

Cauchyho-Schwarzova nerovnost nam umoznuje definovat tthel mezi prvky redl-
ného linearniho prostoru se skalarnim soucinem.
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Definice 8.29. Necht V je linearni prostor nad R se skaldrnim soudinem (,) a
o #u,v € V. Uhlem mezi prvky u a v rozumime reélné &islo a € (0, ) splitujici
(u,v)

COS Q¥ =
([l vl

Uhel mezi dvéma prvky existuje a je urcen jednoznaéné, protoze zlomek je v
intervalu (—1, 1) podle Cauchy-Schwarzovo nerovnosti a funkce cos je bijekei (0, )
na interval (—1,1).

Pro libovolny skalarni soucin v linedrnim prostoru nad redlnymi ¢isly tedy mame
vztah

(w,v) = [ulffvlcos e .

7 tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.

Tvrzeni 8.30 (Kosinova véta). Necht V je linedrni prostor nad R se skaldrnim

soucinem {,) a o #u,v € V. Pak plati

lw—v[* = Jul* + [vI|* = 2 ]| [|v] cos v ,
kde « je uhel mezi vektory u a v.
Diikaz.
Jlu—v|?=(u—v,u—v) = (uu)-2(u,v)+(v,v)
= [l + Iv]* = 2full v cos

O

8.2.4. Obecné normy. Nekdy byva prirozenéjsi mérit délku prvki v linearnim pro-
storu jinym zpusobem, nez pomoci normy definované skalarnim soucinem.

Definice 8.31. Je-li V linedrni prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni |||,
které pfifazuje kazdému prvku u redlné ¢islo ||ul| nazyvdme norma na prostoru V,
pokud plati pro kazé dva prvky u,v € V a kazdy skalar ¢

(1) |lu| > 0, pficemz ||u|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,

(2) [[tull = [¢] [ul,

3) llu+ vl < ull+]v].

Existuje mnoho norem, které nepochazi ze skalarniho souc¢inu, naptiklad v R™
mame normu
(@1, o, ... zn)| = |21] + |z + -+ + |20

kterd méfi vzdalenost, kdyz se mtizeme pohybovat pouze pravoihlym smérem
(proto se ji nékdy fikd manhattanska norma). Norma pochézi ze skaldrniho sou¢inu
pravé tehdy, kdyz splinuje rovnobéznikové pravidlo, viz cviceni.

Jinym pfikladem normy na R"™ nepochéazejici ze skalarniho soucinu je norma

[(z1,z2,...,25)] = max{|z;| : i =1,2...,n} .

OBRAZEK N5 - [{-norma
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8.3. Kolmost.

Ze vztahu (u,v) = ||ul| ||v]| cos « vidime, Ze (nenulové) prvky linedrniho prostoru
sviraji thel 7/2 pravé tehdy, kdyz je jejich skaldrni souéin nula. To vede k p¥irozené
definici kolmosti prvki linedrniho prostoru se skalarnim soucéinem.

Definice 8.32. Nechf V je linearni prostor se skaldrnim soucinem (,). Prvky
u,v € V nazyvame kolmé (nebo ortogondlni) a piSeme u L v, pokud (u,v) = 0.
Mnozina, nebo posloupnost, M prvkt V se nazyva ortogondlni, pokud u L v
pro libovolné dva rtizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.
Mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormdini, pokud je ortogonalni a kazdy
vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SCS) plyne, Ze ortogonalita dvou prvka nezévisi na jejich poradi. Z
vlastnosti (SL1) vidime, Ze jsou-li dva prvky kolmé, pak jsou kolmé i jejich libovolné
nasobky. Mame-li ortogonalni mnozinu nenulovych prvka {vy, va, ..., vy}, mizeme
z ni vytvorit ortonormalni mnozinu znormovanim, tj.

{ Vi V2 Vi }
[vall” lvall” " vl
je ortonormalni.

Z geometrického nahledu v R? vidime, Ze ortogonalni posloupnost nenulovich
vektoru je linearné nezavisla. Plati to zcela obecné.

Tvrzeni 8.33. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (), pak kazdd or-
togondlni posloupnost nenulovych prvkd V je linedrné nezavisla.

Diikaz. Je-li (vi,va,...,vg) ortogondlni posloupnost prvka V' a plati-li
ajviy + asveg + -+ apvp =0

pak skaldrnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,...,k}) a
vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti dostavame

(vi;a1vi +agve + - -+ apvy) = (0, V)
a1 (v, vi) +as (v, Vo) + - +ap (v, vi) =0
=0 .

a; <via vi)

Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vztah (v;,v;) = [|v4]|> > 0, takZe z
odvozeného vztahu vyplyva a; = 0. Ukazali jsme tak, Ze jedina linedrni kombinace
prvki v;, kterd dava nulovy vektor, je trividlni takze posloupnost (vq,va, ..., vy)
je linedrné nezavisla (viz bod (3) tvrzeni 5.30). O

7Z tvrzeni vyplyva, Ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektort v prostoru
dimenze n je ortogonalni baze, protoze je linedrné nezavisla a linedrné nezavisla
posloupnost n vektori je baze podle bodu (4) v pozorovani 5.61

Piiklad 8.34. V prostoru R" (nebo C™) se standardnim skaldrnim soudinem je
kanonické baze ortonormaélni.

Posloupnost vektort ((1,2,2)7,(—2,—1,2)T) v R? (nebo C?) se standardnim
skalarnim soucinem je ortogonalni, ale neni ortonormalni. Znormovanim dostaneme
ortonormalni posloupnost

L,2,2)7, 2(=2,-1,2)7
(3 3 >
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Tuto posloupnost 1ze doplnit na ortonormalni bazi — posloupnost
1 1 1
~(1,2,2)7, - (-2,-1,2)", 5 (2,-2,1

(3(77)73(7 ’)73(7 7))

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za predchozim tvrzenim ortonormalni
baze. Pozdéji budeme pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu umét
kazdou ortogonélni (resp. ortonormalni) posloupnost nenulovych vektori v kone¢né
generovaném prostoru doplnit do ortogonalni (resp. ortonormalni) baze.

P¥iklad 8.35. V prostoru R? se skaldrnim souéinem danym

2 1
<($1,$2)Ta(y17y2)> = (z1,22) < 11 ) ( Z; > =2r1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y2

(ovéite, Ze je to skuteéné skalarni souéin) je posloupnost

1 -1
0 )’ 2
ortogonalni, protoze

o cran=aon(f 1) (5 )-en( 3 )=

tedy tvofl ortogonalni bazi. Spocitame normy vektorid a vytvorime ortonormaéalni

) ()
[ =y (2 ) () =yfon(3) -2
p (500 m(3)

je tedy ortonormalni baze.

Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a
ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly pii daném
skalarnim soucinu jsou bézné eukleidovské délky a tihly na obrazku. Tento fakt
dokazeme v tvrzeni 8.40.

Y
A
2 Yy
N2 4 L
| 1 A V2
l ~ 1
V2
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Piiklad 8.36. V prostoru spojitych funkei na intervalu [0, 27] se skaldrnim soudi-

nem
2

(f,9)= fa

0
je mnozina {1, sin z, cos x, sin(2z), cos(2x), ... } ortogonéalni. Toto je zdkladni fakt
Fourierovy analyzy, jedné z velmi dulezitych oblasti matematiky.

Jednoduchym dtsledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro
libovolny skaldrni soucin.

Tvrzeni 8.37 (Pythagorova véta). Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem
(,) a jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak plati

2 2 2
[uv[" = [luf” +[v[]" .
Dikaz.
Ju+v]* = (u+v,utv)=(uu) +(uv)+(v,u)+(v,v)

Diky kolmosti jsou prostiedni dva ¢leny nulové, takze vyraz je roven |[ul|® + ||v||>.
|

2
K2 C—
u
al? [u+v|?
u
v

Indukci lze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny koneény pocet prvku. Je-li
{v1,Vva,..., vy} ortogondlni mnozina, pak

[vi+ve + o+ Vil = v+ vl + -+ el

Zobecnéni této rovnosti na nekonecné ortogonalni mnoziny prvkia linedrniho pro-
storu se skaldrnim soucinem se nékdy rika Parsevalova identita.

8.3.1. Souradnice prvku vzhledem k ortonormdlni bdzi. Soutradnice prvki linearniho

prostoru vzhledem k ortonormalni bazi se pocitaji velmi snadno.

Tvrzeni 8.38. Je-1i V linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem (,), B = (v1,...,Vy)
néjaka ortonormdlni baze ve V a u € V, pak plati

u=(v,u)vy+ (va,u)va+ -+ (vp,u) v, .
Jingmi slovy,

g = ((vi,u),(ve,u),...,(v,,u)T .
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Diikaz. Oznaéme [u]p = (ay,as,...,a,)T, neboli
u=a;vy +ave +---+a,v, .

Podobné jako v diikazu linedrni nezévislosti ortogonalni mnoziny nenulovych vek-
tort skalarné vynasobime obé strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vi,u) = (vi,a1v1 +aava + - - + apvy)
(vi,u) = a1 (v, vi) +az (v, va) + -+ ag (Vi, Vi)
<Vi7u> :ai<Vi7Vi> =a; ,

takZe a; = (v;,u). O

Souradnicim vzhledem k ortonormalni bazi se nékdy Fika Fourierovy koeficienty
vzhledem k této béazi. Obecnéji z ditkazu vidime, Ze pro ortogonalni bazi B plati

MB_<<vhu> (va,w) <vn,u>> .

2, = 5
[vall™ - lIvell [[vall

Piiklad 8.39. Uréime soufadnice vektoru u = (3 +4,2,4)7 € C3 vzhledem k
ortonormalni bazi

' -2 2
1{ " 1 1

B:(V17V2,V3): — 22 s = —1 M —2
3\ ) 3\ 2 )] 3\ 1

prostoru C? se standardnim skalarnim skalarnim souéinem.

[ulp = (Viu, v;u,vgu)T
1 341 1 341
3( i, —2i, —2i) 3 ,3( 2,-1,2) 3 ,
) 34+i\\ "
s@-21 | 2

{

(ds-m.-31eran)

Skutecéné
3+ ) -2 2
1 1 8 1 1 1
2 =-B=-7)-z| 20 |-z -1 |+=z(2+3i)--| -2
) 3 3 . 3 3 3 3
7 2 2 1

Vzhledem k ortonormalni bazi prechazi skalarni sou¢in na standardni. Piesnéji
feceno, skalarni soucin dvou vektorti je roven standardnimu skalarnimu soucinu
soufadnic téchto vektord vzhledem k ortonormalni bazi.

Tvrzeni 8.40. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (), B = (v1,Va,...,Vy)
jeho ortonormdlni baze, a u,w €V, pak

*

(u,w) = [ufp[w]p .
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Diikaz. Oznaéme [u]p = (ai,as,...,a,)T, [Wwlg = (b1, ba,...,b,)7T, tedy
u=avy+ave+---+a,vy,, W=0bvy+byvo+---4+b,v, .
Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostavame

w) = < iaivi7ibivi> ii (a;vi,bjv;)
i—1

j=1 i=1 j=1
= ZZcTibj (vi,vj) = Z a;b; = [u]p[w]s .
i=1 j=1 =1

O

Tvrzeni ospravedlnuje poznamku z ptrikladu 8.35 — pokud si nakreslime vektory
ortonormalni baze jako jednotkové navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kres-
lime v tomto soufadném systému, pak délky a thly pifi daném skalarnim soucinu
jsou bézné eukleidovské délky a uhly na obrazku.

Piiklad 8.41. V prostoru R? se skaldarnim souc¢inem

2 1
(%»332) (y1,y2) = (21, 22) ) = 2z1y1 + x1Y2 + T2y1 + T2Y2
1 Y2

v-(7(0) 5 (%))

ortonormalni baze (viz piiklad 8.35. Uvazujme vektory u = (2,3)7 a v = (1,1)T.
Z tvrzeni 8.38 spocteme jejich soutadnice vzhledem k B a pak vypocitame skalarni
soucin podle tvrzeni 8.40.

e ()5 () ) - 5 (D)
e ()5 () ) -5 (1)

1 1 3
<u,v):[u]3-[v]j3:ﬁ(7,3) \/§< 1 ) =12 .

Stejny vysledek dostaneme piimo z definice skaldrniho sou¢inu v R2.

je posloupnost

Zavérem této ¢asti zobecnime kolmost mezi prvky linedrniho prostoru se skalar-
nim soucinem na podmnoziny tohoto prostoru.

Definice 8.42. Je-1li V linearni prostor se skaldrnim souéinem (,)av € V, M, N C
V', pak fikdme, ze prvek v je kolmy na M, pokud v je kolmy na kazdy prvek z
mnoziny M, coz zapisujeme v 1 M.

Rikéme, ze M je kolmd na N a zapisujeme M L N, pokud kazdy prvek mnoziny
M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.

Jednoduchym dtsledkem definice je nasledujici pozorovani.

Pozorovani 8.43. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem () a M, N C V,
pak M L N pravé kdyz M L (N) coZ je prdvé kdyz (M) L (N).
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Diikaz. Dokéazeme ekvivalenci prvnich dvou tvrzeni. Predpokladame tedy M 1 N.
Je-lix € M ay € (N), existuje vyjadfeni y = a1uy + azus + - - - + axuy, pro néjaké
prvky uj, us,...,u; € N a skalary aq,as,...,a;. Potom

(x,y) = (x,a1u; + aguy + - - - + apuy)
=ap{x,ur) +as{x,ug) + - +ag(x,u;) =0 .

Proto M L (N). Opac¢néd implikace je zfejmé. Ekvivalence druhych dvou tvrzeni
plyne z ekvivalence prvnich dvou. (|

8.4. Gramova-Schmidtova ortogonalizace, QR-rozklad.
Jeho dulezitost je srovnatelnd s Gaussovo eliminaci. Zakladem algoritmu je pojem
projekce vektoru na podprostor.

Definice 8.44. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soué¢inem (,), v e V.a W
podprostor V, pak prvek w € W nazyvame ortogondlni projekce v na podprostor
W, pokud plati (v —w) L W.

Z definice snadno odvodime, ze pokud v € W, pak ortogonalni projekci w na W
je vektor w = v. Plati totizv—-w =0 1L W.

Nésledujici jednoduché tvrzeni dokazuje intuitivné zfejmy fakt, ze ortogondlni
projekce vektoru na podprostor, pokud existuje, je urcena jednoznacné a minima-
lizuje vzdalenost prvku v od prvkd podprostoru W.

Tvrzeni 8.45. Je-li W podprostor linedrniho prostoru V se skaldrnim soucinem
(,), v eV aw ortogondlni projekce prvku v na podprostor W, pak pro kazdy prvek
w #ue W plati

lv—wl <l[v—ul .
Ortogondlni projekce v na podprostor W' je urcena jednoznacné, pokud existuje.
Diikaz. Napfed budeme predpokladat, ze v ¢ W. ProtoZze u # w,jeo # w—u € W.
Protoze w # v, je v— w # o.

Protoze w je ortogonalni projekce v na W, je (v —w) L W, specidlné plati
(v—w) L (w—u). Protoze jsou oba vektory nenulové, mtizeme pouzit Pythagorovu
vétu a z té plyne

2 2 2 2 2
[v—ull" =[l(v-w)+(w-u)|" = [lv-w["+[w—-ul|" > [v-w|" .

Kdyby oba vektory w,u € W byly ortogonalnimi projekcemi v na W, platilo by

podle pravé dokazaného
v —wll <|v—ul| <|v-w|],

coz nelze. Ortognélni projekce v na W je proto urcena jednoznacné.
Pripad v € W ponechame jako cviceni. O

Zbyva dokazat, kdy ortogonalni projekce w prvku v € V na podprostor W <V
existuje. Vime uz, ze existuje, pokud v € W, a v tom pfipadé w = v.

Tvrzeni 8.46. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (,), v eV, a W
konecné generovanyj podprostor V s ortonormdlni bdazi (wy, s, ..., u,)", pak proek

w={(u,v)u; + (ug,v)us + -+ {(ug, v) uy

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.
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Diikaz. Libovolny prvek w podprostoru W muzeme vyjadrit jako linedrni kombi-
naci prvkd ortonormalni baze (u, us,...,ux). Prvek

W = aiuy + aoUs + - - - + apug
je ortogonélni projekci prvku v na podprostor W = (uj,ug,...,u;) pravé kdyz
je prvek v — w ortogonalni ke kazdému prvku podprostoru W a to podle pozo-
rovani 8.43 nastava pravé kdyz je ortogondlni ke kazdému prvku u;. Pro kazdé
i=1,2,...,k je prvek u; kolmy k prvku v — w pravé kdyz
0= (u,—,V—W> = <ui7v> - <ui7w>
u;,v) — (u;,a1ug + aguy + -+ - + agug)
1 (g, w) —ag (ug,ug) — -+ —ag (u;,uy)

i(wg,w) = (ug,v) —a;

=

=(u;,v)—a
=(u;,Vv)—a
tj. prévé kdyz a; = (u;,v). O

Vsimnéme si, ze vzorec pro vypocet ortogonalni projekce v na podprostor W
s ortonormalni bazi je stejny jako vyjadieni libovolného prvku linearniho prostoru
V se skalarnim soucinem jako linedrni kombinace prvki ortonormélni baze ve V v
tvrzeni 8.38. Ve skutecnosti je tvrzeni 8.38 specidlnim pripadem piedeslého tvrzeni,

kdy v € W.
Pokud baze uy,us,...,ur v podprostoru W neni ortonormalni, ale pouze orto-
gonalni, napfed ji normalizujeme
uj us Uy
) PR
|| fJuz|| [[a|

a pak pouzijeme piedchozi tvrzeni. Dostaneme tak vyjadfeni ortogonalni projekce
w prvku v na podprostor W ve tvaru

u u u u u u
(b () ()
a7 el \ el /- Jue Jaell” "/ fal]

(g, v) (ug,v) (ug,v)

- 2 2 2
([ | [[uz || [[al

u?_‘_...+

Dokazali jsme tak néasledujici dtisledek.

Dusledek 8.47. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (,), veV, a W

konecné generovany podprostor V s ortogondini bdazi B = (ui,uy,...,ugx)?, pak
prvek
u;,Vv U2, Vv Uy, Vv
W:< 12>U1+< 22>u2+...+< k2>uk
[y [z ([ a |

je ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W.

Pomoci soutradnic vzhledem k ortogonalni bazi B posledni diisledek zapiseme ve

tvaru
(wlp = <<|u1,v) (ug,v) <uk7V>>

2 20 2
" [Jue] ([l

V pfipadé podprostoru (a) dimenze 1 dostavame projekci w libovolného prvku
v € V na podprostor (a;) jako

(a,v)

= 2
[all
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Piiklad 8.48. V aritmetickém prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem
je ((1,1,2)T,(2,0,—1)T) ortogonalni posloupnost. Ortogonélni projekce w vektoru
v = (1,2,3)7 na rovinu W = <(17 1,2)T, (2,0, —1)T> je tedy

(LLy23” (1) @02y’ [ 2
W=
(1a1a2)(171a2)T 2 (2a0a_1)(2?05_1)T -1
1 2 11
L T I :1i 15
6\ 9 o\ 0\ 32

8.4.1. Gramova-Schmidtova ortogonalizace. Nyni dokdzeme, ze v kazdém konecné
generovaném linearnim prostoru se skalarnim soucinem existuje ortonormalni baze.
Existenci ortonormalni baze dokazeme pomoci algoritmu, kterému se ¥ikd Gramova-
Schmidtova ortogonalizace.

Tento algoritmus dostane na vstupu néjakou linearné nezavislou posloupnost

(V17V2, . ,Vk)
prvki linearniho prostoru V se skalarnim souc¢inem. Na vystupu vyda ortonormalni
posloupnost

(ug,ug,...,ug)
prvkt prostoru V, ktera spliuje podminku

<U1,UQ, .. .,u,-) = <V1,V2, .. .,Vi>
pro kazdé i = 1,2,... k.
Prvni krok je jednoduchy - normalizujeme vektor vy, tj. polozime

U=,
[[vall

pak plati také (u;) = (vq).
V druhém kroku najdeme ortogonalni projekci w; vektoru v, na podprostor
(uy) = (v1), podle tvrzeni8.46 plati
w1 = (ug,va) ug
coz podle definice 8.42 znamend (vo —wy) L (u1) a tedy (vo —wi) L uy. PoloZime
Vo — W1
u=-—-—-.
[ve —wi

Potom plati, Zze us L u; a (uy,us) je tedy ortonormélni posloupnost, pro kterou
plati rovnost linearnich obalt

(ur,u2) = (uy,va) = (vi,v2)

Konstrukce prvku us je specialnim pripadem indukéniho kroku. Predpokladame,
7e po néjaké i < k jsme jiz sestrojili ortonormalni posloupnost (ui,us,...,u;—1)
takovou, ze (uj,ua,...,u;—1) = (vi,Va,...,v,_1). Najdeme ortogondlni projekci
w;_1 prvku v; na podprostor (vi,va,...,v;_1). Podle indukéniho pfedpokladu
je (uj,us,...,u;_1) ortonormélni béze podprostoru (vy,vs,...,v;_1). Podle tvr-
zeni 8.46 plati

Wi—1 = (U1, v;) ur + (U, vy) up + -+ (U, vimg) wi—q .
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Z definice ortogonalni projekce prvku na podprostor plyne

(vi—wi—1) L (ug,ug,...,u-1) 2 {ug,up,..., 01}

OBRAZEK N6 - indukeni krok v GS

Daéle plati w;_1 € (uj,ug,...,u;_1). Vzhledem k tomu, ze ptvodni posloup-
nost (vi,va,...,vg) je linedrné nezavisla, plati v; ¢ (vi,va,...,v;_1). A protoze
(v1,va,...,v;—1) = (u1,us,...,u;—1) podle indukéniho pfedpokladu, plyne odtud
také v; ¢ (uj,us,...,u;_1). Proto v; # w;_1 a ||[v; — w;_1|| # 0. MtZeme proto
polozit

w = Vi — Wi—1 .
[vi = wial|
Posloupnost (up,ug,...,u;_1,u;) je proto ortonormalni.

Zbyva dokazat rovnost

(ul,ug,...,ui) = <V1,V2,...,V1‘>
Z indukéniho pfedpokladu (ui,us,...,wi—1) = (vi,va,...,Vv,_1) plyne rovnéz
(ul, ug, ... ,ui_l,vi) = <V1,V27 Ce. 7Vi—1avi>
Protoze w;_1 € (u1,us,...,u;), plati v, —w,_1 € (u,uz,...,u;_1,Vv;) a tedy také
u; € {(ug,ug,...,u;_1,Vv;), coz dokazuje inkluzi
(u,ug, ..., w—1,u;) C (U, ug,...,u_1,v;) = (V1,Va,..., Vi1, V;)
K diikazu opa¢né inkluze si sta¢i uvédomit, ze v; = ||v; — w;_1|| u; +w;_1, a proto

opétovnym pouzitim indukéniho pfedpokladu dostavame
v, € <111,112, ey llifl,llz'>
Odtud plyne opac¢na inkluze
<V1,V2, cees Vi, Vi> = (ul, ug,...,u;-1, Vi> g (ul, ug,...,u;—1, lli>
Cela Gramova-Schmidtova ortogonalizace spoc¢iva v k-nasobném iterovani cyklu,

jehoz i-ty prubéh sestava ze dvou kroku

(ia) ortogonalizace: najdeme prvek
Vi— Wi =V —(u,v;) up — (Ug,vi) up — -0 — (U1, Vi) W1,
(ib) normalizace: polozime

u; = Vi — Wi—1 '

[vi = wi_1]]

V prvnim cyklu miizeme krok (1a) vynechat a zacit pfimo normaliza¢nim krokem
(1b), nebot v tom piipadé wy je ortogondlni projekce prvku v; na podprostor
(0) = {o}, a tedy wo = 0 a vi — wg = vy. Od druhého cyklu uz musime provést
oba kroky - ortogonaliza¢ni a normalizac¢ni.

Béhem popisu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace jsem soucasné dokéazali na-
sledujici vétu.
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Véta 8.49. Gramova-Schmidtova ortogonalizace prevede libovolnou linedrné nezd-
vislou posloupnost (v1,va, ..., Vi) proki linearniho prostoru se skaldrnim soucinem
na ortonormdlni posloupnost (uy,ua, ..., uy), pro kterou plati

<u1,1I2,...,ui> = <V1,V2,...,Vz‘>

pro kazdée i =1,2,... k.

Pokud chceme najit pouze ortogonalni bazi, stac¢i vynechat v algoritmu kroky
(ib). V takovém p¥ipadé hleddme ortogonalni projekei w;_; vektoru i na podprostor
(ur,ug,...,u;—1) s ortogondlni bazi (ui,us,...,u;—1) a k jejimu vypoctu musime
pouzit dtsledek 8.47 misto tvrzeni 8.46. Vypoctu norem vektort v; — w;_1 se tim
ale nevyhneme (s vyjimkou toho posledniho).

Piiklad 8.50. V podprostoru

W= <V17V23V3> = <(1’ 2,0, 1)T, (15 -1, 170)T7 (07 1,1, 3)T>

prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem najdeme ortonormalni bazi uj,
ug, uz. Pouzijeme Gramovu-Schmidtovou ortogonalizaci na posloupnost vektori
(v1,Vva,vs). Postupné pocitdme

1
Vi 1 2
uy=—=— ,
[vill V6 | O
1
1 1 1
1 -1 1 2 1 2
W1—<U1,V2)u1——6(1,270,1) 1 76 0 _6 0 s
0 1 1
1 1 7
-1 2 1 —4
Vo — W1 = 1 +6 0 :6 6 R
0 1 1
7
Vo — W1 ]. —4
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wo = (U, Vs) ug + (ug, v3) uy

0 1 0 7
1 1 1 2 1 1 1 —4
=—(1,2,0,1 — + ——(7,-4,6,1 —
6( ) 1 1vel| O \/102( ) 1 102 6
3 1 3 1
1 7 120 4
B N T O I S (U I
61 0 102 6 102 30 A ! )
1 1 90 3
0 4 -5
e | VA A 2
Vs W2 =g |l 1|17 3 :
3 3 9
-5
V3 — Wo 1 —2
usz =

[va—wal  Vilo| 3
9

Ziskali jsme tak ortonormalni posloupnost

1 7 -5
1 2 1 4 1 -2
Ve | 0 ]7V102 6 ]’/119 3 ’
1 1 9

ktera je ortonormélni bézi podprostoru W = ((1,2,0,1)7, (1,-1,1,0)7,(0,1,1,3)").

Pfi feSeni predchoziho prikladu jsem neovérovali predpoklad, ze dand posloup-
nost (v1, vy, v3) je linedrné nezévisla. Neni to nutné, protoze algoritmus pro Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci sdm pozna, je-li néktery z danych prvka v; lineadrné
zavisly na predchozich. Pokud by takovy prvek v; existoval, pro prvni z nich by
platilo

V; € <V1,V2,. .. ,Vi_1> = <u1,u2,. . .,ui_1>

Ortogonélni projekce w;_1 prvku v; na podprostor (uy, us, ..., u;—1) by se rovnala
v; a rozdil v; — w;_; by byl nulovy vektor. V kroku (ib) by se algoritmus ozval, ze
ma délit ¢islem 0, a zastavil by se. Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tak mtzeme
pouzit ke zjisténi, je-li néjakd posloupnost (v, va, ..., vy) prvki linedrniho prostoru
se skaldrnim soucinem linedrné zavisld nebo nezavisla.

7 véty 8.49 dostavame ihned dva dtlezité dusledky.

Véta 8.51. Je-li W podprostor konecné generovaného linedrniho prostoru V se
skaldrnim soucinem, pak kazdou ortonormdlni (ortogondlni) bdzi v podprostoru W
lze doplnit na ortonormdlni (ortogondlni) bazi celého prostoru V.

Specidlné, v kazdém konecné generovaném linedrnim prostoru se skaldrnim sou-
¢inem ezistuje ortonormdlni bdze.

Diikaz. Necht (uj,us,...,u;) ortonormalni baze W, je linedrné nezavisla. Dopl-
nime ji vektory vii1,...,v, na bazi V (viz dusledek 5.58). Gramova-Schmidtova
ortogonalizace z posloupnosti (uy,us,...,Ug, Vii1,...,Vy,) Vytvorl ortonorméalni
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posloupnost, pfi¢emz prvnich &k prvki nezméni. (Muzeme ji také ,spustit az od
(k 4 1)-niho cyklu).

Tot4z udélame v piipadé pouhé ortogonalni béze (uj,us,...,u;) podprostoru
W, Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci pouZijeme bez normalizac¢nich kroku (ib).
O

Druhym dtsledkem je néasledujici véta, ktera formalizuje diive uvadéné intuitivni
tvrzeni, ze kazdy konefné generovany linearni prostor se skalarnim soucinem je
,V podstaté stejny“ jako aritmeticky vektorovy prostor se standardnim skaldrnim
soucinem.

Véta 8.52. Je-li V linedrni prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se skaldrnim
soucinem (), pak existuje izomorfismus f : V. — R™ (nebo f : V — C"), pro ktery
plati

(u,v) = f(u)- f(v)
pro kazdé dva prvky u,v € V.

Diikaz. V prostoru V zvolime ortonormélni bazi B a definujeme f pfedpisem f(u) =
[u]g. Podle tvrzeni 6.29 je f izomorfizmus mezi V a R™ (nebo C"). Podle tvr-
zeni 8.40 plati

(u,v) = [ulp vl = f(u)- f(v) .
g

8.4.2. QR-rozklad. QR-rozklad je maticova formulace Gramovy-Schmidtovy orto-
gonalizace v aritmetickych vektorovych prostorech se skalarnim soucinem. Ze vzorce
pro Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci vidime, Ze puvodni vektory v; lze vy-
jadrit jako linearni kombinaci vektorti up, ug,...,uy, které jsou navzajem orto-
gonalni a jednotkové. Pouzijeme-li tento fakt na linedrné nezavislou posloupnost
(v1,Va,..., V) redlnych (nebo komplexnich) n-slozkovych aritmetickych vektort,
ziskdme vyjadfeni matice A = (v1|ve|...|vy) jako souéinu matice (uj|uz|...|uy)
a horni trojuhelnikové matice fadu k. Tomuto vyjadreni fikame QR-rozklad.

Tvrzeni 8.53 (o QR-rozkladu). Je-li A redlnd nebo komplexni matice typun x k s
linedrné nezavislymi sloupci, pak existuje matice Q typu n Xk nad stejnym télesem s
ortonormdalnimi sloupci a horni trojihelnikovd matice R radu k s kladngmi redlngmi
prvky na hlavni diagondle takovd, Ze plati A = QR.

Diikaz. Oznac¢ime (v1, ..., vy) posloupnost sloupcovych vektorii matice A. Na tuto
posloupnost provedeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci, tj. oznac¢ime prro ka-
7déi=1,2,...k
wi1 = (u, vi)u + (ug,vi)ug +--- + (w1, vi) uiy
W — Vi — Wi—1
C v = W]
Z toho ziskdme vyjadieni
vi=|vi—wiillwi +wi
= |lvi = wia|[u; + (ug, vi) ug + (ug, vi) up + - (W, Vi) w4

=(ug,vi)ur + (ug,vi)ug + -+ (w1, vi) U1 + ||vi — wiq || w;
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coZ muzeme maticové zapsat ve tvaru

||V1 7W0H <U1,V2> <111,Vk>
[ve — w1l ... (ug,vy)
(vi|val...vi) = (u1] ... |ug) . .
0 0 ||Vk 7Wk,1H

Pokud v predchozi rovnosti nahradime obecny skalarni soucin stadardnim, dosta-
neme

||V1 - W()H HTVQ ce u’{vk
|lve —wil| .. uivy
(vi|val...|vk) = (a1] ... |Jug)
0 0 ||Vk 7Wk,1H

Priklad 8.54. Vypocitame QR-rozklad redlné matice

1 1 0
2 -1 1
A= (V1|V2|V3) = 0 1 1
1 0 3

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci posloupnosti sloupcovych vektort (vq, va, v3)
v aritmetickém prostoru se standardnim skalarnim soudinem jsme spocitali uz v
piikladu 8.50. Nasli jsme tam ortonormaélni posloupnost

1 7 -5
( ) 1 2 1 —4 1 -2
u 7u 7u = = 77 ’7
bR Vel o] vioz| 6 | vio| 3
1 1 9
Béhem vypoctu jsme také nasli vektory

1 7 -5
(Vi — Wp, Vo — W1, V3 — Wa) = 2 N S
1 0, V2 1, V3 2) — 0 76 6 717 3
1 1 9

Nyni stac¢i pouze spocitat prislusné normy a standardni skalarni souciny a dosadit
je do zavéreéné formulky z dikazu piedchozi véty. Dostaneme

1 1 0 1/V6  7/V/102  —5/V/119
2 —1 1 26 —4/\I02 —2/y/I19 V6 #\/5 5/V/6
1 0 3 1/\/6 1/\/@ 9/@ 0 0 4 119/17

Gramova-Schmidtova ortogonalizace obecné neni numericky stabilni. Jeji stabi-
litu Ize vylepsit tak, ze jednotlivé algebraické operace pti vypoctu délame v jiném
poradi, ale tak, aby se vysledek nezménil. Tomu se fika modifikovand Gramova-
Schmidtova ortogonalizace a vice o ni bude v pfednasce z numerické linearni algebry
ve druhém roc¢niku.
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8.5. Unitarni a ortogonalni matice.

Dal$im pojmem, kterym se budeme struc¢né zabyvat, jsou ortogonalni a unitarni
matice. Pokud v tvrzeni 8.53 o QR-rozkladu uvazujeme aritmeticky prostor R”
(nebo C™) se standardnim skaldrnim souéinem, mizeme podminku, Ze posloupnost
sloupcovych vektort matice @) typu n x k je ortonormalni, zapsat elegantné pomoci
rovnosti QTQ = Ij (nebo Q*Q = I — n). Ctvercové matice s touto vlastnosti si
vyslouzily samostatné jméno.

Definice 8.55. Ctvercova realnd matice A fadu n se nazyva ortogondini, plati-
i AT A = I, étvercova komplexni matice U fadu n se nazyva unitdrni, plati-li

UU =1,.

Kazda redlnd (resp. komplexni) étvercovd matice @) fadu n uréuje zobrazeni
fo : R" — R" (resp. fg : C* — C"). Nasledujici tvrzeni shrnuje fadu riznych
ekvivalentnich definic ortogonélnich (unitdrnich) matic.

Tvrzeni 8.56. Je-li QQ redind (resp. komplexni) ctvercovd matice fadu n, pak jsou

nasledugict tvrzeni ekvivalentni.
(1) Q je ortogondini (resp. unitarni),
(2) zobrazeni fo(q) = Qu zachovdvd standardni skaldrni soucin, tj. pro libo-

volné u,v € R" (resp. C") plati Qu- Qv =u-v,

(3) fo zachovdvd eukleidovskou normu, tj. pro libovolny vektor v € R™ (resp.
T plati Qv = [|v],

4) fo zobrazuje kaZdou ortonormdini bdzi na ortonormdlni bdzi,

5) Q7' = QT, (resp. Q' = Q")

6) posloupnost fadkovych vektori matice Q tvori ortonormdlni bazi v R™ (resp.
C™) se standardnim skaldrnim soucinem,

(7) posloupnost sloupcoviyjch vektori matice Q tvori ortonormdlni bdzi v R"
(resp. C™") se standardnim skaldrnim soucinem.

(
(
(

Diikaz. Oznacime Q = (qi,qs,...,qn) a Q1 = (q1,q2, ..., qn). Ekvivalence (1) a
(5) plyne z toho, Ze kazd4a matice inverzni zleva ke ¢tvercové matici @ je uz inverzni
z obou stran.

Rovnost QTQ = I,, (resp. Q*Q = I,,) je ekvivalentni tomu, Ze q;-q; = &;; pro ka-
zdé i,7 =1,2,...,n, coz je ekvivalentni tomu, Ze posloupnost sloupcovych vektort
(41,92, ---,4q,) je ortonormdlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu v
R™ (resp. C"). To dokazuje ekvivlenci (1) a (6). Analogicky je rovnost QQT = I,
ekvivalentni tomu, ze q; - qu = 0,5, coz znamend, Ze posloupnost fadkovych vek-
tortt (@7, al,...,ql) je ortonormalni v R™ (resp. C") se standardnim skaldrnim
souc¢inem. Tvrzeni (1), (5), (6) a (7) jsou tedy navzajem ekvivalentni.

Dtikaz, ze z (1) plyne (2) je pfimocary. Pro kazdé dva vektory u,v € R™ (resp.
C™) plati

fo) - fo(v)=(Qu)-(Qv)=(Qu)'Qv=u"Q"Qv=u'v=u-v
(resp. (Qu) - (QV) = (Qu)*QV = w'Q*Qv = u*v = u - v).

Tvrzeni (4) plyne z (2) pfimo z definic. Z (4) plyne ihned (6), protoze q; = Qe; =
fo(e;) prokazdé i =1,2,...,n a posloupnost (e, es,...,e,) prvki kanonické baze
v R™ (resp. C") je ortonormélni. Tim jsme dokézali, Ze jsou ekvivalentni vSechna
tvrzeni (1), (2), (4), (5), (6) a (7).

Stejné pitmo ze (2) plyne (3). Plati || fo(u)]* = (Qu) - (Qu) = u-u = |jul]?, a
protoZe norma kazdého vektoru je nezaporna, plyne odtud || fo (u)|| = ||u|| pro kazdé
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u € R™ (resp. u € C™). Naopak z (3) plyne (2) pomoci polariza¢nich identit, které
fikaji, Ze skaldrni soudin je jednozna¢né uréen normou, kterou definuje. Podrobnéji,
protoze fq zachovava normu, dostaneme z bodu (4) tvrzeni 8.25

Re (Qu-Qv) = %(IlquL Qvl* — [Qu|l* — Q)

1 1
= 5(1Q(u+ V) = llQul* = Qv]*) = §(||11+V||2 —[[uf® = v [*)
=Re(u-v) .

Tim je dokézano, ze z (3) plyne (2) v pfipadé R™. Rovnost imagindrnich ¢asti
skaldrniho souéinu v pfipadé C" dostaneme analogicky z polarizac¢ni identity ve
cvicenich. 0

Standardni pojmenovani ortogonalni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi
by bylo nazyvat ji ortonormalni. Hezkou vlastnosti téchto matic je snadné urceni
inverzni matice — stac¢i vzit podle bodu (5) matici hermitovsky sdruzenou. Piiklady
ortogonalnich matic jsou matice rotaci a zrcadleni podle podprostorti vzhledem ke
kanonickym béazim.

Dusledek 8.57. Soucin dvou ortogondlnich (resp. unitdrnich) matic téhoz fadu je
opét ortogondlni (resp. unitarni) matice.

Diikaz. Dokéazeme pouze ortogonélni ptipad. Jsou-li A, B ortogonalni matice, plati
A7t = AT a B~! = BT, a proto (AB)™! = B71A7! = BTAT = (AB)T, coz
dokazuje, ze AB je také ortogonélni. |

Rovnost QTQ = I,, pro ortogonalni matice nyni pouzijeme k dikazu, ze QR-
rozklad regularni matice A je uréeny jednoznacné.

Tvrzeni 8.58. Je-li A requldrni (redlnd nebo kompexni) matice vddu a a A =
Q1R1 = Q2R jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati Q1 = Q2 a Ry = R».

Diikaz. Pripomnme, ze v QR-rozkladu je posloupnost sloupcovych vektort matice
Q@ ortonormélni, coz v piipadé ¢tvercové matice A znamena, ze @ je také ¢tvercova
a tedy ortogondlni (resp. unitarni). Matice R je horni trojahelnikovéd s kladnymi
prvky na hlavni diagonale.

Jsou-li A =Q1R1 = Q2R> dva QR-rozklady regularni matice A, plyne odtud

Q;'Q1=ReRy" .
Oznacime si tento soucin C' = (ci|ca| - |c,) = (cij). Soucin Q5 'Qy je ortogonalni a
souéin Ry Ry je horni trojihelnikova matice s kladnymi prvky na hlavni diagonale.
Plati proto ¢;; = 0 proi > 1 a tedy 1 = |lc1|| = ¢ ¢y = ¢2, a tedy ¢1; = 1, nebot
c11 > 0. To znamend, ze ¢y = ey.

Dale postupujeme indukei podle indexu sloupcti ¢; a dokdzeme c; = e; pro kazdé
j=1,2,...,n. Pro j =1 jsme to pravé ovérili. Pfedpokladejme nyni, Ze pro néjaké
j>1aj<nplati c; = e; pro kazdé i = 1,2,...,5 — 1. Z rovnosti ¢; - ¢c; = 0 pro
i < j (Q je ortogonélni) a indukéniho predpokladu c; = e; plyne 0 = e; - ¢; = ¢;;
pro kazdé i < j. Matice (c;;) = RaR; " je horni trojihelnikova, proto také c;; = 0
pro kazdé i > j. Z rovnosti ||c;j|| = 1 (opét ortogonalita matice C') pak plyne c?]- =1
a tedy ¢j; = 1, neboli ¢; = e;.

Indukei jsme tak dokazali, 7ze Q;'Q1 = RoRy > = I, atedy Q1 = Q2 a Ry =
R,. O
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QR-rozklad lze pouzit pii Feseni realnych (komplexnich) soustav linedrnich rovnic
Ax = b s danou regularni matici A a rtiznymi vektory pravych stran b stejnym
zpusobem, jakym lze pouzit LU-rozklad. Spoc¢teme QR-rozklad matice A = QR.
Rovnici Ax = b prepiSeme do tvaru QRx = b a vyuzijeme toho, Zze matice @ je
ortogonalni (unitérni). Inverzni matici Q! = Q7 nemusime poéitat a soustavu

Rx=Q"b
vyfesime zpétnou substituci. Algoritmus pro QR-rozklad je numericky stabilnéjsi
nez Gaussova eliminace, ktera vede na LU-rozklad. VyZaduje ale zhruba n? aritme-
tickych operaci, coz je tfikrat vice nez vypocet LU-rozkladu.

Nasledujici piiklad ukazuje, ze Gramova-Schmidtova ortogonalizace skuteéné
neni numericky stabilni.

Priklad 8.59. V aritmetice se zaokrouhlovanim na t¥i platnd mista pouZijeme
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci na posloupnost sloupcovych vektort matice

1 1 1
A= 107% 10° 0
10°% 0 1073
Vsimnéme si, ze vSechny sloupcové vektory jsou ,skoro“ rovnobézné. Vysledek
zapiseme jako sloupcové vektory matice

1 0 0
Q=1 102 0 -0,709
1072 —1 —0,709
Vidime, ze druhy a tfeti sloupec pfilis kolmé nevysly.

8.5.1. Gramova matice. Pokud zname v linedrnim prostoru V se skalarnim sou-
¢inem obecnou béazi B = (uy,uy,...,u;) néjakého koneéné-generovaného podpro-
storu W, miizeme spocitat projekci w libovolného prvku v € V na podprostor
W piimo, bez toho abychom napted hledali ortonormalni bazi. Nasledujici tvrzeni
ukazuje, ze vektor souradnic projekce w vzhledem k bazi B spocteme jako feSeni
jisté soustavy linearnich rovnic.

Tvrzeni 8.60. Je-li W konecné generovany podprostor linedrniho prostoru V se

skaldrnim soucinem {,), v.€ V a B = (uj,us,...,u;) bize ve W, pak vektor
soutadnic [w|g = (ay,as,...,a;)T ortogondlni projekce prvku v na podprostor W
spocteme jako Teseni soustavy linedrnich rovnic

<u13u1> <u17u2> <u17uk> <U1,V>

(w2, w) (uz,u2) -+ (uz,uy) | (uz,v)

<uk7u1> <uk7u2> <uk7uk> <ukav>

Diikaz. Definice ortogonalni projekce w prvku v na podprostor W fika, ze musi
platit (v —w) L W, coz plati pravé kdyz (v — w) L u; pro kazdé i = 1,2,...,k,
neboli pravé kdyz (u;, w) = (u;, v).
Soutadnice [w]g = (ay,az,...,a;)’ projekce w splituji rovnici
W = aju; + agug + - - -+ apug
ze které s vyuzitim lienarity skalarniho souc¢inu vzhledem ke druhé slozce dostavame

(us, w) = ag (ug,ur) + a2 (ug, ug) + -+ + ag (uy, u)
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Rovnost (u;,w) = (u;,v) plati tedy pravé kdyz soufadnice a1, as, ..., ax spliuji
rovnici

ay (u;,ur) +as (uw;,ug) + - -+ ag (u;, ug) = (u;, v)
pro kazdé i = 1,2, ... k. O

Priklad 8.61. V prostoru redlnych polynomi se skaldrnim soucinem ( f, g) = fol fg
najdeme ortogonalni projekci w polynomu v = 22 na podprostor W = (uy, up) =
(1,2) polynomu stupné nejvyse 1. Projekce w = a + bz s nezndmymi koeficienty
a,b € R, které podle pfedchoziho tvrzeni najdeme jako feSeni soustavy
1 1 1
( (ur,u;) (ug,ug) | (ug,v) )_ foll f? x f01x2 _< } % )
(ug,u1)  (uz,u) | (uz,v) fox Jo2*] [y 2® 3 3

Resenim soustavy dostaneme vektor (a,b)? = (—%, 1)T. Ortogonalni projekce po-
lynomu v = 2?2 je tedy

=00 | =

1
W:aul—i—bug:—g—l—x .
Vzdalenost polynomu v = 22 od podprostoru W se rovna normé vektoru

v-w=za—z+- s

6

kterou spocteme jako

1 2 1

1 4 1 1

||v—w:\//O <x2—x+6> :\//0 x4—2x3+§xz—§x+%
_\/1 L4 1 1 [1
V5 29 6 36 V30
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Matice soustavy z tvrzeni 8.60 si také vyslouzila vlastni jméno.

Definice 8.62. Jsou-li uj,us,...,u; prvky linedrniho prostoru se skaldrnim sou-
¢inem, pak ¢tvercovou matici

<ll1,111> <u17u2> <u17u/€>

(ug,u;) (ug,uz) -+ (ug,uy)

(wow) (wous) - (wew)
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fadu k nazyvame Gramova matice posloupnosti prvki (ug, ug, ..., ux).

Vsimnéme si, Ze v piipadé standardniho skalarniho soucinu na aritmetickém pro-
storu R” mizeme Gramovu matici spocitat rychle tak, ze si vektory uy,us,...,uy
zapiseme jako sloupce matice

A= (wifuz---[uy)

a spocteme

ufu; ufuy, - ulw up-u; up-uy --- o Up - Ug

T T T
T uu; usuzy -+ Uy Ug Uz -u; Ug-U2 -+ U2-Up

AT A= ) . . . =

ufu; uluy - ulu Up-u; Up-Uy --- Ug-Ug
Gramova matice posloupnosti vektort (uy,us,...,u;) tedy v tomto piipadé neni

nic jiného nez souc¢in matic AT A. V piipadé standardniho skaldrniho soucinu na
C™ je to matice A* A.
Zékladni vlastnosti Gramovy matice shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.63. Pro Gramovu matici B = ({u;,u;)) posloupnosti proki (uy, ug, ..., ug)
néjakého linearniho prostoru 'V se skalarnim soucinem plati
(1) matice B je reguldrni pravé kdyz je posloupnost (ui,us,...,uy) linedrné
nezavisld,
(2) matice B je symetrickd (hermitovskd v komplexnim piipadé),
(3) je-li posloupnost (uy,ug, ..., ux) linedrné nezdvisld, pak je Gramova matice
B pozitivné definitni.

Diikaz. Gramova matice B ma fad k. K dikazu (1) zvolime libovolné skaldry
ai,as,...,a; € Caproi=1,2,...,k spoteme skalarni souciny

(wi, arug + aguy + - - + apuy) = a1 (ug,ur) + az (ug, uz) + -+ + ax (g, ug)

Oznadime-li w = aju;+agua+- - -+apuy, dostdvame tak, ze sou¢in B(aq, ag, . . ., ak)T
se rovna
< ui, W>
< uz, W>
T
B(ay,azg,...,ar)" =
< Ug, W>
Je-li nyni Gramova matice B singularni, existuje nenulovy vektor a = (ay, as, ..., ax)"
takovy, ze Ba = o. Odtud plyne, Ze pro vektor w = aju; + asus + - - - + apuy plati
(u;,w) =0 pro kazdé i = 1,2,..., k. Potom ale
2
[w]|” = (w,w) = (w,a1u; + agua + - - + apug) = a1 {w,uy)+- - -+ag (w,ug) =0 ,
coz podle axiomu (SP) pro skalarni souin znamend, zZe w = o a posloupnost
(ui,us,...,ug) je linedrné zavisla.
Je-li naopak (uy, ug, ..., ux) linedrné zavisla posloupnost, existuji skalary a1, as, . . ., ax,

které nejsou vsechny nulové, a pro které plati aju; + asus + - - + arur = o. Pak
plati také

0={(u;,0) = (W, a1uy +asuy + - - + apug) = a1 (W, wy) + - - - + ax (u;, ug)
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pro kazdé i = 1,2,...,k, a proto

(uy,0) 0
(ug,0) 0
Blay,as,...,ax)" = : = :
< ug, 0> 0
Protoze vektor (aj,as,...,a;)’ je nenulovy, je Gramova matice B singularni.

Vlastnost (2) plyne ze skorosymetrie (SCS) skaldrniho souéinu.

Pokud jde o vlastnost (3), potfebujeme dokézat, ze pro kazdy aritmeticky vektor
a = (aj,as,...,a;)" € C* plati a*Ba > 0, pfi¢em# rovnost nastéava pravé kdyz je
a = 0. Oznaéime w = ajuy + aguy + - - - + apug. Z dikazu (1) vime, ze

<u17w>
<112,W>
Ba:B(alaaQ)"'aak)T =
<uk7w>
a tedy
a*Ba=7ay (u;,w) +az(uz, w) +--- +ay (u, w)

=a
= (auy + agug + - - + apug, w) = HW||2 >0

pro kazdy vektor a € C*, piicemz rovnost nastava pravé kdyz w = 0 podle axiomu
(SP) z definice skaldrniho souéinu. ProtoZe predpokladame, ze (uj,ug,...,ux) je
linearné nezavisla posloupnost, rovnost o = w = ajuy + asus + - - - + axuy nastava
pravé kdyz a1 = as = --- = a, = 0. Odtod plyne, ze a*Ba = 0 pravé kdyz a = o,
coz znamena, ze B je pozitivné definitni matice. (|

Vsimnéme si jesté, ze predchozi diukaz lze vyrazné zjednodusit, pokud uvazu-
jeme aritmeticky vektorovy prostor C™ se standardnim skalarnim souc¢inem. V tom
piipadé se Gramova matice B posloupnosti prvki (uy, ug, .. ., ug) rovné rovnd sou-
¢inu A*A, kde A = (uy]uz|- - |ug). K dikazu (1) pak staci spocitat, ze v pfipadé ze
Ba = o pro néjaky vektor a € C¥, plyne odtud A*Aa = o a tedy také a*A* Aa = o,
neboli ||Aa|| = o, coz znamend, ze Aa = o a z pfedpokladu linedrni nezévislosti
posloupnosti sloupcovych vektort matice A dostdavdme a = o. Gramova matice
B posloupnosti (ug,us,...,ux) je tedy regularni, pokud je posloupnost vektorii
(ui,us,...,u;) linedrné nezavisld. Opa¢nd implikace a pozitivni definitnost matice
B, neboli vlastnost (3), se dokdzou analogicky.

Predchozi tvrzeni ukazuje, ze Gramova matice jakékoliv baze linearniho prostoru
se skalarnim soucinem je vzdy pozitivné definitni. Pozdéji ukézeme, ze kazda pozi-
tivné definitni matice je naopak Gramovo matici néjaké baze aritmetického prostoru
se skaldrnim soucinem.

8.6. Ortogonalni doplnék.
Nejvétsi mnozina prvki kolmé na danou mnozinu M C V' v linedrnim prostoru
se skaldrnim sou¢inem se nazyva ortogonalni doplnék.

Definice 8.64. Je-li V prostor se skaldrnim soucinem (,) a M C V, pak ortogo-
ndini doplnék M~ mnoziny M je mnozina vech prvki V kolmjch na kazdy prvek
M, tj.

M+ ={veV:v.lM}.
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Podle definice M je kolma na M+ a M* je nejvétsi takovd mnozina. Dalsi
jednoduché vlastnosti ortogonalniho dopliiku jsou:

Pozorovani 8.65. Je-li V prostor se skaldrnim soucinem {,) a M, N C V, pak
platt

(1) M= (),

(2) M~ je podprostor V,

(3) je-li M C N, pak N+ C M+.
Diikaz. Plati v € M+ pravé kdyz v L M coz je pravé kdyz v L (M) podle
pozorovani 8.43, a to je pravé kdyz v € <M>J‘

K dikazu (2) staéi ovéfit, Ze ortogonalni doplnék M= je uzavieny na s¢iténi a
nésobeni skaldrem. Je-li u,v € M=, plati pro kazdé w € M, 7e u L wa v L w,
atedy (w,u+v)=(w,u) + (w,v) =0, coz dokazuje u + v € M+. Podobné lze
dokézat uzavienost M~ na skalarni nasobky.

Stejné snadné je ovéiit (3). Je-liv € N+, plativ L N D M, tj. také v L M a
tedy v € M*. ]

V R? se standardnim skalarnim souéinem je ortogonalni doplnék mnoziny M =
{u, v} dvou linearné nezavislych vektorti pfimka kolma na rovinu (u, v). Ortogo-
nalnim dopliikem nenulového vektoru (nebo jeho linedrniho obalu) je rovina.

Priklad 8.66. Ur¢ime ortogonalni doplnék roviny U = ((1,2,5)7,(0,1,1))) v
prostoru R? se standardnim skaldrnim souc¢inem. Podle (3) je U* rovna mnoziné

vSech vektorti x kolmych na oba generatory, tj. mnoziné vektort, pro které (1,2,5)x =
0 a (0,1,1)x = 0. Maticové

(o1 7)x=(5)

Hledédme tedy feSeni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou gene-

ratory U,
-3
L 1 2 5\ B
U —Ker(0 11 )= 11

V ptikladu jsme vidéli, ze k urceni ortogonalniho dopliiku mnoziny vektorta M =
{v1,va,..., vk} (nebo podprostoru (M)) v aritmetickém vektorovém prostoru R
se standardnim skalarnim soucinem staci napsat vektory vi,vo,..., vy do radkl
matice a vyfesit prislusnou homogenni soustavu. Pfi standardnim skalarnim souc¢inu
tedy plati

(Im AT)L = Ker A .
To nam dava nad R dalsi interpretaci feSeni homogenni soustavy rovnic Ax = o

— urcujeme ortogonalni doplnék fadkid matice A. V C" se standardnim skalarnim
soucinem je jesté treba pridat komplexni sdruzovani,

(Im A*)* = Ker A .

Obecnéji, pocitame-li vzhledem k ortonormalni bézi, pak skalarni soucin se chova
jako standardni (viz tvrzeni 8.40), takze ortogonalni doplnék mnoziny vektort
miizeme spocitat podobné.
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Pozorovani 8.67. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem

(,), B jeho ortonormdlni baze, M = {v1,va,...,vi}. Oznaéime A matici s Fadky
vilg, [valgs - -, [Vk]g. Pak
[M*]p =Ker A .
Diikaz.
[M*)p = {[u]p :u L M} = {[u]p: (vi,u) = (va,u) = - = (v, u) = 0}
= {[u]p : vilp[uls = [vo]p[ulp = - - = [vi]p[uls = 0}

={x:Ax =0} =Kerd .

O

Dulezité netrivialni vlastnosti ortogonalniho dopliku jsou shrnuty v nasledujici
vété o ortogonalnim doplnku.

Véta 8.68. Necht V je konecné generovanyj prostor dimenze n se skaldrnim sou-
cinem (,) a W je podprostor V. Pak plati

(1) dim(W+) = n — dim(W),
(2) V=Wa Wi
(3) (Wh)' =W,

Diikaz. V dikazu pouzijeme skuteCnost dokazanou ve vété 8.51, a to, ze kazdy
prostor kone¢né dimenze ma néjakou ortonormalni bazi B.

Zvolme néjakou bazi (wy,wa,...,wy) prostoru W, tj. dim(WW) = k.
(1) Podle véty 8.51 mtizeme zvolit néjakou ortonormalni bazi (wi, ws, ..., W)
prostoru W, plati tedy dim W = k. Podle téze véty ji doplnime na or-
tonormalni bazi (wi,wa, ..., Wk, Wii1,...,W,) celého prostoru V. Plati

tedy w; L W pro kazdé j = k+1,...,n a tedy W + W =V a tedy
dim(W + W) = n.

Dokézeme dale, 7e WNW = {o}. Je-li totiz v € WNW-, plativ L v
a tedy |[v||> = (v,v) = 0, coz podle axiomu (SP) z definice skalarniho
sou¢inu znamend v = o. Takze dim(W N W) = 0. Z véty o dimenzi
souctu a pruniku podprostort pak dostavame, ze

dim W+ = dim(W + W) + dim(WNW4) —dimW =n — k .

(2) Z dikazu (1) vime, ze W N W+ = {0} a W + W' = V| coz zapisujeme
jako V=W @ W+,

(3) Podprostor W je kolmy na W+, takze W je podprostorem (W=)+. Podle
(1) mame dim(W+) = n — k a dim((WH)Y) = n — (n — k) = k. Takze
W = (W)L opét podle tvrzeni 5.63.

O
Predpoklad koneéné generovanosti V' v bodech (2), (3) véty 8.68 miizeme nahra-

dit slabsim pfedpokladem, ze W je konecné generovany. To ziskdme jako disledek
Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace, viz cviéeni.
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8.6.1. Prostory urcené matici a kolmost. Podivame se jesté kratce na vztahy pro-
storti urcenych matici z hlediska kolmosti.

Uvazujeme standardni skaldrni sou¢in nad redlnymi ¢isly a redlnou matici A typu
m X n.

Vsimli jsme si, Ze pro standardni skalarni sou¢in nad R mame (Im A7)+ = Ker A.
Podle bodi (3) a (2) z véty 8.68 také plati

(Ker A)t =Im AT | KerA@Im AT =R" |
kde n je pocet sloupcti matice A.
Obdobné pro prostory Im A a Ker AT mame vztahy
(ImA)*t =Ker AT, (KerAT):t =ImA, KerAT @ ImA=R" |
kde m je pocet fadkt matice A. Dostaneme je z predchozich rovnosti (Im A7)+ =
Ker A a (Ker A)* = Im AT nahrazenim matice A transponovanou matici A”.
Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potfeba transponovani na-

hradit komplexnim sdruzovanim a realné prostory R™,R" komplexnimi prostory
cr,cm.

Priklad 8.69. Pro matici

1 2 =3
A= 1 -1 2
2 1 -1

mame
KerA=((-1,53)7), ImA" =((1,2,-3)",(1,-1,2)") .
Skuteénd Ker A 1 Im AT a Ker A ® Im AT = R3.

8.7. Aplikace a zajimavosti.

8.7.1. Metoda nejmensich ¢tverci. PTi feSeni praktickych problémil se ¢asto stava,
ze vedou na soustavu rovnic Ax = b s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty, kterd
nem4 feseni. Reknéme, ze A = (a;|as|---|a,) je matice typu m x n nad R nebo C,
typicky m >> n. Takova soustava muze naptiklad vzniknout sestavenim rovnic z
velkého mnozstvi méreni, kterd jsou zatizend chybami. Chceme nalézt ,,co nejlepsi®
priblizné feseni X v tom smyslu, aby vektor Ax byl co nejblize pravé strané soustavy
b, tj. aby norma ||b — A%|| byla co nejmensi mozn4.

Metoda nejmensich ¢tverci je zalozena na méfeni normy vektord pomoci euklei-
dovské normy (odtud jeji nazev), ktera je uréend standardnim skaldrnim souéinem
v R™ (nebo v C"). ZapiSeme-li souc¢in Ax jako linedrni kombinaci sloupcti matice A,
miizeme se na tento problém podivat tak, Ze hleddme vektor X = (x4, ... )7 tak,
aby vektor xia; + x9as + - - - + x,a, byl co nejblize vektoru b. Pro libovolny vektor
x € R™ (nebo x € C") lezi soucin Ax v podprostoru Im (A). Podle tvrzeni 8.45 je
mezi vSemi vektory Ax € Im A nejblize k b ortogonalni projekce w vektoru b na
Im A. Podle definice ortogonalni projekce je vektor w € Im A ortogonalni projekci
vektoru b na Im A pravé kdyz (b — w) L (Im A).

Definice 8.70. Je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic s redlnymi (nebo kom-
plexnimi) koeficienty. Kazdy vektor X € R™ (nebo % € C") takovy, Ze AX se rovna
ortogonélni projekci vektoru pravych stran b na sloupcovy prostor Im A matice
A se nazyva priblizné teseni (nebo aprozimace fedent) soustavy Ax = b metodou
nejmensich ctverci.



LINEARNI ALGEBRA 281

Vektor X je tedy aproximace feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tvercti
préavé kdyz (b — A%) L (Im A) neboli pravé kdyz b — A% € (Im A)+ = Ker (4%),
coz je pravé kdyz A*(b — AX) =0, a to je pravé kdyz A*Ax = A*b. Dokézali jsme
tak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.71. Je-li A matice typu m xn nad R nebo C a b € R™ (resp. C™), pak
mnozina véech priblizngch teseni soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je
rovna mnoziné viech (presnyjch) feseni soustavy

A"Ax = A"b .
Definice 8.72. Soustavu A*Ax = A*b nazyvame soustava normdlnich rovnic
prislusna k soustavé Ax = b.
2 .
I )
- +
b ImA
Ao i \ w — Ax
W
Ax
A*l i

Preformulujeme si tvrzeni 8.60 na tento dilezity specialni pripad. Matice sou-
stavy z tohoto tvrzeni, tj. Gramova matice vektorti a;, as, ..., a,, méa na misté (4, j)
¢islo a;-a; = aja;. Je tedy rovna matici A*A. Z tvrzeni 8.63.1 také plyne, ze matice
A*A je regularni pravé kdyz je posloupnost sloupcovych vektoru (aj,as,...,a,)
linedrné nezavisla. V takovém piipadé proto existuje inverzni matice (A*A)_1 a
jednoznac¢né urcenou aproximaci X feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich
Ctvercit muzeme vyjadrit ve tvaru

= (A"A)"" 4D .

Vsimnéme si také, ze v pripadé, Ze posloupnost sloupcovych vektortt matice A
je linedrné nezévisla, plati

(A*A) A" A=1, ,

coZ znamené, Ze matice (A*A)”" A* je inverzni zleva k matici A. Nazjvé se Moore-
Penroseova pseudoinverze matice A. V pripadé, ze matice A je regularni, je pseu-
doinverze (A*A)71 A* inverzni matici k matici 4 a rovna se tedy A~L.

A posledni poznamka. Je-li soustava Ax = b fesitelna, je b € Im A a tedy
ortogonalni projekce w vektoru b na podprostor Im A se rovnd b. Vektor X je
pribliznym fesenim soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverct pravé kdyz plati
A% =w = b, tj. pravé kdyz je (pravym) feSenim soustavy Ax = b.
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Priklad 8.73. ReSeni realné soustavy (A|b), kde

2 0 3
(A]b) = 1 1 5 ,
-2 —-1| -2
metodou nejmensich ¢tverci je feseni soustavy
AT A% = A"b
(21—2) f (1) 5{(21—2) 2
01 -1 9 1 0 1 -1 9

9 3\, (15
3 2 T
Eliminaci dostaneme % = (21, 72)7 = (1,2)7.

Souc¢in A(1,2)T = (2,3, —4) je ortogonélni projekci w vektoru b na podprostor
Im A. Rozdil mezi vektorem pravych stran b a vektorem w = AX je potom

b-w=(35-27—-(2,3,-4)" =(1,2,2)"
a vzdalenost b od Im A je tedy

Ib—w|=v12+22+22=3 .

8.7.2. (Linedrni) regrese. Jednim z ¢asto vyuzivanych piikladd pouziti metody
nejmensich ¢tvercd je linedrni regrese. V této tloze chceme ,co nejlépe” prolozit
piimku y = ax + b danymi naméfenymi hodnotami (x1,y1), (z2,y2), -+ (Tn, Yn)-
Presnéji feceno, hledame aproximaci ,FeSeni“ soustavy

1 1|

z2 1]y

Tn 1| Yn
Vidime, ze posloupnost sloupcovych vektorti matice soustavy je linedrné nezavisla,
pokud se lisi aspon dvé hodnoty x; proi=1,2,...,n.

Priklad 8.74. Metodou nejmensich ¢tverctt prolozime body (0,1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? pifmku y = ax +b. Dvojice koeficientti (a, b) je pribliznym fesenim
soustavy linearnich rovnic

0 1|1
1 1)1
2 1|2
3 114
4 1|5
metodou nejmensich ¢tvercii. Prislusna soustava normalnich rovnic je
0 1 1
(01234) ;} <a>_<01234> ;
11 1 11 31 b 11 1 11 4
4 1 5
30 10 a\ [ 37
10 5 b )\ 13
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Resenim vyjde (a,b)” = (11/10,2/5) takZe hledani primka je
11

(z1,91) ¢

(w2,12) &

P

OBRAZEK T74. Linearni regrese — minimalizujeme Y d2.

vvvvv

elipsy (napf. pfi hledani drahy planety), apod. Také takové tlohy vedou na hledani
feseni soustavy metodou nejmensich ¢tverct.

Piiklad 8.75. Stejnymi body prolozime ,,co nejlépe* parabolu y = ax? + bx + c.
Koeficienty jsou fesenim soustavy

U DN —

0 0 1
1 1 1
4 2 1
9 3 1
16 4 1
metodou nejmensich étverct. Vyjde (a, b, )T = 1/70(15,17,58)T,

x

32, 1T
=—z'+—z+ —
YT T
Yy Yy
A
5 5
4 4 °
3 3
2 2
1 \lJ» ®
y x
—1 1 2 3 4 5 -1 1 2 3 4 5

Metodu feseni poslednich dvou prikladi mtzeme zobecnit néasledujicim zptiso-

bem. Chceme danymi daty (z1,y1), (z2,92), ...

s (TnyYn) »co nejlépe” prolozit

funkci, kterd je linedrni kombinaci pfedem zvolenych redlnych funkei fi (z), fo(x),. ..
kterym se v nékterych oborech tika regresory. V prvnim z priklada témito funkcemi
byla konstantni funkce fi(x) = 1 a linedrni funkce fo(2) = 2. Ve druhém z piikladt

jsme si k témto dvéma funkcim pridali jesté kvadratickou funkci f3(x) = x*.

2

7fq(x)7
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Hleddme redlna ¢isla cq, ¢, . .., ¢4 takova, Ze linedrni kombinace

f(@) =c1fi(@) +cafa(z) + - + e fo(2)

minimalizuje eukleidovskou vzdalenost mezi vektorem y = (y1,%2,...,yn)? a vek-
torem w = (f(x1), f(z2),..., f(z,))T, tj. eukleidovskou normu vektoru y — w.
Oznacime a;; = f;(x;) proi = 1,2,...,n a j = 1,2,...,q. Potom pro kazdé

i=1,2,...,n plati
flas) = cifi(ms) +eafami) + - -+ cofg(wi) = aincr + apea + - - + aigeq
coz muZeme zapsat maticové ve tvaru w = A¢, kde € = (¢, ¢, . . ., cq)T. Ve sloupco-
vém prostoru Im A matice A tak hledame vektor A€, ktery minimalizuje vzdalenost
od vektoru y. Pro hledany vektor ¢ musi platit, ze A¢ je ortogonélni projekci vek-
toru y na podprostor Im A. Vektor ¢ tedy najdeme jako pfiblizné fesSeni soustavy
y = Ac metodou nejmensich ¢tverct, tj. jako (pravé) feseni soustavy
AT Ae = ATy .

A nakonec zavéreéné varovani pred zneuzivdnim linedrni regrese. Linearni re-
grese je exaktni metoda, kterou lze pouzit na jakdkoliv data (z1,vy1), (z2,92), - -,
(Zn,Yn), pokud vSechny body nelezi na jedné p¥imce kolmé k prvni soufadné ose
. Smysluplné je takové pouziti pouze v pripadé, kdy mame néjaky dobry divod si
myslet, ze mezi proménnymi x a y existuje néjaka linearni zavislost tvaru y = ax+b
a naSe naméfend data na piimce nelezi pouze kviili nepfesnostem v méfeni.

Dobrym dtvodem rozhodné neni tvrzeni firmy OCIS, ze vysledky v testu ma-
tematiky od OCIS linearné zavisi na vysledcich testu obecnych studijnich predpo-
kladd od téze firmy. Takovy pfedpoklad neni ni¢im podlozeny, z podstaty véci je
nesmyslny, naméirend data jej nepodporuji, a jakékoliv zaveéry plynouci z pouziti
linearni regrese na takto ziskand data nelze nazvat jinak nez blabolem.

8.7.3. Optimalizacéni ulohy (matematické programovant).

Budu pribézné dopliovat.

8.7.4. Klasifikacni ulohy.
8.7.5. Atd.
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Cviceni
1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typu n X p nad C a a € C,
pak

(1) (A+B)" = A" + B,

(2) (aA)" =aAr,

(3) (A7) =A.
(4) (BC)" =C*B".
Dokazte.

2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Dokazte, ze det (A*) = (det (A4))*.
3. Necht A je reguldrni matice nad C. Dokazte, ze (A*)™" = (A™1)*.
4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u,v) = u”Av spliiuje podminky (SL1) a (SL2).
5. Nechf A je ¢tvercovad matice fadu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u, v) = u”Av spliiuje podminku (SCS) pravé tehdy, kdyz A je hermitovska (tj.
AT = A).
6. Necht B je regularni matice fddu n nad C a A = B* B. Dokazte, ze zobrazeni CxC — C
definované vztahem (u,v) = u*Av je skalarni soudin.
7. Dokazte, ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim souéinem (,) plati
Re ((u,v)) = 5(Juf* + ||2V||2 = *2V||2)
Re ((u,v)) = 1([[lu+v|* — u—v[J) ,
. 2
Im ((u,v)) = 3(|Ju > ivll? — [lull” - ||V2|2| )
Im ((u,v)) = 5 (|[ul® + VA" = ffu+ av][*)
Im ((u,v)) = 3(u—av]]” = u+iv]®)

Im () znaéi imaginarni ¢ast ¢isla x € C.

8. Nad realnymi ¢isly 1ze Cauchy-Schwarzovu nerovnost dokazat také nasledujicim zpu-
sobem: Vyraz |[u+ tv||*> definuje kvadratickou funkci. ProtoZe musi byt nezaporn4, jeji
diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Dopliite detaily.

9. Kdy nastava v trojuhelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochdazi ze skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliuje rovnobéz-
nikové pravidlo.

11. Dokazte, ze plati-li M L N, pak M NN C {o}.
12. Dokazte pozorovani 8.65.
13. Dokazte, ze prostorech nad R se skalarnim soucinem plati opacna implikace v Py-
thagorové vété, tj. pokud ||u+ v||> = |lu|®> + ||v||*>, pak u L v. Plati opa¢né implikace v
prostorech nad C?
14. Necht f: V — W je linearni zobrazeni a U < V je doplnék Ker f, tj. Ker fGU = V.
Dokazte, ze zuzeni f na U je izomorfismus z U na obraz f.
15. Dokazte, ze determinant Gramovy matice vektori w1, wa, ..., w, € R" je rovny druhé
mocniné determinantu matice

(Wilwal...|wy) .
Interpretujte geometricky.
16. Pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace dokazte body (2) a (3) véty 8.68 za
predpokladu, ze W je kone¢né generovany (prostor V' kone¢né generovany byt nemusi).

17. Vyuzijte QR-rozklad na dikaz nésledujici nerovnosti pro komplexni matici A =
(a1]...]an) typu m x n a standardni skaldrni soucin:

det (A"A) < [|ar]|* [laz]|* ... [Jan]®
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Pfipomenime si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost
geoemetricky.
18. Dokazte, Ze souc¢inem unitarnich matic stejnych fada je unitarni matice.
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Shrnuti osmé kapitoly
(1) Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (z1, 22, ..., 2,)7, v = (y1,%2, ..., Yn) €
R™ definujeme jejich standardni skalarni soucin jako realné ¢islo
u-v=ur1yr +Toy2 + -+ TuYn -
(2) Eukleidovskd norma nebo také eukleidovskd délka vektoru u € R™ je ¢islo
[u]] = Vu-u=vuTu .

Eukleidovskou normu vektoru u = (21, zs, . . ., xn)T tak spocitame jako

lul = /a2 + a3+ 422 .
(3) Geometricky vyznam standardniho skaldrniho sou¢inu je vyjadfen vztahem
u-v=|ul [|v] cosa ,

kde « je thel, ktery vektory u a v sviraji.

(4) Jiny geometricky vyznam spoéivd v tom, Ze absolutni hodnota soucinu
IVl cosa je délkou ortogonélni projekce vektoru v do p¥imky urcené vek-
torem u # o. Projekce méa stejny smér jako vektor u v pripadé, Ze oba
vektory u,v sviraji thel mensi nez 7/2, a ma opaény smér, pokud oba
vektory sviraji thel vétsi nez m/2.

(5) Rovnici pfimky v roviné a;z1 + asx2 = b mizeme prepsat pomoci stanard-
niho skalarni soucinu do tvaru

(m)(2)-r

a protoze v pifpadé rovnice piimky je vektor (aj,a2)? # o, jde o mnozinu
véech bodl (z1,2) v roving, jejichZ polohové vektory x = (z1,x2)” maji
stejnou ortogonalni projekei do piimky (a). Vektor a nazgvame normdlovgm
vektorem primky aixi + asxe = b.
(6) Jsou-li u,v,w € R™ libovolné redlné aritmetické vektory a a € R skalar,
pak plati
(a) u-v=v-u,
(b) u-(v+w)=u-v+u-w,
(¢) u-(av) =a(u-v),
(d) uru>0 a u-u=0 pravé kdyZ u=o.
(7) Pro dva komplexni aritmetické vektory u = (21, x2, ..., z,)T a v =
(Y1, Y2, .-, yn)T definujeme standardni skaldrni soucin u - v predpisem

u-v==r1y1 +T2Y2+ -+ TpyYn ,

kde T znaci ¢islo komplexné sdruzené k x, tj. a + bi = a — bi.
(8) Eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu aritmetického vektoru
u=(z1, o, ..., x,)7 € C" definujeme jako

[l = vVuu = Vaie + Tozs + - + Tawn = Vw12 + 22+ 4 o

(9) Hermitovsky sdruzend matice k matici A = (a;j)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j €
{1,2,...,n}.

(10) Pro libovolné tfi vektory u,v,w € C" a komplexni ¢islo a plati
(a) u-v=v-u,
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b)u-(v+w)=u-v+u-w,

¢ u-(av) = a(u-v),

) u-u je nezdporné realné ¢islo, a u-u = 0 pravé kdyz u = o.

ro libovolné tii vektory u, v, w € C" a komplexni ¢islo a plati

a) (u+v)-w=u-w+v-w,

(b) (au)-v=a (u-v).

(12) Je-li V linearni prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni (,) z V x V
do R (resp do C), které dvojici u, v pritadi skalar (u,v), nazyva skaldrni
soucin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a a € R (resp. a € C) plati

(SCS) (u,v) = (v, ),
(SL1) (u,av)=a(u,v),
(SL2) (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
(SP) (u,u) je nezéporné redlné ¢islo, které je nulové prévé tehdy, kdyz
u=o.

(13) Je-li V linearni prostor nad R (resp. nad C) se skaldrnim souéinem (, ), pak

pro prvky libovolné u,v,w € V a skalar a plati
(a) (u,0) =0=(o,u)
(b) (au,v) =a(u,v)
(c) (u+v,w)=(u,w)+(v,w) .

(14) Komplexnim maticim A, které spliiuji rovnost A* = A fikdme hermitovské.

(15) Hermitovska matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, pokud u*Au je
nezaporné realné ¢islo pro libovolné u € C" a rovna se 0 pravé kdyz u = o.

(16) Je-li A = B*B, pak zobrazeni definované (u,v) = u*Av je skaldrni souéin
na C" (nebo na R™).

(17) Necht V je linedrni prostor se skaldrnim soucinem (,). Normou vektoru
v € V rozumime redlné ¢islo

(
(d
(11) P
(

Jull = V{uw,u) .

Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |u|| = 1.
(18) Necht V je linearni prostor nad R (resp. C) se skaldrnim souéinem (,),
u,veVateR (resp. t € C). Pak plati
(a) |lu|| > 0, pfiéemz |lu|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,
(b) f[tall = |t] [ul,
(©) [u+v|*+[u—v]*=2]ul? + 2|lv|?, (rovnobé&inikové pravidlo),
(d) Re((u,v)) = 2(||u—l—v|| —[[uf®* = |Iv[]*), (polariza¢ni identita),
kde Re (z) znaéi redlnou ¢ést .
(19) Cauchyho-Schwarzova nerovnost. Necht V je linedrni prostor se skaldrnim
soudinem (,) a u,v € V. Pak plati

[ (w,v) [ < [l [[v]
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zavisla po-
sloupnost.
(20) Trojuhelnikova nerovnost. Necht V je linedrni prostor se skalarnim soudi-

nem (,) a u,v € V. Pak plati

[[u+ v < ffulf +[]v]|
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Necht V je linearni prostor nad R se skaldrnim soudinem (,) ao £ u,v € V.
Uhlem mezi proky u a v rozumime realné ¢islo o € (0, 7) splitujici

[[all vl

Kosinova véta. Necht V je linedrni prostor nad R se skalarnim soucinem
(,)ao0#u,veV.Pak plati

2 2 2
fu =" = [[al” + [[v[]]" = 2[[ul[|[v][cos o,

kde « je tthel mezi vektory u a v.
Je-1i V linearni prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni ||-||, které pfifa-
zuje kazdému prvku u reélné ¢islo ||u|| nazgvame norma na prostoru V,
pokud plati pro kazé dva prvky u,v € V a kazdy skalar ¢
(a) |lu|| > 0, pfi¢emz ||u|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,
(b) [[tul] = [¢] [lul],
() [[u+vil <l + [Iv].
Necht V je linearni prostor se skalarnim sou¢inem (,). Prvky u,v € V
nazyvame kolmé (nebo ortogondlni) a piSeme u L v, pokud (u,v) = 0.
Mnozina, nebo posloupnost, M prvkt V se nazyva ortogondlni, pokud
u L v pro libovolné dva rtzné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.
Mnozina (posloupnost) M se nazjvé ortonormdlni, pokud je ortogonalni
a kazdy vektor v M je jednotkovy.
Je-li V linearni prostor se skaldrnim soucinem (, ), pak kazda ortogonalni
posloupnost nenulovych prvkia V' je linearné nezavisla.

Pythagorova véta. Je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (,) a
jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak plati
2 2 2
a4+ v = fful[” + v~
Indukci lze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny konecény pocet prvki:
je-li {v1,va,..., vy} ortogondlni mnozina, pak

i+ ve - vel® = val® + flvel® + - 4 llvall*

Je-li V linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem (,), B = (v, ..., v,) néjaka
ortonormalni baze ve V a u € V, pak plati

u=(vi,wyvy+ (v, u)vo+ -+ (vp,u) v, .
Jinymi slovy,
[ulp = ((vi,u),(va,u),..., (vy,u)T
Souradnicim vzhledem k ortonormalni bazi se nékdy fika Fourierovy koefi-
cienty vzhledem k této bazi.
Je-li V linedrni prostor se skaldrnim souéinem (,), B = (vi1,Va,...,Vy,)

jeho ortonormalni baze, a u,w € V, pak
(u,w) = [u|p[w]p .
Je-li 'V linearni prostor se skaldrnim soué¢inem (,) av € V, M,N C V,
pak fikdme, ze prvek v je kolmy na M, pokud v je kolmy na kazdy prvek
z mnoziny M, coZ zapisujeme v | M.
Rikame, ze M je kolmd na N a zapisujeme M L N, pokud kazdy prvek
mnoziny M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.
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Je-1i V lineérni prostor se skalarnim souc¢inem (,)a M, N C V , pak M 1L N
pravé kdyz M L (N) coz je pravé kdyz (M) L (N).
Je-li V linedrni prostor se skalarnim souéinem (,), v € V a W podprostor
U, pak prvek w € W nazyvame ortogonalni projekce v na podprostor W,
pokud plati (v —w) L W.
Je-1i W podprostor linearniho prostoru V se skaldrnim sou¢inem (,), v e V
a w ortogonalni projekce prvku v na podprostor W, pak pro kazdy prvek
w # u € W plati

v —wl <[v—ul .
Ortogonalni projekce v na podprostor W je urcena jednoznacné, pokud
existuje.
Je-li V linedrni prostor se skalarnim souc¢inem (,), v € V, a W kone¢né
generovany podprostor V s ortonormalni bazi (ui, us,...,ug)”, pak prvek

w=(uy,v)u; + (uz,v)us + -+ (ug, v) uy

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.
Je-li V linearni prostor se skaldrnim souc¢inem (,), v € V, a W konecné

generovany podprostor V s ortogonalni bazi B = (uj, uy,...,u;)?, pak
prvek
up,v uz, v ug, Vv
W:< 172>u1+< 2’2>U.2+"'+< k’2>uk
[ | [[uz| [[ag |

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.
Gramova-Schmidtova ortogonalizace je algoritmus, ktery dostane na vstupu
né&jakou linearné nezavislou posloupnost

(V17V2, .. .,Vk)
prvki linearniho prostoru V se skalarnim soucinem. Na vystupu vyda or-
tonormalni posloupnost

(ul, ug, ... 7uk)

prvku prostoru V, ktera spliuje podminku

<U1,II2,...,UZ'> = <V17V2,..‘,Vi>

pro kazdé i =1,2,... k.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace spoc¢iva v k-nasobném iterovani cyklu,
jehoz i-ty prubéh sestava ze dvou krokt

(ia) ortogonalizace: najdeme prvek

Vi —W;_1 =V; — <111,Vz'> u; — (U27Vz‘> ug — - — (u17Vz‘71> u;—1,
(ib) normalizace: polozime

Vi — Wi—1

u,=—"-".

[vi = wial|
Je-li W podprostor kone¢né generovaného linearniho prostoru V se skalar-
nim souéinem, pak kazdou ortonormalni (ortogonélni) bazi v podprostoru
W lze doplnit na ortonormalni (ortogonalni) bazi celého prostoru V.

Specialné, v kazdém konecné generovaném linearnim prostoru se skalar-
nim soucinem existuje ortonormaéalni baze.
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Je-li V linedrni prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se skaldrnim sou-
¢inem (, ), pak existuje izomorfismus f : V. — R" (nebo f: V — C"), pro
ktery plati
(w,v) = f(u)- f(v)
pro kazdé dva prvky u,v € V.
QR-rozkladu. Je-li A redlna nebo komplexni matice typu n x k s linedrné
nezavislymi sloupci, pak existuje matice @ typu n x k nad stejnym télesem s
ortonormalnimi sloupci a horni trojihelnikova matice R rfadu k s kladnymi
realnymi prvky na hlavni diagonale takova, ze plati A = QR.
Ctvercova realna matice A fadu n se nazyvé ortogondini, plati-li AT A = I,
¢tvercova komplexni matice U fadu n se nazyva unitdrni, plati-li U*U = I,,.
Je-li @ redlnd (resp. komplexni) étvercovd matice fadu n, pak jsou nasle-
dujici tvrzeni ekvivalentni.
(a) Q je ortogondlni (resp. unitarni),
(b) zobrazeni fo(q) = Qu zachovavé standardni skalarni soucin, tj. pro
libovolné u, v € R™ (resp. C") plati Qu-Qv =u-v,
(c) fo zachovava eukleidovskou normu, tj. pro libovolny vektor v € R
(resp. C") plati |Qv| = [Iv],
(d) fq zobrazuje kazdou ortonormalni bazi na ortonormalni bazi,
() Q7' =Q7", (resp. Q7' = Q"),
(f) posloupnost fadkovych vektorti matice @ tvori ortonormalni bazi v R™
(resp. C™) se standardnim skaldrnim soucinem,
(g) posloupnost sloupcovych vektortt matice @ tvofi ortonormalni bazi v
R™ (resp. C") se standardnim skaldrnim soucinem.
Soucin dvou ortogonalnich (resp. unitéarnich) matic téhoz fadu je opét or-
togonalni (resp. unitarni) matice.
Je-li A reguldrni (redlnd nebo kompexni) matice ftddu a a A = Q1 Ry =
Q2 Ry jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati Q1 = Q2 a Ry = Rs.
Je-li W konec¢né generovany podprostor linedrniho prostoru V se skalarnim
soufinem (,), v € V a B = (uj,us,...,u;) bdze ve W, pak vektor soufad-
nic [w|p = (a1,as,...,a;)T ortogonélni projekce prvku v na podprostor
W spocteme jako FeSeni soustavy linearnich rovnic

<U1,U1> <u17u2> <ulvuk> <U1,V>
(ug,uy) (ug,uz) -+ (ug,uy) | (ug,v)

<uk7u1> <uk7u2> <ukauk> <u17v>
Jsou-li ug, us, ..., u; prvky linedrniho prostoru se skalarnim soucinem, pak
¢tvercovou matici

(u,ur)  (ug,uz) -+ (ug,uy)
(ug,u1) (uz,uz) -+ (uz,uy)

(upyur) (wpuz) - (ugug)

fadu k nazyvame Gramova matice posloupnosti prvki (ug, ug, ..., ux).
V pripadé standardniho skaldrniho soucinu na aritmetickém prostoru R"
muzeme Gramovu matici spocitat rychle tak, Ze si vektory ui,us, ..., ug
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zapiseme jako sloupce matice
A= (uug]---ug)

a spocteme AT A. V piipadé standardniho skalarniho souéinu na C” je to
matice A*A.

Pro Gramovu matici B = ({u;,u;)) posloupnosti prvka (u,us,...,uy)
néjakého linearniho prostoru V se skalarnim soucinem plati
(a) matice B je reguldrni pravé kdyz je posloupnost (ui,us,...,u;) line-

arné nezavisla,
(b) matice B je symetrickd (hermitovska v komplexnim piipadé),
(c) je-li posloupnost (uj,us,...,u;) linedrné nezavisla, pak je Gramova
matice B pozitivné definitni.
Je-li V prostor se skalarnim souc¢inem (,) a M C V, pak ortogondlni do-
plnék M+ mnoziny M je mnozina viech prvk V kolmgch na kazdy prvek
M, tj.
Mt ={veV:v.lM}.
Je-li V prostor se skaldrnim soucinem (,) a M, N C V, pak plati
(a) M* = (M)",
(b) M+ je podprostor V,
(c) jeli M C N, pak Nt C M+,
Necht V' je konefné generovany prostor dimenze n se skaldrnim soucinem
(,) a W je podprostor V. Pak plati
(a) dim(W+) =n —dim(W),
b) V=WaW,
() (Wh)L =w.

Pro kazdou komplexni matici A plati
(ImA*): =Ker A a (Im A)* = Ker A* .

Necht V' je konecné generovany prostor se skaldrnim souéinem (,), B jeho
ortonormalni baze, M = {vq,va,..., vy }. Ozna¢ime A matici s Fadky [v1]%,
Vot -y [Vi]5- Pak

[M*]p =Ker A .

Je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic s redlnymi (nebo komplexnimi)
koeficienty. Kazdy vektor x € R"™ (nebo X € C") takovy, ze A% se rovné
ortogonalni projekci vektoru pravych stran b na sloupcovy prostor Im A
matice A se nazyva priblizné feseni (nebo aprozimace Teseni) soustavy
Ax = b metodou nejmensich ctverci.

Je-li A je matice typu m x n nad R nebo C a b € R™ (resp. C™), pak
mnozina vSech pfibliznych feseni soustavy Ax = b metodou nejmensich
¢tverct je rovna mnoziné vsech (pfesnych) feseni soustavy

A"Ax = A"b .

Soustavu A*Ax = A*b nazyvame soustava normdlnich rovnic prislusna k
soustavé Ax = b.
Linearni regrese je priblizné reSeni soustavy linedrnich rovnic

air; =b, 1=1,2,....n
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s nezndmymi a,b metodou nejmensich ¢tvercti. Pouziva se k prokladani
piimky mnozinou bodu (x;,¥;), ¢ = 1,2,...,n, ziskanou obvykle néjakym
méfenim.

Kli¢ové znalosti z osmé kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

1
2
(3
(4

)

)
)
)

Definice standardniho skaldrniho souc¢inu v R™ a C" a jeho geometrické
vyznamy v R™. Eukleidovska norma v R™ a C™.

Rovnice pifmky v R? (obecné nadroviny v R™) pomoci skaldrniho soucinu.
Definice obecného skalarniho soucinu a normy urcené skalarnim soucinem.
Cauchyho-Schwartzova nerovnost a jeji disledky (napf. trojihelnikova ne-
rovnost).

Kolmost, ortogonalni a ortonormélni mnoziny a posloupnosti. Linearni ne-
zavislost ortogonalni posloupnosti nenulovych vektort.

Soufadnice prvku vzhledem k ortonormaélni bazi. Skalarni souc¢in dvou prvku
pomoci jejich souranic vzhledem k ortonormalni bazi.

Ortogonalni projekce prvku v na podprostor a fakt, ze minimalizuje vzda-
lenost prvki podprostoru od v.

Vypocet ortogonalni projekce prvku na podprostor, ve kterém je dana or-
tonormélni baze.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace e jeji zapis pomoci QR-rozkladu ma-
tice.

Ortogondlni a unitdrni matice a jejich rizné ekvivalentni definice.
Ortogonalni projekce prvku na podprostor zadany libovolnou bézi.
Gramova matice posloupnosti prvku a jeji vlastnosti.

Ortogonalni doplnék.

Ortogonalni doplnky zakladnich podprostori uréenych matici.

Metoda nejmensich ¢tvercti véetné linearni regrese.
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9. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY

Cil. Vlastni ¢isla a vlastni vektory jsou zdkladni ndstroj pro zkou-
mani linedarnich operdtori. Poznatky o vlastnich cislech a vekto-
rech pouZijeme ke studiu rozsdhlé tridy problémiu shrnutych pod
spolecny ndzev linearni dynamické systémy. UkaZeme si Tadu apli-
kact.

V této kapitole pronikneme hloubéji do struktury matic a linearnich operatori,
hlavné na konecné generovanych prostorech. Vyvinutd teorie ndm umozni mimo
jiné pocitat iterace daného operarou f : V — V| tj. vyrazy tvaru

fr=foforof
—_—

nx

Spocitat n-tou mocninu linedrniho zobrazeni f4 : T" — T" uréeného ¢tvercovou
matici fa4du n nad T znamend spocitat mocninu A™. Nahlédnout to miZeme na-
pitklad tak, 7Ze si vzpomeneme na rovnost A = [fa]X vyjadfujici matici A jako
matici zobrazeni f4 vzhledem ke kanonickym bazim K a K. V fe¢i matic, nau¢ime
se pocitat n-tou mocninu ¢tvercové matice A.

9.1. Linearni dynamické systémy. Zac¢neme nékolika motivujicimi pfiklady.

9.1.1. Uroceni. Jednoduchym p¥ikladem linedrniho dynamického systému je Girodeni
vkladu na G¢tu. Na tcet s trokem 1%, ktery banka ptipisuje jednou za rok, vlozime
pocatecni vklad xyp = 1000 K¢. Po roce budeme mit na ucté ¢astku

21 = 1000 4 10 = (1 4 0,01)1000 = (1 4+ 0,01) .
Po dvou letech to bude castka
z9 = (14 0,01)2; = (14 0,01)%x
a po k letech budeme mit
zr = (140,01)zp_1 = (140,01)2z)_5 = --- = (1+0,01)Fzg .

Jind banka ndm nabidne téet, na kterém kazdé ¢tvrtleti pripise trok 0,25%. U

s w7

takové banky budeme mit pfi pocatecnim vkladu yg po jednom ¢étvrtleti ¢astku
y1 = 1000 + 2,50 = (1 4+ 0,0025)yo ,

po jednom roce to bude y; = (1 + 0,0025)*yy a po k &tvrtletich to bude y, =
(14 0,0025)%yq.

Je dobré si vSimnout, ze u druhé banky budeme mit po roce ¢astku yq4, ktera je
nepatrné vétsi nez ¢astka x1 u prvni banky. Rozdil je nepatrny kvili malému troku
a malému pocatecnimu vkladu. Pokud bychom si ale u banky ptjcili milion korun
na ro¢ni trok 5%, rozdil by uz byl znatelny.

Vréatime se k ptivodnimu prikladu s trokem 1% a vybereme si banku, ktera kazdy
den ptipisuje trok (1/365)%. P¥i po¢ateénim vkladu zp budeme mit po roce ¢astku

0,01
365 0

2365 = <1 +
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V ramci konkurencéniho boje se banky za¢nou predhanét v tom, kolikrat za rok
arok pripisuji. U banky, kterd pfipisuje trok (1/n)% n-krat ro¢né, bude po roce na

uctu castka
( 0,01)"
Zn = 1+ zZo -
n

Prechodem k limité pro n — oo nakonec konkurenéni boj vyhraje banka FURT s
reklamnim sloganem ,V bance FURT trocime furt®, a poté zkrachuje. V jakémkoliv
Case t, pricemz jednotkou casu je 1 rok, u ni bude pfi poc¢ateénim vkladu zy na acté
castka

0,01t\"
z(t) = lim <1 + = ) 2(0) = %0z, .
n

n—oo

Po jednom roce tedy na 6été bude %9z, korun.

9.1.2. Linedrni rekurentni posloupnosti. Fibonacciho posloupnost je prikladem re-
kurentni posloupnosti (ay)52, definované rekurentnim vztahem

Gp42 = ax4+1 +ar  pro kazdé k =0,1,2,...

Celou posloupnost jednozna¢né urcuji prvni dva prvky ag a a;. Fibonacciho po-
sloupnost dostaneme volbou ag =0 a a; = 1.
V ¢asti 4.3.2 jsme nahlédli, ze plati

it ) o % ) kdec= (Y !
Ak+2 Ak+1 11

V terminologii linearnich dynamickych systémii nazyvame vektor Xz 1 = (agpi1, apr2)”
stav systému, tomto pripadé posloupnosti, v ¢ase k+ 1. Vyvoj systému je pak urcen
vztahem

xp+1 = Cxg  pro kazdé k € N
a pocdtecni podminkou xo = (ag,a1)”
Stav xj, v Case k se potom rovna

_ ag _ k[ Qo _ ik
Xk_(ak+1>_c <a1>—Cxo.

K urceni k-tého ¢lenu posloupnosti ndm tedy staci umét vypocitat k-tou mocninu
matice C pro libovolné k € N.

9.1.3. Diskrétni linedrni dynamicke systémy. Jak bézné piipisovani troku za dany
casovy interval tak linearni rekurentni posloupnosti jsou priklady diskrétnich linedr-
nich dynamickych systémai. Tento systém je zadan linedrnim zobrazenim f : V — V
na linedrnim prostoru V nad télesem T a pocdtecnim stavem xy € V. Vyvoj tohoto
dynamického systému je dan predpisem

Xp11 = f(xg) prokazdé k=0,1,2,...

To znamen, %e napi. Xo = f(x1) = f(f(%0)) = f%(x0). Jednoduchou indukci podle
k ovérime, ze pro kazdé k > 0 plati

X = fk(XQ) .

Je-1i linearni prostor V.= T" a A matice fadu n nad T, pak linedrni zobrazeni
fa: T — T™ uréené matici A definuje diskrétni linedrni systém pfredpisem

Xpt+1 = fa(xp) = Ax prokazdé k=0,1,2,...
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Pro kazdé k > 0 pak plati
Xp = ff‘(xo) = AFx, .

Zkoumame-li néjaky diskrétni linedrni dynamicky systém, zajima nas prubéh
posloupnosti stavi xg, X1, X2, ... v zavislosti na pocateénim stavu xg. Nejsnazsi to
je, pokud se ndm podaii najit explicitni vzorec pro k-ty prvek posloupnosti. Ale i
bez explicitniho vyjadreni stavu x; si miizeme klast otazky, jaké je limitni chovani
posloupnosti (x;)72, pro k — oo, konverguje-li k néjakému limitnimu stavu x.,
pokud ano, jak rychle k nému konverguje, atd. Pro rizné pocatec¢ni stavy muaze byt
limitni chovani rizné. Jednim pocateénim stavem neni tieba se zabyvat. Pokud je
Xp = 0, pak X; = o pro kazdé k (dusledek linearity operatoru f).

Vyvoj diskrétniho linearniho dynamického systému v dimenzi 1, tj. v pfipadé,
kdy ma stavovy prostor V dimenzi 1, je prithledny. V prostoru V zvolime jakykoliv
nenulovy prvek u a jednotlivé stavy x;, budeme vyjadifovat pomoci jejich soutradnic
vzhledem k bazi B = (u) ve V, tj. pomoci koeficientu zj € T ve vyjadfeni x; =
TU.

Linearni operator f : V — V je jednoznacné uréeny svoji hodnotou na bazi B,
tj. hodnotou f(u) = au. Takze

xi = fF(x0) = fF(zou) = 2o fF(u) = zoa*u  pro kazdé k =0,1,2,...

Pomoci soufadnic vzhledem k bazi B = (u) vyjadiime x; = xpu a dostaneme
rovnost
z, =da*zo pro kazdé k=0,1,2,...
Jde tedy o geometrickou posloupnost.
Jeji limitni chovani zévisi na tom, v jakém télese T pocitame. Rozebereme si jej
v piipadé télesa realnych cisel. V tom ptipadé

e je-li |a] < 1, posloupnost (z1)72,, konverguje k 0 pro jakykoliv po¢ateéni

stav zg.
je-li @ =1, je posloupnost (z1)72, konstatntni rovné z.
je-li a = —1, posloupnost ()72, osciluje mezi hodnotami +xy.

je-li a > 1, posloupnost konverguje k +0o v zavislosti na znaménku xg.
je-li a < —1, posloupnost (|zx])72, konverguje do 400 a znaménka Cisel x,
se stfidaji.

Jako cviceni si mizete udélat podobny rozbor v pripadé télesa C. Nejzajimavéjsi
je piipad |a| = 1. Posloupnost (x1), muize byt v takovém pripadé konstantni,
periodicky nabyvat kone¢né mnoha hodnot a nebo mutzou byt jeji prvky po dvou
rizné, vSechny ale lezi na kruznici o poloméru |xg].

9.1.4. Spojité linedrni dynamické systémy. V takovém piipadé sledujeme vyvoj
stavu ,spojité“, nikoliv po diskrétnich c¢asovych intervalech. Stav spojitého dy-
namického systému v Case ¢ € R zapiSeme jako prvek x(t) € V, kde V je néjaky
linearni prostor. V pfipadé spojitych dynamickych systémii budeme predpokladat,
7e 'V je aritmeticky prostor nad R nebo nad C. V pfipadé, Ze x(¢) € R", mizeme
stav systému v Case t zapsat jako

x(t) = (x1(t), 22(t), ...,z ()T,
tj. jako usporadanou n-tici realnych funkci jedné realné proménné. Derivaci stavo-
vého vektoru x(t) budeme nazyvat vektor

x'(t) = (24 (1), 25(1), ..., a'n (1)
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Vyvoj spojitého linedrni dynamického systému nad R je definovan rovnosti
x'(t) = f(x(t)) prokazdéteR |

kde f : R™ — R™ je linedrni zobrazeni, a pocdteénim stavem x(0) € R™. Protoze
kazdé linedrni zobrazeni f : R” — R™ je tvaru fa, kde A = [f]¥ je matice f vzhle-
dem ke kanonickym bazim K a K, mizeme vyvoj spojitého linearniho dynamického
systému nad R zapsat také rovnici

x'(t) = Ax(t) prokazdéteR ,

kde A je redlnd matice fadu n.
Je-li V = C", mizeme kazdy stavovy vektor x(¢) zapsat jako

x(t) = (@1 (t) iy (1), x2(t) Fiya(t), ..., 20 (t) + iy ()T,

kde i je imagindrni jednotka a funkce z;(t),y;(t) jsou redlné funkce jedné redlné
proménné. Derivaci stavového vektoru x(¢) pak rozumime vektor

X' (t) = (21 (t) + iy, (8), 25(8) +iys(t), ..., (8) + iy, ()"
Vyvoj spojitého linearni dynamického systému nad C je definovan rovnosti
x'(t) = f(x(t)) prokazdéteR ,

kde f : C" — C™ je linedrni zobrazeni a x(0) € C" je pocéatecni stav. Také v piipadé
komplexnich skaldrtt mfizeme pomoci komplexni matice A = [f]X systém zapsat
jako
x'(t) = Ax(t) prokazdéteR .
Poznamenejme jesté, ze v mnoha ucebnicich byva derivace stavového vektoru
x(t) oznacovana jako x(t).

9.1.5. Rozpad atomi radioaktivni ldtky. Mira radioaktivity jaderného materialu se
méfi pomoci rozpadové konstanty k € (0,1), kterd udava pravdépodobnost, s jakou
se jadro rozpadne béhem jedné vtefiny. Cim vétsi rozpadova konstanta, tim vyssi
pravdépodobnost a tim vyssi radioaktivita materialu.

Oznacime z(t) pocet radioaktivnich jader v ¢ase t. Po kratkém ¢asovém intevralu
0 > 0 bude toto mnozstvi priblizné

x(t+0) ~ x(t) — kdx(t) ,

rovnost je pouze pribliznda, protoze mnozstvi rozpadlych radioaktivnich jader se
snizuje i béhem intervalu (¢,t + ), zatimco v nasi pfiblizné rovnosti je povazujeme

interval, tj. ¢im mensi je 6. PfibliZnou rovnost si prepiSeme do tvaru

r(t+06) —a(t) _
B S —ka(t) .

Prechodem k limité pro § — 0 dostaneme rovnost
2'(t) = —kaz(t) prokazdéteR .

Vyvoj poctu radioaktivnich jader x(t) v Gase je tedy popsén rovnici obsahujici
derivaci neznamé funkce z(t), a poc¢ateénim stavem (podminkou) z(0). VSimnéme
si, ze pocet radioaktivnich jader se v kazdém casovém okamziku méni rychlosti
piimo tmérnou jejich poctu x(t) v ¢ase t. Koeficient pfimé timérnosti je v tomto
pripadé —k < 0.
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9.1.6. Vlastni kmity pruziny. Na pruzinu s koeficientem pruznosti k zavésime zavazi
o hmotnosti m. Pruzina se protahne o délku [. Jak [ spocitame?

V rovnovazném stavu se vyrovnava gravitacni sila mg, kterd tdhne zévazi smérem
dolti, se silou pruziny, kterd tdhne zavazi smérem nahoru. Tato sila je podle Ho-
okeova zakona piimo tmérnéd prodlouZeni pruziny a koeficient pfimé timérnosti je
koeficient pruznosti k. Sila ptisobici smérem vzhtiru mé proto velikost kl. V rovno-
vazném stavu pak plati rovnost

mg =kl ,
ze které plyne velikost prodlouzeni | = mg/k.

Kdyz zévazi vychylime z rovnovazného stavu smérem dold nebo nahoru o z1(0) =
b a pustime je, zacne se pohybovat. Jeho pohyb je popsan fyzikalnimi zdkony. Stav
zévazi v case t zapiseme pomoci dvojice ¢isel (z1(t), z2(t))T, kde z1(t) je odchylka
od rovnovazného stavu v ¢ase t a x2(t) je okamzita rychlost zavazi v Case t.

Smérem dolti na zévazi ptisobi konstantni gravitacni sila mg, smérem vzhtru sila
pruznosti k(I 4+ z1(t)). Celkova sila ptisobici na zavazi v ¢ase t je potom

F(t) =mg = k(I +a1(t)) = (mg — ki) — kx1 () = —ka1 (1)

nebot pro prodlouzeni [ v rovnovazném stavu plati rovnost mg = kl. Podle Newto-
nova zékona sila F(t) udéluje zdvazi v ¢ase t okamzité zrychleni a(t), které vypoé-
teme ze vztahu F'(t) = a(t) m, neboli

K vypoctu derivace x'(t) stavového vektoru vyuZijeme toho, ze ,derivace drahy
podle c¢asu je okamzita rychlost®. Primérna rychlost béhem kratkého casového
intervalu (¢,t+ §) se rovna

.’L‘l(t + 5) — Il(t)
6
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a okamzitou rychlost v ¢ase ¢ pak ziskdme jako limitu pro 6 — 0, tj. ) (t) = za(t).
Podobné ze vzorce pro priameérné zrychleni béhem intervalu (¢, ¢ + J)
l‘Q(t + 5) — LEQ(t)
6
dostaneme v limité pro § — 0, ze ,derivace rychlosti podle ¢asu je okamzité zrych-

leni“, tj.
k
xh(t) = a(t) = - x1(t) .

Pohyb zavazi na pruziné je tedy spojity linearni dynamicky systém
(1) = zi(t) \ _ x2(t) _ 0 1 x1(t)
z5(t) — & () — 0 z2(t)
0 1
()

s pocate¢ni podminkou (x1(0), 22(0))T = (b,0)T.

9.1.7. Prechod substance pres bunécnou blanu. Pies bunécnou blanu mezi dvéma
bunkami se $ifi néjakd substance, napf. vapnik, alkohol, vitamin C, apod. Na
pocatku v case t = 0 je do jedné buiiky injektovano jednotkové mnozstvi sub-
stance. Vime, Ze rychlost Sifeni substance pfes bunécnou blanu z jedné bunky do
druhé je primo timérna mnozstvi substance v buice, ze které se substance siii, koe-
ficient rychlosti Sifeni z buiiky 1 do burky 2 je » > 0, a z butiky 2 do buiiky 1 je
koeficient rovny s > 0. Mame urcit mnozstvi substance v obou bunkéach v case t.

Oznadime si x1(t), resp. x2(t), mnozstvi substance v butice 1, resp. 2, v Case t.
Rychlost zmény mnozstvi substance v butice 1 je sza(t) (Sifeni z buriky 2) minus
ra1(t) (Sifeni do buiky 2). Podobné pro druhou buiiku. Dostdvame rovnice

2y (t) = —rai(t) + sza(t)
xh(t) = rzy(t) — swo(t) .

Oznacéime-li x(t) = (x1(t), 22(t))7 a x'(t) = (2} (), 25(¢))T, miZeme proces sifeni
substance mezi burikami popsat jako spojity linearni dynamicky systém

=7 2, )x0

s po¢ateéni podminkou Ze x(0) = (1,0)7.
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Poznamenejme jesté, ze obvykly nézev pro spojity linedrni dynamicky systém
x'(t) = Ax(t), x(0) =b

definovany matici A fddu n nad télesem R (nebo C) a pocateénim stavem b € R"
(nebo C™), je soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimsi koeficienty
a s pocatecni podminkou x(0) = b.

9.1.8. Vyvoj spojitého linedrniho dynamického systému v dimenzi 1. V piipadé re-
alného spojitého linedarniho dynamického systému v dimenzi 1 hleddme realnou
funkei f(¢) jedné realné proménné ¢, kterd splituje rovnici

ft)=xf(t)
pro n&jaké redlné ¢éislo A a spliujici poc¢ateéni podminku f(0) = s.
Jednu takovou funkci vidime hned, a to

fity=seM, teR .
Je-li g : R — R jakdkoliv funkce splitujici ¢'(¢) = A g(t) a g(0) = s, spocteme

(gt)e™) = g'(t)e ™ —g(tre ™ = g(t)(e M —e ) =0,

~At je konstantni na R. Jeji hodnotu ziskdme volbou

coz znamend, ze funkce g(t)e
t=0, tj.
9(0)e = g(0) =5 .

Plati tedy g(t)e=* = s, neboli g(t) = se*. Dokazali jsme tak nasledujici tvrzen.

Tvrzeni 9.1. Je-li A redlné ¢islo, pak pro funkci f : R — R spliujici podminky
f'(t) =X f(t) pro kazdét € R a f(0) = s plati

ft)=ser .

Priklad 9.2. VyuZijeme pravé nalezeného prubéhu redlného spojitého linearniho
dynamického systému v dimenzi 1 k porovnani rozpadové konstanty k£ > 0 radioak-
tivni latky s jinou bézné pouzivanou mirou radioaktivity, a to polocasem rozpadu T.
Ten je definovany jako doba, za kterou se mnozstvi radioaktivnich jader snizi na po-
lovinu. Vyvoj po¢tu radioktivnich jader f(t) v ¢ase ¢ je dén rovnici f'(t) = —k f(¢)
a pocatecnim stavem f(0) = s. Podle piedchoziho tvrzeni tedy plati f(t) = se "
pro kazdé t. Pro polocas rozpadu T potom plati f(T) = s/2, neboli

se M =5/2
coz po zkraceni s a prirozeném logaritmovani vede na rovnost

kT =1In2 .

Redlny spojity linedrni dynamicky systém f(t) = Af(t) s pocateéni podmin-
kou f(0) = s # 0 se mize vyvijet v ¢ase tfemi riiznymi zptsoby v zavislosti na
hodnoté A:

e je-li A <0, plati limy_, o, f(t) =0,
e je-li A =0, plati f(t) = s pro kazdé ¢t € R,
e je-li A > 0, plati lim;_. ., = 00 v zavislosti na znaménku s.

Na zavér ivodni motivacni ¢asti si jesté ukazeme Teseni komplexniho spojitého
dynamického systému v dimenzi 1. Pfi ném hledame pro komplexni ¢islo A = p+iv
komplexni funkci z(t) = f(t) + ig(t) redlné proménné spliiujici podminku

2'(t) = Az(t) = (u+iv)z(t) prokazdé teR
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spolu s poc¢ateéni podminkou z(0) = f(0) + ig(0) = p + ig. Na zakladé analogie s
realnym pripadem muizeme zkusit FeSeni
2(t) = (p+ig)e .
Abychom ovéfili, Ze takto definnovand funkce z(t) skuteéné splituje rovnici 2/(t) =
Af(t), pfipomeneme si Eulerovu formuli z ¢asti 1.2.11:
e = cosz +isinz prokazdé xeR .
Spocteme derivaci
(€)' = (cosx +isinz) = (cosz) +i(sinz) = —sinz +icosz = i(cosx + isinx)
=ie”
a pouzijeme tuto rovnost pii vypoctu
N/ ,
Z(t) = ((p + iq)e(“““)t) = (p+iq) (™)’
=(p+iq) (pe"'e™ +ivpere™) = (p+iq)(p + iv)e )"
=(u+iv)z(t) = NeM .

A protoze rovnéz z(0) = p+iq, popisuje funkce z(t) = (p+iq)e* vyvoj komplexniho
spojitého dynamického systému z’'(t) = Az(t) s poc¢ateéni podminkou z(0) = p+iq.

Vyvoj komplexniho dynamického systému z'(t) = X z(t) pro A = p + iv a poca-
teéni podminku z(0) = p + iq je nasledujici. Protoze

2(8)] =I(p + ig)AeM| = [p + iq| [T = |p + ig| || ||
=lp +iq| |e""| | cos(vt) + isin(vt)| = |p + iq|[e"]
mohou nastat néasledujici moznosti
e |2(t)] — oo v pripadé, ze p = Re A > 0,

o |2(t)] = \/p? + ¢* pro kazdé t € R, pokud = Re X =0,
o [z(t)] — 0, pokud ;= Re A < 0.

V piipadé, ze €¢islo v = Im A # 0, udava frekvenci ,krouzeni“ bodu z(t) kolem
poéatku soufadnic, pficemz jeden ,,ob&h* trva 2wy L.

X2

> T
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€2

;xl

T2

Z1

9.2. Vlastni éisla a vlastni vektory. V dimenzi 1 umime pfedpovédét vyvoj jak
diskrétnich tak spojitych linearnich dynamickych systémut pro jakykoliv pocatecni
stav. Podobnym zptisobem umime predpovédét vyvoj i v dimenzi vétsi nez 1 aspon
pro nékteré pocatecni stavy.

Piiklad 9.3. Uvazujme linearni operator f4 na R? uréeny matici
3 0
=(13)

Xpt1 = fa(xe) = Axy .
)T

a diskrétni dynamicky systém

Zvolime-li po¢atecni stav xg = (1,1)", dostavame

wen(1)=(32) (1) =s(1) =
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T2
f(x)
x
3 "
T2
fy) =ky f(x) = kx
y b'e
€1

f(z) =kz

Dale
x2 = fa(x1) = fa(3x0) = 3 fa(x0) = 3’x¢
a podobné
x, = fR(x0) = 3%x¢ .

Forméalné bychom posledni vztah dokazali indukei podle k.

Reseni piikladu pro pocateéni vektor xg = (1, 1)T nam umoznila skutecnost, ze
f(x0) je skaldrnim ndsobkem vektoru xg. To vede k velmi dilezité definici vlastnich
c¢isel a vektord.

Definice 9.4. Je-li f : V — V linedrni operator na linedrnim prostoru V nad
télesem T, pak skalar A € T nazyvame vlastni cislo operatoru f, pokud existuje
nenulovy vektor x € V', pro ktery plati

f(x)=Xx .
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Je-li A vlastni éislo operdtoru f, pak libovolny prvek x € V, pro ktery plati f(x) =
Ax, nazyvame vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢&islu A.

Vlastni ¢isla a vektory pro ¢tvercovou matici fddu n nad T definujeme jako
vlastni ¢isla a vektory prislusného operatoru f4 : T — T". Podobné tomu bude i
pro dalsi pojmy v této kapitole. Prelozime si posledni definici pro pfipad matic.

Definice 9.5. Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak skalar A € T
nazyvame vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T" takovy,
ze

Ax = Ax .
Je-1i A vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T™, pro ktery plati Ax = Ax,
nazyvame vlastni vektor matice A prislusnyg vlastnimu céislu .

Je dulezité uvédomit si geometricky vyznam definice vlastniho ¢isla operatoru.
Cislo A € T je vlastni ¢islo operatoru f, pokud existuje nenulovy prvek x € V, ktery
operator f zobrazi na A-nasobek Ax prvku x, tj. do sméru vektoru x. V pripadé
prostoru nad redlnymi ¢isly tak operator f vektor x bud ,natahuje“ (pokud A > 1)
nebo ,zkracuje* (pokud 0 < A < 1), pfipadné navic ,obraci“ (pokud A < 0).

OBRAZEK - vlastni vektor

Piiklad 9.6. Na obrazku 75 je nakresleno zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici

A (1035 0,09
1 0135 099

tak, Ze pro nékteré body x je zobrazena Sipka z x do fa(x) = Ax.

Zobrazeni fa (stejné jako matice A) mé dvé vlastni éisla 1,125 a 0,9. Vlastni
vektory pifslusné 1,125 jsou vektory z ((1,1)”), coz na obrézku vidime tak, Ze tyto
vektory zobrazeni f4 natdhne na 1,125-nésobek. Vlastni vektory pfislusné 0,9 jsou
vektory z ((—2,3)7), tyto vektory zobrazeni zkrati na fa 0,9-nasobek.

Na obréazku je také pékné kvalitativné vidét chovani posloupnosti (f*(x0))?2,
pro rizné pocatecni vektory. Vysledek v pristi ¢asti odivodnime algebraicky.

Pro kazdé ¢islo A € T plati, ze f(0o) = o = Ao. To ale neznamend, ze \ je vlastni
¢islo f. K tomu, aby A bylo vlastni ¢islo f, je nutna existence nenulového prvku
x, pro ktery plati f(x) = Ax. V takovém p¥ipadé pak i nulovy vektor je vlastnim
vektorem prislusnym .

Cislo 0 miize byt vlastnim ¢islem operatoru f, k tomu je ale nutni (a staci)
existence vektoru x # o, pro ktery plati f(x) = 0x = o, coZ nastéva pravé kdyz
Ker (f) # {o}, neboli pravé kdyz operator f neni prosty (viz tvrzeni 6.24). Zfor-
mulujeme ucinéné pozorovani.

Pozorovani 9.7. Operdtor f: V — 'V mad vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz f neni
prosty.

Pro ¢tvercovou matici A je operator fa prosty pravé tehdy, kdyz je A regularni,
takze maticova verze predchoziho pozorovani dava dalsi kriterium regularity.

Pozorovani 9.8. Ctvercovd matice A md vlastni ¢islo 0 prdve tehdy, kdyz A je
singuldrni.
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OBRAZEK 75. Obrézek zobrazeni fa. Sipka vede z bodu x do bodu f4(x).

Priklad 9.9. Identické zobrazeni f : V — V ma4 jediné vlastni ¢islo 1. Kazdy
vektor z V je vlastnim vektorem piislusnym vlastnimu ¢islu 1. Specialné, identicka
matice fadu n nad T ma jediné vlastni ¢islo 1 a kazdy vektor z T" je vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 1.

Nulové zobrazeni 0 : V. — V ma jediné vlastni ¢islo 0. Kazdy vektor z V je
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu 0. Specialné, nulova matice fadu n
nad T ma jediné vlastni ¢islo 0 a kazdy vektor z T™ je vlastnim vektorem pfislusnym
vlastnimu ¢islu 0.

Priklad 9.10. V piikladu 9.3 jsem vyuzili toho, Ze matice

=(12)

(a linedrni operétor f4) ma vlastni &slo 3 a kazdy vektor z ((1,1)7) je vlastnim
vektorem matice A ptislusnym vlastnimu ¢islu 3.

P¥iklad 9.11. Osova symetrie f : R?2 — R? uréend pfimkou generovanou nenu-
lovym vektorem (a,b)” ma jedno vlastni ¢islo 1, nebot vSechny vektory na ose
symetrie se zobrazi samy do sebe a jsou to tedy vlastni vektory prislusné vlast-
nimu é&slu 1. Vektory na pfimce kolmé na osu symetrie (generované napr. vektorem
(—b,a)T) se zobrazuji do vektorti opaénych, jsou to tedy vlastni vektory piislusné
vlastnimu ¢islu —1.

OBRAZEK - vlastni cisla osove symetrie

P¥iklad 9.12. Ortogonalni projekce g : R?> — R? na pifmku generovanou (a,b)”
ma také dveé vlastni ¢isla. Jedno je opét 1, protoze vektory primky, na kterou pro-
jektujeme, se zobrazuji na sebe. Druhé vlastni ¢islo je 0, protoze vsechny vektory z

primky kolmé na ptfimku projekce se zobrazuji do nulového vektoru.

OBRAZEK - vlastni cisla ortogonalni projekce na primku
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Priklad 9.13. Rotace kolem poc¢atku soufadnic o thel p nemé zadné realné vlastni
¢islo, pokud ¢ neni nasobkem 7, nebot v takovém piipadé se zadny nenulovy vektor
nezobrazi na sviij nasobek.

OBRAZEK - vlastni cisla rotace

P¥iklad 9.14. Stejnolehlost v roviné R? s koeficientem k, kterd zobrazuje kazdy
vektor x do jeho k-nasobku kx, m4 jediné vlastni ¢islo k, kazdy vektor R? je vliastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu k. Mezi stejnolehlosti fadime i mezni pfipad
k = 0 (konstantni zobrazeni do nulového vektoru), k = 1, coz je identické zobrazeni,
a také rotace o thel 0, a kK = —1 neboli stfedovi symetrie (a také rotace o thel .

OBRAZEK - vlastni cisla stejnolehlosti

V definici vlastnich ¢isel a vektort nepredpokladame, ze prostor V mé konec¢nou
dimenzi. Dulezitym ,nekonec¢nédimenzionalnim*“ prikladem je operator derivace.

Piiklad 9.15. Oznaéime D linedrni operator definovany predpisem D(f) = f’
na prostoru V vsech readlnych funkci redlné proménné, které maji spojité derivace
vsech radu.

Realné ¢islo A je vlastnim ¢islem operatoru D pravé kdyz existuje nenulova funkce
f(t) € V, pro kterou plati D(f) = X f, neboli

f'(t) = Af(t) prokazdé teR .

V ¢asti 9.1.8 jsme ukéazali, Ze pro kazdé A € R jsou vSechny funkce spliujici posledni
rovnost tvaru f(t) = seM, kde s je libovolné redlné é&islo — tvrzeni 9.1.

9.2.1. Vygpocet vlastnich cisel a vlastnich vektori. Na prikladech jste si mohli vSim-
nout, ze mnozina vlastnich vektord prislusnych vlastnimu ¢islu A\ vzdy tvorila pod-
prostor. To neni nahoda.

K dtkazu pouzijeme obrat, ktery v této kapitole budeme casto pouzivat. Uva-
7ujeme linedrni operdtor f : V. — V, vektor x € V a skalar \. Vztah f(x) = Ax lze
ekvivalentné upravit

f(x)=Xx
f(x) = (Aidv)(x)
f(x) = (Nidy)(x) = o
(f—Aidy)(x) =0

x € Ker (f — Aidy)
Odtud plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.16. Necht [ je linedrni operdtor na prostoru 'V nad télesem T. Pak
X €T je vlastnim éislem operdtoru f prdvé tehdy, kdyz operdtor (f — Aidy ) nent
prosty.

Je-li A\ vlastnim cislem operdtoru f, pak mnoZina My wvsech vlastnich vektori
operatoru [ prislusnych vlastnimu ¢islu X je podprostorem V a plati

M)\ :Ker(ff)\idv) .
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Diikaz. Podle predchozich tprav, f(x) = Ax plati pravé tehdy, kdyz x € Ker (f —
Aidy), takze nenulovy vektor x splilujici f(x) = Ax existuje pravé tehdy, kdyz je
Ker (f — Nidy ) netrividlni, tedy (viz tvrzeni 6.24) pravé tehdy, kdyz f neni prosty.

Druhé c¢ast tvrzeni pak plyne ze stejného vypoctu a z toho, ze jadro je vzdy
podprostorem (viz 6.25). O

Explicitné zformulujeme také maticovou verzi. Odvozeni ma v tomto ptripadé
podobu

Ax = Ax
Ax = M\, x
Ax — M,x=o0

(A-)XL,)(x)=0
x € Ker (A — \I,)

Tvrzeni 9.17. Je-li A ctvercova matice vadu n nad télesem T, pak X € T je
vlastnim ¢islem matice A pravé tehdy, kdyz je matice A — A1, singuldrny.

Je-li X vlastnim ¢islem matice f, pak mnozina M)y véech vlastnich vektori matice
A prislusnych vlastnimu cislu \ je podprostorem T™ a plati

My =Ker (A—\,) .
Dikaz. Plyne opét z vypoctu pred formulaci tvrzeni spolu s tim, ze Ker (A — AI},)

je netrividlni pravé tehdy, kdyz A — A, je singuldrni (viz vétu 4.59 charakterizujici
regularni matice). O

K vypoctu vlastnich ¢isel matice A si uvédomime, ze matice A— A1, je singularni
pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nulovy.

Pozorovani 9.18. Je-li A étvercovd matice tadu n nad télesem T, pak X\ € T je
vlastnim cislem matice A prdvé tehdy, kdyz det (A — A\I,) = 0.

Obecnéji, k vypoctu vlastnich ¢isel operatoru f na koneéné generovaném pro-
storu 'V zvolime bazi B prostoru V. Pro kazdy skalar A\ € T je vyjadreni jadra
operatoru f — \idy vzhledem k B podle tvrzeni 6.25 a 6.37 rovno

[Ker (f — Nidy)]|p = Ker [f — Nidy]5 = Ker ([f]5 — A[idy]8) = Ker ([f]5 — \I,,) .
Dostavame obecnéjsi verzi predchoziho pozorovani.

Pozorovani 9.19. Je-li f linedrni operator na koneéné generovaném prostoru V
dimenze n nad télesem T a B je baze V, pak X € T je vlastnim cislem operdtoru

f prdvé kdyZ je \ vlastni ¢islo matice [f]5 vzhledem k bdzim B a B, coZ nastdvd
pravé kdyz det ([f]18 — M,,) = 0.

Pfiklad 9.20. Uréime vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A (= operédtoru fa) z

prikladu 9.3.
3 0
=(12)

Vypocteme pro obecny skalar A € R determinant

3—-A 0

det(A)\Ig)det< 1 9

>(3)\)(2)\)0~1(3)\)(2)\) .
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Podle pozorovani 7?7 ma matice A dvé vlastni ¢isla 2 a 3. Podle tvrzeni 9.17 tvori
vlastni vektory piislusné vlastnimu c¢islu 2 podprostor

My = Ker (A — 2I5) = Ker ( 1 8):<( 2 )>

a vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 3 tvofi podprostor

Mj = Ker (A - 313) = Ker <(1) —01 > _<< 1 >>

Priklad 9.21. Zname-li linedrné nezavislou dvojici vlastnich vektorti matice A fadu
2, mizeme snadno spocitat jakykoliv prvek x; diskrétniho dynamického systému

X1 = Axy

ur¢eného matici A pro kazdy pocateéni stav xo = (a,b)’. Ukdzeme si jak na matici

30
=(12)
z ptedchoziho prikladu.

Tato matice méa dvé vlastni ¢isla 2,3, k vlastnimu ¢islu 2 je pfislusny vlastni
vektor napt. uy = (0,1)7, k vlastnimu &islu 3 je vlastni vektor napiiklad uz =
(1,1)T. Posloupnost B=(us, u3) je zjevné linearné nezavisla a tedy baze v R2.

Protoze uy je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu 2, plati

AkUQ = 2kUQ
a analogicky
Aku;g = 3kU3 .

Libovolny pocateéni stav xo € R? vyjadiime jako linearni kombinaci x¢ = auy -+
bus vlastnich vektori matice A a spocitame

Xk :AkXO = Ak(U,UQ + bllg) = CLAkUQ + bAkllg = GQkUQ -+ b3kU3

k(0 vl 1) b3k
_“2<1>+b3<1>_<a2k+b3k

Koeficienty a,b najdeme jako feSeni soustavy linedrnich rovnic

(V1) (5) =

V&imnéme si, Ze matice této soustavy se rovna matici prechodu [id]% od baze B
slozené z vlastnich vektort matice A ke kanonické bazi K. Koeficienty (a,b)” tedy
najdeme jako

()= 08 s = b

Piiklad 9.22. Najdeme vlastni &isla a vektory ortogonalni projekce v R? na pfimku
uréenou vektorem (1, 2)T. Oznacme tento operator f.

Jedna moznost je najit matici A operatoru f vzhledem ke kanonickym béazim.
Pak f = fa a vlastni ¢isla a vektory f se vypocitaji jako v predchozim pifikladu
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(jako vlastni ¢isla a vektory matice A). Ukézeme nejprve tento, méné efektivni,
postup. V prikladu ?? jsme odvodili, ze f mé vzhledem ke kanonické bazi matici

Co2)TE 5\ 2 4

Determinant matice A — A\l je roven
_ 1/5—X 2/5 2
det(A—)\Ig)_det( 2/5 4/5_)\>_)\ -\

Matice A méa tedy dvé vlastni ¢isla 1 a 0. Vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu
1 tvori podprostor

M, = Ker (A — I) = Ker ( ;%5 _21/}55 > :<< ; >>

a vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 0 tvori podprostor

oo (( )

Vysledek je v souladu z geometrickym nahledem z ptikladu 9.12

Pocetné jednodussi postup je pracovat s matici vzhledem f vzhledem k jiné béazi.
Protoze ziejmé f((1,2)T) = (1,2)T a f((—=2,1)) = 0 je matice f vzhledem k bézi
B =((1,2)T,(-2,1)T) a B rovna

c=115=(o o)

Determinant matice C' — Al je (1 —\)(—=A) = A2 — )\ a vlastni &sla jsou 0 a 1 podle
pozorovani ?7?7. Podprostory M; a My vypocitame nejprve vzhledem k bazi B:

(M3l =[x (7~ vl = Ker (715~ ) =xer (o O )=(( ¢ )) -

e (38 )= (1))

Prevodem do kanonické baze dostaneme stejny vysledek jako prvnim postupem:

Mlz[M11K=<ﬁde?(é>>=<1<5)*“(_12>>:<<§>> ’
Moz[M21K=<ﬁdlf?((f>>=<0<5)“(_12)>:<<_12>>

P¥iklad 9.23. Spocitame vlastni ¢isla rotace v R? o thel 7/2 v kladném sméru.
Matice této rotace vzhledem ke kanonické bazi se rovna

0 —1
()

pifslusny determinant je det (A — Al5) = A? + 1. Vidime, 7e matice A neméa 7adné
realné vlastni ¢islo a tedy ani zadny vlastni vektor v R2.

Povazujeme-li matici A za matici nad komplexnimi ¢isly, ma dvé vlastni ¢isla ¢
a —i. Vlastni vektory pfislusné vlastnimu c¢islu ¢ jsou vSechny komplexni nasobky
vektoru (7,1)” a vlastni vektory piislusné vlastnimu &slu —i jsou viechny komplexni
nasobky vektoru (i, —1)T.

O ENTEE)
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9.2.2. Charakteristicky polynom, podobnost. V predchozich ptikladech jsme nasli
vlastni ¢isla matice A fadu 2 jako kofeny kvadratického polynomu det(A — Aly).
Obecné vime podle pozorovani 9.18 a 9.19, ze A € T je vlastni ¢islo matice nebo
operatoru pravé kdyz plati det(A — AI,,) pro néjakou matici A. V néasledujicim
tvrzeni si ukdZzeme, ze det(A — AI,,) je polynom stupné n pro kazdou matici A fadu
n a uvedeme néjaké jeho koeficienty.

Tvrzeni 9.24. Pro kazdou matici A = (a;;) Tddu n nad libovolngm télesem T plati
(1) det(A — A\I,,) je polynom stupné n s koeficienty v T,
(2) koeficient u \™ se rovnd (—1)",
(3) koeficient u A"~ se rovnd (—1)" (a1 + az2 + -+ + ann),
(4) absolutni ¢len se rovnd det A.
Diikaz. Prvni t¥i body ukézeme najednou. Oznacime si prvky matice A — A\I,, =
(bi;). Z definice determinantu

det(A — M) = Y sen(m)biz)ban(2) - bun(n)
TESy
vidime, ze kazdy soucin je souc¢inem n prvki matice A—\I,, pficemz b;; = a;; pokud
i # j,ab; = a; — X pro kazdé i = 1,2,...,n. Soucin odpovidajici permutaci 7
obsahuje tolik ¢initeli (a;;—A), kolik je prvktié € {1,2,...,n}, pro které plati (i) =
i, tj. kolik je pevnych bodu permutace 7. Téch je nejvyse n, proto po roznasobeni
kazdého souc¢inu dostaneme néjaky polynom stupné nejvyse n v proménné \. Jejich
souctem je tedy také polynom stupné nejvysSe n v proménné \.

Mocnina A" se muze vyskytnout pouze v soucinu, ve kterém je vSech n ¢ini-
teld rovnych a;; — A, tj. v soudinu definovaném identickou permutaci na mnoziné
{1,2,...,n}. Plati

sgn(id,) (a1 — A)(azz = A) -+ (ann — A)
= (—1)”)\” + (CL11 —+ ago + -+ + ann)(—l)nil/\nil 4+
V jakémkoliv soucinu, ktery je definovan neidentickou permutaci = € S,,, se musi
vyskytnout aspon dva Cinitelé b;;, které nelezi na hlavni diagonéle matice B, a proto
se v ném vyskytuje nejvyse n — 2 ¢initeld obsahujicth A, po roznasobeni muzeme
dostat nenulové koeficienty poue u mocnin A" 2 nebo nizsich. Koeficienty u A" a
A"~ 1 pochazeji proto pouze ze soucinu uréeného identickou permutaci. Tim jsou
dokézény body (1), (2) a (3).
Hodnotu absolutniho ¢lenu ¢y jakéhokoliv polynomu

PA) = A"+ en X" e+
ziskame tak, ze do ného dosadime hodnotu proménné A = 0. Proto se absolutni

¢len polynomu det(A — AI,,) = det(A —01,,) = det A. O

Z definice determinantu vyplyvé, ze det(A — AI,) je polynom nejvyse n-tého
stupné (kde n je ¥4d matice A) v proménné \. Nazyvame jej charakteristicky poly-
nom matice A. Jeho kofeny jsou podle pozorovani 7?7 vlastni ¢isla matice A.

Definice 9.25. Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak charakteristicky
polynom matice A je polynom

pa(A) =det (A —A,) .
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Tvrzeni 9.24 ukazuje, ze charakteristicky polynom jakékoliv matice A Fadu n
ma stupen pravé n a pozorovani 9.18 a 9.19 fikaji, ze vlastni ¢isla matice A nebo
operatoru f na linedrnim prostoru dimanze n, jsou jeho kofeny.

Naprtiklad charakteristicky polynom matice A z prikladu 9.3 a 9.20 je
3—-A 0

1 2—-A

Charakteristicky polynom lineadrniho operatoru f na konec¢né dimenzionalnim
prostoru V definujeme jako charakteristicky polynom matice [f]3, kde B je n&jaka
béze prostoru V. Musime ovSem ovéfit, ze polynom nezavisi na volbé baze, jak jsme
v konkrétni situaci vidéli v piikladu 9.22.

Uvazujme tedy dvé rizné baze B, C prostoru V. Podle tvrzeni 6.20 je

(/15 =R7'[fICR
kde R je matice pfechodu od B k C. Matice svazané takovym vztahem nazyvame
podobné.

det(A)\Iz)det( >(3)\)(2)\))\25)\+6.

Definice 9.26. Dvé ¢tvercové matice X, Y téhoz radu nad télesem T se nazyvaji
podobné, pokud existuje regularni matice R takova, ze Y = R™'XR.

Relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné vSech ¢tvercovych matic
téhoz tadu n nad télesem T, ditkaz ponechame jako cviceni. Podle diskuze pied-
chézejici definici 9.26 jsou matice [f]5 a [f]S podobné.

Tvrzeni 9.27. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Jsou-li X,Y dvé podobné matice téhoz fadu nad télesem T, pak existuje
regularni matice R takovd, ze Y = R™' X R. Potom plati

det(Y = AI,,) = det(R"'XR—\I,) =det(R'XR —~ R *\I,R)
= det(R™(X — A\,)R) = det(R) ' det(X — \I,,) det(R)
= det(X — \,,)
podle véty o nasobeni determinanti a jejim dusledku pro determinant inverzni
matice. g

To opravnuje definici charakteristického polynomu linedrni operatoru na koneéné
generovaném prostoru.

Definice 9.28. Je-li f : V — V linearni operdtor na konecné generovaném pro-
storu V dimenze n, pak charakteristicky polynom operdtoru f je polynom

pf(>‘) = det ([f]g - >‘In> s
kde B je libovolna baze prostoru V.

Charakteristicky polynom operatoru na (koneéné generovaném prostoru) V je
tedy roven charakteristickému polynomu matice [f]5 pro jakoukoliv bazi B prostoru
V.

Priklad 9.29. V piikladu 9.12 jsme spocetli, Ze charakteristicky polynom orto-
gonalni projekce f na piimku <(1,2)T> je pr(A) = A? — \. Z druhého postupu
nahlédnéte, Ze stejné vyjde charakteristicky polynom pro ortogonalni projekci na
libovolnou pfimku, dokonce projekci na libovolnou primku p ve sméru primky g,
pokud p # q.
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Priklad 9.30. Charakteristicky polynom realné matice

37
=(13)
je podle tvrzeni roven

pa(N) = (—1D2N = (B+5)A+(3-5-7-4) =X -8\ —13 .

9.2.3. Koreny polynomi, algebraickd ndsobnost. K urceni vlastnich ¢isel matice
nebo operatoru na konecné generovaném prostoru potiebujeme najit kofeny cha-
rakteristického polynomu. Uvedeme nékolik pojmt a tvrzeni (bez dikazi), které
budeme o kofenech polynomii potiebovat. Diukazy se dozvite v kurzu obecné alge-
bry ve druhém roc¢niku.

Ptipomenme, ze polynom stupné n nad télesem T je vyraz

p(x):a0+a1x+a2x2+~-+anx", kde ag,...,a, €T, a, #0 .

Kofenem takového polynomu je prvek ¢ € T, pro ktery p(t) = ag + ait + ast? +
-+ -+ a,t™ = 0. Nulovému polynomu p(z) = 0 pfedchozi definice nepfidélila stupen,
nékdy se fiké, Ze je stupné —1, jindy se stupen nedefinuje.

Nyni sméfujeme k pojmu nisobnosti kofene. Rekneme, Ze polynom p(x) déli
polynom s(x) (oba polynomy jsou nad télesem T), pokud existuje polynom ¢(z)
(nad T) takovy, ze p(x)q(z) = s(z). Napiiklad redlny polynom x — 1 déli polynom
2?2 — 1, protoze (v — 1)(z + 1) = 2% — 1.

Tvrzeni 9.31. Necht p(x) je polynom nad T. Prvek t € T je kofenem polynomu
p(x) prave tehdy, kdyz polynom x —t déli polynom p(x).

Nejvétsi ¢islo [ takové, Ze (z — t)! stale déli polynom p(z) nazyvame nasobnost
kotene t.

Definice 9.32. Necht p(z) je polynom nad T a ¢t € T je jeho kofen. Ndsobnost
kortene t polynomu p(x) definujeme jako nejvétsi prirozené ¢islo [ takové, ze polynom
(x —t)! déli polynom p(x).

Tvrzeni 9.33. Necht p(x) je polynom nad T, t1,...,tx € T po dvou rizné a
l1,...,lx € N. Pak nasledugici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Pro kazdé i € {1,...,k} jet; kofen ndsobnosti l;.
(2) plx) = (x —t1)" ... (x — t)*q(z) pro né&jaky polynom q(x) takovy, Ze ani
jeden z prokid tq, ..., tx neni koren.

Implikaci (2) = (1) miZeme pouzit k hleddni nasobnosti kofend. Uhddneme
néjaky kofen t polynomu p(z) a polynom p(z) vydélime polynomem z — t. Déle
pokrac¢ujeme stejnym zptisobem s vyslednym polynomem. Proces ukonc¢ime, kdyz
ziskdme polynom, ktery jiz zadny kofen nema. Nakonec ziskame rozklad jako v ¢asti
(2) a tvrzeni ndm da informace o ndsobnostech.

Piiklad 9.34. Urcime koteny a jejich nasobnosti pro realny polynom p(x) = 22° —
8x2 4+ 10z — 4.
Uhédneme kofen ¢t = 1 a vydélime polynom p(z) polynomem x — 1.

q(z) = (22° — 822 + 10z —4) : (x — 1) =22% — 62 + 4 .

Hledat kofeny redlného polynomu druhé stupné umime, polynom ¢(z) mé kofeny
1 a 2. Polynom ¢(z) lze proto zapsat

g(xz) =2(x —1)(x —2) .



LINEARNI ALGEBRA 313

Pro pivodni polynom méame

p(z) = (z —1)q(z) = 2(z — 1)*(z — 2) .
Tedy p(x) mé kofen 1 ndsobnosti 2 a kofen 2 nésobnosti 1.

Piiklad 9.35. Urc¢ime kofeny a nésobnosti kotenti redlného polynomu p(z) = z* +
2
=

Ihned vidime, Ze 2% déli polynom p(z). Mame
p(z) =2*(2® +1) ,
Polynom 22 +1 jiz zadny redlny kofen nem4, tedy p(x) m4 jediny kofen 0 nasobnosti
2.

Chépeme-li ovéem p(z) jako polynom nad komplexnimi é&isly, pak 22 + 1 ma dva
kofeny i a —i a polynom p(z) lze psét

p(z) = 2%(x 4 14)(x — i)

Nad komplexnimi ¢isly tedy méme kofen 0 nasobnosti 2 a kofeny ¢ a —i nasobnosti
1.

Piiklad 9.36. Uréime koteny polynomu p(z) = z* + 223 + 22 + 22 nad télesem
Zs.

Vidime, ze t = 0 je kofen. Dosazenim zjistime, ze t = 1 je kofenem a t = 2
kofenem neni. K uréeni nasobnosti vydélime polynom p(z) polynomem z(z — 1) =

22— =%+ 2.

(' + 223 + 2% +22) : (2? +22) =22 +1 .
Takze
p(x) = x(z +2)(z* +1) .
Dosazenim prvkii télesa Zs do polynomu x2 + 1 zjistime, ze 22 4+ 1 zadné kofeny v
Zs nema, takze oba kofeny 0 i 1 maji ndsobnost 1.

Dusledkem implikace (1) = (2) v tvrzeni 9.24 je, ze polynom stupné n > 0 mé
nejvyse n kotfent, i kdyz pocitame kazdé tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

Tvrzeni 9.37. Polymom stupné n nad libovolnym télesem md nejvyse n korent
véetné ndsobnosti.

Obrat ,véetné nasobnosti“ budeme pouzivat pro strucnost vyjadfovani. Presny
vyznam je vysvétleny nad tvrzenim, tj. pokud kazdy kofen pocitame tolikrat, kolik
je jeho nasobnost, vyjde nejvyse n.

Ze zékladni véty algebry (véta ?7?) lze odvodit, Zze nad komplexnimi ¢isly je
kofenti vzdy maximéalni mozny pocet (opét musime pocitat i s ndsobnostmi).

Véta 9.38. Kazdy polynom stupné n > 1 nad télesem C lze napsat jako soucin
linedrnich polynomd (tj. polynomi stupné 1).

Specidlné, kazdy polynom stupné n > 0 nad télesem C md pravé n kotendt véetné
nasobnosti.

(Na okraj poznamenejme, ze kazdé téleso lze rozsitit do vétsiho télesa, kde plati
obdoba ptedchozi véty.)

Jesté uvedeme jeden pozitivni vysledek pro polynomy nad redlnymi ¢isly, tento-
krat vyjimecéné i s naznakem dikazem.

Tvrzeni 9.39. Polynom lichého stupné nad télesem R md alespori jeden korven.
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Diikaz. Pripomenme, Ze je-li komplexni ¢islo z kofenem redlného polynomu p(z),
pak je jeho kofenem také ¢islo Z komplexné sdruzené se z (viz véta 1.9). Kofeny
polynomu p(z) tak miizeme uspotddat do dvojic komplexné sdruzenych kofenil.
Protoze ale vSech kofent (spolu s ndsobnostmi) je lichy pocet, existuje asponi jeden
koten z, pro ktery plati z = Z, tj. aspon jeden realny koren.

Alternativné lze tvrzeni dokazat analyticky, bez pouziti komplexnich ¢isel. Je-1i
koeficent u ™ kladny, pak pro © — oo je p(z) — 0o a pro x — —0 je p(z) — —oo.
Ze spojitosti funkce p(x) pak vidime, ze nutné existuje ¢islo z, spliujici p(z) = 0.
(Je-li koefcient u 2™ zaporny, dikaz je obdobny.) O

Nyni se vratime k vlastnim ¢islim. Ty lze spocitat jako kofeny charakteristického
polynomu, jejich nasobnosti jsou dtlezitou informaci, proto si zaslouzi samostatny
pojem.

Definice 9.40. Nechf f je linedrni operdtor na kone¢né generovaném prostoru a
A je jeho vlastni ¢islo. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho
néasobnost jako kofene charakteristického polynomu operatoru f.

Definice 9.41. Necht A je ¢tvercova matice a A je jeji vlastni ¢islo. Algebraickou
ndasobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho nasobnost jako korene charakteristic-
kého polynomu matice A.

Priklad 9.42. Najdeme vlastni ¢isla a jejich algebraické nasobnosti pro linedrni
operator f:R3 — R? definovany pfedpisem

x —y+z
fl v ]|=1 -3—2y+3z
z —2x —2y+ 3z
Matice operatoru f vzhledem ke kanonické bazi je
0o -1 1
A== -3 -2 3
-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f se rovna
0—A -1 1
det(A—X3) =det | -3 —2—-X 3 = X421 = —(A=1)2(\+1) .
-2 -2 3—A

Operator ma tedy 2 rizna vlastni ¢isla: vlastni ¢islo 1 algebraické nasobnosti 2 a
vlastni éislo —1 algebraické nasobnosti 1. (Takze dohromady méame 3 vlastni éisla
véetné nasobnosti.)

Zformulujeme dusledky tvrzeni 9.37, véty 9.38 a tvrzeni 9.39 pro vlastni ¢isla
operatoril.

Dusledek 9.43.

o KazZdy linedrni operdtor f : V. — V na koneéné generovaném prostoru
dimenze n nad télesem T md nejvyse n vlastnich cisel véetné nasobnosti.

e Linedrni operator f : V — V md pravé n vlastnich cisel véetné ndsobnosti
prdavé tehdy, kdyz je jeho charakteristicky polynom soucinem linedrnich po-
lynomai.

o Kazdy linedrni operdtor f : V. — V na koneéné generovaném prostoru
dimenze n nad télesem C md pravé n vlastnich c¢isel véetné ndsobnosti.
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o Kazdy linearni operdtor f : V. — V na konecné generovaném vektorovém
prostoru liché dimenze nad R md aspori jedno (redlné) vlastni éislo.

V feci matic.
Dusledek 9.44.

e KazZda ctvercova matice Tadu n nad télesem T md nejvyse n vlastnich cisel
véetné algebraickych ndsobnosti.

o Ctvecovd matice vddu n nad télesem T md prdvé n vlastnich cisel véetné
ndsobnosti pravé tehdy, kdyz je jeji charakteristicky polynom soucinem li-
nedrnich polynomai.

o Kazda ctvercovda matice fadu n nad télesem C md pravé n vlastnich cisel
véetné algebraickych ndsobnosti.

e KazZda ctvercovd matice lichého Tadu nad télesem R ma alespon jedno redlné
vlastni cislo.

9.3. Diagonalizovatelné operatory.
Maé-li operdtor f (resp. matice A) ,dostatek® vlastnich vektort, miizeme diskrétni
dynamicky systém x; = f(xx—1) (resp. xx = Axj_1) snadno vyfesit. K ilustraci
poslouzi opét operator z priklada 9.3 a 9.20.
V kapitole budeme cCasto pouzivat matici operatoru vzhledem k bazi B a B, tj.
matici [f]5. Budeme ji proto jednoduse nazyvat matice f vzhledem k B.
Dilezitou roli v této ¢asti budou také hrat diagonalni matice, proto si pro né
zavedeme specialni oznaceni. Diagonalni matici D = (d;;) Ffadu n budeme zapisovat
diag(di1,daa, -, dpy). Diagondlni matice umime snadno umocnit.

diag(t1,to, ..., tn)* = diag(th, t&, ... t*)
pro kazdy exponent k£ =0,1,2,....
Piiklad 9.45. UvaZzujme operator f4 na R? uréeny matici
3 0
=(12)

V piikladu 9.20 jsme vypocitali, ze vlastni ¢isla tohoto operatoru jsou 2 a 3 a
ptislusné podprostory vlastnich vektort jsou

we=((1)) = (1))

Vektory vi = (0,1)T, vo = (1,1)T tvoii linedrné nezavislou posloupnost B =
(vi,v32), tedy bazi prostoru R2. (To, #e posloupnost je linedrné nezavisld, neni
nahoda — viz véta 9.54.)

Plati fa(vi) = 2vi a fa(ve) = 3va. Z toho vidime, Ze matice operdtoru fa

vzhledem k bazi B je
5_(2 0
[fA]B - ( 0 3 )

Diagondlni matice ale mocnit umime! Pro libovolné pfirozené k proto umime vy-
pocitat matici operatoru (f4)* vzhledem k bazi B:

(198 = (111 = ( 5 g)’“:<2§ &)

Nyni mizeme odpovédét na fadu otazek o operatoru f4 a matici A.
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e Reseni diskrétniho dynamického systému x; = fa(xx_1) ,,v bazi B“.
Plati

il = () ol = () B bl = ( gk ) ol

Jsou-li tedy soufadnice [x¢]p pocatecniho stavu xg vzhledem k bézi B rovny

[XO]B(:) :

pak soutadnice stavu xj v bazi B jsou

(3 2)(0)-(%)

e Kvalitativni chovani diskrétniho dynamického systému x;, = fa(Xg_1).
Pokud r # 0 a s # 0, pak se pro k& — oo budou obé soufadnice vzhledem k
B v absolutni hodnoté blizit nekonec¢nu. Pritom prvni slozka bude pro velka k
zanedbatelna vzhledem ke slozce druhé.

e Reseni diskrétniho dynamického systému x; = fa(x;_1) ,,v kanonické
bazi“. Z matice [(f4)*]5 mtZeme uréit matici (f4)* vzhledem ke kanonickym
bazim pomoci matic pfechodu (opakujeme vypocet v tvrzeni 6.20):

[(fa)F1% = [(AZ [(fa)k)5 [id]% = ( (1) 1 ) < 20k 30k ) < (1) 1 )1

(01 2k 0 -1 1Y) 3k 0
W11 0 3k 1 0 )\ 3k—29oFk 2k
7 toho dostavame
k k1K 3k 0
xi = (fa)"(x0) = [(F)* )i x0 = ( g ok o )Xo -

Tedy pokud xg = (a,b)”, pak

e Vypoéet k-té mocniny A* matice A pro k > 1. Protoze [(fa)*]X = [far]¥ =
AF mame z predchoziho bodu

350
Ak(sk—Qk 2’f>

Priklad nés vede k definici diagonalizovatelného operatoru.

Definice 9.46. Linearni operator f : V — V na kone¢né generovaném prostoru V
nazyvame diagonalizovatelny, pokud ma vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici.

Tvrzeni 9.47. Je-li f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném pro-
storu V a je-li B = (v1,...,v,) bdze prostoru V, pak [f]5 = diag(\1, ..., \,) plati
prave tehdy, kdyz pro kaZdéi € {1,2,...,n} je v; vlastni vektor piislusny vlastnimu
cislu N;.

Diikaz. Rovnost [f]5 = diag(\1, ..., A,) plati pravé kdyz pro kazdé i € {1,...,n}
se i-ty sloupec matice [f]5 rovnd i-tému sloupci matice diag(\y, ..., \,), tj. pravé
kdyZ [f(vi)]s = Aiei (pouzili jsme definici matice linedrniho zobrazeni).
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Rovnost [f(v;)]s = A\ie; je ekvivalentni vztahu f(v;) = A;v; podle definice sou-
fadnic prvku vzhledem k bazi. Protoze v; # o, vztah f(v;) = A;v; je ekvivalentni
tomu, zZe v; je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A;. O

Dusledek 9.48. Linedrni operator f : V — V na koneéné generovaném prostoru
V je diagonalizovatelny pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V tvorend vlastnimi
vektory operdtoru f.

Ekvivalentné muzeme diagonalizovatelnost charakterizovat pomoci podobnosti
matice operatoru (vzhledem k libovolné bézi) s diagondlni matici.

Tvrzeni 9.49. Je-li f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném pro-
storu 'V dimenze n nad télesem T a C bdze prostoru V, pak operdtor f je diago-
nalizovatelny pravé tehdy, kdyz je matice [f]g podobna diagonalni matici.

Diikaz. Je-li operator f diagonalizovatelny, pak existuje baze B prostoru V ta-
kova, 7ze [f]5 je diagonalni matice. Podle tvrzeni 6.20) jsou matice [f]S a [f]5 jsou
podobné.

Naopak, je-li matice [f]S podobné diagonalni matici D, pak existuje regularni
matice R = (rq|ra|- - - |r,) takova, ze D = R™![f]& R. Protoze je matice R reguldrni,
je posloupnost sloupcovych vektori (ry,ra,...,r,) linedrné nezivisla a proto béaze
v T™. Zvolime vektory v; € V tak, aby platilo [v;] = r; pro kazdé i = 1,2,...,n.
Posloupnost B = (v1,Va,...,V,) je pak baze prostoru V a plati pro ni [id]Z = R.
Opét podle tvrzeni 6.20) pak plati [f]5 = R7L[f]% R = D. O

Preformulujeme si definici a tvrzeni o diagonalizovatelnosti operatort pro matice.

Definice 9.50. Ctvercova matice A ¥adu n nad télesem T se nazyva diagonalizo-
vatelnd, pokud je operdtor fn : T" — T diagonalizovatelny.

Pro maticovou formulaci tvrzeni 9.51 si opét prfipomeneme, Ze pro ¢tvercovou
matici A fddu n nad T a bdzi B = (vyq,... v,) prostoru T" plati

[falE = [id]5 [falk [i[d]E = R AR, kde R = [id]§ = (vi]...|va) -

Tvrzeni 9.51. Je-li A c¢tvercovd matice Fidu n nad télesem T, B = (vi,...,Vy)
bdze prostoru T™ a R = [id|Z = (v1]...|v.), pak matice [fa]5 = R™1AR se rovnd
diagondlni matici diag(A1, ..., \,) prave tehdy, kdyz pro kaZdé i € {1,2,...,n} je
v, vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu \;.

Disledek 9.52. Ctvercovd matice A 7ddu n nad télesem T je diagonalizovatelnd
prdaveé tehdy, kdyz existuje bdze prostoru T™ tvorend vlastnimi vektory matice A.

V situaci, kdy [f]58 = [(id]E [fa]lE [id]® = R7'AR = diag(\1,...,\,), umime
matici A umocnit stejné jako v piikladu 9.45:

AF = [(fa)M]E = [d]Z [(f2)¥]B [d]E = R([fa))" R~
= R diag(A1,...,\)" R7! = R diag(\}, ..., A5 ) R7L .

Vypodet mocniny A¥ miizeme nahlédnout také algebraicky. Oznac¢ime D = diag(\y, . ..

a vztah R™'AR = D piepiseme na A = RDR~'. Pak
A* = (RDR™Y)(RDR™')...(RDR™')=RDD---DR™' = RD*R™!
——
kX kx
= R diag(\},...,\F)R™ .

s An)
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Pouzitim tvrzeni 9.49 na kanonickou bazi C' = K,, dostaneme nasledujici mati-
covou verzi.

Tvrzeni 9.53. Ctvercovd matice A Fddu n nad télesem T je diagonalizovatelnd
prdveé tehdy, kdyz je podobnd diagondlni matici.

9.3.1. Linedrni nezdvislost vlastnich vektord. Chceme nalézt nutné a postacujici
podminky pro to, aby byl linearni operator f : V — V na konecné generova-
ném prostoru V diagonalizovatelny. Zakladem je néasledujici véta, ktera plati zcela
obecné, neni nutné predpokladat, ze prostor V ma konec¢nou dimenzi.

Véta 9.54. Je-li f : V — V linedrni operdtor a (vi,Va,...,Vy) posloupnost
nenulovych vlastnich vektord operdtoru f prislusnych navzdajem riznygm vlastnim
Gislim A1, ..., \g, pak je posloupnost (vi,va,...,vg) linedrné nezdvisld.

Diikaz. Pouzijeme indukci podle k. Je-li k = 1, tvrzeni plati, protoze vi # o.
Pfedpokladejme, ze k > 1 a tvrzeni plati pro k—1, tj. Ze posloupnost (vy,...,Vi_1)
je linearné nezavisla. Uvazujme skalary aq,...,a; € T takové, ze plati
0 =ai1Vy +axvy + -+ ag-1Vi—1 + apvi .
Aplikujeme na obé strany operator (f — \xidy ) a upravime. V prvnich dvou tpra-
véach pouzivame linearitu operdtoru (f — A idy ).
(f = Aidv)(arvi + -+ ap—1Ve—1 + apvy) = (f — A idy) (o)
(f = Midv)(arve) + -+ (f = Aidy)(ar—1ve—1) + (f — Agidv)(arve) = 0
al(f — Mk idv)(Vl) + -+ ak_l(f — Ak idv)(Vk_l) + ak(f — Mk idv)(vk) =0 .
K posledni tpravé vyuzijeme toho, ze pro kazdé ¢ = 1,2, ..., k plati
(f — )\k ldv)(VZ) = f(Vz) — ()\k ldv)(V,L) = )\ivi — /\kvi = ()\1 — )\k)vi s
a dostaneme
o=a1(A —Apg)vi+ - ap—1(Ap—1 — Ag)Vi—1 -

Posloupnost vektori (vi,...,vi_1) je linedrné nezavisla podle indukéniho pred-

pokladu. Odtud plyne
al()\l — )\k) = ag()\g — )\k) == ak_l()\k_l — )\k) = 0 .
Protoze vlastni ¢isla A1, ..., A\x_1, A\ jsou navzdjem riznd, vyplyva odtud, ze a; =
as = -+ =ap—1 = 0. Po dosazeni do rovnosti
a1V1 + Ve + -+ ax_1Vig—1 + gV = O

dostaneme ayvy = o a tedy také ar = 0, protoze vy # o. Tim je dokazano, ze

posloupnost (v1,...,Vig_1, V) je linedrné nezdvisla. O

Disledek 9.55. Ma-li linedrni operdtor f : V. — V na vektorovém prostoru V
dimenze n nad telesem T celkem n navzdjem ruznych vlastnich cisel, pak je diago-
nalizovatelny.

Diikaz. Méa-li operator f celkem n navzajem rtiznych vlastnich ¢isel A\, ..., \,, exis-
tuje pro kazdé i = 1,...,n nenulovy vlastni vektor v; prislusny A;. Podle predchozi
véty je posloupnost vlastnich vektorti (vi,...,v,) linedrné nezavisla a tedy je to
béaze prostoru V. Operator f méa tak bazi slozenou z vlastnich vektorti operatoru
f, je proto diagonalizovatelny podle dusledku 9.48. g
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Disledek 9.56. Md-li matice A 7ddu n nad telesem T celkem n navzdjem rizngch
vlastnich cisel, pak je diagonalizovatelnd.

Operator v prikladu 9.45 a operdtor v motiva¢nim piikladu o Fibonacciho po-
sloupnosti v ¢asti 9.1.2 splnuji predpoklad disledku 9.55.

Priklad 9.57. Jesté jednou spocitame, jak vypadd k-ty prvek Fibonacciho posloup-
nosti. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice C'. Charakteristicky polynom
matice C' je (podle tvrzeni 9.24 o koeficientech charakteristického polynomu) roven

peA\) =X —-A—-1
Vlastni ¢isla matice C, neboli kofeny rovnice po(A) = 0, jsou

L+v6 _1-V5
2 P2
Vsechny vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu A; jsou pravé vsechna feseni ho-
mogenni soustavy s matici
( 0— A\ 1 )
1 1-—XN ’

coz jsou viechny vektory v My, = ((1,1/2 +v/5/2)T) = ((1,\1)T). Podobné jsou
vSechny vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu As = 1 — Ay pravé vektory z
linedrniho obalu vektoru (1, A2)7.

Posloupnost
1 1
B—(V17V2)—<( )\1 >7< )\2 ))

je (i podle véty 9.54) linedrné nezavisld, takze je bazi R?, a plati

[fC]g = diag()‘la >‘2)7 [(fc)k}g = dlag(Allc7 )‘126) .
Chceme znat C*(ag,a1)” = (fc)*(ag,a1)”. Ted méme vice moznosti, jak vipocet
dokonéit. Mizeme piejit ke kanonické bézi (tj. spocitat [(fo)*]% = C*), nebo
pracovat pfimo v bazi B. Zvolime druhy pristup.
Vyjadiime vektor (ag,a;)? = (0,1)7 vzhledem k bézi B. Vyjde

(V)] =5 (4)

Odtud dostavame pro kazdé celé ¢islo k > 0

)], = wems (V)] = (5 %) 35 ()= s (0 5%)

Z toho vyplyva

Qg1 \/5 1 M 2 Ao \/5 )\IIC+1 _ )\126—4—1

Srovnanim prvnich slozek dostavame

k k
A A3
a = — — —=

VERYE]

pro kazdé k > 0 (pfiemZ si miZeme vSimnout, Ze vzorec plati i pro k = 0).

AL = =1-X .
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Vsimnéme si také, Ze [\5| < 1, druhy séitanec se proto pro k — oo blizi 0, takze

ak%w/\/g:1<1+\/5>k

NAWE

9.3.2. Geometrickd ndsobnost, charakterizace diagonalizovatelnych operdatori. Po-
kud chceme operator f na koneéné generovaném prostoru dimenze n diagonalizovat,
musime najit n-prvkovou linedrné nezavislou posloupnost B slozenou z vlastnich
vektoru operatoru f. Kazdy z vektort v B musi lezet v podprostoru M vlastnich
vektori prislusnych néjakému vlastnimu ¢islu A. Z ného mize baze B obsahovat na-
nejvys dim My prvki. Této dimenzi fikdme geometrickd nasobnost vlastniho cisla

A

Definice 9.58. Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operatoru f na konecné
generovaném prostoru (nebo ¢tvercové matice A) rozumime dimenzi podprostoru
M, vlastnich vektorii operatoru f (nebo matice A) piislusnych vlastnimu ¢islu .

Geometrickd nésobnost kazdého vlastniho ¢isla A operatoru f je aspoi 1 (ji-
nak by A nebylo vlastni ¢islo). V nésledujicim tvrzeni dokdzeme, Ze je mensi nebo
rovna algebraické nasobnosti A\. K dtikazu budeme potfebovat nasledujici tvrzeni o
determinantech.

Tvrzeni 9.59. Pro c¢tvercovou blokovou matici

B C
(5 5)
se ctvercovymi diagondlnimi bloky B, D plati
det A = (det B) (det D) .

Diikaz. Ozna¢ime n fad matice A = (a;;) a k < n fad matice B. Dikaz udélame
indukei podle k. Je-li kK = 1, je B = (a11) a vSechny ostatni prvky v prvnim sloupci
jsou 0. Rozvineme det A podle prvniho sloupce a dostaneme

det A = aq; det Ay; = (det B) (det D) .

Nyni pfedpokladédme, ze k£ > 1. Indukéni predpoklad je, ze determinant blokove
horni trojuhelnikové matice se dvéma diagonalnimi bloky se rovna soucinu deter-
minant diagonalnich blokt kdykoliv ma diagonélni blok vlevo nahore fad k — 1.
Opét rozvineme det A podle prvniho sloupce, tentokrat a;; = 0 pro kazdé i > k.
Dostaneme

det A = (=1)"*ay; det Ay + (=1)*Tag; det Agy + -+ + (—1)k+1ak1 det Ay

kde A;; je minor matice A vznikly vynechanim prvniho sloupce a i-tého radku. Pro
kazdé i = 1,2,...,k je minor
[ Ba G
Azl - ( 0 D )

kde B;; je minor v diagonalnim bloku B vznikly vynechnanim i-tého fadku a prv-
niho sloupce, a C; je matice, kterou dostaneme z bloku C' vynechanim i-tého fadku.
Minor A;; je blokové horni trojuhelnikova matice a podle indukéniho predpokladu
plati

det Ail = (det le) (det D) .



LINEARNI ALGEBRA 321

Dostavame tak
det A =(—1)""tay; det Ay + (—1)*Ttag det Agy +--- + (—1)k+1ak1 det Az
=(—1)"*ay; (det Byy) (det D) + - - - + (=1)**1ay  (det Byp) (det D)
=((=1)"*'as1(det Bi1) + - -+ + (—1)*agi (det By1)) (det D)
=(det B) (det D) ,

podle véty o rozvoji determinantu podle sloupce pouzité na diagonalni blok B. [

Tvrzeni 9.60. Pro kaZdé vlastni c¢islo p linedrniho operdtoru f : V. — V na
konecéné generovaném prostoru V (étvercové matice A) nad télesem T plati, Ze
geometrickd ndsobnost p je mensi nebo rovna algebraické ndsobnosti \.

Diikaz. Bud k geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla u operdtoru f. Zvolime ndja-

kou béazi (v1,...,vi) podprostoru M, vlastnich vektort pfislusnych p a doplnime
ji vektory vgi1,...,v, na bdzi B = (vy,...,v,) celého prostoru V.
Protoze pro kazdé i = 1,...,k plati [f(v;)]p = [uvi]ls = pe;, matice [f]5 ma

blokové diagonalni tvar

/J,Ik C
0 D ’
kde C je vhodny blok typu k x (n — k) a D vhodny étvercovy blok fadu n — k.
Charakteristicky polynom p(X) operatoru f se tedy rovna determinantu matice

[f1 — AL, = < =Nl fi,nik )

Determinant této blokové horni trojithelnikové matice se podle predchoziho tvrzeni
rovna soucinu determinantti diagonalnich bloki. Proto

pr(\) = det ((p — \)I;) det(D — A,,—p,) = (u— N)¥det(D — A,—y) .

Cislo 41 je tedy aspoii k-nasobnym kofenem charakteristického polynomu operé-
toru f, jeho algebraicka nasobnost je proto aspon k. O

Prikladem kdy nastane rovnost, je jednotkova matice Io, kterd ma jediné vlastni
c¢islo 1, které ma geometrickou i algebraickou nasobnost 2. Déle samoziejmé rov-
nost algebraické a geometrické nasobnosti plati pro kazdé vlastni ¢islo s algebraic-
kou nasobnosti 1. V jistém smyslu typicky piipad, kdy je nerovnost ostra, ukazuje

nasledujici piiklad.
3 1
=(03)

m4 charakteristicky polynom det A — Al = (A—3)? a tedy jediné vlastni &islo A = 3
algebraické nasobnosti 2. Podprostor vlastnich vektord prislusnych vlastnimu ¢islu

A=3je
M; = Ker (A — 31,) = Ker (8 (1)>_<< (1) >>

geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A = 3 je proto 1.
Tato matice neni diagonalizovatelna, protoze z M3 ziejmé nelze vybrat dvou-
¢lennou linearné nezavislou posloupnost.

Priklad 9.61. Realnad matice
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Nediagonalizovatelnost operatoru nebo matice mize mit dvé pric¢iny — nedosta-
tek vlastnich ¢isel (jako rotace o 7/2 v prikladu 9.23) nebo nedostatek vlastnich
vektorti (jako v predchozim piikladu). Tim se dostavame se k charakterizaci diago-
nalizovatelnych operatori.

Véta 9.62. Bud [ : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném vektorovém
prostoru 'V dimenze n (resp. bud A je ¢tvercovd matice vddu n) nad télesem T. Pak
jsou nasledugici torzent jsou ekvivalentni.

(1) Operdtor f je diagonalizovatelny (resp. matice A je diagonalizovatelnd).
(2) Operdtor f (resp. matice A) md
e n vlastnich cisel véetné algebraickych ndsobnosti a
e geometrickd ndsobnost kaZdého vlastniho ¢isla operdtoru [ (resp. ma-
tice A) je round jeho algebraické ndsobnosti.

Diikaz. (1) = (2). Predpokladédme, Ze je f diagonalizovatelny. Existuje tedy béze
B = (vi,...,vy,) prostoru V slozend z vlastnich vektort operatoru f. Oznaéme
A1, ..., Ak vSechna navzajem rizna vlastni ¢isla operatoru V, [y,...,[; jejich al-
gebraické nasobnosti a myq, ..., my jejich geometrické nasobnosti. Kazdy z vektort
v B lezi v jednom z podprostori My,, ..., My, pficemz z kazdého podprostoru
M), mize v bazi B lezet nejvyse dim(My,) = m; vektori (protoZe pouze nejvyse
tolik vektord miize tvorit linedrné nezévislou posloupnost v My, ). Z toho vyplyva
nerovnost n < my + - -+ + my. Podle tvrzeni 9.60 je geometrickd nasobnost mensi
nebo rovna algebraické nasobnosti, tedy m; < l; (pro kazdé i € {1,...,k}). Sou-
Get algebraickych nésobnosti je pfitom nejvyse n (viz prvni bod dusledku 9.43).
Dohromady méme

n<mi+--4+mp<h+---+lk<n a m;<l; prokazdé i=1,2,... k.

To znamend, ze l; + ...l = n a soucasné m; = l; pro kazdé i € {1,2... k}, jak
jsme chtéli dokazat.
(2) = (1). Pfedpoklddejme naopak, ze podminky na ndsobnosti jsou splnéné.

Oznadime A1,..., A\ vlastni éisla operdtoru a ly,...,l; jejich algebraické (= geo-
metrické) nasobnosti. Pro kazdé i € {1,...,k} mad M), dimenzi [;, vezmeme jeho
libovolnou bézi
Bi = (Vv1,Vy,...,V[.) .
Ukéazeme, ze posloupnost
11 12 2 2 kE k k
B = (V],Vyy oo, VI, VI, Voo Vi oo VI, Vo, V)

vytvorena ze vsech vektort vSech bazi podprostort M, tvofi bazi prostoru V.

Pocet prvki této posloupnosti je Iy +lo + -+ + Il = n = dimV, staci proto
ukézat, ze B je linedarné nezavisla posloupnost. Predpokladejme tedy, Ze pro néjaké
skaldry af, i =1,...,kaj=1,...,1; plati

k

1,1 1.1 1,1
a1v1+a2v2+~~-+allvll+---+a’fv’f+a§v2+~--+aﬁvk

lkZO'

Pro kazdé 1 = 1,2,..., k je vektor
w; = aivi + aévg +---+ afﬁvfl
vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu A;. Déle plati

W1+ Wy + -+ Wy, = o.
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Pokud by néktery z vektori w; byl nenulovy, vynechali bychom z posledni rov-
nosti vSechny nulové vektory na levé strané a ztstal by nam soucet, tj. linearni
kombinace s koeficienty 1,

W7;1+W7;2+"'+Wil:0

nenulovych vlastnich vektort prislusnych riznym vlastnim ¢islim A;;, Aiy, ..., Aj,.
To ale neni mozné podle véty 9.54 o linearni nezavislosti posloupnosti nenulovych
vlastnich vektort piislusnych riznym vlastnim ¢islim.

Pro kazdé i = 1,2,...,k tedy plati w; = o, ¢ili

_ i i i i
o=a;vy +ayvy+---+a, vy .

Posloupnost vektort B; = (vi,...,v] ) je ale linedrné nezavisla nebot tvoii bazi
M,,. Dostavame tak, ze a} = aj = --- = aj, = 0 pro kazdé i = 1,2,...,k.
Posloupnost B je tedy linearné nezavisla a tvori proto béazi prostoru V slozenou z
vlastnich vektort operatoru f. g

7 dtkazu vidime, 7Ze v pripadé diagonalizovatelnych operatort bude v nalezené
bazi B pocet vlastnich vektorti pfislusnych vlastnimu ¢islu A roven algebraické
(= geometrické) nasobnosti A. Proto [f]53 bude mit na diagondle kazdé vlastni ¢islo
tolikrat, kolik je jeho algebraicka nasobnost.

Priklad 9.63. V piikladu 9.42 jsme spocitali vlastni ¢isla a jejich algebraické na-
sobnosti pro operator f :R3 — R? definovany pfedpisem

x —y+=z
flyv]|=1 -3—2y+3z
z —2x —2y+ 3z

Zjistime je-li diagonalizovatelny, a pokud ano, najdeme béazi v R? slozenou z vlast-
nich vektorti operatoru f.
Operator f je roven f4 pro matici

0 -1 1

A=[flg=| -3 -2 3

-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f vysel —(A—1)2(A+ 1), takze operator f ma
vlastni ¢islo Ay = 1 algebraické nasobnosti 1 a vlastni ¢islo Ay = —1 algebraické
néasobnosti 2. Spliuje tedy prvni podminku pro diagonalizovatelnost. Zbyva ovérit
rovnost algebraické a geometrické nasobnosti obou vlastnich ¢isel Ay =1 a Ay = —1.

Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A\; = 1 je 2. Jeho geometrickd nasobnost
se rovna dimenzi jadra matice

-1 -1 1
A-MIz=A—-13 = -3 =3 3
-2 -2 2

Hodnost této matice se rovna 1, dimenze jadra je proto 2. Geometricka nasobnost
vlastniho ¢isla A\; = 1 je rovna jeho algebraické nasobnosti.

Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A = —1 je 1 a rovnéa se tak jeho geome-
trické nasobnosti, protoze ta je aspon 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo. Operator f je
tedy diagonalizovatelny.
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Najdeme jesté bazi R3, vzhledem ke které je matice operatoru f diagonalni.
Bézi jadra matice A — A\ I3 = A — I3, které ma dimenzi 2, mizeme zvolit napriklad
(1,0,1)7, (0,1,1). Bazi jadra matice

111
A-dls=A+Is=| -3 -1 3 ~<(1) ;11 é)
9 9 4

miizeme zvolit napiiklad (1,3,2)7". Posloupnost B = ((1,0,1),(0,1,1)T,(1,3,2)7
tak tvoii bazi prostoru R? tvofenou vlastnimi vektory operdtoru f a plati [f]5 =
diag(1,1,—1).

9.3.3. Diagonalizovatelné linedrni operdtory na redlném vektorovém prostoru di-
menze 2. Probereme moznosti, které mohou nastat pro diagonalizovatelny linearni
operator f na vektorovém prostoru V dimenze 2 nad R.

e Operator f méa dvé razna vlastni éisla A, A\o. Pak je diagonalizovatelny. Pro
predstavu o vyvoji diskrétniho dynamického systému x5, = f(xr—1) se podivejte na
nésledujici obrazek. Stejné jako v piikladu 9.6 vedou Sipky z bodu x do bodu f(x).

h\\\$,//ﬁ*\\xxkif///ﬁ‘\\\\t////
IR \Mf:;/4 “/ff/
A - L - N
¢§\\\,/// 247 ‘\:j///z» ‘:://A/
R RS g b g oty
PRERN ‘/4/‘/:’/‘ N . /r/']:’, R -
,z///;‘\\*ﬁ ) ‘///"\* /VZ /’/’.\¢ -
L N P A NS R A E N
U S e v
"’//’*‘\\fﬂ///ﬂxx s///ﬂ\\‘\

4 2 0 2 4 6

OBRAZEK 76. Dvé razna vlastni déisla. Vlevo A\ > 1 > Xy > 0,
uprostied A1, Ao > 1, vpravo 0 < Ap, Ao < 1

e Operator f ma jedno vlastni ¢islo algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasob-
nosti 2. Pak je diagonalizovatelny, dokonce My se rovnd V| tj. f(x) = Ax pro kazdé
x. Vyvoj diskrétniho dynamického systému x; = f(xx—1) si mizeme predstavit po-
moci dalsiho obrazku.

AL AR RN AL TS
PYXXY A A A NN A
NN S AT AN NN S N
'//// LR N N N A AN X R
AR RN TSN RANS
A A AARRRNIE SRR

0

OBRAZEK 77. Jedno vlastni ¢islo algebraické nasobnosti 2 a geo-
metrické nasobnosti 2. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.
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9.3.4. Operdtory na prostorech nad R, které jsou ,diagonalizovatelné nad C“. Ro-
zebereme situaci, kdy redlnd matice A fddu n neni diagonalizovatelnd, ale stejné
matice, chdpané jako matice nad C, jiz diagonalizovateln je. (Diskuzi budeme pro-
vadét pouze pro matice (nebo operdtory fa), abychom nemuseli pouZivat pojem
komplexniho rozsifeni redlného linedrniho prostoru a operdtoru na ném.) Charak-
teristicky polynom pa(A) mé v tom piipadé redlné koeficienty a spolu s kazdym
komplexnim vlastnim ¢islem A mé matice A také komplexné sdruzené vlastni ¢islo
A

Nasledujici jednoduché tvrzeni ukazuje, ze také komplexni vlastni vektory matice
A mtizeme sdruzit do parii. Pro komplexni matici A = (a;;) ozna¢ime A = (@;;) ma-
tici, ve které kazdy prvek a;; matice A nahradime ¢islem @;; komplexné sdruzenym
k a;;. Matice A ma viechny prvky realné pravé kdyz A = A.
Tvrzeni 9.64. Je-li x € C" vlastni vektor redlné matice A = (a;;) prislusng

vlastnimu ¢islu A, pak X je vlastni vektor matice A prislusny vliastnimu ¢islu A.

Diikaz. Je-li X = (x1,22,...,2,)7 vlastni vektor redlné matice A piislusny vlast-
nimu ¢éislu A, plati Ax = Ax. To znamen4, 7e pro kazdé i = 1,2,...,n plati

a1 + @ig%z + 0+ QinTn = AT; .

Rovnaji se tedy také cisla komplexné sdruzena k obéma stranam, tj.

a1+ aip%2 + -+ QinTn = Az

a tedy také B
Uil 1+ Q2 Tz + -+ Qi Ty = A 75 .
Protoze A je realnd matice, plati @;; = a;; pro kazdé 7,5 =1,2,...,n a tedy
anTI + @ipTz + -+ + AinTp = AT
pro kazdé i = 1,2,...,n, coz dokazuje rovnost AX = IX. O

Zacneme tim, ze na konkrétnim piikladu ukdzeme pfimocary, ale nepftilis efek-
tivni postup pro mocnéni redlné matice, kterd nema zZadné redlné vlastni ¢islo.

Priklad 9.65. Najdeme vzorec pro k-tou mocninu realné matice

1 -1
()
Charakteristicky polynom matice A je
pa(A) =N —22+2 .

Tento polynom nema realné kofeny. Budeme proto povazovat A za matici nad C.
Nyni mé pa()) dva komplexné sdruzené kofeny A = 1+1i, A = 1 — i, matice je tedy
nad C diagonalizovatelna.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A tvori podprostor

M1+i:Ker(A—(1+i)Ig):Ker< A > :<< L >>

Protoze A je redlna matice, plati podle predchoziho tvrzeni 9.64, Zze v je vlastni
vektor matice A pifslusny komplexnimu A pravé tehdy, kdyz je v vlastni vektor
matice A pfislusny vlastnimu ¢islu A. Proto bez pocitani vime, ze

)
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Bézi v C? z vlastnich vektort matice A zvolime napiiklad
= ((4) (1))
—i )
AR =[(f)M5 =GR [(fa)")3 [id]E
_( 11 1+ 0 11\
S\ i 0 (1—aq)F —i i

gL < (T+i)f+ (1 -k i +i)—i(1—a)* )
T2\ Sl )Pl (LR 4 (1 —0)F
To je vcelku komplikovany vyraz, navic obsahuje imaginarni ¢isla, i kdyz vysledek
musi zfejmé byt redlna matice.

Proto je v tomto pripadé lepsi pocitat s goniometrickym tvarem komplexnich
Gisel. Je 1+ = /2e™/* = /2(cos(nw/4) + isin(n/4)) a 1 —i = /2e~"/* =
V/2(cos(m/4) —isin(r/4)). Dosazenim a vyuzitim Moivreovy véty vyjde daleko pfi-
jatelnéjsi vysledek

) -1

g 11 (1+i)k 0 11
(DT W) ()
(LD e ) (02

\/ék< cos(km/4) —sin(km/4) >

Pak

Vyjde

sin(kw/4)  cos(km/4)
Stejného vysledku bychom docilili, kdybychom si hned na zacatku vsimli, ze

B cos(w/4) —sin(w/4)
A=v2 ( sin(m/4)  cos(mw/4) )

Tedy 7e A je matice slozeni rotace o /4 a stejnolehlosti s koeficientem /2. Mocninu
AF pak vidime geometricky okamzité.

Nyni budeme uvazovat obecnou redlnou matici A fadu 2, kterd nemé fadné realné
vlastni ¢islo. Charakteristicky polynom matice A mé tedy dva rtzné komplexné
sdruzené kofeny \, A, takZe operdtor f4 mé dvé riizna komplexni vlastni ¢isla A,
. Jako operator f4 : R? — R? diagonalizovatelny neni (nemé zadné redlné vlastni
¢islo), jako operator f4 : C?2 — C? diagonalizovatelny je (dvé riizna vlastni &isla).
Vlastni ¢isla si vyjadrime v goniometrickém tvaru:

A=re? =r(cosp+ising), A=re ¥ =r(cosp—ising) .

Uké4zeme, Ze existuje baze B prostoru R? (!!) takova, Ze

[fA]§=r<°9S*" ‘Si“*”> ,

sinp  cosyp

tj. ,vzhledem k bazi B“ se operator fa : R? — R? rovna rotaci o ¢ slozené se
stejnolehlosti s koeficientem 7. (Ve skutecnosti mtuzeme dokonce nalézt ortogonalni
bézi B, vzhledem ke které mé operétor uvedenou matici, nemﬁéeme ale obecné

vvvvvv

az v pristi kapitole.)



LINEARNI ALGEBRA 327

Oznaéme v € C? néjaky nenulovy vlastni vektor operatoru f4 : C?> — C2 pfislu-
$ny vlastnimu ¢islu A. Podle tvrzeni 9.64 vime, Ze Vv je vlastni vektor operatoru
fa : C? — C? piislusny vlastnimu &islu \.

Posloupnost vektortt C' = (v, V) je baze C? a vzhledem k bézi C' méme

[fale = diag(A, ) -
Oznacime
w1 =v+V, wy=i(v-V).

Vektory wi, wo jsou redlné vektory, vektor w; je dvojnasobek redlné casti vektoru
v, vektor wo je (—2)-nasobek jeho imaginarni éasti. Z definice vektort wy, wo plyne
wile = (1,1)T, [wa]le = (i,—4i)T. Z toho vidime, ze B = (wy,ws) je linedrné
nezévisld posloupnost (v C? i v R?) a tvoii tedy bazi prostoru C? i R2. Vzhledem
k této bazi mame

1§ = 45 L12)8 (12
=(15) (e L ) (1)

Vypoctem ziskame
B _ cos —sing
[f]BT< sing  cosg > ’

coz jsme chtéli ukazat. Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.66. Je-li A redlnd matice 7adu 2, kterd nemd redlnd vlastni cisla, a
A =r(cosp +ising) je komplexni vlastni éislo s nenulovgm vlastnim vektorem v,
pak plati
(1) wvektory w1 = v +V a wo = i(v — V) tvoii bdzi B = (w1, wy) prostoru R2,
(2) linedrni zobrazeni fa : R? — R? urcené matici A md vzhledem k bdzi B

matici .
B cosy —singp
UA]B_T( sing  cosy )

a je tedy sloZenim rotace o thel ¢ se stejnolehlosti s koeficientem r > 0

Vyvoj diskrétniho readlného dynamického systému xj11 = fa(xx) pak miizeme
také intuitivné nahlédnout geometricky.

s s

e Jestlize redlna matice A fadu 2 nema zadné realné vlastni ¢islo, pak ani operator
fa nema zadna realna vlastni ¢isla. Neni proto diagonalizovatelny nad R. Operator
fa mé dvé riznd komplexné sdruzend vlastni ¢isla a vyvoj dynamického systému
Xk+1 = fa(Xr) yvzhledem k bazi B“ muzeme intuitivné nahlédnout pomoci néasle-
dujiciho obrazku.

9.3.5. Vguoj redlného spojitého dynamického systému s diagonalizovatelnou matici.
Uvazujme spojity dynamicky systém x'(t) = Ax(t), kde A je redlnd matice fadu n.
Vektor x(t) € R™ mtze napiiklad udavat polohu pohybujiciho se objektu v case ¢
a rovnice x'(t) = Ax(t) pak Fikd, ze vektor rychlosti tohoto objektu je v bodé x(t)
roven Ax(t). Dobrou pfedstavu o feSeni si mizeme udélat tak, Ze si do nékolika
bodu x nakreslime Sipku z bodu x do bodu x + Ax, neboli vektor Ax s poc¢atecnim
bodem x, jako na nasledujicim obrazku.

Pokud je matice A diagonalizovatelnd, mizeme soustavu vyfesit nasledujicim
zpusobem. V prostoru R™ existuje baze B = (uj,us,...,u,) tvofend vlastnimi
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OBRAZEK 78. Dvé komplexné sdruzend vlastni ¢isla. Vlevo |A| >
1, vpravo 1 > |Al.

N
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OBRAZEK 79. K ptikladu 9.67. Sipky jsou pro piehlednost zkraceny.

vektory matice A, pfiemz vektor u; je prislusny vlastnimu ¢islu )\; matice A.
Matice R = (uj|us|---|u,) je regularni a rovnd se matici pfechodu [id]Z od baze
B ke kanonické bazi K. Plati pro ni

R™'AR = D = diag(\1, A2, ..., \n) -

Upravou dostaneme A = RDR™! a dosadime do rovnice x’(t) = Ax(t). Dosta-
neme tak
x'(t) = RDR™'x(t)
R™'X'(t) = DR 'x(t)
Polozime y(t) = R™'x(t). Snadno se pak ovéii, ze y'(t) = R™x/(t). Staci si uve-
domit, ze kazda slozka y;(t) vektoru y(¢) je linedrni kombinaci funkei z;(t) a tedy
derivace y}(t) je linedrni kombinaci derivaci x;(t) se stejnymi koeficienty (podrob-
néji je tento krok vysvétlen v piikladu). Dosazenim dostavame
y'(t) = Dy(t)

Tuto soustavu vyfesime uzitim piikladu 9.15 o feseni diferencidlni rovnice f/(t) =
Af(t). Pavodni funkce x(t) pak dopoc¢teme ze vztahu x(t) = Ry(t).
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Priklad 9.67. Vyfesime soustavu

(Iﬁ(t)>:A<I1(t)>:<2 1 ><$1(t)>

x5 (%) xa(t) 1 -2 x2(t)

s pocatecni podminkou x1(0) = 5,25(0) = 7. Charakteristicky polynom matice A
je pa(A) = A2 4+ 4) + 3, ktery méa dva rzné realné koteny \; = —1 a Ay = —3.
Vlastni vektory piislusné vlastnimu é&slu A\; = —1 tvoii linearni obal ((1,1)T).
Vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu Ay = —3 tvoi{ linerdni obal {(1,—1)7T).
Polozime B = ((1,1)T, (1,-1)T). Pak

(1)

A PR |
ponans (Y 0)

Piavodni soustavu si prepiseme do tvaru
()= (8 )= (a)
()= (20)

Obé funkce y;(t) jsou linedrni kombinace funkei x4 (t), z2(t) s konstantnimi koefici-
enty v i-tém Fadku matice R~'. Plati proto

()= (56)

Dvojice funkei y; (t), y2(t) tak splituje soustavu linearnich diferencidlnich rovnic

()= (55 ) (o) - ()

Tu uz umime fesit: y1(t) = y1(0)e=2t a yo(t) = y2(0)e 3, kde

(oo )= (26

Spocitame puvodni funkce:

)

(20) :R($%>=R($Eii> R(ftxﬂ><$%>
¥ (
(1

Oznac¢ime

_r( N
0 .’EQ
(11 et 0\ 1 5
1 -1 ettt )2 7
be ! —e 3t
Ge_t +e %
Z postupu pii feseni predchoziho piikladu miiZzeme nahlédnout, Zze pro obec-

nou diagonalizovatelnou matici A miizeme FeSeni spojitého dynamického systému
x'(t) = Ax(t) vyjadiit ve tvaru feSenim soustavy

x(t) = Rdiag(eM?, ..., M) R™1x(0) ,



330 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

kde A = R diag(A1,...,\n) R7L.

Pro zajimavost uvedme, Ze matice Rdiag(e*'?,... e**)R™! je rovna tzv. expo-
nenciale matice tA a znadi se e'4. To dava smysl, protoze ,dosadime-li matici tA
do Taylorovy rady funkce e mame

A2 3 Ak
2 3 k
Lo+ tA+ 50 + 050 R
RD?R™! RD3R™! RDFR™!
= I,+tRDR '+ +¢3 g
2 31 il
tD)?  (tD)3 tD)k

= Rdiag(eM?,..., MR .
Reseni soustavy x'(t) = Ax(t) pak mtzeme psat ve tvaru
x(t) = e!x(0) |

zcela analogicky k vyjadieni f(t) = e** f(0) jako feSeni diferencialni rovnice f' = A\f.
Priklad 9.68. VyfteSime jesté spojity dynamicky systém z ¢asti 9.1.7 popisujici
prechod substance pfes bunéénou blanu. Ten vede k soustavé

uy(t) = —rug(t) + sua(t)

ub(t) = rup (t) — sua(t) .

s pocatecni podminkou us(0) = 1, uz(0) = 0. Matice soustavy

a=(7 )

mé charakteristicky polynom p(A) = A2 + (r + s)A a tudiz dvé riizna vlastni &isla
A =0a X =—(r+s), odtud plyne jeji diagonalizovatelnost.
Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A\; = 0 tvori jadro matice

A012—<_7f“ Z) 7

ktery se rovna linedrnimu obalu ((s,7)7).

Vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu Ao = —(r + s) tvofi jadro matice
s s
A+(7‘+S)IQ— ( - ) s
ktery se rovnd lineArnimu obalu ((1, —1)T). Zvolime bazi B = ((s,r)T, (1,-1)T)).
Pak
_ B _ S 1 -1 _ -1 -1 -1
peag= (2 ), we (7
Soustava ma fesSeni
uy (t) B s 1 et 0 -1 (-1 -1 1
us(t) o r -1 0 e )t g\ —r s 0
_ 1 s+ re(rts)t
T or+s\ r—re ot
Vidime, ze pro ¢ — oo hodnota u; (t) konverguje k

guje k ;1.

s
r+s

a hodnota us(t) konver-
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V nésledujicim pfikladu si ukdzeme, jak se vyviji spojity dynamicky systém
x'(t) = Ax(t) v dimenzi 2 v piipadsé, Ze redlnd matice A nemé zadné redlné vlastni
¢islo.

Priklad 9.69. Spodcitame vlastni kmity pruziny se zavazim. V ¢asti 9.1.6 jsme
odvodili, ze vlastni kmity jsou popsané spojitym dynamickym systémem

0= ()= (% o) (56) (o )0

kde k oznacuje koeficient pruznosti pruziny a m hmotnost zavazi. Proto k/m > 0
existuje jednozna¢né uréené redlné &islo w > 0, pro které plati k/m = w?. Resime
tedy spojity dynamicky systém s matici

0 1
(o)
s libovolnym poéatecnim stavem x(0) = (p1,p2)?. Charakteristicky polynom ma-
tice A je paX = A\? + w? a ma imaginarni kofeny A\ = +iw. Matice A je tedy

diagonalizovatelna pouze nad C, nikoliv nad R. Mnozina vsech vlastnich vektora
matice A pislusnych vlastnimu ¢islu A = iw se rovna

w5 L)((2)
—w®  —iw iw
a podle tvrzeni 9.64 je
1
(1)
lw 1
R= < iw  —iw >

Rlar= (" Y
0 —iw

Dynamicky systém x'(¢) = Ax(t) upravime do tvaru

RIX(t) = ( v )Rlx(t) .

—iw

Pro matici

pak plati

a vyfesime pro novy neznamy vektor y(t) = (y1(t),y2(t))Y = R™'x(t) s novym
pocateénim stavem yo = (y1(0),%2(0))T = R~ 1xq. Spojity dynamicky systém

yit) \ _ (w0 Y1 (t)
Y5 (t) 0 —iw Y2 (1)
se rozpada na dva komplexni spojité dynamické systémy
yi(t) = (iw)yit
Yo (t) = (—iw)yat
v dimenzi 1 a v zavéru tvodni motivacni ¢asti 9.1 jsme si ukdzali, Ze ma feSeni
y1(t) = y1(0)e™
ya(t) = y2(0)e ™",
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coZ muzeme prepsat do tvaru

nit) N\ _ (et 0 y1(0)

ya(t) 0 et y2(0)
Spocteme jesté matici

1 w  —i
-1 _ L
i = 2w ( w 1 )

a vyjaditme feseni pivodniho spojitého dynamického systému x’(t) = Ax(t) s po¢a-
te¢ni podminkou x(0) = (p1,p2)? ve tvaru

w=nmyw=( 1 )5 L) L(2 ()

Po del§im poéitani s vyuzitim Eulerovy formule e™? = cos(wt)+i sin(wt) dostaneme
vysledek

xo(t) ) —wps sin(wt) + po cos(wt)

Abychom pochopili trajektorii bodu (zy(t),z2(t))”T v rovingé R?, vynasobime
prvni slozku 24 (¢) éislem w a spoéteme soucet étverctt

( z1(t) ) _ ( p1 cos(wt) + (1/w)pa sin(wt) )

(wz1(1)? + (22(2))? = (wpr cos(wt) + pa sin(wt))? 4 (—wpy sin(wt) + pa cos(wt))?
= w?p? cos? (wt) + pa sin? (wt) + 2wp pa cos(wt) sin(wt)
+ w?p? sin’(wt) + p3 cos®(wt) — 2wpipa cos(wt) sin(wt)
=w'pl 415 .

Vidime tedy, ze bod (z1(t),z2(t))” se pohybuje po elipse se stfedem v pocatku a
poloosami délky \/w2p? + p2 /w ve sméru osy x1 a délky \/w?p? + p2 ve sméru osy
xXr9.

Ve specidlnim piipadé, kdy w = 1, se bod (21, 22)” pohybuje po kruznici se stte-
dem v pocatku o poloméru \/p? + p3 s konstantni ihlovou rychlosti w = —1, tj. po
sméru hodinovych ruci¢ek. Smér pohybu a fazovy posun zjistime nejsndze pomoci
komplexnich &sel. Pouzijeme goniometricky tvar p; + ips = re'® pro pocatecni
podminku a spocteme

21(t) 4 ixo(t) = p1 cost + pasint — ipy sint + ipy cost = (p1 + ip2)(cost — isint)

re¥e it = pell-tte)
Spocitali jsme tak, ze fazovy posun se rovna .

9.4. Jordanav kanonicky tvar. Jak jsme dokézali ve vété 9.62, linedrni opera-
tor na prostoru dimenze n muze byt nediagonalizovatelny ze dvou divodd — soucet
algebraickych nasobnosti vlastnich ¢isel je mensi nez n nebo geometrickd nasobnost
néjakého vlastniho ¢isla je mensi nez jeho algebraicka nasobnost. Prvni pri¢inu lze
obejit tim, Ze pracujeme ve vét$im télese (napiiklad misto R v C). Druhd pricina
takto obejit nejde, musime slevit z pozadavku diagonalizovatelnosti. Nastésti lze v
pripadé splnéni prvni podminky na algebraické nasobnosti vzdy najit bazi, vzhle-
dem ke které ma operator ,témér“ diagonalni matici, pfesnéji tzv. matici v Jor-
danové tvaru. Mocninu takové matice stale 1ze explicitné vypocitat, tedy lze také
spocitat libovolnou mocninu pfislusného operatoru.
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9.4.1. Nediagonalizovatelné operdtory v dimenzi 2. V odstavci 9.3.3 jsme probrali
moznosti, jaké mohou nastat pro operatory na realném vektorovém prostoru di-
menze 2. Zbyl jediny pripad, ktery nyni podrobné rozebereme. Diskuze také snad
poslouzi k orientaci v obecnéjsich pojmech a tvrzenich.

e Operator f ma jedno vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické na-
sobnosti 1. Takovymi operatory se budeme nyni zabyvat v ¢asti o Jordanovu tvaru.
Tlustrace je na nasledujicim obrazku.

AoAARAN NN Y AAAAANT VY -
TAAAAM N N Y fAAAAAN VY
4P TATAA A NN Y 7
!

AR A A W N %

AAAAT ¥V
(BN AV AV AP ¥ & & 4

v ¥

IR N T T T e B N N e s =
N - e e e e e e
of = > = - - - e e~ - - of -— = « - - - T
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o o s N A B I A A A T !
AV ENEREE NN S S & P A A A A NN

SIS L U U U N N N S S A A O A R
L I L B B U NN A S S S AL LKA AN

SR ANNXNXNRNRRRER | LU UL KA A A
4 2 2 n G

6 0 2 4 6 -6 -4 ) 0

OBRAZEK 80. Jedno vlastni ¢islo algebrické ndsobnosti 2 a geo-
metrické nasobnosti 1. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.

Ukéazeme, ze v takovém piipadé existuje béze B = (u,v) prostoru V, vzhledem
ke které mé operator f matici
Al
B _
n5=(5 3)

To je nejjednodussi piiklad matice v tzv. Jordanové tvaru, kterda neni diagonalni.
Takou matici umime umocnit, plati totiz

A1\ A mamt

0 A - 0 A

Kdy# takovou bazi B najdeme, budeme umét spoéitat [f™]5 = ([f]5)™
padem napiiklad vytesit diskrétni dynamicky systém x,, = f(Xm—1). Obecné je
Jordaniv tvar a mocnéni rozebrano v odstavci 9.4.2.

Hledani baze B zaéneme pieformulovdnim podminky na matici [f]5. Podle de-
finice matice f vzhledem k B a B potfebujeme, aby platilo

= (5 ). Uola=(})

Podle definice soufadnic vzhledem k bazi tedy chceme, aby
flu)=Au, f(v)=u+iv.
Oznacime-li g operator f — Aidy muzeme tyto podminky zapsat

g(u) =0, g(v)=u,

a tim

schematicky
g g
Vo u ¢ o .

Potrebujeme tedy, aby u byl vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu
A a aby g(v) = u. Obecné je toto pfeformulovani provedeno v odstavci 9.4.3.
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Déle ukézeme, ze kdykoliv méme vektory u, v spliiujici podminky g(v) = u,
g(u) = o a vektor u je nenulovy, pak B = (u,v) je linedrné nezévisla posloupnost,
tedy baze V. Skutecné, je-li

av+bu=o0,
pak aplikaci operatoru g na obé strany dostaneme
glav + bu) = g(o)
ag(v) +bg(u) = o
au=o .

Protoze je u nenulovy vektor, plyne odsud a = 0. Dosazenim do pivodniho vztahu
ziskame bu = o, takze i b = 0. Obecné tvrzeni je dokdzano v odstavci 9.4.4

V odstavci 9.4.5 probereme, jak takové vektory obecné hledat za predpokladu,
7e existuji (v odstavcich 9.4.6, 9.4.7, 9.4.8, 9.4.9 ukazeme postup na fadé prikladi).
Diikaz, ze skutecné existuji, vyuziva pojem invariantniho podprostoru diskutova-
ného v odstavci 9.4.10, samotny diikaz je pak obsazen v odstavci 9.4.11.

V nasem piipadé ozna¢me W = Im g. Tento prostor je invariantni ve smyslu, ze
g(x) € W kdykoliv x € W. Skutecné, je-li x € W, pak z definice W existuje vektor
y € V takovy, ze g(y) = x. Pak g(x) = g(g(y)) € Img.

Podprostor Ker g < V je tvofen viemi vlastnimi vektory operatoru f ptislusnymi
vlastnimu ¢islu A. Protoze geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A je podle pred-
pokladu 1, je dim Ker g = 1. Podle véty o dimenzi jidra a obrazu je dim(Img) =
dim W = 1. Vezmeme libovolny nenulovy vektor u € W. Protoze W ma dimenzi
1, je vektor g(u) € W nasobkem vektoru u, tj. g(u) = au pro né&jaky skalar a € T.
Pak ale (f — Aidy)u = au, takZe f(u) = (A + a)u. Protoze f ma jediné vlastni
¢islo A, musi byt nutné a = 0, plati tedy g(u) = o. Vektor u lezi ve W = Img,
existuje proto vektor v € V takovy, Ze g(v) = u, a dtikaz je hotov — nalezli jsme
vektory u,v € V takové, ze g(v) = u, g(u) = 0 a u # o, coz znamend, ze pro bazi

B = (u,Vv) v prostoru V plati
s (A1
5= (o 3

9.4.2. Matice v Jordanové tvaru. Matice v Jordanové tvaru je blokové diagonalni
matice, jejiz bloky tvori Jordanovy bunky. Jordanova bunka je matice, ktera ma
vSechny diagondlni prvky rovny néjakému A € T a vSechny prvky o jednu pozici
nad diagonélou rovny 1.

Definice 9.70. Jordanova burnika fadu k > 1 nad télesem T prislusna prvku A € T
je ¢tvercova matice

A1 0 0 0

O x 1 ... 00

0 0 A 0 0
Ik =

0 0 O A1

0 0 O 0 A

Priklad 9.71. Redlné matice

(5:2) (o)

O O W
O W =
w = O
—
N
Nuws
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jsou Jordanovy buniky Ja 2, Jo 2, J3.3, Ja1 (pTislusné pofadé ¢islim 2,0, 3, 4).

Definice 9.72. Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru (nebo
struénéji v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagonalni matice, jejiz kazdy
diagonélni blok je Jordanova buiika (néjakého fadu pfislusna néjakému ¢islu), tj.

J>\1,k1 0 0
) 0 oy - 0
J = diag(Jx, kys - Iao k) = : : . : ,
0 0 oo Dk,
kde Ai,...,As € T a ky,...,ks jsou kladné celd ¢asla. (Nuly v matici v tomto

piipadé znad¢i nulové matice vhodnych typt.)

Priklad 9.73. Diagonalni matice diag(A1, ..., \,) je v Jordanové tvaru. Je slozend
z Jordanovych bunék Jy, 1, ..., Jy, 1 Tadu 1.

Priklad 9.74. Matice

0 1.0 0 00
0 000 0O
0 000 0O
0 002 10
0 000 21
0 000 0 2

je v Jordanové tvaru. Je slozend z Jordanovych bunék Jy o, Jo,1, J2,3.

Nyni najdeme vzorec pro mocninu Jordanovy matice. Matici

J 0 ... 0
0 J» ... O
J=1 . . . :
0o 0 ... Js

v blokové diagondlnim tvaru mtizeme mocnit po diagonalnich blocich:

m

J0 ... 0 Jm0 ... 0

0 Jo ... 0 0 Jr ... 0
Jr=1 . 7 ] = . .

0 0 ... J 0o 0 .. Jm

Staci se proto zaméfit pouze na mocnéni Jordanovych bunék.
Jednoduchy je specidlni pfipad Jordanovych bunék prislusnych prvku 0.

Tvrzeni 9.75. Pro libovolnd prirozend ¢isla m < k plati

Jos = (ol - -|olerlea] - - [ex—m)
——

m X

PromijeJ&’k:O,
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Diikaz. Indukci podle m < k, piipad m = 1 je zjevny, nebot Jy ,, = (oler|es] - - |ex—1).
Plati-li tvrzeni pro néjaké m mensi nez k, mame ze sloupcového pohledu na nasobeni
Jg”"ljl =Ji%Jox = (o] ...|o|ei|es]...|ex_)(olelles|. .. |ex_1)
——
mX

= (o]...|ole1]...|€k—(m+1)) -
——

(m+1)x
Pro m > k je indukéni krok ziejmy, nebot Joy = 0. |
Priklad 9.76.
0 010 0 0 01
g2 0 0 0 1 3 0 0 0O
4710 0 0 0 |77°%% "1 0000
0 0 00 0 0 00

Jordanovu buriku Jy , miZeme rozepsat
J)\,k =\ + JO,lc

Pokud dvé ¢tvercové matice A, B komutuji, tj. plati-li AB = BA, pak pro né plati
obdoba binomické véty (cviceni)

(A+B)™ = (’(’)‘) Am oy (”f) A"IB 4 (7;>Am‘232 ot (Z) B™ .

Pouzitim na matice Al a Jy j dostaneme vzorec v nasledujicim tvrzeni. Pouzivame
konvenci, Ze binomické &slo (ZL) = 0 pokud m < j. Déle pro i € {0,1,...} a prvek
t v télese T definujeme it jako t + ¢+ --- + t.

—_————

X

Tvrzeni 9.77. Je-li J = Jyj, Jordanova burika, pak pro kazdé kladné m plati

G (O P R A P

I I (A
J;:Lk:

6 0 A (’T))’\m—l

0 0 0 AT

Diikaz. Jeden z moznych vypoctt byl naznacen pred tvrzenim, ukazeme alterna-
tivni dikaz.

Prvek na misté (i,j) v mocniné J{", zapsat jako (j’fi))\m’(j’i). K dikazu lze
pouzit indukci podle m, pfipad m = 1 je zjevny. Pokud formulka plati pro m > 1,
spocitame Jff,j L= A kJ) - Obé matice, které nasobime, jsou horni trojahelnikove,
soucin je proto také horni trojihelnikovy. Zbyva spocitat prvky na misté (i,7) v
sou¢inu Jy /)" pro i < j. Prvek na misté (4,7) v matici J\"). se podle indukéniho
predpokladu rovna (JZ) A== Pryek na misté (4,7) v matici Ia kI se pak
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rovna
A( m/>Am—uﬂd+1< m >Am—0%—n
J—i J—(i+1)
_ ) \mA1=G=i) 4 m L= (=)
j—i j—i—1
_ (mtl A= (=)
J—1 ’
pouzili jsme vztah mezi kombinaénimi ¢isly (77) + (;™,) = (™). O

9.4.3. Operdtory s Jordanovym tvarem. Chceme zjistit, zda dany operator f na
kone¢né generovaném prostoru mé vzhledem k néjaké bazi B matici v Jordanové
tvaru, jak takovou bézi najit, a z jakych bunék se matice [f]5 sklada.
Formulujeme obdobu definice 9.46 diagonalizovatelnosti. Pojem ., jordanizova-
telnost* se nepouziva, radéji fikame, Ze pro operator existuje Jordaniv kanonicky
tvar.
Definice 9.78. Rikame, Ze pro linedrni operator f : V. — V na kone¢né genero-
vaném prostoru V ezistuje Jordaniv kanonicky tvar, pokud ma vzhledem k néjaké
bézi matici v Jordanové kanonickém tvaru.
Odvodime obdobu tvrzeni 9.47. Nejprve pro samotné buiky. Kdy mé operator
f 'V — V vzhledem k néjaké bazi B = (vi,...,vy) matici [f]B = Jy,? Podle
definice matice operatoru musi platit (a staci)

A 1 0
0 A
[f(vi)]B = 0 , [f(v2)lp = 0 s [f(Vi)]B = 0 )
; ; A
neboli
F(vi) = Avy, f(va) =Ava+ vy, f(vs) =Ava+va, ..., f(VE) = Avip + Vi1 .

Upravou (podobné jako v ¢asti 9.2.1) dostaneme ekvivalentné
(f = Aidy)(v1) = o, (f — Aidy)(va) = v1, (f — Aidy)(vs) =va, ...,
(f = Adv)(Vk) = Vi1,

schematicky

F=Xidy

f=XAidy
Vi ¢ |

f—Aidy
V3 | k

f—Xidy
Vo b .

A2

f=Xidy f=Xidy
Vi—1 * et o .
Vidime, Ze v tom pripadé je \ vlastni ¢islo operdtoru f, a ze vy je vlastni vektor
prislusny A. Posloupnosti (vq,...,vy) budeme fikat Jordaniv fetizek, vektorim

Vo, ..., Vi se nékdy tikad zobecnéné vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu A.

Definice 9.79. Je-li f linearni operator na vektorovém prostoru V nad télesem T
a A vlastni ¢islo operatoru f, pak posloupnost (vi,...,vy) vektortt z V nazyvéame
Jordaniv Tetizek operdtoru f délky k prislusny vlastnimu ¢islu A s pocdtkem vy,
pokud plati

(f — )\ldv)(vl) = 0, (f — )\ldv)(VQ) =V, (f — )\ldv)(Vd) = Vg, ...,
(f = Ady)(vk) = Vi1 .
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Pred definici jsme odvodili néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.80. Je-li f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném pro-

storu V a B = (v1,...,Vvi) bdze prostoru V, pak [f|5 = Jxx prdvé tehdy, kdyz
(V1,...,Vy) je Jordaniv fetizek operdtoru [ prislusny vlastnimu ¢islu \ s pocatkem

Vi.

Snadno se tvrzeni zobecni na obecné matice v Jordanové tvaru. Budeme tikat,
ze posloupnost vektori B je spojenim posloupnosti

By = (v%,...,v}cl),Bg:(v%,...,v,i),...,Bs =(vi,..., Vi),
pokud
B:(V},...,v,lﬂ,v%...,viz,...7Vf,...,v,‘zs) .

Budeme také pouzivat zapis
B=B,...,Bs .

Tvrzeni 9.81. Je-li f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném pro-
storu V a B bdze prostoru V, pak [f]5 = diag(Jx, kys- - JIr, k. ) plati pravé tehdy,
kdyZ B je spojenim posloupnosti Bi,...,Bs, kde pro kazdé i € {1,...,s} je B;
Jordaniiv vetizek operdtoru f délky k; pislusny viastnimu &islu \; s pocdtkem v?.

Dusledek 9.82. Pro linearni operdtor f : V. — V na konecné generovaném pro-
storu 'V ezistuje Jordaniv tvar prdve tehdy, kdyz existuje bdze prostoru V wvznikld
spojenim Jordanovych tetizku operdtoru f.

Nakonec formulujeme obdobu tvrzeni 9.49. Dikaz je stejny.

Tvrzeni 9.83. Necht [ : V — V je linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru V a C je bdze prostoru V. Pak pro operdtor f existuje Jordanuv tvar
prdavé tehdy, kdyz je matice [f}g podobna matici v Jordanové tvaru.

Maticové verze definic a tvrzeni pfenechame k rozmysleni ¢tenafi.

9.4.4. Linedrni mezdvislost zobecnénych vlastnich vektord. Chceme-li najit bazi,
vzhledem ke které ma operator na prostoru dimenze n matici v Jordanové tvaru,
musime najit Jordanovy fetizky celkové délky n, tak aby jejich spojeni byla line-
arné nezavisla posloupnost. Nésledujici véta, ktera zobecnuje vétu 9.54 o linearni
nezavislosti vlastnich vektort piislusnych rtiznym vlastnim ¢islim, fika ze staci za-
rucit, aby pro kazdé vlastni ¢islo A tvorily pocateéni vektory fetizkt prislusnych
vlastnimu ¢islu A linearné nezavislou posloupnost.

Véta 9.84. Predpokladame, Ze f : 'V — V je linedrni operdtor a By, ..., Bs jsou
Jordanovy tetizky operdtoru f prislusné vlastnim cislum A1, ..., As. Predpoklddejme
ddle, Ze pro kazdé X € {\1,...,\s} je posloupnost pocdtecnich vektori téch fetizki
z By, ..., Bg, které prislusi vlastnimu cislu X\, linedrné nezdvisld. Pak spojent B =
Bi, ..., Bs je linedrné nezavisld posloupnost.

Diikaz. Pouzijeme indukci podle celkového poctu k vektora v fetizcich By, ..., Bs.
Pro k = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot v tom pripadé mame jediny retizek délky 1 a
jeho pocatecéni vektor je nenulovy.

Predpokladdme nyni, ze soucet délek fetizkd Bi, Ba, ..., Bs je k > 1. Indukéni
predpoklad je, ze kdykoliv mame néjaké Jordanovy ftetizky C4,Cs,...,C; opera-
toru f o celkové délce mensi nez k a takové, Ze linedrné nezavislou posloupnost
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tvorl pocatecni vektory téch fetizkd mezi Cq,Co, ..., Cy, které prislusi stejnému
vlastnimu ¢islu, pak je spojeni fetizka Cy,Cy,...,C; linedrné nezavisla posloup-
nost.

Oznacime 1 pocet Tetizku ptislusnych vlastnimu ¢islu A\; a usporadame si fetizky
tak, ze vSechny fFetizky prislusejici vlastnimu ¢islu A; jsou na zacatku, tj. Tetizky
By, ..., B, prislusi vlastnimu ¢islu \; a zbylé pfislusi jinym vlastnim ¢islim. Ozna-
¢meproi=1,...,s

Bi = (Vi,Vy,...,Vy,) -
Uvazujme skaldry ) € T (i € {1,...,s}, j € {1,...,k;}) takové, Ze

_ 1.1 1,1 11
0 =ajVvy +azvy + -+ ap, v,

2,2 2,2 - 2 2
+aijvi +a3vy + 1+ ag, Vi,

+aivi+azvy + - +aj Vi .

Pottrebujeme ukazat, ze vSechny skalary aé- jsou nulové.
Aplikujeme na obé strany operdtor f — \; idy . Vyuzitim linearity, podobné jako
v dikazu véty 9.54, ziskdme

o =aj(f — A idy)(vi) + a3 (f — Aridy)(vy) 4 -+ + ag, (f — Aridy)(vg,)
+ai(f = A idy)(v]) + a3(f — A idy)(v3) + -« + aj, (f — A1 idy)(vE,)

+ai(f — Aidy)(vi) + a3(f = Aidy)(v3) + -+ ag (f — Mid)(vi,)

Rozebereme vyraz po jednotlivych fetizcich B;. Pro i € {1,...,r} je z definice

Jordanova fetizku piislusného vlastnimu cislu Ay
ay (f = Aidy)(vi) +ay(f = Advidy)(vh) + -+ aj, (f = Advidy)(v,)
:aévi + aévé +---+ a};iv};i_l .
Pro ¢ > r vyuzijeme tpravy
(f =X\ idv)(";) = f( *)\1V§-

— )\iv; + )\ivj» — Alvé
= (f = Xiidy)(vh) + (A = M)V}
= vj-71 + (N — Al)v; .

Dosadime do nasledujiciho souc¢tu a upravime

ai (f = A idy)(vi) + ab(f — Avidy)(v) + -+
+aj, o (f = A idy) (Vi 1) + aj, (f = M idv)(v},)
=ajo +aj(Ai — M)vi + ayvi +ah(Ni — AM)Vh 4 -+ af, Vi ot
+ a;c,;—1()\i — Al)v}'ﬂ_l + a};iv};i_l + aii()\i — Al)v}'ﬂ
= (ai (N = A1) + ap)vi + (ah(Ni = A1) +ag)vh + -+
+ (ah, 1 (N = A1)+ ap, Vi, 1+ ag, (N — A)v,

i
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Dosadime do hodnoty operatoru f — A; idy na ptvodni linedrni kombinaci prvka
spojeni Tfetizkti B1, Bs, ..., Bs a dostaneme

1,1 1,1 1 1
O =ayVvy + asvy + - +aklvk1_1

+azvi +azvy + -+ agp, vi
+ (a7 O = M)+ as POV (@5 A — M) +ag v 4

1 1 1 1 1
+ (az—:ﬂ*l(}\“ﬁl - )\1) + az:fﬂ)v;jﬂ*l + O’Z:'_H()W+1 - Al)V;jﬂ

(a7 (As = A1) +a3)vi + (a5 (As = A1) +a3)vs + -+
+(af, 1 (As = M) +ag Jvi o1 +ai (As = M)V,

Tento vyraz je linedrni kombinaci vektorti v Fetizcich Bf, B} ..., Bl, B,41, ..., Bs,
kde fetizek B vznikne z B; odebrdnim posledniho vektoru v fetizku B;, muze tak
vzniknout i prazdny fetizek, pokud mél néktery z fetizkt B; proi = 1,2,...,r délku
1. Pocatecni vektory v fetizcich B, BS ..., B., By11, ..., Bs jsou podposloupnosti
pocatecnich vektort v fetizcich By, Bs,...,Bs a ty z nich, které jsou pfislusné
stejnému vlastnimu ¢islu A, proto tvoii linearné nezavislou posloupnost podle pted-
pokladu véty. Celkova délka fetizkt B}, B, ..., B., Byt1,...,Bs je o r > 1 mensi
nez celkova délka fetizk By, Bs, ..., Bs, a tedy je mensi nez k. Z indukéniho pred-
pokladu proto vyplyva, Ze vSechny koeficienty v posledni linearni kombinaci jsou
nutné nulové, tj.

a%:aé...:a}cl:a%:...ai2:...:(Zg:...:azr:0
a také
a’i()\i—)\l)—}—aé:aé()\i—)\l)—l—aé:--':a}‘cﬁl()\i—)\l)—o—aii :a}ﬁ()\l—)\l):O

pro kazdé ¢ = r + 1,...,n. ProtoZe pro i > r plati \; # A1, plyne z posledni
rovnosti a; = 0, po dosazeni a; = 0 do predposledniho ¢lenu dostavame a;. ;| a
tak pokracujeme zpétné az nakonec dostaneme také al = ai = 0. Tim jsme ziskali
rovneéz

a11'+1 _ r+1 __ r+1 _

= =af =g =...=g° =
ay’ =co=ag =a] =a5 = —aks—O.

Po dosazeni 0 za vsechny tyto koeficienty do ptivodni linedrni kombinace prvka
fetizka Bi, Bs, ..., Bs zistane
11 2.2
o=ayvy] +ajvi +---+ajvy

a z predpokladu o linearni nezévislosti pocatka fetizkt By, Bo, ..., B, prislusnych
vlastnimu ¢islu \; ziskame konecéné také

al=adl=---=a} =0 .

O

9.4.5. Vypocet retizkiu. Uvazujme operdtor f : V. — V na konecné generovaném
prostoru 'V dimenze n a bazi B = Bj,...,Bs sloZzenou ze Jordanovych fetizku
Bi,...,Bs délek kq, ..., ks prislusnych vlastnim ¢islim Aq, ..., As. Pro prehlednost
si je uspofadame tak, aby fetizky piislusné stejnym &isliim byly pohromadé. Rek-
néme, ze prvnich r odpovida stejnému vlastnimu ¢islu A\, tj. A=A =X =--- = A\,
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a\j # Aproi > r. Oznaéme B; = (vi,vh,..., v} )proi € {1,...,s}. Schematicky:

1 f=Aidv 1 f—Aidy 1 f—Xidy
Vk/'l | — Vk171 ... V2 t Vl ; (o)
f=Aidy f—=Xidy f—=Xidy
Vzl Vi1 Vo Vi o
f=Asidy f=Asidy f=Asidv
Vi, Vi1 V3 Vi o

[f}g =J= diag(‘]Ahkle)\z,kz? ey JAsyks) .

Za této situace spocitdme charakteristicky polynom operatoru f, vlastni ¢isla a
vektory, geometrické nasobnosti a navic jadra a obrazy operatorit (f — A;idy )
pro !l = 1,2,.... (Zaméfime se na vlastni éslo A\ = -+ = \,, pfiemZ vysledky
piirozené budou platit pro vSechna dalsi vlastni éisla.) Tyto poznatky ndm pak
umozni hledat Jordanovy retizky i v situaci, kdy je pfedem nezname.
Charakteristicky polynom p¢(\) operatoru f je roven determinantu matice J —
A,,. Tato matice je horni trojihelnikova a na diagonale mé postupné ki-krat vyraz
(A1 — A), ko-krét vyraz (A — ), atd. Charakteristicky polynom je proto roven

A =N =Nk (A = V)P

Dusledkem je, Ze operdtor f mé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti a algebraicka
nasobnost vlastniho ¢isla A; je rovna souctu délek Jordanovych retizkt prislusnych
vlastnimu ¢islu Ay (to jest kv + ko + - -+ + ;).

Déle vypoc¢itdme jadro a obraz operatoru f — A;idy. (Pro pfedstavu je dobré
sledovat vypocet na konkrétn{ situaci, viz napt. piiklad 9.85). Jeho matice [f —
A1idy]B vzhledem k bazi B je

J = I, = diag(Jo ks - Jokys It —Aiskrars - - s IAe—Aiiks)

Tato matice ma nulové radky, které odpovidaji pozici koncovych vektort fetizki
By, ..., B, v bazi B. Vynechame-li je, dostaneme matici v fadkové odstupnovaném
tvaru s (n — r) nenulovymi fddky. Dimenze jadra matice J — A1, je r a také
vidime, ze mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici J — A1, je
Ker (J—A1,) = (e;,,...,e;, ), kde indexy i1, ..., i, odpovidaji pozicim pocatecnich
vektoru Tetizkti By,..., B, vbazi B, tj. i1 =1,io =1+ ky,i3=1+ky + ko, ...,
ir = 1+k’1 +"'+kr,1. Je tedy

[Ker (f — )\1 ldV)]B = Ker (J — )\lln) = <e7;17 . ,ei7‘> s

takze

Ker (f — A\ idy) = <v},v%,...,v{> .
Geometrickd nasobnost r vlastniho ¢isla A\; je tedy rovna poctu fetizk prislus-
nych vlastnimu €éislu A\; a jadro operatoru (f — A;idy) je rovno linedrnimu obalu
pocatec¢nich vektortu téchto fetizk.

Prejdeme k vypoctu obrazu (tj. oboru hodnot) Im (f — A;idy) operatoru f —
A1idy. Obor hodnot matice J — A1, = [f — A;idy]|5 se rovnd linedrnimu obalu
sloupcovych vektori. Sloupce odpovidajici pozicim pocatecnich vektord fetizkt
By, ..., B, jsou nulové a zbylé sloupce prislusné kterékoliv z bunéek Jy 1, pro i =
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1,2, ..., r obsahuji vektory kanonické béze. Ostatni butiky (pFislusné vlastnim ¢isltim
riznym od Aq) jsou horni trojuhelnikové matice s nenulovymi prvky na hlavni dia-
gondle, miizeme je tedy elementarnimi sloupcovymi tipravami (které neméni obraz)
prevést na jednotkové matice. Obraz matice J — A1, je tedy roven linearnimu
obalu téch vektord kanonické béaze, které neodpovidaji pozicim koncovych vektort
fetizkt By,..., B,. Protoze [Im (f — A\ idy)]p = Im (J — A1 1,,), je obraz operatoru
f — A1idy roven linedrnimu obalu vSech vektorit v B kromé koncovych vektort
fetizkt By, ..., B,. Muzeme si predstavovat, ze umazeme jeden vektor z konce ka-
zdého Tetizku prislusného vlastnimu ¢islu ;.

Priklad 9.85. PI‘O)\:)\lz)\Q:)\g:’?, )\4:97 k’1:17 k2:2, k3:3, k4:2
mame Tetizky

| I-Tidy
Vi ——— 0

f=Tidv

o
g I-Tidy

o

. If—gidv

o

Operéator f mé charakteristicky polynom py(A) = (7 — X)(9 — \)?, vlastni ¢islo 7
algebraické nasobnosti 6 a vlastni ¢islo 9 algebraické nasobnosti 2.
Matice operatoru f — 7idy vzhledem k B je

70000000 00 00O0GO0O 0O
07100000 00100000
007 00000 00 00O0GO0O 00
000771000 000071000
== 490007100/ ™=]l000007100
000O0O0T7O0O0 0000O0GO0O 0O
000O0O0T 0091 0000UO0TGO02 1
000O0O0O 0O 09 000O0GO0GO0O0 2
Jadro matice J — 713 je
00100000
00001000
Ker|] 0 0 0001 0 0 |=/{(e1es ey
000O0O0T 021
0000O0GO0O0 2

a tudiz jadro operatoru f — 7idy je Ker (f — 7idy) = (vi,v%,v}) (linedrni obal

pocateénich vektort piislusnych vlastnimu éislu 7), jeho dimenze je 3 a je rovna ge-
ometrické nasobnost vlastniho ¢isla 7, kterd udava pocet retizku prislusnych tomuto
vlastnimu ¢islu.
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Obraz matice J — 75 je
0 0

Im =Im = (e, €y, €5,€7,€3)

[=NeNeBoNol S

SO = OO OO
=N eNeBoNol =
SO~ OO OO

(N eNeNoell S =Rl

OO O OO
= OO OO oo
SO OoOOoO OO O
O OO OO oo
OO OO o oo

0 0 0 0

a tudiz obraz operatoru f — 7idy je Im (f — 7idy) = (v},v{, v}, v, v]) (linedrni

obal vsech vektort v fetizcich kromé koncovych vektord pfislusnych vlastnimu ¢islu
7).

Nakonec obecnéji vypocteme jadro a obraz operatoru (f — A;idy)! pro [ > 2.
Jeho matice vzhledem k B je

U q: l 1 l l
(J - )\1[7,,) - dla‘g(JO,k17 ceey JO,]CT7 J)\T+1—/\1,kr+17 B J)\S—)\l,ks)

Tvar prvnich r diagonalnich bunék jsme spocitali v tvrzeni 9.75, tvar ostatnich
v tvrzeni 9.77, ten ale ted nebudeme potfebovat, stac¢i védét, ze v piipadé bunék
prislusngch vlastnim éslim raznym od Ay vyjdou reguldrni matice (horni trojihel-
nikové s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle).

Matice (J — A11,,)! mé nulové fadky odpovidajici pozici I koncovych prvki fe-
tizk® Bi,..., B, v bazi B (pokud mé néktery z téchto fetizku délku nejvyse I,
pak uvazujeme vSechny jeho prvky). Vynechdme-li je, dostaneme matici v fadkové
odstupiiovaném tvaru a jadro Ker (J — A11,,)! matice (J — A\11,,)! je rovno linedr-

nimu obalu (e;,, ..., ), kde indexy i1, ..., odpovidaji pozicim [ pocatecnich vektort
fetizka By, ..., B, v bazi B. To znamena, ze
: l 1 1 .2 2 T T
Ker (f — A\ idy)" = <V1,...,vl,Vl,...,vl,...,vl,...,vl> .
(Pro fetizky B; délky mensi nez | nejsou vektory vi ,q,...,v] definované.) Jédro

operatoru (f — A;idy)! se rovna linedrnimu obalu [ po¢ateénich vektori z kazdého
fetizku prislusného vlastnimu &islu Ay (z fetizkt délky mensi nez [ bereme vSechny
vektory.)
7Z toho také vyplyva dilezité pozorovani — pocet Fetizku pfislusnych vlastnimu
¢islu A, které maji délku aspon [, se rovna
dim Ker (f — A\ idy ) — dim Ker (f — Apidy)' =1 .
Obraz operatoru (f — \; idy)! také spocteme obdobné jako v piipadu [ = 1.

Piiklad 9.86. Vratime se k piikladu 9.85. Operatory (f — 7id)?, (f — 7id)?® maji
vzhledem k B matici

00 0 0 O0O0O0OO 00 00O 0 O0 O
00 0 O0O0O0OO0O© O 000 0 O0O0O O
00 0 0O0O0OO0OO© 000 0 O0O0O O
I R I R A
00 0 0 0 0 0 O 0 00 0 0 0 O
00 0 0 O0O0 4 4 0 00 0 0 0 16
00 0 0 O0O0O0 4 00 0 0 O0O0 O

SO OO oo

— =
(@200 \V]
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Jadra jsou
Ker (J —TIg)* = (e1,...,e5), Ker (J —7Ig)® = Ker (J — Tlg)* = --- = (eq,...,eq)
a proto
Ker (f — 7id)* = <V1,V1,V2,V17V2> Ker (f — 7id)® = <v1,v%v2,v1,v2, >
Obrazy jsou
Im (J — 7I3)? = (eq,e7,es), Im (J — 7Ig)® =Im (J — 7TIg)* = --- = (er, eg)

a proto
Im (f — 7id)? <v1,vl, > Im (f — 7id)? <v17 ‘21>

Shrneme ziskané poznatky.

Tvrzeni 9.87. Je-li f : V — V linedrni operdtor na prostoru 'V dimenze n a B
bdze vznikld spojenim Jordanovych retizki operdtoru f, pak plati

(1) operdtor f ma n vlastnich cisel véetné ndsobnostt,

(2) pro libovolné viastni ¢islo X operdtoru f je jeho algebraickd ndasobnost rovna
souctu délek Jordanovych tetizki v B prislusnych vlastnimu ¢islu A,

(3) pro libovolné viastni ¢islo X operdtoru f a libovolnél € N je jadro operdtoru
(f—=Xidy)! rovno linedrnimu obalu | pocdtecnich vektort z kazdého vetizku v
B prislusného vlastnimu ¢islu X (z Tetizka délky mensi neZ | bereme vSechny
vektory),

(4) pro libovolné vlastni ¢islo X operdtoru f a libovolnél € N je obraz operdtoru
(f — Xidy)!, roven linedrnimu obalu vsech vektori v B kromé | koncovych
vektord z Fetizki prislusngch vlastnimu &islu N (z Tetizkd prislusngch vlast-
nimu ¢islu A délky mensi neZ | nebereme Zddny vektor).

Specidlne pro libovolné vlastni cislo X operdtoru f plati

(5) geometrickd ndsobnost vlastniho c¢isla X se rovnd poctu fetizki v B prislus-
ngch vlastnimu &islu A a prostor My = Ker (f — Aidy) je roven linedrnimu
obalu pocatecnich vektoru téchto retizki,

(6) pocet fetizki pislusnych vlastnimu éislu X délky alespori 1 je roven

z = dim Ker (f — Nidy)! — dim Ker (f — Nidy)' ™!,

(aby mel vyraz smysl i pro | = 1 definujeme (f — Nidy)? =idy ),
(7) pocet fetizki prislusnich vlastnimu éislu A délky prdavé | je z; — z141.

Z prvniho bodu vyplyva nutnd podminka pro existenci Jordanova kanonického
tvaru — operator musi mit dostatek vlastnich ¢isel (véetné nasobnosti). Tato pod-
minka je i dostacujici podle nasledujici veledtilezité véty.

Véta 9.88 (o Jordanové kanonickém tvaru). Je-li f : V. — V linedrni operdtor
na konecné generovaném wvektorovém prostoru V dimenze n, pak jsou ndsledujici
turzeni ekvivalentns.

(1) Pro operdtor f existuje Jordaniv kanonicky tvar.
(2) Operdtor f (resp. matice A) md n vlastnich éisel véetné algebraickych nd-
sobnosti.

Disledek 9.89. Pro kazdy operdtor f : V — V na koneéné dimenziondlnim
prostoru 'V nad télesem kompleznich cisel C existuje Jordanuv kanonicky tvar.
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Diikaz chybéjici implikace odlozime na pozdéji. Poznamenejme, ze Jordaniv tvar
operdtoru je uréen jednozna¢né v tom smyslu, ze jsou-li matice [f]5 a [f]S obé v
Jordanové tvaru, pak se mohou lisit pouze pofadim Jordanovych bunék. To vy-
plyva z tvrzeni 9.87, protoze matice je urcena vlastnimi ¢isly A operatoru, jejich
algebraickou nasobnosti, a dimenzemi podprostortt Ker (f —\idy ). Témto ¢iselnym
charakteristikdm operatoru f fikdme algebraické invarianty operatoru f.

Algoritmus pro hledani Jordanova tvaru je mozné odvodit z tvrzeni 9.87. Obecna

diskuze by byla dost neptehledné, proto ukazeme postup na konktétnich prikladech.

9.4.6. Jordaniv tvar v dimenzi 2. Jediny piripad, kdy mé operdtor f na prostoru
dimenze 2 dvé vlastni ¢isla vCetné nasobnosti a neni diagonalizovatelny, je pfipad
kdy f méa vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1. V
tom pfipadé méame jeden Jordantv retizek délky 2.

Piiklad 9.90. UvaZujme operator f4 na R? uréeny matici

=55

Charakteristicky polynom je pa(A\) = A24+2XA+1 = (A+1)2. Operator f4 ma vlastni
¢islo —1 algebraické nasobnosti 2, existuje pro néj proto Jordantv kanonicky tvar.
Spocitame M_; = Ker (fa + id).

wamwa (35 )=((1))

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 1. Operator neni diagonalizovatelny a
budeme proto hledat Jordaniv fetizek délky 2

fa+id fa+id
Vo t Vi ot o .

Vektor v zvolime jako libovolny nenulovy vlastni vektor, naptiklad v; = (1,2)7.

Podle tvrzeni 9.87 je Im (f4 + id) = Ker (fa +id) = (v1), takze specialné v, €
Im (fa +id), proto mtizeme vzdy pocateéni vektor vi doplnit vektorem vy tak, aby
platilo (fa + id)(v2) = vi. Pro takovy vektor va plati

. 2 -1 1 , “ 0
(A+ld)V2 =V, ( 4 9 )Vg = ( 9 )7 zvolime napft. vo = < 1 )

Podle véty 9.84 o linedrni nezavislosti zobecnénych vlastnich vektori je B = (v, va)
baze (v takto malém piipadé to vidime okamzité, ve vétsich dimenzich uz to tak
zfejmé neni). Matice operdtoru fa vzhledem k bazi B je

-1 1

B _

[fA]B - ( 0 -1 )

9.4.7. Jordaniv tvar v dimenzi 3. Pro nediagonalizovatelny operator na prostoru

dimenze 3 s tfemi vlastnimi Cisly vetné nasobnosti mtizou nastat nasledujici moz-
nosti.

(1) Operétor f mé dvé rizna vlastni ¢isla A1, Ao, kde A\ mé algebraickou (i
geometrickou) ndsobnost 1 a Ay m4 algebraickou nasobnost 2, zatimco geo-
metrickou nasobnost 1. V tom pfipadé mame jeden fetizek délky 1 prislusny
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A1 a jeden Tetizek délky 2 pfislusny Ao:

L f=Aidy
Vi —— 0
9 f=A2idy 9 f=A2idv
ol v o.

(2) Operédtor f ma vlastni éislo A algebraické ndsobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 2. Pak mame dva fetizky prislusné vlastnimu ¢islu A a tim padem
nutné jeden z nich ma délku 1 a druhy ma délku 2:

1 f=Aidv
Vi —— o0
f-xidv L f-Xidy

2
Vi

Va

o .

(3) Operédtor f ma vlastni éislo A algebraické ndsobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 1. Pak mame jede fetizek délky 3:

f=Xidy f=Xidy f=Xidy
V3 t V3 V3 t o .

Piiklad 9.91. UvaZujme operator f4 : R? — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(A) = =A3+ A2+ X —1=—(\ —
1)2(A + 1). Vlastni ¢isla operatoru A jsou 1 (algebraickd ndsobnost je 2) a —1
(s algebraickou nasobnosti 1), existuje pro néj Jordantv tvar. Pfislusné prostory
vlastnich vektord jsou

-2 0 1 1 0
My =Ker(fa—id)=Ker| 0 -1 0 |=10 | ,M_y=Ker(fatid)=1| 1
-4 0 2 2 0

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 1 je 1, takze operator neni diagonalizovatelny
a Jordanovy fetizky budou tvaru

1 fa+id
vi —— o
p facid . fa-id

vy vi o

Za vektor vi zvolime libovolny nenulovy vektor z M_i, napt. vi = (0,1,0)7. Za
vektor v? zvolime libovolny nenulovy vektor z Mj, napi. v = (1,0,2), protoze
(podobné jako v piikladu 9.90) z tvrzeni 9.87 plyne, ze vZ € Im (f4 — id), takze

fetizek miizeme doplnit. Resenim soustavy

-2 0 1 1
(A-I)vs=vy, ti.| 0 -1 0 |vi=|[0
-4 0 2 2

najdeme napiiklad vektor vZ = (0,0,1)7. Podle véty 9.84 je B = (vi,v?,v2) bazi
prostoru R3. Matice operatoru f4 vzhledem k B je
-1 0 0

[falf={ 0 11
0 0 1
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Piiklad 9.92. UvaZujme operator f4 : R® — R3 uréeny matici

2 2 —4
A= 0 0 O
1 1 -2
Charakteristicky polynom operdtoru fa vyjde pa(A) = —\3. Operator f4 ma

vlastni ¢islo 0 algebraické nasobnosti 3, existuje pro néj Jordaniv tvar. Prostor
vlastnich vektori prislusnych nule je

—2 -1
MO:Ker(fA—Oid):KerfA:KerA:< 0 , 1 >
1 0

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 0 je 2, proto operator neni diagonalizova-
telny, budeme mit dva Jordanovy fetizky tvaru

fa
Vi —— o
fa fa
2, 2,
v Vi o .

Podle tvrzeni 9.87 je Im f4 = <V%> a Ker fa = <v},v%>. Pri hledani vektord v
fetizku postupujeme od pocatku nejdelsiho fetizku. Vektor v? zvolime v Im f4,
napf. v = (2,0,1)7. Pak je v? € Ker f4. Doplnime v? na bazi (v%,v]) prostoru
Ker f4, tieba vektorem v} = (—1,1,0)”. Nakonec najdeme v3 tak, aby fa(v3) =
v2. To musf jit, protoze v2 € Im f4. ReSenim rovnice Av3 = v? je napiiklad vektor
vZ=(1,0,0)T.

Pocétky Fetizkil tvor{ linedrné nezdvislou posloupnost (tak jsme je zvolili), takze
podle véty 9.84 je B = (vi,v?,v2) baze prostoru R?. Matice operatoru f4 vzhledem
k B je

00 0
falg={ 0 0 1
00 0

P¥iklad 9.93. Uvazujme operator f, : R — R3 uréeny matici
0

-1 0
A= 1 1 —4
1 1 -3
Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(A) = —(A+1)3, mame jedno vlastni
¢islo —1 algebraické nasobnosti 3.

0
M_1:Ker(fA+id):Ker(A+Ig):< 2 >
1

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 1. Operator f4 neni diagonalizovatelny,
existuje pro néj Jordantv tvar a prislusna baze B bude obsahovat jeden fetizek

fa+id fa+id fa+id
V3 | Vo b A4 o .

Prodle tvrzeni 9.87 je Ker (fa+id) = Im (f4+id)? = (v}), takZe za pocatek miizeme
zvolit libovolny nenulovy vektor v tomto prostoru, napiiklad v; = (0,2,1)7. Vektor
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v, musime zvolit tak, aby (f4 4 id)(v2) = vy a aby lezel v Im (fa + id), abychom
pak mohli nalézt vektor vy. Prvni podminka je

0 0 O 0
(A + id)Vg =V, 1 2 —4 Vo = 2
11 -2 1

Regenim soustavy je (0,1,0)" + ((0,2,1)T) = (0,1,0)” + Ker (A + id). Néktery z
takovych vektorii lezi v Im (f4 + id), protoze ale Ker (fa 4+ id) C Im (fa + id) (viz
opét tvrzeni 9.87), kazdy z téchto vektort lezi v Im (f4 + id). Druhd podminka je
splnénd v tomto piipadé automaticky a miizeme zvolit tieba vo = (0,1,0)%. (Pokud
bychom méli vice Fetizkt, neplatilo by Ker (f — Aid) C Im (f — \id), takZe volba
by nemohla byt libovolnd.) Nakonec najdeme vektor vy, aby (fa + id)vy = vo.
Miizeme vzit napiiklad vi = (—1,1,0)%.

Podle véty 9.84 je B = (vy, va, v3) baze prostoru R3. Matice operatoru f vzhle-
dem k B je

falg=| 0 -1 1

9.4.8. Jordantiv tvar ve vyssich dimenzich. Do dimenze 3 je mozné o poctu a dél-
kéch Tetizkt rozhodnout pouze z algebraickych a geometrickych nasobnosti. Stejné
je tomu v dimenzi 4 kromé pripadu, Zze mé operator vlastni ¢islo A algebraické na-
sobnosti 4 a geometrické nasobnosti 2. Pak méa bazi ze dvou Jordanovych fetizk,
nevime ale, jsou-li oba délky 2, nebo jeden z nich délky 1 a druhy délky 3.

Piiklad 9.94. UvaZzujme operator f4 : R* — R* pro matici

O = O =
_ O = O
|
—
o

Vypoctem charakteristického polynomu zjistime, ze f4 ma jediné vlastni ¢islo 0
algebraické nasobnosti 4. Prostor vlastnich vektora ptislusnych vlastnimu ¢islu 0 je

(1) ()

Geometrickd nasobnost nuly je 2, takze hledana baze B, vzhledem ke které je [f]5 v
Jordanové tvaru, bude spojenim dvou fetizku prislusnych vlastnimu ¢islu 0. Nevime,
ale budou-li jejich délky 1, 3 nebo 2, 2. Vypocteme proto jesté jadro operatoru (fa —
0id)2.

_ o = O
O = O =

Ker (fa — 0id)? = Ker A% = Ker 04,4 = R*

Dimenze jadra operatoru (fa + 0id)? je o 2 vyssi nez dimenze jadra operatoru
(fa + 0id), takze podle tvrzeni 9.87 budou v B pravé 2 fetizky délky alespon 2.
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Tim padem je B spojenim fetizkt

fa fa

1 1,

vy vy o
fa fa

2 2

Vs vy o .

Protoze (opét podle tvrzeni 9.87) je Im f4 = Ker f4 = <v%, v%>, mizeme za v}, v?

zvolit libovolnou béazi Ker fa, napiiklad vi = (0,1,0,1), v? = (1,0,1,0), a pak
nalézt vektory vi a v3 tak, aby fa(vi) = vi a fa(v3) = v?, tieba vi = (0,1,0,0)7
av3=(1,0,0,0)T. Pak B = (v}, v}, v? v3) je podle véty 9.84 béze prostoru R* a
plati

/15 =

OO OO
OO OO
O = OO

O O O

Piiklad 9.95. Uvazujme operator f4 : R* — R* pro matici

5 0 0 -1
14 0 -1
A= 01 3 0
01 -1 4

—

Charakteristicky polynom vyjde pa(\) = (A — 4)*, operator f4 m4 vlastni &islo 4

algebraické nasobnosti 4.

10 0 -1 1 0

. 10 0 -1 0 1

My = Ker (fa—4id) = Ker (A—41,) = Ker 01 -1 o0 < ol 11
01 -1 0 1 0

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 4 je 2. Operator bude mit dva Fetizky.
Abychom zjistili jejich délky, spocitdme Ker (fa — 4id)2.

1 -1 1 -1 1 1 1
. 1 -1 1 -1 0 0 1

Ker(fa—4id)’ =Ker | | | | :< o' 1 [']o >
1 -1 1 -1 1 0 0

Dimenze je o 1 vy$si nez dimenze Ker (A — 41,), takZe pocet fetizkt délky alespon
2 je 1. Hledana baze B je tedy spojenim fetizku délky 1 a Fetizku délky 3.
fa—4id
vi —— o
fa—did  fa-4id  fa-4id

2 . |
"o Vit o .

Vg3 b

Protoze Im (f — 4id)? = (v?), zvolime vektor v} v tomto prostoru, napf. vi =

(1,1,1,1)T. Je Ker (f — 4id) = (v{,v}), doplnime vektor vi na bazi prostoru
Ker (f — 4id), napiiklad vektorem v} = (1,0,0,1)T.

Vektor v3 musime zvolit tak, aby (fa — 4id)(v3) = vi a aby v3 € Im(fa —
4id) (druhou podminku jiz nemizeme ignorovat jako v predchazejicim piikladu).
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Mno#zina vsech Feseni soustavy (A — 41,)v2 = (1,1,1,1)7 je

1 1
1 0

o [T\| o |’

0 1

Obraz operatoru f4 — 41id je linearni obal sloupcti matice A — 414, ktery se rovna
((1,1,0,0)",(0,0,1,1)™). Obéma podminkdm vyhovuje napiiklad vektor v3 =
(1,1,0, O)T. Nyni uz staci vzit libovolny vektor v2 tak, aby platilo (f4—4id)v3 = vZ,
napt. vZ = (1,0,0,0)T.

Podle véty 9.84 je B = (vi,v?,v3,v3) béze. Vzhledem k B mé operator f matici

O = = O

O O O =
S O =~ O
OB = O
== O O

Na prikladu si rozmyslime postup v jesté vyssi dimenzi.

Priklad 9.96. Operator f: V — V na prostoru V dimenze 15 spliuje nasledujici
podminky.

(1) f mé vlastni ¢islo 31 algebraické nasobnosti 11 a vlastni ¢islo 47 algebraické
nasobnosti 4,

(2) dimKer (f —31id) =4, dim Ker (f — 47id) = 2

(3) dimKer (f —31id)? = 7 dim Ker (f —47id)? =

(4) dimKer (f — 31 1d)3

(5) dimKer (f —31id)* = 11

Rozmyslime si, Ze existuje baze B, pro které je [f]5 v Jordanové tvaru, z jakjch
blolti se [f]5 sklad4 a jak bychom takovou bézi hledali.

Z prvni podminky vidime, Ze pro f existuje Jordandv kanonicky tvar, celkovy
pocet vektori v fetizcich ptislusnym vlastnimu ¢islu 31 je 11 a celkovy pocet vektort
v Fetizcich pfislusnych vlastnimu ¢islu 47 je 4.

Zamétrime se nejprve na vlastni cislo 47 a pfislusné fetizky. Z druhé podminky
vyplyva, ze fetizky jsou 2, takze zbyvaji dvé moznosti: délky 1, 3, nebo délky 2,2.
Ze tfeti podminky méame dim Ker ( f —47id)? —dim Ker (f —47id) = 1, takze mame
pravé jeden Fetizek délky alespon 2, coz vylucuje prvni moznost. Retizky piislugné
vlastnimu ¢islu 47 tedy budou

f—47id
vi—— o
—47id —47id —47id
v T G ST e SR

Pocet Tetizkii pro vlastni ¢islo 31 je podle druhé podminky 4. Ze tfeti podminky
méme dim Ker (f — 31id)? — dim Ker (f — 31id) = 3, takZe tii fetizky maji délku
alespon 2. Moznosti délek jsou 1+2+2+6,14+2+3+5,1+2+4+4, 1+3+3+4.
7 ptredposledni podminky vime, Ze pocet fetizkt délky alespori 3 je 2 (protoze
dim Ker (f —31id)? —dim Ker (f —31id)? = 2). Zbyvaji dvé moznosti 1 +2+3+5a
2 4+ 4 + 4, prvni moznost vylucuje posledni podminka. Retizky p¥islusné vlastnimu
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¢islu 31 jsou
f-31id
Vi —— o

f—31id f—31id

f—31id f—31id

f—31id
vy '

I

f-3lid
V2 k

Vzhledem k béazi B slozené z téchto fetizkti bude
[£18 = diag(Jaz,1, Jaz,3, 31,1, J31,2, J31,4, J31,4) -

Retizky bychom opét hledali od poéatkfi. Zaméiime se na vlastni éislo 31. Protoze
Im (f — 31id)* N Ker (f — 31id) = (v}, v}), vektory v{, v bychom zvolili tak, aby
tvofili bazi tohoto priniku. Tyto dva vektory bychom doplnili vektorem v do baze
prostoru Ker (f —31id) NIm (f — 31id). A vektory vi, v, v? doplnili vektorem v3
do béze prostoru Ker (f —31id). Pak bychom pro kazdy pocateéni vektor postupné
doplnili zbylé vektory do fetizku. Rozmyslime si tteti z fetizk. Vektor v5 bychom
zvolili tak, aby (f—31id)(v3) = v} a zaroveii v3 € Im (f —31id)? (druh& podminka
je nutné, abychom mohli pokracovat). Dale vektor v bychom zvolili tak, aby (f —
31id)(v3) = v3 a v§ € Im (f — 31id). Kone¢né vektor v} bychom zvolili tak, aby
(f — 3Lid)(v3) = V3.

Podobné bychom posupovali pro dalsi fetizky a druhé vlastni ¢islo 47.

9.4.9. Resend spojitého dynamického systému. V odstavci 9.3.5 jsme ukazali, jak vy-
Fesit spojity dynamicky systém x'(t) = Ax(t) v ptipadé, Ze A je diagonalizovatelna
matice. ReSeni spoéivalo v tom, Ze jsme ptivodni soustavu pievedli na soustavu
y'(t) = Dy(t), kde D je diagonalni matice, a takovou soustavu jiz umime Fesit.
Stejny postup lze pouzit pro matici podobnou matici v Jordanové tvaru, ziskdme
soustavu y’(t) = Jy(¢), kde J je v Jordanové tvaru.

Zopakujeme tento postup. Predpokladejme, Ze pro f4 existuje Jordanuv ka-
nonicky tvar. Pak umime najit matici J v Jordanové tvaru a regularni matici R
takovou, ze J = R~ AR. (Pfipomenime, 7e R je matice prechodu od baze B tvoiené
spojenim Jordanovych fetizkii matice A ke kanonické bézi a J = [fa]5.) Upravou
dostaneme A = RJR~! a rovnici miizeme ekvivalentné prepsat

x'(t) = RJR'x(t)
R™X(t) =JR'x(t) .

Definujeme y(t) = R~'x(t) a dostaneme
y'(t)=Jy(t) .
Ptvodni funkece x(t) dopo¢teme ze vztahu x(t) = Ry (t).

Stacéi tedy umét fesit spojité dynamické systémy tvaru y’(¢t) = Jy(¢), kde J je
matice v Jordanové kanonickém tvaru. Pro diagonalni matici J jsme v 9.3.5 ukézali,
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ze TFeSenim

Yy (t) At 0 0 y1(t)
Y5 (t) 0 A2 0 Yya(t)
funkce
y1(t) y1(0)ert et 0 ... 0 y1(0)
y2(t) Y2 (0)ee* 0 e ... 0 y2(0)
Yn(t) Yn(0)ernt 0 0 ... et yn(0)

Ukazeme si feseni v pfipadé Jordanovy bunky fadu 2

(zA(t)):(A 1>(y1(t))
Ya(t) 0 A Ya(t)
Resime tedy spojity dynamicky systém

Y1 (t) = Ay (1) + y2(t)
ys(t) = Aya(t)

(V feéi operatort, ya(t) je vlastnim vektorem operatoru derivovéani, y;(t) je zobec-
nénym vlastnim vektorem.) Z druhé rovnice méme y(t) = y2(0)e*. Dosazenim do
prvni rovnice dostavame

Yi () = My (1) + 2(0)e™
coz prepiseme do tvaru
Y1 (t) = Ayi () = y2(0)e
Funkei y; (¢) najdeme pomoci jednoduchého triku. Napiseme si ji jako soucin y; () =

u(t)v(t) dvou jinych funkei. Po dosazeni do pfedchozi rovnosti a pouziti vzorecku
pro derivaci souc¢inu dvou funkci dostaneme

u' (H)w(t) +u)v' (t) — Mu(t)v(t) = ya(0)e
neboli
u' (£)o(t) + u(t) (V' (t) = Ao(t)) = ya2(0)e™
Funkci v(¢) zvolime tak, aby byla zdvorka na levé strané rovna 0, tj. tak aby platilo

v'(t) = Av(t) pro kazdé t € R. Jednou z moznosti je zvolit v(t) = e*. Tim se
posledni rovnice redukuje na

a tedy
' (t) = y2(0) .
Pro libovolnou konstantu d funkce u(t) = y2(0)t + d spliiuje posledni rovnici, takze
y1(t) = u(t)v(t) = (y2(0)t + d)e = yo(0)te + de.
Dosazenim ¢t = 0 vyjde y1(0) = d. Dostali jsem tak, Ze musi platit

yi(t) = ya(0)te™ + g1 (0)e
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Resenim spojitého dynamického systému

y1(t) = My (t) + y2(t)
Ya(t) = Aya(t)
jsou tedy funkce
yi(t) \ _ [ 920)teX +y1(0)eN ) _ (e e y1(0)
y2(t) y2(0)e 0 et y2(0)
Uvedenym postupem jsme nasli véechna mozn4 feseni (y;(t), y2(t))”. Jednoznaé-
nost funkce yo(t) = y2(0)e jsme si ukazali uz v tvrzeni 9.1. Pokud jde o jednoznag-
nost funkce y; (¢), mizeme se o ni presvédcit také piimo podobné jako v tvrzeni 9.1.

Staéi spocitat, ze pro kazdou funkei f(t) splitujici rovnost f/(t) = Af(t) + y2(0)eM
a f(0) = y1(0) je derivace funkce (f(t) — y2(0)te)e=* rovna 0.

Priklad 9.97. Vyfesime spojity dynamicky systém

zy(t) '\ _ A zi(t) \_ (1 -1 x1(t)

xh(t) x2(t) 4 -3 xo(t)
s poc¢atecni podminkou x1(0) = 3,22(0) = 4. V piikladu 9.90 jsme vypocetli, Ze
vzhledem k bazi B = ((1,2)7,(0,-1)7) je [f]5 = J_1,2, tj. plati

_ —1 _ 71 1 _ r11B _ 1 0
J =RAR 7kdeJ—( 0 _1>aR—[1d}K—(2 _1)

Bt st e do
e (G0 )= (0 )= (50)
(i )= (20
)= L) (ua):
()= ( ) (he))
) =r(5 ) ()

<
() (28
(5, )

3

4

Oznac¢ime-li

plati

Resenim je

takze
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Priklad 9.98. Tii chemikélie F, F, G spolu reaguji podle schématu
E—F—G .

To znamena, 7e F se pii reakci méni na F' a F' se méni na G. Rychlost premény je
primo tmérné koncentraci, pro jednoduchost bude v nasi reakci koeficient imérnosti
rovny 1. Na zacatku, v ¢ase t = 0, bude pfitomna pouze chemikdlie E. Zajima nés,
jak se budou koncentrace vsech tii chemikalii vyvijet v Case.

Ozna¢me x(t) = (vg(t),rr(t),zc(t))T vektor koncentraci v ¢ase t. Z popisu
reakce vyplyva, ze koncentrace splnuji

2p(t) = —wp(t)
2p(t) = zp(t) — zp(t)
zg(t) =zp(t) .

Navic vime, ze x(0) = (1,0,0)”. Maticové zapsano mame

-1 0 O 1
x'(t) = Ax(t), kde A = 1 -1 0 |,x(0)=| 0
0 1 0 0
Nyni jiz stac¢i aplikovat probrany postup. Zjistime, Ze matice A se rovna
0 -1 0 -1 1 0
A=RJR ' kdeR=| -1 1 0 |, J= 0 -1 0
1 0 1 0 0 0

(R je matice pfechodu od baze B tvofené spojenim Jordanovych fetizki ke kano-
nické bazi a J = [f4]B.) Oznaéime y(t) = R~1x(t) a ptivodni soustavu piepiseme
do tvaru

1 1 0
yt)=Jyt)= 0 -1 0 |y .
0 0 0

Podle predchoziho piikladu dostavame Teseni

yt)={ 0 e* 0 ]y(0)
0 0 %
Z toho
et temt 0 et
x(t) =R 0 et 0 |R'%0)= te™*
0 0 % —e t—te7t 41

Koncentrace chemikdlii E, F,G v case t tedy bude xg(t) = et zp(t) = te™?,
za(t) = —e t —tet + 1.

Poznamejme, ze obecnéji pro Jordanovu buiku J) , jsou fesenim spojitého dy-
namického systému y’(t) = Jx ,y(t) funkce

At At 2N t" Xt

(1) v qe et ... e y1(0)
y2(t) 0 e LeM o ﬁe’\t y2(0)
Yn—1(t) 0 0 o e %(i)‘t Yn—1(0)

Yn(t) 0 0 .0 et yn(0)
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x(7)

- _ e

OBRAZEK 81. Grafy pribéhu koncentraci jednotlivych chemikalii.

Staci k tomu pouzit indukci podle n a v indukénim kroku stejny trik jako v pripadé
Jordanovy bunky fadu 2.

9.4.10. Invariantni podprostory. Invariantni podprostory operatoru f jsou podpro-
story, které operator f zachovava v nasledujicim smyslu.

Definice 9.99. Je-li f:V — V linearni operator na vektorovém prostoru V, pak
podprostor W < V nagzyvame invariantni podprostor operdtoru f, pokud plati pro
kazdy vektor x € W, ze také f(x) € W.

Invariantni podprostor ¢tvercové matice A definujeme jako invariantni podpro-
stor operatoru f4 urcéeného matici A.

Piiklad 9.100. Kazdy operdtor ma dva trividlni invariantni podprostory {o} a
V.

Z geometrického nahledu vidime, Ze rotace v R? mé pouze trividlni invariantni
podprostory.

Osové soumérnost v R? podle pfimky (v) ma kromé trividlnich podprostort
jesté dva invariantni podprostory: (v) a v (ortogonalni doplnék je vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souéinu.)

Pro rotaci v R? kolem piimky (p) jsou (p) a p* invariantni podprostory. Rotace
o ™ ma jesté dalsi invariantni podprostory.

Kazdy podprostor prostoru V je invariantnim podprostorem operatoru id a také
operatoru Aid pro libolny skalar A.

Tvrzeni 9.101. Pro kazdy linedrni operdtor f : V. — 'V jsou ndsledujici podpro-
story 'V invariantni podprostory operdtoru f:

(1) Ker(f),

(2) Tm(f),

(3) podprostor (u) generovany libovolnym nenulovym vlastnim vektorem u ope-
ratoru f,

(4) obecnéji, podprostor (vy,...,vi) generovany Jordanovym fetizkem (v1,...,Vg)

operatoru f prislusnym vlastnimu cislu A.
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Diikaz. Bod (1) je trivialni.

Pro dtikaz (2) uvazujme libovolny vektor x € V. Pak existuje vektor y € Im (f)
takovy, ze f(y) = x. Obrazem vektoru x je vektor f(x) = f(f(y)), takze f(x) €
Im f.

Bod (3) je specidlnim pfipadem bodu (4).

Pro ditkaz (4) uvazujme libovolny vektor x = a;vy + -+ - + agVvg. Jeho obraz je
po upraveé

f(x) = a1 f(vi)+aaf(ve)+ - Farf(Vi) = a1 Avitas(Ava+vy)+- - +ap(Avi+vi_1) .

Vyraz na pravé strané jde vyjadrit jako linearni kombinaci vektort vy, ..., v, takze
skutecné f(x) € (vq,...,Vg). O

Dalsi invariantni podprostory mizeme ziskat priniky a soucty invariantnich pod-
prostort.

Tvrzeni 9.102. Jsou-li U a W dva invariantni podprostory operdtoru f : V. — V,
pak jsou podprostory UNW a U+ W rovnéz invariantnimi podprostory operdtoru

1.

Diikaz. Je-li x € UNW, pak f(x) € U, protoze U je invariatni, a f(x) € W,
protoze W je invariantni. Z toho plyne f(x) e UNW.

Je-li x € U + W, pak existuji vektory u € U, w € W takové, ze x = u+ w.
Z invariance U a W vime, ze f(u) € U a f(w) € W, proto f(x) = f(u+w) =
fa)+ f(w)eU+W. O

Z ptedchozich dvou tvrzeni vyplyvéa, Ze linearni obal spojeni libovolného poctu
Jordanovych fetizkt néjakého operatoru je jeho invariantnim podprostorem.

Je-li W invariantni podprostor operatoru f, pak ztzeni g = f|w operdtoru f
na podprostor W je linedrni operator na prostoru W. Je ziejmé, ze kazdé vlastni
¢islo operdtoru g = flw je vlastnim ¢islem operatoru f a kazdy vlastni vektor
operatoru g je také vlastnim vektorem operatoru f (pfislusny stejnému vlastnimu
¢islu). Dokazeme silngjsi tvrzeni. Metodu dikazu jsme pouzili uz v dikazu véty o
tom, ze geometrickd nasobnost libovolného vlastniho ¢isla operatoru f je nejvyse
rovné jeho algebraické nasobnosti.

Tvrzeni 9.103. Bud f : V — V linedrni operdtor na koneéné dimenziondlnim
prostoru V. nad telesem T a W < V invariantni podprostor operdtoru f. Potom
charakteristicky polynom ziZeni g = f|lw operdtoru f na podprostor W déli cha-
rakteristicky polynom operdtoru f.

Diikaz. Zvolme néjakou bazi C' = (vy,...,vy) podprostoru W a dopliime ji na bazi
B = (vi,...,Vk,Vkt1,--.,Vyp) prostoru V. Pro kazdy vektor v;, j = 1,...,k plati
f(v;) € W, nebot W je invariantni podprostor operatoru f. Vyjadieni [f(v;)]s
vektoru f(v;) v bazi B proto bude mit slozky k+1,...,n nulové a vektor tvoreny
prvnimi k slozkami bude rovny [g(v;)]c. Matice [f]B operdtoru f vzhledem k bazi

B mé potom blokovy tvar
A FE
B _
[f]B - ( 0 F ) ’

kde A = [g]S, F je néjaka ¢tvercova matice fadu n—k a E je matice typu k x (n—k).
Potom
A— )] E
B _ _ k
[f]B )‘Inf < 0 F—)\In,k ) )
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pr(A) = det([f]5 —AI,) = det(A—\I) det(F — A,,—k) a py(N) = det([f]S — A1)
det(A — Aly). Takze pg(A) skutecné déli py(A).

o

Formulujeme dtilezity disledek.

Dusledek 9.104. Necht f : V — V je operdtor na prostoru V dimenze n a W
je invariantni podprostor operatoru f dimenze k. Pokud md operdtor f pravé n
vlastnich cisel véetné ndsobnosti, pak md operdtor g = flw : W — W prdvé k
vlastnich cisel vcetnée nasobnosti.

Diikaz. Bez dilkazu pouzijeme tvrzeni, které dokazete v kurzu algebry — pokud se
polynom rozklada na linearni faktory, pak se na linearni faktory rozklada i libovolny
jeho délitel.

Pokud mé operator f pravé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti, pak se jeho
charakteristicky polynom py(X) rozkladd na linedrni faktory. Polynom p4(A) podle
pfedchoziho tvrzeni déli polynom pr(A), z toho vyplyva, Ze se py () rovnéz rozklada
na linearni faktory, operator g ma tedy k vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. (|

Priklad 9.105. Uvazujme operator f = f4 : R? — R? urceny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

Ukézeme, ze W = (u,v) = ((0,1,0)7,(1,1,2)T) je jeho invariatni podprostor.
Plati f(u) = (0,—1,0)T a f(v) = (1,—1,2)T. Obrazy obou generétort jsou linearni
kombinace vektort u, v:

flw)=—u, f(v)=—2utv .
7 toho vyplyva, ze kazdy vektor z W se zobrazi do W: Je-li totiz x = au + bv,
pak f(x) = af(u)+bf(v). Podprostor W je tedy invariantni podprostor operatoru
f. (Operéator f4 je shodny s operatorem v piikladu 9.91, podprostor W je rovny
linedrnimu obalu vlastnich vektort.)

Podivejme se jesté na operator g = f|w . Jeho matice vzhledem k bazi C' = (u, v)

' aé=(3 7)

Charakteristicky polynom operdtoru g je pg(A) = (A —1)(A+ 1) a prislusné vlastni
podprostory jsou

o= (3 weie=((3))-

My = (—u+v)={(1,0,2)"), M_; = (u) =((0,1,0)")
Matice operatoru g vzhledem k bazi D = ((1,0,2)7,(0,1,0)T) je

5=y %)

Geometricky, operétor g je reflexe podle primky ((1,0,2)”) ve sméru piimky ((0,1,0)7).
To ndm davé predstavu, jak operator f ,,vypada“ v roviné W.

Pro ilustraci piedchoziho tvrzeni jesté uvedme, ze pp(\) = —(A — 1)2(A + 1).
Polynom p,(A) skuteéné téli polynom pys(A).

neboli
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Na zavér si jesté vSimneme, Ze mnozina operatort, pro které je dany podprostor
W prostoru V invariantni, je uzaviena na scitani a nasobeni skaldrem.

Tvrzeni 9.106. Necht V je vektorovy prostor, W jeho podprostor, f,g linedrni
operatory na 'V at € T. Pak plati:

(1) Je-li W invariantni podprostor operdtori [ i g, pak je W invariantni pod-
prostor operdtoru f + g.

(2) Je-li W invariantni podprostor operdtoru f, pak je W invariantni podpro-
stor operatoru tf.

Diikaz. (1). Je-lix € W a f(x) € W, g(x) € W, pak (f+¢)(x) = f(x)+g(x) € W.
(2). Jellixe W a f(x) e W, pak (tf)(x) =t(f(x)) € W. O

Naptiklad, je-li W invariatni podprostor operatoru f, pak je také invariantnim
podprostorem operatoru f — Aid pro libovolné \ € T'.

9.4.11. Dikaz véty o Jordanové kanonickém tvaru. Nyni dokédzeme chybéjici impli-
kaci ve vété 9.88 o Jordanové kanonickém tvaru. Pfedpokladejme, ze V je konecné
generovany prostor dimenze n a f : V — V je linedrni operator, ktery ma n
vlastnich ¢isel véetné algebraickych nasobnosti. Chceme dokazat, ze pro operator f
existuje Jordantv kanonicky tvar.

Vétu dokazeme tak, ze najdeme bazi V, kterd je spojenim Jordanovych fetizki
operatoru V. Postupovat budeme indukci podle dimenze n.

Je-li n = 1, matice f vzhledem k jakékoliv bazi B prostoru V ma rad 1 a je
tedy Jordanovo buiikou a baze B je tvofena jednim Jordanovym fetizkem délky 1.
Predpokladejme, ze n > 1 a ze tvrzeni plati pro vsechna mensi n.

Oznacme A libovolné vlastni ¢islo operatoru f a pro prehlednost oznac¢me g =
f — Aid. Pak dim(Ker g) > 0 (protoze prostor Ker g je tvofen vlastnimi vektory
operatoru f prislusnymi vlastnimi ¢éislu A) a podle véty o dimenzi jadra a obrazu
je dim(Img) = n — dim(Ker g) < n.

Podprostor Im g je podle tvrzeni 9.101 invariantnim podprostorem operatoru g,
takze také operatoru f = g + Aid (viz tvrzeni 9.106). Charakteristicky polynom
zuzeni h operatoru f na Im g déli charakteristicky polynom operatoru f, a ten ma
n vlastnich cisel vcetné nasobnosti. Podle disledku 9.104 mé operator A dimIm g
vlastnich cisel ¢isel véetné nasobnosti, takze na prostor Im g mizeme pouzit in-
dukéni predpoklad. Existuje tedy baze C' prostoru Im g, ktera je slozenim Jordano-
vych Fetizkd operatoru h (ty jsou samofejmé rovnéz Jordanovymi fetizky operatoru
f). Jordanovy fetizky p¥islusné vlastnimu é&islu A ozna¢ime podle schématu

g g g g
1 X 1 1

Vi, Vo b vy o
, g g , g . g

Vi, ! Vo b A2 o

(V bazi C mohou byt jesté fetizky prislusné jinym vlastnim ¢éislim.) Pocdtedni
vektory vi, ..., v} tvoii linearné nezéavislou posloupnost v Ker g, doplnime tyto
vektory na bézi (vi,...,v$) prostoru Kerg. Pro kazdé i = 1,...,r lezl koncovy
vektor v;, v prostoru Im g, existuji proto vektory v; ., takové, ze g(vy. . ) = v}, .
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Tim ndm vznikne soubor fetizkt
g g g g g

1 X 1 ) 1 1
Vi, 11t Vi, ! vy vy o
, g ” g g ” g ” g
\ Vi, ! ce vy vy o
Vr+1 'L) o
1
g

vi —— o

plus fetizky v bazi C, které piislusi jinym vlastnim ¢islam. Zkonstruovali jsme
novou posloupnost B, ktera je spojenim Jordanovych retizkil operatoru f. Zbyva
ukézat, ze B je baze.

Podle véty 9.84 je B linearné nezavisla, protoze pocatecni vektory pfislusné vlast-
nimu ¢islu A tvori z konstrukce linearné nezavislou posloupnost a pro jind vlastni
¢isla jsme nic nezménili. Nyni stac¢i spocitat, Ze pocet vektora v B je n. V béazi C
je dim Im g vektori k nim jsme doplnili dim Ker g —r vektori z Ker g a poté jsme k
existujicim fetizkiim doplnili r vektori, ke kazdému z r fetizkd jeden. Dohromady
je v BdimImg+ (dimKerg — r) + r = dimIm g + dim Ker g = n vektort. Tim je
dikaz ukoncen.

9.4.12. Cayleyho-Hamiltonova véta. Uvazujme ¢tvercovou matici A fddu n nad
télesem T (nebo operdtor f na prostoru V dimenze n). Posloupnost matic

(Lo, A, A%, A%, A™)

(resp. operatort (id, f, f2,..., f"z)) je linearné zavisla posloupnost v prostoru T"*™
(resp. Hom(V,V)), protoze tento prostor mé dimenzi n?. Existuji proto skalary
ag,ai, ... takové, ze

apl, + a1 A+ asA® + -+ anzA"2 = 0nxn

(vesp. apid+arf + -+ + a2 f”2 = 0). Cayleyho-Hamiltonova véta fikd, ze takova
zavislost existuje mnohem dfive — staci prvnich n + 1 ¢lentt posloupnosti, pficemz
za koeficienty 1ze vzit koeficenty charakteristického polynomu matice A (resp. poly-
nomu f). Zhruba fefeno, kazd4 matice (resp. kazdy operator) je ,kofenem* svého
charakteristického polynomu.

Definujeme dosazeni matice (operatoru) do polynomu.

Definice 9.107. Necht T je téleso, p(t) = ag + a1t + ast? + - - - + a,t" polynom s
koeficienty ag, . ..,a, v T, A ¢tvercova matice fadu k nad T a f linedrni operator
na prostoru V nad télesem T. Dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime
matici

p(A) = aply + a1 A + apA® + -+ + a, A"

Doszenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operator

p(f):aoidv+a1f+a2f2+---+anf" .
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Piiklad 9.108. Je-li f operator na V, pak dosazenim operatoru f do polynomu
p(t) =t — 3 je operétor p(f) = f — 3id.

Piiklad 9.109. Uvazujme redlnou matici

13
=(5 1)
Jeji charakteristicky polynom je
pa(N) =A% =5\ -2 .

Dosazenim matice A do tohoto polynomu ziskdme matici

pa(A) = A~ 5421, = ( oo >+( T >+( - ) — O -

Pred dukazem Cayleyho-Hamiltonovy véty si vSimneme, ze dosazovani do sou-
¢inu polynom lze provadét po jednotlivych éinitelich. Je-li p(t) = p1 (£)p2(t) - . . pi(t),
pak p(A) = p1(A)p2(A)...p;(A). Divodem je, Ze pii rozndsobeni maticového vy-
razu p1(A)...pi(A) je koeficient u A7 stejny jako koeficient u #/ pii roznasobo-
vani vyrazu pq(t)p2(t)...pi(t) (pro kazdé j € {0,...,i}). Podobné pro operatory
p(f) =pi(f)p2(f) - .- pi(f).

Véta 9.110 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Je-li f linedrni operdtor na konecné
generovaném prostoru V dimenze n nad télesem T (resp. je-li A ¢tvercovd matice
radu n nad T), pak pr(f) =0 (resp. pa(A) =0).
Dikaz. Dokazeme si operatorovou verzi, maticovou pfenechame ¢tenari. Vétu do-
kazeme pouze v pripadé, ze f mé n vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti. V pfipadé, ze
tomu tak neni, je nutné napred rozsitit téleso T do vétsiho télesa tak, aby v tom
vétsim télese mél charakteristicky polynom dostatek korent. To 1ze udélat vzdy a
bude to v kursu algebry ve druhém rocniku.

Oznacme A1, ..., A\, vlastni ¢isla operatoru f aly, ..., [, jejich ndsobnosti. Podle
predpokladu je Iy + - -+ + I, = n a charakteristicky polynom je proto

pr) = ()" A= A) (A= A2) - (A= A)"
Podle véty 9.88 o Jordanové kanonickém tvaru existuje baze B takova, ze J = [f]5
je v Jordanové tvaru. Podle pozorovani nad vétou plati
pr(f) = (=1)"(f = Mid)" (f = A2 id)"2 - (f = A id)'™
a tedy
s (M5 = [(=1)™(f = Mid)"* (f = Agid) -+ (f = Amid)™"]5

(D™ = MidlB)"™ - ([f = A id]B)
= (=1)"(J = ML) - (J = A L)'

Matice v soucinu jsou blokové diagonélni (bloky odpovidaji Jordanovym bunkam
matice J), miZeme je nasobit po blocich. Uvazujme libovolny blok K. Ten odpovida
néjaké Jordanové bunce Jy, i, pficemz k je nejvyse l;, protoze velikost zadné bunky
prislugné vlastnimu ¢islu A; nemtze byt vétsi nez jeho algebraickd ndsobnost (viz
tvrzeni 9.87). Pak je ale (J — \;I,,)! = J(])m nulovd matice podle tvrzeni 9.75, takze
v celém soucinu bude blok K nulovy. Dokézali jsme, Ze [pr(f)]5 = Onxn, takze

ps(f)=0. O
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Priklad 9.111. UkaZzeme si pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty v teorii Fizeni.
Diskrétni dynamicky systém xjp.1; = Axjy dimenze n nad télesem T s pocatecni
podminkou xg = o0 ma feSeni x;, = o pro kazdé k, systém zlistava stale v pocatecnim
stavu.

Ptidame si k nému moznost linearniho ,fizeni“

Xpt1 = Axp + Buy,
kde B = (by|bs| - ,b,) je matice stejného Fadu jako A. Mizeme si ji piedstavit
jako ,joystick® nebo ,knipl“, kterym systém uvedeme do pohybu a pak jej Fidime
volbou vstupi ug, uy, ..., ug,.... Chceme védét, jakych stavi x; muzeme dosah-
nout v Case k.
Pro k =1 dostavame
X1 = Axg + Bug = Bug € Im B

a protoze vstup ug muzeme zvolit libovolné, tvori mozné stavy v case k = 1 sloup-
covy prostor Im B ,fidici“ matice B.
Pro k = 2 dostavame

Xy = Ax; + Bu; = ABug + Bu; € Im (AB‘B)

a protoze vstupy ugp,u; € T™ mizeme volit libovolné, tvori mozné stavy v case
k = 2 cely sloupcovy prostor Im (AB|B) matice (AB|B) typu n x (2n).

Jednoduchou indukci podle k£ odvodime, ze v ¢ase k tvori mozné stavy x; sloup-
covy prostor

Im (A*~1B|A*=2B| ... |AB|B)

matice (A*~1B|A*2B|..-|AB|B) typu n x (nk).

Porovname mnoziny moznych stavli v ¢asech k = n a k = n + 1, tj. sloupcové
prostory

Im (A" 'B|A"2B|---|AB|B), TIm(A"|A""'B|A""2B|---|AB|B) .
Ztejmé plati
Im (A" 'B|A"2B|.--|AB|B) C Im (A"B|A"'B|---|AB|B) ,
protoze kazdy sloupec matice vlevo je mezi sloupci matice vpravo. Podle Cayleyho-
Hamiltonovy véty mizeme matici A™ vyjadiit jako linearni kombinaci
A" = Cn_lAn71 + -+ A+ ol
pro néjaké koeficienty c¢;, které se rovnaji +/— koeficientim charakteristického po-
lynomu matice A, protoze koeficient u \™ v charakteristickém polynomu p4()) je
(=1)™. V kazdém piipadé koeficienty ¢; lezi v T. Posledni rovnost pfendsobime
zprava matici B a dostaneme
A"B=cp 1 A" "B+ -+ AB+ B .
Kazdy sloupec A"b; matice A" B, tj. kazdy novy sloupec matice (A" B|A"~*B|A"~2B|---|AB|B)
se tedy rovna linearni kombinaci
Anbj = Cn_lAn_lbj —+ -4 ClAbj + Cobj

né&jakych sloupctt v matici (A"~ 'B|A""2B|---|AB|B). Kazdy novy sloupec matice
(A"B|A"1B|---|AB|B) proto uz lezi ve sloupcovém prostoru matice Im (A"~ ' B|A"~2B|---|AB|B).

Dostali jsme tak, ze kazdého mozného stavu x,4; uz muzeme dosadhnout po
k = n krocich, rovna se néjakému z moznych stavi x,,.
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9.5. Google. Ukézeme si jednu moderni aplikaci vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.
Myslenku usporadani webovych stranek podle dtilezitosti si napred predvedeme na
jednoduchém prikladu. Poté odvodime obecnou formulaci problému.

Predstavme si malou sif Sesti webovych stranek, které na sebe odkazuji. Odkazy
si zapiSeme do matice A = (a;;), kde a;; = 1 pravé kdyz stranka j odkazuje na
stranku . NaSe sit je zaddna matici

0 01 00 O
1.0 1 0 0 0
10 00 0O
A= 000 0 1 1
0 01 1 0 O
0 00 1 1 0
Protoze ao; = 1, stranka 1 odkazuje na stranku 2. Déle ag3 = 1, také stranka

3 odkazuje na stranku 2. Zadnd jina stranka na stranku 2 neodkazuje. Takto si
muzeme nakreslit graf sité.

<]

OBRAZEK 82. Google

Z vrcholu j vede Sipka do ¢ pravé kdyz stranka j odkazuje na stranku i. Matice A
je tak matici incidence grafu sité. Z prvniho semestru vime, Ze prvek na misté (i, j)
v mocniné AF ¥ika, kolik orientovangch cest délky k vede z vrcholu j do vrcholu i.

Zakladni myslenka vyhledavace Google spoc¢iva v tom, ze méri dulezitost stranky
pravdépodobnosti, s jakou se na stranku dostaneme ndhodnym klikdnim. Diilezi-
tosti stranky se dopracujeme tak, ze na zacatku prifadime vSem strankam stejnou
dulezitost 1/6. Poc¢atec¢ni aproximaci vektoru dilezitosti stranek tak bude vektor
ro = (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)T, i-ta slozka je dileZitost i-té stranky.

Nyni musime matici incidence webu upravit tak, aby jeji hodnoty fikali, s jakou
pravdépodobnosti klikneme na link ze stranky j na stranku i. Pokud ze stranky j
vede vice odkaztl, feknéme k, pak na kazdy z nich klikneme s pravdépodobnosti 1/k.
Matici A si upravime tak, ze kazdou jednotku v j-tém sloupci nahradime ¢islem
1/k, kde k je pocet prvki rovnych 1 v j-tém sloupci matice A. Dostaneme tak
matici

0 0 1/3 0 0 0

/2 0 1/3 0 0 0

g_| v20 0 0 o0 o0
" o 0o 0o o 1721

0 0 1/3 1/2 0 0

0 0 0 1/2 1/2 0

Vsechny prvky matice H jsou nezéporné a soucet kazdého sloupce se rovna bud
1 nebo 0. Druhé moznost nastane v pfipadé, ze z prislusné stranky nevede zadny
odkaz. Jako tieba ze stranky s pdf souborem téchto prednasek.
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Prvni iteraci vektoru dilezitosti stranek v nasi siti pak ziskdme jako ry = Hry.
Slozka i tohoto vektoru fika, s jakou pravdépodobnosti se na stranku ¢ dostaneme
z ndhodné vybrané stranky po jednom kliknuti. Plati

0 0 1/3 0 0 0 1/6 1/18

/2 0 1/3 0 0 0 1/6 5/36
120 0 0o o0 o0 16 | | 1/12
n=Hro=1 0 0 0 0 12 1 16 |~ | 1/4
0 0 1/3 1/2 0 0 1/6 5/36

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 1/6

Druhou iteraci vektoru dilezitosti ro dostaneme jako Hry. Mizeme ji slovné po-
psat tak, ze uvadi, s jakou pravdépodobnosti se na i-tou stranku dostaneme jednim
kliknutim z néjaké stranky, pricemz pocatecni stranky volime s pravdépodobnostmi

VVVVVV " e

danymi vektorem r;. Stranka je tedy tim ,dilezitéjsi, ¢im ,dtlezitéjsi“ stranky na
ni odkazuji. Vyjde

0 0 1/3 0 0 0 1/18 1/36
/2 0 1/3 0 0 0 5/36 1/18
b Hr | Y20 0 0 0 0 112 | _ | 1/36
0 0 0 0 1/2 1 1/4 17/72
0 0 1/3 1/2 0 0 5/36 11/72
0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 14/72

Hledani vektoru dilezitosti jednotlivych stranek tak vede na diferenc¢ni rovnici
rr = Hry_q, kterd jak vime ma feSeni ry = Hbry. Tento vektor miiZeme interpre-
tovat tak, ze udava, s jakou pravdépodobnosti se dostaneme na danou stranku po
k nahodnych kliknutich.

Pro porovnavani dtlezitosti vsech webovych stranek bychom museli uvazovat
matici celého webu, tedy matici fadu n, kde n je ¢islo v soucasnosti vétsi nez tticet
miliard. Kazdé iterace navic vyzaduje spocitat souc¢in matice tohoto fadu s jednim
n-slozkovym vektorem, pocet aritmetickych operaci je tak fadu n?. To vsechno se
zdéa byt zhola nemozné. Nicméné matice H je velmi Fidka, naprosta vétsina jejich
prvki se rovna 0. Pro ty jsou vypracované efektivni metody uklddéni. Dale v kazdém
sloupci matice H je v priuméru 10 odkazt na jiné stranky, aspon tak je jejich pocet
odhadovan. Takze sou¢in matice s vektorem vyzaduje pouze 10n operaci. A to uz
je v soucasnosti vypocetné zvladnutelné.

Popsana diferen¢ni rovnice vyvolava radu dilezitych otazek:

e Konverguje posloupnost vektort ry k néjakému vektoru nebo je cely proces
nestabilni?
e Miize se stat, ze posloupnost vektort osciluje kolem néekolika riiznych limit-
nich vektort?
e Za jakych podminek na matici H proces konverguje k jedinému vektoru?
e Pokud konverguje, dava vysledny limitni vektor dobrou miru dtlezitosti
jednotlivych webovych stranek?
e Zavisi konvergence na poc¢ateéni aproximaci ro?
e Pokud proces konverguje, kolik iteraci musime provést, abychom dostali
dobrou aproximaci limitniho vektoru?
Uz pfi prvnim hrani si s nasim malych prikladem zjistime jeden problém tohoto
pristupu. Diky tomu, ze v nasem prikladu ze stranky 2 nevede zadny odkaz, dilezi-
tost této stranky se nijak neprojevi na dulezitosti jinych stranek. Na druhou stranu
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pri kazdé iteraci do sebe nasaje néco z dulezitosti jinych stranek a celkova suma
dilezitosti vSech stranek se postupné snizuje. Strankou 2 tak dulezitost ,,odtéka“.
Mnohem zavaznéjsi je skutecnost, ze klastr stranek 4,5,6 odkazuje pouze na stranky
4,5,6, a zadna z nich neodkazuje na zadnou ze stranek 1,2,3, zatimco stranka 3 od-
kazuje na stranku 5 z tohoto klastru. Klastr stranek 4,5,6 tak bude akumulovat
dilezitost stranek z celé sité. Skutecné, jiz tfinactd iterace riz ma prvni tfi slozky
zanedbatelné malé a zbylé t¥i slozky v poméru (2/3) : (1/3) : (1/5).

Problém se strankami, ze kterych nevede zadny odkaz, vytesime predpokladem,
ze 7z takové stranky mizeme nahodné preskocit na jakoukoliv jinou stranku, na
vSechny se stejnou pravdépodobnosti. V nasem malém piikladu je takovou strankou
stranka 2, nulovy sloupec v matici H nahradime sloupcem ze samych hodnot 1/6.
Dostaneme tak matici

0 1/6 1/3 1/2 0
0 1/6 0 1/2 1/2

0 1/6 1/3 0 0 0

1/2 1/6 1/3 0 0 0

g_| 26 0 0 0 0
o 16 0 0o 121

0

0

V obecném ptipadé bychom matici H nahradili matici
1
S=H+ —eal,
n

kde e je sloupcovy vektor se vSemi slozkami rovnymi 1 a a je vektor, jehoz j-ta
slozka je rovna 1, pokud z j-té stranky nevede zadny odkaz, a rovna se 0, pokud z
j-té stranky néjaky odkaz na jinou stranku vede. Matice S je markovovska matice,
to znamena, ze jeji prvky jsou nezaporné a kazdy sloupec ma soucet rovny 1. O
takovych maticich uz vime, ze ¢islo 1 je jejich vlastnim cislem.

Problém klastru stranek, které akumuluji dtlezitost vSech ostatnich stranek,
touto tpravou nevyfesime. V nasem piikladu bude potfad platit, ze mezi klastrem
stranek 1,2,3 a klastrem stranek 4,5,6 vedou odkazy pouze jednosmeérné, ze stranek
1,2,3 na stranky 4,5,6. Nase brouzdani po webu upravime jesté jednim zpisobem.
Zvolime si néjaké éislo o € (1/2,1). Toto ¢islo je pravdépodobnost, se kterou volime
nasledujici krok pii prohlizeni webu tak, ze klikneme na néjaky odkaz. Pravdépo-
dobnost 1 — « je pak pravdépodobnost, ze skoc¢ime ndhodné na jakoukoliv jinou
stranku webu. Dostaneme tak dalsi matici

1
GzaS—i—;(l—a)eeT .

Tato Google matice je matice, kterou zakladatelé firmy Google Larry Page a Ser-
gey Brin uvedli ve svém prvnim ¢lanku o jejich algoritmu PageRank na porovnéavani
dilezitosti webovych stranek. Vsimnéme si, ze vsechny prvky matice G jsou kladné
a soucet prvkl v kazdém sloupci zistava rovny 1.

N&s maly priklad vede pfi volbé a = 0,9 na matici

1/60 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 1/60 1/60 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 1/60 7/15 11/12
1/60 1/6 19/60 7/15 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 7/15 7/15 1/60

1
G:0,9-S+0,1~6eeT:
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Diferenéni rovnice rj, = Grj_; s po¢ateénim vektorem ro ma pak feseni r, = G*ro,
které konverguje k jednoznac¢né urcéenému vektoru

0,03721
0, 05396
0,04151
0,3751
0,206
0,2862

Tento limitni vektor interpretujeme tak, ze ndhodny brouzdal po webu fidici se
nasimi pravidly stravi v priméru 3, 721% ¢asu na strance 1, 5,396% c¢asu na strénce
2, 37,51% casu na strance 4, atd.

Vlastnosti vlastnich ¢isel matice G plynou z Perronovy véty, kterou dokazal jiz
v roce 1907 némecky matematik Oskar Perron. Uvedeme si bez diikazu jeji dtsledky
pro Google matici G.

Véta 9.112. Pro Google matici G plati

(1) Cislo 1 je vlastnim éislem matice G,
(2) geometrickd i algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1 se rovnd jedné,
(3) existuje viastni vektor r prislusny vliastnimu éislu 1, ktery ma vSechny slozky

Kladné,

(4) pro jakékoliv jiné vlastni cislo X matice G plati

Al < 1.

Pokud kladny vlastni vektor r spliiuje navic podminku ||r|| = 1, nazyva se
Perroniv vektor matice GG. Prvni vlastnost jsme si uz ukazali dfive, protoze ma-
tice G je markovovska (tj. nezdporna a soudet kazdého sloupce se rovna 1) a 1
je proto vlastni ¢islo G. Muzeme si také ovérit, ze z dalsich uvedenych vlastnosti
matice G plyne konvergence vektorti r, = G¥ry. Pokud si matici G prevedeme
do Jordanova kanonického tvaru J = R™!G'R pomoci né&jaké regularni matice R,
mizeme predpokladat, ze prvni Jordanova buika J; = Ji; odpovida vlastnimu
¢islu 1 a Perroniv vektor r je prvnim sloupcem matice R, jejiz sloupce tvori bazi
B = (r = uj,uy,...,u,) aritmetického prostoru R™ slozenou ze Jordanovych fe-
tizk. Potom pro matici J = diag(Jy, Jo, ..., Js) plati

ry = RJ*R™'ro = Rdiag(J}, J%,...,J5)R™1ry .

Protoze |A\| < 1 pro jakékoliv vlastni &fslo matice G riizné od 1, plati JF — O
pro jakoukoliv Jordanovu buiiku riznou od J;. Matice J* tak konverguje k matici,
kterd ma na misté (1,1) prvek 1 a vSechny ostatni prvky nulové. Odtud plyne, ze
posloupnost vektort

ry = RJ*R™ryg = Rdiag(JF,J5, ..., J5)R™1r

konverguje k néjakému skalarnimu nasobku vektoru r. Protoze zaciname s vektorem
ro, ktery mé soucet slozek rovny 1, a nasobime jej markovovskou matici, kazdy
vektor rp mé soucet slozek rovny 1 a tedy jej ma rovny 1 i limita posloupnosti
vektoru ry. Posloupnost vektori ry tak komverguje k néjakému kladnému nasobku
Perronova vektoru r, ktery mé vsechny slozky kladné.

Tento vypocet ukazuje, ze vhodny nasobek Perronova vektoru odpovida na
viechny otazky spojené s fesenim diferenéni rovnice rj, = G*rj,_; s vyjimkou rych-
losti konvergence. Rychlost konvergence posloupnosti rj zavisi na tom, jak rychle
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konverguji k O mocniny Jordanovy buiiky ptislusné vlastnim ¢éislim A # 1. Nej-
pomaleji z nich konverguji buniky odpovidajici vlastnimu ¢islu A # 1, ktery mé co
nejvétsi absolutni hodnotu |A|. Rychlost konvergence tak zévisi nejvice na |As|, kde
A2 je druhé nejvétsi (pokud jde o absolutni hodnotu) vlastni ¢islo matice G.

Pokud jde o volbu parametru «, autofi algoritmu uvadéji a = 0,85. Na volbé
« zéavisi rychlost konvergence a numerické stabilita viypocti. Z odhadu absolutni
hodnoty druhého nejvétsiho vlastniho ¢isla matice G vyplyva, Ze pfi této volbé «
stac¢l k presnosti na t¥i desetinna mista zhruba 50 iteraci, tj. stac¢i spocitat vektor
r50. Rychlost konvergence vypoctu také zavisi na volbé pocatecniho vektoru rg.
Otazka volby r je teoreticky podrobné zkoumana, zadné definitivni vysledky zatim
nejsou. Firma Google uvadi, ze kazdy vypocet zac¢ina vzdy od stejného pocatecniho
vektoru rg = (1/n)e. Zatim se nepodafilo najit zpusob, jak vyuzit pfedchozich
masivnich vypoctt pfi vypoctu nové aktualizace vektoru dulezitosti stranek.

Uvedené pouziti Jordanova kanonického tvaru pro dikaz konvergence posloup-
nosti vektord ry dobfe ilustruje vyznam teoretickych vysledkd. Pri vlastnim vy-
poctu iteraci ry = Gri_; jej nepotfebujeme, soucin pocitdme piimo. Jordanuv
kanonicky tvar nam umoznuje dokazat, ze uvedeny numericky postup vede k oce-
kévanému vysledku.

Posledni poznadmka se tyka rychlosti nasobeni matice s vektorem. Matice G uz
neni Fidké, vSechny jeji prvky jsou nenulové. Jeji tvar je

1 1
G=aS+(1-a)—ee’ =H+aeal + (1 —a)-eel .
n n

Matice H je fidka, s naprostou vétsinou prvkt rovnych 0. Matice G se od ni lisi
pri¢tenim dvou matic s hodnosti rovnou 1. Nasobime-li matici G libovolny vektor
X, pocitame
Gx=(aS+(1- oz)%eeT)x = Hx +aea’x + (1 — a)%eeTx .
Clen aea’x vyzaduje pouze vypocet standardniho skalarniho souc¢inu a’x, coz
je m nasobeni, doplnéného o jedno dalsi nasobeni a(alx). Stejny pocet nisobeni
vyzaduje vypocet tfetiho ¢lenu. Celd slozitost vypoctu Gx tak zavisi na slozitosti
vypoctu soucinu velmi fidké matice H s vektorem x.

Tento tvar matice G tak stale umoznuje fadu optimalizaci vypocti vytvorenych
pro pocitani s fidkymi maticemi.

Oznacime-li £ = %eeT matici, jejiz vSechny prvky jsou rovné 1/n, mizeme
rovnici definujici vektor r napsat ve tvaru

(aS+(1—a)E)r=r .

Jeji jednoduchost a elegance vede nékteré autory k nazoru, ze by méla byt zarazena
do ptistiho vydani knihy It Must Be Beautiful: Great Equations of Modern Science,
jejiz prvni vydani vyslo v roce 2002.

Cviceni
1. Dokazte, ze relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné vSech ¢tvercovych matic

téhoz rfadu n nad télesem T.

2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem 7', B = (u,us,...,u,) je baze V,
f 'V — V linedrni operator na V a R = (r;;) regularni matice fa4du n nad T. Najdéte
bazi C' = (v1,va,...,vy) ve V, pro kterou plati

[f1é = R [f1BR.
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3. Dokazte, ze ¢islo 0 je vlastni ¢islo linedrniho operdtoru f : V. — V pravé kdyz Ker (f) #
{o}.

4. Dokazte, ze jediné vlastni ¢islo jednotkové matice I, je 1.

5. Dokaze, 7e je-li A vlastni ¢islo matice A, je A? vlastni &slo matice A2

6. Dokaite, 7e je-li A regularni matice a A vlastni ¢islo A, pak A™' je vlastni &islo inverzni
matice A7

7. Derivace komplexni funkce realne promenne a reseni rovnice f' = \f.

8. Necht V je koneéné generovany prostor nad T, C = (u1, us,...,u,) je baze V a matice
[f]€ je podobné matici A. Dokazte, 7e existuje baze D ve V, pro kterou plati A = [f]B.
9. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice ortogonalni projekce na pfimku urcenou
nenulovym vektorem (a,b)” € R?.

10. Najdéte matici osové soumérnosti urcéené primkou — linearnim obalem nenulového
vektoru (a,b)” € R? vzhledem ke kanonické bazi R? a spoéitejte jeji vlastni &isla a vlastni
vektory.

11. Dokazte, ze rotace kolem pocatku souradnic o tthel ¢ ma redlnéd vlastni ¢isla prave
kdyz ¢ je nasobkem .

12. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory projekce na obecnou piimku v R®. Napied
odhadnéte vysledek z geometrického vyznamu vlastnich cisel a vektort.

13. Jaké kofeny ma v télese Zs polynom z? + 1? Jaké kofeny mé v télesech Zz a Zs?
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Shrnuti devaté kapitoly

(1)

(2)

®3)

(8)

(10)

(11)

(12)

Je-li V linearni prostor nad télesem T, f: V — V linearni zobrazeni, a xo € V,
pak diskrétni linedrni dynamicky systém je definovany rovnosti x, = f(xx—1) pro
kazdé k € N a pocatecnim stavem xo. Prvek xi € V nazyvame stav systému v
case k. Ma-li prostor V kone¢nou dimenzi n, fikame také, ze dynamicky systém
ma dimenzi n.
Vyvoj diskrétniho linedrniho dynamického systému je popsan vztahem x; =
f*(x0) pro kazdé k > 0. Specialng, je-li dimV = 1 a f(z) = az pro kazdé
x € T, pak stav diskrétniho linedrniho dynamického systému x, = f(xx—1) v
Case k se rovna zp = a” xo pro kazdé k > 0.
Je-li V.= R"™ (nebo V = C") a x(t) = (x1(t), 22(t),...,2a(t))T € V pro kazdé
t € R, pak definujeme derivaci x’(t) stavového vektoru x(t) jako vektor x'(t) =
(@4 (), 25(1), ..., 25 (1))
Spojity linedrni dynamicky systém je definovany rovnosti x'(t) = f(x(t)) pro
kazdé ¢t € R a pocéateénim stavem x(0) € R™ (nebo x(0) € C™).
Je-lin = 1, pak v ¢ase t se stav spojitého linedrniho dynamického systému z’(t) =
az(t) s pocatecnim stavem z(0) € R (nebo z(0) € C") rovné x(t) = x(0) e*".
Priklady diskrétnich linedrnich dynamickych systému - Groceni, Fibonacciho po-
sloupnost. Priklady spojitych linearnich dynamickych systémi - rozpad radioak-
tivnich jader, vlastni kmity pruziny, pfechod substance pfes bunéc¢nou branu.
Je-li f:V — V linearni operator na linedrnim prostoru V nad télesem T, pak
skalar A € T nazyvame vlastni ¢islo operatoru f, pokud existuje nenulovy vektor
x € V, pro ktery plati

f(x)=Xx .
Je-li A vlastni ¢islo operatoru f, pak libovolny prvek x € V| pro ktery plati
f(x) = Ax, nazyvame vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu cislu A.
Je-li A ¢tvercovad matice fadu n nad télesem T, pak skalar A € T nazyvame
vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T" takovy, ze

Ax = Ax .

Je-li A vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T™, pro ktery plati Ax =
Ax, nazyvame vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu .
Operétor f : V — V ma vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz f neni prosty. Ctvercova
matice A ma vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz A je singularni.
Geometricky vyznam vlastnich c¢isel a vektort v pripadé jednoducgych geomet-
rickych zobrazeni v R2.
Necht f je linedrni operator na prostoru V nad télesem T. Pak XA € T je vlastnim
¢islem operatoru f pravé tehdy, kdyz operator (f — Aidy) neni prosty.

Je-li A vlastnim ¢islem operéatoru f, pak mnozina My vSech vlastnich vektoru
operatoru f prislusnych vlastnimu ¢islu A je podprostorem V a plati

M/\ :Ker(ff)\idv) .

Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak A € T je vlastnim ¢islem
matice A pravé tehdy, kdyz je matice A — \I,, singularni.

Je-li A vlastnim ¢islem matice f, pak mnozina M vsSech vlastnich vektoru
matice A pfislusnych vlastnimu ¢islu A je podprostorem T" a plati

My =Ker (A —A,) .
Je-li A ctvercova matice Fadu n nad télesem T, pak A € T je vlastnim cislem
matice A pravé tehdy, kdyz det (A — AI,,) = 0.
Je-li f linedrni operator na konecné generovaném prostoru V dimenze n nad
télesem T a B je baze V, pak A € T je vlastnim ¢islem operatoru f pravé kdyz
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je A vlastni &slo matice [f]5 vzhledem k bazim B a B, coZ nastava pravé kdyz
det ([f]13 — M) = 0.
Pro kazdou matici A = (a;;) Fadu n nad libovolnym télesem T plati

(a) det(A — AI,,) je polynom stupné n s koeficienty v T,

(b) koeficient u A\™ se rovna (—1)",

(c) koeficient u A" se rovna (—1)"*1(a11 +aze + -+ ann),

(d) absolutni ¢len se rovna det A.
Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak charakteristicky polynom
matice A je polynom

pa(A) =det (A — AI,,) .

v vz

Dveé ¢tvercové matice X, Y téhoz fadu nad télesem T se nazyvaji podobné, pokud
existuje regularni matice R takova, ze Y = R XR.

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Je-li f:V — V linearni operator na kone¢né generovaném prostoru V dimenze
n, pak charakteristicky polynom operatoru f je polynom

ps(N) = det (115 = M) .

kde B je libovolna baze prostoru V.
Necht p(z) je polynom nad T. Prvek ¢ € T je kofenem polynomu p(z) pravé
tehdy, kdyz polynom x — t déli polynom p(z).
Necht p(z) je polynom nad T at € T je jeho kofen. Nasobnost korene t polynomu
p(z) definujeme jako nejvétsi piirozené &islo I takové, Ze polynom (x — t)' déli
polynom p(z).
Necht p(x) je polynom nad T, t1,...,t, € T po dvou rizné a li,...,[l; € N. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Pro kazdé i € {1,...,k} je t; koFen nasobnosti I;.

(2) p(z) = (z —t1)"" ... (z — tg)"*q(x) pro néjaky polynom g(z) takovy, ze ani

jeden z prvka tq,...,tx neni kotren.

Polymom stupné n nad libovolnym télesem méa nejvyse n kofent véetné nésob-
nosti.
Kazdy polynom stupné n > 1 nad télesem C lze napsat jako soucin linedrnich
polynomt (tj. polynomi stupné 1).

Specialné, kazdy polynom stupné n > 0 nad télesem C méa pravé n korent

vCetné nasobnosti.
Polynom lichého stupné nad télesem R ma alespon jeden koten.
Necht f je linearni operator na kone¢né generovaném prostoru a A je jeho vlastni
¢islo. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A\ rozumime jeho nésobnost jako
korfene charakteristického polynomu operatoru f. Necht A je ¢tvercovd matice a
A je jeji vlastni ¢islo.

Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho nasobnost jako kofene
charakteristického polynomu matice A.

e Kazdy linearni operator f : V. — V na kone¢né generovaném prostoru
dimenze n nad télesem T ma nejvyse n vlastnich cisel véetné nasobnosti.

e Linearni operator f: V — V ma pravé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti
prave tehdy, kdyz je jeho charakteristicky polynom soucinem linearnich po-
lynomu.

e Kazdy linearni operator f : V — V na konefné generovaném prostoru
dimenze n nad télesem C ma pravé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti.

e Kazdy linearni operator f : V. — V na konec¢né generovaném vektorovém
prostoru liché dimenze nad R ma aspoi jedno (redlné) vlastni ¢islo.

e Kazda ¢tvercova matice fadu n nad télesem T mé nejvyse n vlastnich cisel
véetné algebraickych nasobnosti.
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o Ctvecova matice ¥adu n nad télesem T ma pravé n vlastnich éisel vietné
nasobnosti pravé tehdy, kdyz je jeji charakteristicky polynom soucinem li-
nearnich polynomd.

e Kazda ¢tvercova matice fadu n nad télesem C méa pravé n vlastnich cisel
vcetné algebraickych nasobnosti.

e Kazda ¢tvercova matice lichého radu nad télesem R ma alespon jedno realné
vlastni ¢islo.

Linearni operator f : V. — V na konecné generovaném prostoru V nazyvame
diagonalizovatelny, pokud mé vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici.

Je-li f: V — V linearni operdtor na kone¢né generovaném prostoru V a je-
i B = (vi,...,vn) baze prostoru V, pak [f]B = diag(\i,...,\,) plati prave
tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni vektor prislusny vlastnimu
Cislu A;.

Linearni operator f : V. — V na konecné generovaném prostoru V je diagonali-
zovatelny pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V tvorena vlastnimi vektory
operatoru f.

Je-li f:V — V linearni operator na konecné generovaném prostoru V dimenze
n nad télesem T a C' baze prostoru V, pak operator f je diagonalizovatelny pravé
tehdy, kdy# je matice [f]& podobné diagonélni matici.

Ctvercova matice A fadu n nad télesem T se naz§véa diagonalizovatelnd, pokud
je operator fa : T" — T" diagonalizovatelny.

Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, B = (vi,...,V,) baze prostoru
T" a R = [id]¥ = (v1|...|va), pak matice [fa]B = R™'AR se rovna diagonalni
matici diag(A1, ..., An) pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni
vektor prislusny vlastnimu c¢islu A;.

Ctvercova matice A fadu n nad télesem T je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyz
existuje baze prostoru T" tvofena vlastnimi vektory matice A.

Ctvercova matice A fadu n nad télesem T je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyz
je podobna diagonalni matici.

Je-li f : V — V linearni operdtor a (vi,va,...,Vvy) posloupnost nenulovych
vlastnich vektort operatoru f pfislusnych navzajem ruznym vlastnim c¢islim
Aty ..., Ak, pak je posloupnost (vi,va,...,vy) linedrné nezavisla.

Maé-li linearni operdtor f : V — V na vektorovém prostoru V dimenze n nad
télesem T celkem n navzajem ruznych vlastnich ¢isel, pak je diagonalizovatelny.
Maé-1i matice A fadu n nad télesem T celkem n navzdjem ruznych vlastnich ¢isel,
pak je diagonalizovatelna.

Celé odvozeni vztahu pro k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operatoru f na konec¢né generovaném
prostoru (nebo ¢tvercové matice A) rozumime dimenzi podprostoru My vlastnich
vektord operatoru f (nebo matice A) ptislusnych vlastnimu ¢islu A.

Pro ¢tvercovou blokovou matici

=(5 %)

se ¢tvercovymi diagonalnimi bloky B, D plati
det A = (det B) (det D) .

Pro kazdé vlastni ¢islo p linedrniho operatoru f : V. — V na kone¢né generovaném
prostoru V (&tvercové matice A) nad télesem T plati, Ze geometrickd nasobnost
4 je mensi nebo rovna algebraické nasobnosti .

Bud f : V — V linedrni operator na koneéné generovaném vektorovém prostoru
V dimenze n (resp. bud A je étvercova matice fadu n) nad télesem T. Pak jsou
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
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(a) Operétor f je diagonalizovatelny (resp. matice A je diagonalizovatelnd).
(b) Operator f (resp. matice A) mé
e n vlastnich cisel véetné algebraickych nasobnosti a
e geometrickd nasobnost kazdého vlastniho éisla operatoru f (resp. ma-
tice A) je rovné jeho algebraické nasobnosti.
(43) Je-li x € C™ vlastni vektor realné matice A = (a,;) prislusny vlastnimu ¢islu A,
pak X je vlastni vektor matice A piislugny vlastnimu &islu .
(44) Je-li A realna matice fadu 2, ktera nema realna vlastni ¢isla, a A = r(cos p+isin @)
je komplexni vlastni ¢islo s nenulovym vlastnim vektorem v, pak plati
(a) vektory w1 =v +V a wa =i(v — V) tvori bazi B = (w1, w2) prostoru R2,
(b) linearni zobrazeni fa : R?* — R? uréené matici A mé vzhledem k bazi B

matici
B cosp —sing
UA]B*T( sinp  cosp )

a je tedy sloZenim rotace o uhel ¢ se stejnolehlosti s koeficientem r > 0
(45) Vyvoj spojitého linedrniho dynamického systému s diagonalizovatelnou matici.
(46) Jordanova burika ¥adu k > 1 nad télesem T piislusnd prvku A € T je ¢tvercova

matice
A1 0 0 0
0O X 1 ... 0 O
0 0 X 0 0
Ik = :
0 0 0 ... X 1
0 0 0 ... 0 X

(47) Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru (nebo struénéji v
Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagondlni matice, jejiz kazdy diagondlni
blok je Jordanova burika (né&jakého fadu prislusna néjakému éislu), tj.

Jam 0 .0
] 0 Srg ks o 0
J:dlag(‘]/\lykla“'v‘]/\s,ks): . . . . )
0 R A

kde A1,...,As € T a k1,...,ks jsou kladna cela cisla.
(48) Pro libovolnd pfirozend ¢isla m < k plati
Jok = (o]...|oleilez|er—m)
——
mX

Prom > k je Jg', = 0.
(49) Je-li J = Jxr Jordanova buiika, pak pro kazdé kladné m plati

P e P

R A L
I =

00 AT (Mam

0 0 0 AT

(50) Rikéme, Ze pro linedrni operator f : V. — V na koneéné generovaném prostoru
V existuje Jordaniv kanonicky tvar, pokud mé vzhledem k néjaké bazi matici v
Jordanové kanonickém tvaru.
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(51) Je-li f linedrni operdtor na vektorovém prostoru V nad télesem T a A vlastni
¢islo operatoru f, pak posloupnost (vi,...,vy) vektori z V nazyvame Jordantiv
retizek operdtoru f délky k prislusny vliastnimu ¢islu X s pocdtkem vi, pokud plati

(f = Aidv)(vi) =0, (f = Aidv)(v2) = v1, (f — Aidv)(vs) = va, ...,
(f = Aidv)(vi) = V-1 .

(52) Je-li f: V — V linearni operator na koneéné generovaném prostoru V. a B =
(v1,...,vk) baze prostoru V, pak [f]B = J\ x pravé tehdy, kdyz (vi,...,vk) je
Jordanuv fetizek operatoru f prislusny vlastnimu c¢islu A s pocatkem vy.

(53) Je-li f : V — V linearni operator na kone¢éné generovaném prostoru V a B
béze prostoru V, pak [f]B = diag(Ja, .k, - -, Jr..k.) Plati pravé tehdy, kdyz B
je spojenim posloupnosti Bi, ..., Bs, kde pro kazdé i € {1,...,s} je B; Jordantv
fetizek operatoru f délky k; piislusny vlastnimu &islu \; s po¢atkem vi.

(54) Pro linearni operator f : V. — V na konefné generovaném prostoru V exis-
tuje Jordanav tvar pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V vznikla spojenim
Jordanovych fetizku operatoru f.

(55) Necht f: V — V je linedrni operator na koneéné generovaném prostoru V a C
je baze prostoru V. Pak pro operator f existuje Jordanuv tvar pravé tehdy, kdyz
je matice [f]& podobnd matici v Jordanové tvaru.

(56) Predpokladdme, ze f : V — V linearni operdtor a B, ..., Bs jsou Jordanovy
fetizky operatoru f piislusné vlastnim ¢&islim Ay, ..., \s. Pfedpokladejme déle,
ze pro kazdé X € {\1,..., s} je posloupnost pocateénich vektort téch Fetizku
z Bi,...,Bs, které prislusi vlastnimu ¢islu A, linedrné nezavisla. Pak spojeni
B = Bi,..., Bs je linearné nezavisla posloupnost.

(57) Je-li f: V — V linearni operdtor na prostoru V dimenze n a B béaze vznikla
spojenim Jordanovych Fetizkt operatoru f, pak plati

(a) operator f ma n vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti,

(b) pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru f je jeho algebraickd ndsobnost rovna
souctu délek Jordanovych fetizki v B prislusnych vlastnimu cislu A,

(¢) pro libovolné vlastni éislo A operatoru f a libovolné I € N je jadro operatoru
(f—Xidy )" rovno linedrnimu obalu | poéatecnich vektorii z kazdého fetizku v
B prislusného vlastnimu ¢éislu A (z Fetizku délky mensi nez | bereme vSechny
vektory),

(d) pro libovolné vlastni ¢islo A operédtoru f a libovolné I € N je obraz operatoru
(f — Aidy), roven linearnimu obalu viech vektortt v B kromé I koncovych
vektort z Fetizkt piislusnych vlastnimu ¢islu A (z Fetizkt piislusnych vlast-
nimu ¢islu A délky mensi nez [ nebereme zadny vektor).

Specialné pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru f plati

(5) geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A se rovna poc¢tu fetizkia v B prislus-
nych vlastnimu ¢éislu X a prostor My = Ker (f — Aidy) je roven linedrnimu
obalu pocate¢nich vektoru téchto retizki,

(6) pocet Fetizkil prislusnych vlastnimu ¢islu A délky alesponi I je roven

z = dimKer (f — Aidv)" — dim Ker (f — Aidy)'™"

(aby mél vyraz smysl i pro I = 1 definujeme (f — \idv)° = idv'),
(7) pocet fetizkil prislusnych vlastnimu ¢islu A délky pravé I je z; — zi41.
(58) Je-li f: 'V — V linedrni operator na kone¢né generovaném vektorovém prostoru
V dimenze n, pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.
(a) Pro operator f existuje Jordantiv kanonicky tvar.
(b) Operator f (resp. matice A) ma n vlastnich ¢isel vCetné algebraickych na-
sobnosti.
(59) Pro kazdy operator f : V. — V na kone¢né dimenziondlnim prostoru V nad
télesem komplexnich ¢isel C existuje Jordaniv kanonicky tvar.
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Reseni spojitého linedrniho dynamického systému s matici rovnou Jordanové bu-
nce radu 2.

Necht T je téleso, p(t) = ao+airt-+ast>+- - -4a,t™ polynom s koeficienty ao, . . ., an
v T, A ¢tvercova matice fadu k nad T a f linedrni operator na prostoru V nad
télesem T. Dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime matici

p(A) =a0]k+a1A+a2A2+...+anAn .
Dosazenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operétor
p(f) = aoidy +arf +asf>+ -+ anf™ .

Cayleyho-Hamiltonova véta. Je-li f linedrni operator na koneéné generovaném
prostoru V dimenze n nad télesem T (resp. je-li A ¢tvercovd matice fadu n nad
T), pak ps(f) =0 (resp. pa(A) =0).

Kli¢ové znalosti z devaté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim

(1)
(2)
3)
(4)

(5)
(6)
(7)

(8)
(9)
(10)
(11)
(12)

Diskrétni a spojité linedrni dynamické systémy.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrnich operatort a matic.

Charakteristicky polynom matice a operatoru na prostoru konecné dimenze.
Vlastni ¢isla matice nebo operatoru na prostoru konecné dimenze jsou kofeny
charakteristického polynomu.

Algebraickd nésobnost vlastnich ¢isel.

Diagonalizovatelné operatory a matice.

Linearni nezavislost posloupnosti vlastnich vektort pfislusnych riznym vlastnim
¢islum.

Geometrickd nasobnost vlastnich ¢isel.

Charakterizace diagonalizovatelnych matic a operatoru.

Jordanovy buiiky a Jordantv kanonicky tvar.

Véta o Jordanové kanonickém tvaru.

Cayleyho-Hamiltonova véta.
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10. ORTOGONALNI A UNITARNI DIAGONALIZACE

Cil. V této kapitole budeme zkoumat vlastni ¢&isla a vlastni vektory
realnych a komplexnich matic. Bude nds zajimat, kdy existuje ortonor-
mdlni bdze sloZend z vlastnich vektoru matice. UkdZeme si jak poznatky
o maticich prenést na operdtory na konecné generovanich prostorech
se skaldrnim soucinem. Nakonec si ukdZeme singuldrni rozklad redlné
nebo komplexni matice. Z hlediska numerickjch vypoctu je singuldarni
rozklad vhodnéjsi nastroj pro zkoumani matic nez Jordaniuv kanonicky
tvar.

10.1. Unitarni diagonalizovatelnost. Mé&-li operator f vzhledem k néjaké bazi diago-
nalni matici, mame docela dobrou pfedstavu, co operator “déla”. Vime-li napriklad, ze
operator f na prostoru R? ma vzhledem k bazi B = (v1, v2) matici D = diag(1,2), vime,
ze f zachovava vektor vi a dvakrat prodluzuje vektor vo. Tim je diky linearité operator
f zcela urcen.

Informace, ze matice f je vzhledem k bazi B prostoru R? diagonalni, ale neni tplné
uspokojiva, pokud vezmeme do uvahy standardni skalarni soucin na R2. Z obrazku lze
sice odhadnout, Zze obraz jednotkové kruznice v R? je néjaké elipsa, z vlastnich éisel a
obecnych vlastnich vektort vi,ve ale pfimo nepozname, jaké jsou délky a sméry jejich
poloos. Z obrazku odhadujeme, ze jde o elipsu, smér poloos a jejich velikosti ale nejsou v
jednoduchém vztahu s bazi B a matici D.

OBRAZEK - obraz jednotkove kruznice operatorem

Pokud ale najdeme v R? ortonormélni bazi B = (v1,va) takovou, ze [f]5 = diag(1,2),
pak hned vidime, Ze obraz jednotkové kruznice je elipsa s osami (v1), (v2), délkou poloosy
1 ve sméru (vi) a délkou poloosy 2 ve sméru (vs). S thly mezi vektory béze B souvisi
problém numerické stability vypoc¢tid s matici prechodu od baze B ke kanonické bazi
K. Baze, ve které jsou nékteré vektory jsou ,témér rovnobézné*, vedou na numerickou
nestabilitu vypocti (jak jsme vidéli u soustav linearnich rovnic), jsou totiz priliz blizko
linearné zavislym mnozinam.

OBRAZEK - obraz jednotkove kruznice operatorem vzhledem k ortonormalni bazi

V této Casti se budeme zabyvat otazkou, kdy pro operator f na prostoru V se skalar-
nim souéinem existuje ortonormalni baze B prostoru V takova, ze [f]Z je diagonalni, tj.
ortonormalni baze slozena z vlastnich vektort operatoru f. Takovym operatorim frikame
unitarné diagonalizovatelné. Protoze na V je nutny skalarni soucin, abychom mohli mluvit
o thlech mezi prvky prostoru V, bude V vzdy realny nebo komplexni vektorovy prostor.

Definice 10.1. Je-li V koneéné generovany linedrni prostor nad C (resp. R) se skaldrnim
sou¢inem (,) a f linearni operdtor na V, pak fikame, ze f je unitdrné diagonalizovatelny
(resp. ortogondlné diagonalizovatelny), pokud existuje ortonormélni béze B prostoru V
takové, ze [f]2 je diagonalni.

Nasledujici tvrzeni je obdobou véty 9.62 charakterizujici unitarné diagonalizovatelné
operatory. Formulaci uvedeme v operatorové verzi, maticovou verzi prenechame ¢tenari.

Véta 10.2. Je-li f : V — V linedrni operator na konecné generovaném linedrnim pro-
storu 'V dimenze n se skaldrnim soucinem nad télesem C (resp. R), pak jsou ndsledujict
turzeni ekvivalentni.
(1) Operdtor f je unitarné diagonalizovatelny (resp. ortogondlné diagonalizovatelny).
(2) Operdtor f
e ma n vlastnich cisel véetné algebraickych nasobnosti,
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e geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho cisla operdtoru f se rovnd jeho
algebraické nasobnosti a
e pro libovolnd dvé riznd vlasini cisla Ai, A; operdtoru f plati My, L Mx,;.

Diikaz. Dukaz je podobny jako ve vété 9.62. Predpokladame, Zze Ai,..., Ax jsou vSechna
navzajem ruzna vlastni ¢isla operatoru f.

Pro dukaz (2) = (1) vybereme v kazdém z prostor My, ortonormalni bazi B; a spojeni
B bézi B1, Ba,- - -, Bs bude baze ve V. Stejné jako v dikazu véty 9.62 k tomu staci prvni
dva z predpokladii na operator f v bodé (2). Baze B je navic ortonormalni. Vsechny
prvky baze B maji normu 1, protoze B; je ortonormalni baze v My,, a z téhoz divodu
jsou libovolné dva rtzné prvky B; kolmé. Je-li i # j, pak kazdy prvek B; C My, je kolmy
na kazdy prvek B; C M), podle tfetiho z piedpokladii.

Piepodkladejme naopak, ze B je ortonormaln{ baze prostoru V takovd, ze matice [f ]g
je diagonélni. To znamena, ze kazdy z prvku baze B je nenulovy vlastni vektor operatoru f.
Stejné jako v dikazu implikace (1) = (2) ve vété 9.62 z toho vyplyva, ze baze B je slozend

z bazi prostort My, ..., My, . Protoze vsechny vektory v B jsou navzajem kolmé, jsou
navzajem kolmé i podprostory My, = (B;) a M\, = (B;) (viz pozorovani 8.43 o kolmosti
linedrniho obalu). O

Jinymi slovy posledni véta fika, ze operator je unitarné diagonalizovatelny praveé tehdy,
kdyz je diagonalizovatelny a vlastni vektory ptislusné riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe
kolmé.

Je-li f operator na V, B = (vi,...,v,) ortonormalni béze prostoru V a [f]8 =
diag(A1,. .., An), pak pro libovolny prvek x € V je podle tvrzeni 8.38

Xl = (v, x),. ., (va,x)T

Soufadnice obrazu f(x) prvku x vzhledem k bézi B jsou
G5 = O {vax) oo An (v )T
CcOZ znamena, ze
F(X) =AMV, X) vi+ -+ A Vi, X) Vi

Prvek (v;,x) v; se rovnd ortogonélni projekci prvku x na piimku (v;), podle tvrzeni 8.46.
Oznacime-li p; ortogonalni projekci na (v;) chdpanou jako linedrni zobrazeni, tj. p;(x) =
X(v,;), Mizeme psét

f:)\1p1+~-~)\npn .

Unitarné diagonalizovatelny operator lze tedy vyjadrit jako linedrni kombinaci projekci
na vzajemné kolmé jednodimenzionalni podprostory.

Hlavni vysledky v této &asti jsou, ze tzv. hermitovské operatory (resp. symetrické)
a unitarni operatory (resp. ortogonalni) jsou unitarné diagonalizovatelné. Tyto vysledky
vyplynou z charakterizace unitarné diagonalizovatelnych operatort jako tzv. operatort
normalnich.

Pojmy hermitovsky (symetricky), unitarni (ortogonalni) a normalni pouzivame také pro
¢tvercové matice, kromé normélnich matic jsme jiz dokonce vSechny definovali. Pfedem
poznamejme, Ze matice A je hermitovska, ... praveé tehdy, kdyz je operator f4 na prostoru
C™ (resp. R™) se standardnim skaldrnim sou¢inem hermitovsky, .. ..

10.1.1. Sdruzené linedrnt zobrazeni. Pro komplexni matice (ne nutné ¢tvercové) jsme v ka-
pitole o skaldrnim souc¢inu definovali matici hermitovsky sdruzenou jako matici komplexné
sdruzenou k transponované. Pro realné matice tento pojem splyva s transponovanou ma-
tici. Nyni obecnéji definujeme pojem sdruZzeného linearniho zobrazeni mezi prostory se
skalarnim soucinem. Tim také ukadzeme geometricky vyznam hermitovsky sdruzené ma-
tice.
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Realna matice A typu m x n a piislusna transponovana matice A7 splituji pro libovolné
vektory x € R™  y € R" vztah

ATx y=x-Ay .

(Na levé strané znadi - standardni skaldrni sou¢in v R", na pravé strané v R™.) Skutecné,
ATx y = (ATx)Ty = xT Ay = x - Ay. Tento vztah transponovanou matici k A charakte-
rizuje — AT je jedina takova matice B, pro kterou plati formulka Bx -y = x - Ay, jak se
presvédcéime dosazenim vsech dvojic vektort kanonické baze.

Pro komplexni matici A je obdobné

A'x -y =x-Ay ,

protoze A*x -y = (A*x)"y = x"Ay = x - Ay.
Tento pohled na hermitovské sdruzovani vyuzijeme k definici sdruzeného operatoru.

Tvrzeni 10.3. Necht V a W jsou koneéné generované vektorové prostory nad C (nebo
R) se skaldrnimi souciny (které jsou jako obuykle znaceny (,)) a f: V — W je linedrni
zobrazeni. Pak ezistuje prdvé jedno linedrni zobrazeni g : W — 'V splnujici pro kazdé
x €W,y €V rovnost { g(x),y) = (x, f(y))-

Diikaz. Dokézeme nejprve existenci. Zvolime libovolnou ortonormdlni bézi B = (vi,...,vy)
prostoru V a ortonormalni bazi C' = (wi, ..., wy,) prostoru W. Kazdé linedrni zobrazeni
z W do V muzeme zadat matici vzhledem k bazim C' a B. Definujeme operator g tak,
aby [g]% = ([f]2)*. Ovéfime, e g spliuje pro libovolné vektory x € W, y € V vztah
(9(x),y) = (x, f(y)). Skuteéné, uzitim tvrzeni 8.40 o skaldrnim souc¢inu vzhledem k or-
tonormalni bazi dostavame

(9(x),y) = [9(x)]sly]e = (g5Xlc) [¥]e = X (9)5) [v]s
= Xelf1elyls = Kelf e = (x, f(y)) -

Jednoznac¢nost ukdzeme dosazenim dvojic vektori bazi B, C' do rovnosti (g(x),y) =
(%, (). Pro libovolné i € {L,....m}, j € {1,....n} je (g(wi),v;) = (wi, [(v,).
Upravou obou stran dostaneme

(wilo([9)5) [vile = [wilz[f1e[vile
ei([9)5)"e; = eilf]Ce;
Na pravé strané je prvek na misté (i, 7) v matici [f]Z, na levé strané je prvek na misté (i, §)
v matici ([g]%)*. Plati tedy ([g]%)* = [f]Z, neboli [¢]§ = ([f]2)*. Ukézali jsme, Ze pro g

splitujici rovnost ( g(x),y) = (x, f(y)) musi nutné platit [g]5 = ([f]&)*. Protoze operator
W — V je jednoznac¢né uréen svou matici vzhledem k C' a B, dikaz je ukoncen. (]

Alternativné jde tvrzeni dokdzat pouzitim véty 77 o reprezentaci linearnich forem ska-
larnim soucinem, viz cviceni.

Definice 10.4. V situaci tvrzeni 10.3 nazyvame g sdruZen€ linedrni zobrazeni k linedrnimu
zobrazeni f a znaCime f* = g.

Definujici vztah pro f* je tedy

(7). y) = (% f(y)

Priklad 10.5. Plati id* =id, 0" = 0.
Protoze (ax,y) = a(x,y) = (x,ay), je sdruzené zobrazeni k aid rovno (aid)* = @id.
Sdruzené zobrazeni k rotaci f : R> — R? o tihel « je rotace o tthel —a, jak je vidét na
obréazku (v prostorech R? bereme standardni skalarni soucin):
OBRAZEK
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Priiklad 10.6. Na prostoru, ktery neni kone¢né generovany, nemusi sdruzené linedrni zob-
razeni obecné existovat (lze ukazat, Ze pokud existuje, je uréené jednozna¢né). Ukazeme,
ze operator derivovani na vhodném prostoru sdruzeny operator ma.

Oznac¢me V vektorovy prostor vSech hladkych redlnych funkci f na néjakém intervalu,
napt. [0, 1], takovych, ze f(0) = f(1) = 0, se skaldrnim soucinem

<f,g>=/01fg :

Uvazujme operator D, ktery kazdé funkci f ptifazuje jeji derivaci D(f) = f'. Pomoci
integrace per partes vypocitame, ze sdruzeny operator k D existuje a je roven —D:

(~D(f).g) = *f’,g>=/0 —f'g:/o fg'—[fglé:/o ¢ = (£.D(g))

Z dikazu tvrzeni 10.3 vyplyvé, ze matice linedrniho zobrazeni f* vzhledem k bazim C'
a B je hermitovsky sdruzend k matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k B a C:

Dusledek 10.7. Necht f je linedrni zobrazeni V.— W, kde V a W jsou konecné genero-
vané komplexni (resp. redlné) linedrni prostory se skaldrnim soucinem, B je ortonormdln{
baze prostoru 'V a C je ortonormadlni bdze prostoru W. Pak

*1C' B\ *
[F15 = ([Fle)” -
Timto vztahem by také bylo mozné sdruzené linearni zobrazeni definovat, museli bychom
ale ukazat, ze f* nezavisi na volbé ortonormalnich bazi.

Ujasnime si vztah hermitovsky sdruzené matice k matici A a sdruzeného linedrniho
zobrazeni k linedrnimu zobrazeni f4.

Pozorovani 10.8. Pro libovolnou komplexni (resp. redlnou) matici A typu m X n plati

(fa)" = far ,

kde sdruzovdni na levé strané je vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Diikaz. Plyne z dasledku 10.7 volbou kanonickéch bazi, protoze [(fa)*]% = ([fa]K)* = A%,
je (fa)" = fa-. O

V redlném ptipadé tedy (fa)* = far.

Priiklad 10.9. Sdruzené linearni zobrazeni k linedrnimu zobrazeni fa : C® — 2 (na
obou prostorech uvazujeme standardni skaldrni soucin), kde

A 1+i 3 2
“\3-2 4+4i 1

je linedrni zobrazeni (fa)* = fa+ urcené matici.

1—4 342¢
A" = 3 4—40
2 1

Nasledujici tvrzeni shrnuje nékteré jednoduché vlastnosti sdruzovéani, které budeme
pouzivat automaticky.

Tvrzeni 10.10. Necht V, W jsou konecéné generované vektorové prostory se skaldrnim
soucinem nad C (resp. R), f,g jsou linedrni zobrazeni V.— W, a a € C (resp. a € R).
Pak plati

1 fr=r

@ (f+9)=f"+g"

(3) (af)" =af",

(4) (fg)" =g"f",

(5) je-li f izomorfismus, pak je f* izomorfismus a plati (f )" = (f*)~*.
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Diikaz. VSechny uvedené vlastnosti mizeme dokéazat porovnanim matic operatoru vzhle-

dem k néjakym ortonormalnim bazim B, C, vyuzitim dusledku 10.7 a vlastnosti hermi-

tovského sdruzovani (resp. transponovani) matic. Lepsi moznost je vyjit pfimo z definice.
Naptiklad pro dikaz (2) mizeme pocitat

[(f+9)]5 = ((f+9)8)" = ((fle+19e)" = ((F1E) +([918)" = [f15+1g"15 = [F*+9"]5
tedy (f+g)" = f* + ¢g*. Pro ovéfeni z definice spocitame
((F+9)x),y) = (f(x)+9"(x),y) = {f(x),y) +(g"),y)
= (xf¥) +(x9()) = (x,f(y) +9()) = (x,(f +9)(¥)) >

takze plati (f +9)" ="+ ¢".
Ostatni vlastnosti prenechame jako cviceni ¢tenafi. O

Opustime obecnd linearni zobrazeni a vratime se zpét k operatorim. Diilezitou vlast-
nosti sdruzenych operatori je, ze jejich vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzena k vlastnim
¢islim puvodniho operatoru.

Tvrzeni 10.11. Necht V je koneéné generovany komplexni (resp. redlny) vektorovy pro-
stor se skalarnim soucinem a f je linedrni operdtor na V. Pak A € C (resp. A € R) je
vlastni ¢islo operdtoru f prdave tehdy, kdyZ je X (resp. \) vlastni ¢islo operdtoru f*.

Diikaz. Diky vlastnosti f** = f sta¢i dokdzat jednu implikaci. Pfedpokladejme, ze A je
vlastni ¢islo operatoru f. Pak operator f— \id neni prosty, tedy neni to izomorfismus. Pak
ani (f—Aid)* = f*—Xid* = f* — Xid neni izomorfismem, takZe neni prosty (piipomenme,
Ze pro operatory na konecné generovaném plati ,prosty < na < izo“). Z toho vyplyva,
7e X je vlastni &islo operatoru f*. |

Pomoci pozorovani 10.8 muzeme tvrzeni preformulovat pro matice: A je vlastni ¢islo
komplexni ¢tvercové matice A pravé tehdy, kdyz je X\ vlastni ¢islo matice A*. Specialng,
realna étvercova matice A a transponovand matice AT maji stejna vlastni &isla.

Jako cviceni dokazte, ze charakteristicky polynom operatoru f je ,komplexné sdru-
zeny polynom* k charakteristickému polynomu operatoru f*. To déva alternativni dikaz
predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni nedava zadnou informaci o pfislusnych vlastnich vektorech, zadny jednoduchy
vztah totiz obecné neplati.

-3 -1
(7))

ma vlastni éisla 1 a —2 a prislusné podprostory vlastnich ¢isel My = <(71,4)T>7 M_o =
{(-=1,1)7). Matice transponovand mé stejnd vlastni ¢&isla a My = ((1,1)7), M_, =

((4,1)7).

10.1.2. Normdlni operdtory.

Priklad 10.12. Reilnd matice

Definice 10.13. Operator na komplexnim (resp. realném) linedrnim prostoru V se ska-
larnim souc¢inem se nazyva normdini, pokud f*f = ff*.

Definice 10.14 (10.13*.). Komplexni (resp. realnd) ¢tvercova matice A se nazyva nor-
mdlng, pokud A*A = AA* (v redlném piipadé mizeme psat ATA = AAT).

Pojem normalni matice je zaveden v souladu s pojmem normdélni operator — matice
A je normélni pravé tehdy, kdyz je normalni operdtor fa na prostoru C" (resp. R™) se
standardnim skalarnim soucinem.

Priklady normalnich operatort zahrnuji operatory unitarni (v realném p¥ipadé ortogo-
nalni) a operatory hermitovské, kterymi se budeme zabyvat v dalsim odstavci. Ptiklady
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normélnich matic jsou tedy unitdrni matice (ortogondlni matice) a hermitovské matice
(symetrické matice). Dale také napiiklad diagonalni matice a antihermitovské (antisyme-
trické) matice, tj. matice splituci —A* = A.

Priklad 10.15. Reilni matice

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1
je normalni, protoze
2 1 1
ATA=AA"=11 2 1
1 1 2

7

Matice A neni symetricka, antisymetricka, ani ortogonalni.

Skalarni nasobek normalniho operatoru je rovnéz normalni a sdruzeny operator k nor-
malnimu operdtoru je normalni (cviceni). Soucet ani slozeni dvou normaélnich operatort
ale normalni byt nemusi, staci ale, aby operatory komutovaly. Budeme potiebovat pouze
specialni pripad:

Tvrzeni 10.16. Je-li f normdlni operdtor na kompleznim (redlném) vektorovém prostoru
V se skaldrnim soucinem at € C (t € R), pak je operdtor f — tidy také normdlni.

Dikaz. Je (f — tid)*(f — tid) = (f* — (¢id)*)(f — tid) = (f* — Fid)(f — tid) = f*f —
tf* —tf + ttid. Stejné vyjde i (f — tid)(f — ¢id)*. O

Normalni operatory se vyznacuji tim, Ze se normy f-obrazu a f*-obrazu libovolného
vektoru rovnaji.

Tvrzeni 10.17. Necht f je normdlni operdtor na komplexnim (resp. redlném) vektorovém
prostoru V' se skaldrnim soucinem a v € V. Pak plati

=10 -

Diikaz. Protoze norma je vzdy nezaporné redlné ¢islo, staci dokdzat rovnost druhych moc-
nic norem.

IF DI = (), f(V)) = (£ (), v) = (f7(v),v)

= (7)) =) ) = 1))
O

Jako cviceni dokazte, ze vlastnost v pfedchozim tvrzeni normalni operatory charakte-
rizuje.

Z tvrzeni 10.11 vime, Ze X je vlastni &islo operatoru f pravé tehdy, kdyz je A vlastni
¢éislo operatoru f*. P¥islusné vlastni vektory ale nejsou obecné v jednoduchém vztahu. Pro
norméalni operatory je situace daleko prehlednéjsi.

Tvrzeni 10.18. Necht f je normdlni operdtor na komplexnim (resp. redlném) vektorovém
prostoru 'V se skalarnim soucinem, X € C (resp. A € R) a v € V. Pak v je vlastni vektor
operatoru [ prislusnyg vlastnimu ¢islu \ pravé tehdy, kdyz je v vlastni vektor operdtoru f*
piislusny viastnimu ¢islu X.

Diikaz. Predpokladejme, ze v je vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu A. Z
tvzeni 10.11 jiz vime, Ze X je vlastni ¢islo operatoru f*, zbyva dokazat, Ze v je piislusny
vlastni vektor. Plati (f—Xid)(v) = o, tedy také ||(f — Aid)(v)|| = 0. Protoze f je normalni,
je podle tvrzeni 10.16 normalni také operator f — Aid. Z tvrzeni 10.17 o normach vyplyva
[(f = Xid)*(v)|| = [|(f* = Xid)(v)|| = 0. Z toho (f* — Xid)(v) = o, tedy v je skute¢né
vlastni vektor operatoru f* pifslusny vlastnimu ¢islu \.

Pro dikaz druhé implikace sta¢i pripomenout, ze f* je normalni operator a f** = f. 0O
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Dostavame se k hlavni vété o normalnich operatorech.

Véta 10.19 (Spektrélni véta pro normalni operdtory). Necht V je koneéné generovany
vektorovy prostor nad C se skaldrnim soucinem a f linedrni operdtor na V (resp. necht
A je ctvercovd matice nad C) . Pak ndsledugict tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d).
(2) Operdtor f (resp. matice A) je normdlni.

Dikaz. (1) = (2). Je-li B ortonormélni baze takova, ze [f]B = D = diag(t1,...,ts) je
diagonalni, pak

[ 118 = [F1BLNE = ((F18)"[f]5 = D*D
a podobné [ff*]B = DD*. Protoze D*D = DD* = diag(|t1|?,...,|ta|?), plati [f*f]E =
[££18, tedy také f*f = ff".

(2) = (1). Tvrzeni dokdzeme indukci podle dimenze n prostoru V. Pro n = 1 tvrzeni
ztejmé plati. Predpokladejme, ze f je norméalni a kazdy normélni operator na prostoru
dimenze n — 1 je unitarné diagonalizovatelny. Chceme ukazat, Ze f je unitarné diagonali-
zovatelny, ekvivalentné, pro f existuje ortonormalni baze slozena z vlastnich vektort.

Kazdy operéator na kone¢né generovaném prostoru nad C ma vlastni ¢islo A (viz dusle-
dek 9.43). Vezmeme libovolny nenulovy vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢&islu A, znor-
mujeme jej a oznacime vy,.

Ukézeme, e W = v;- je invariantni prostor operatoru f. Necht tedy x € W je libovolny
vektor. Protoze x je kolmy na v,,, plati (v,,x) = 0. Pak také

(v, f(x)) = (f*(va), %) = (Avn,x) = A (v, x) =0 ,

kde v druhé tpravé jsme vyuzili tvrzeni 10.18 o vlastnich vektorech normalniho operatoru.
Takze skutecné je f(x) € vii = W.

Prostor W je ortogonalni doplnék jednodimenzionalniho prostoru, ma tedy dimenzi
n — 1 (viz vétu 8.68). Na zuzeni f|w pouzijeme indukéni predpoklad a ziskdme ortonor-
malni bazi C = (v1,...,v,—1) prostoru W tvofenou vlastnimi vektory operatoru f. Pak
je posloupnost B = (v1,...,Vs_1,Vy) tvoFend vlastnimi vektory operatoru f, je ortonor-
malni (protoze C je ortonormalni, v, je jednotkovy a kolmy na vSechny vektory z C),
takze B je ortonormalni baze prostoru V tvorend vlastnimi vektory operatoru f.

Alternativné lze vétu dokdzat uzitim Jordanova kanonického tvaru, viz cviceni. |

Specialné, normélni redlnd matice je unitarné diagonalizovatelnd, chapeme-li ji jako
matici nad C. Neni pravda, Ze je nutné ortogonalné diagonalizovatelnad nad R! Reélné
matice, které jsou ortogonalné diagonalizovatelné, charakterizujeme v dusledku 10.23 —
jsou to presné symetrické matice.

Priiklad 10.20. V piikladu 10.15 jsme vidéli, ze realnd matice

1 1 0
A=1 0 1 1
1 0 1

je normalni. Jeji charakteristicky polynom je
palt) = —t° +3t° =3t +2=—(t-2)(t* —t+1) .
Tento polynom mé pouze jeden redlny kofen A = 2 néasobnosti 1, matice A tedy neni
ortogonalné diagonalizovatelné.
Chéapejme nyni A jako matici nad C. Podle spektralni véty je unitarné diagonalizova-
telna. Ma tri vlastni cisla

3= X2 =

AM=2 A= +§¢,A —?i,

N | —
N —
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prostory vlastnich vektort maji tedy dimenzi 1 a staci v kazdém z nich zvolit jednotkovy
vektor.

1 —1+3i —1—-3i
vy = L 1 , Vo = L 7172\/51' V3 =Vp = i —1—2\/§i
V3 \ V3 3 V3 2

Vzhledem k bézi B = (v1, vz, v3) je matice operdtoru fa : C* — C® rovna

2 0 0
[fal=| 0 L 0

1-+/31
0 0 3

To nam také dava maticovy rozklad

A= [falic = GdIR[falBld]5 = (R [fa]B([d]R) ™" = (K [fa]5([id)<)"

1 —14+vBi  —=1-V3i 2 0 0 1 1 1

- 1 1 —1—2\/51' —1fx/§i 0 1tvBi 0 1 —1-VBi  Z14VBi g
V3 2 2 2 ) V3 2 2

11 1 0o o0 1= Sli/st 1oyBi g

10.1.3. Hermitovské a symetrické operdtory. Dulezitou podtfidou normalnich operatort
jsou operatory hermitovské (v redlném piipadé symetrické).

Definice 10.21. Operator na komplexnim (resp. realném) linedrnim prostoru V se ska-
larnim souéinem se nazyva hermitovsky (resp. symetricky), pokud f* = f.

Pojem hermitovského (symetrického) operatoru je zaveden v souladu s pojmem hermi-
tovské (symetrické) matice — matice A je hermitovska (symetrickd) pravé tehdy, kdyz je
hermitovsky (symetricky) operator fa na prostoru C" (resp. R™) se standardnim skaldrnim
soucinem.

Hermitovské operatory jsou presné ty normélni operatory, jejichz vlastni cisla jsou
realna.

Véta 10.22 (Spektrilni véta pro hermitovské operatory). Necht V je konecné generovany
vektorovy prostor nad C se skaldrnim soucinem a f je linedrni operdtor na V (resp. nechl
A je ctvercovd matice nad C). Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d) a vSechna jeho
(jeji) vlastni éisla jsou redlnd.
(2) Operdtor f (resp. matice A) je hermitovsky (-d).

Diikaz. (1) = (2). Je-li f unitdrné diagonalizovatelny a vSechna jeho vlastni éisla jsou
redlna, pak existuje ortonormalni béze B prostoru V takova, ze [f]2 = D je redlné dia-
gonalni matice. Plati tedy

[f15 = (f15)" =D " =D=1f]5 ,
neboli f* = f.

(2) = (1). Protoze kazdy hermitovsky operdtor je normalni, sta¢i podle spektralni
véty o normalnich operdtorech (véta 10.19) ukdzat, ze vSechna vlastni ¢isla operatoru f
jsou realna. To nahlédneme z tvrzeni 10.18 o vlastnich vektorech norméalnich operatori:
Je-li A € C vlastni ¢islo operatoru f a v nenulovy vlastni vektor prislusny A, pak v je
vlastni vektor operatoru f* = f p¥islusny vlastnimu ¢islu X. Jeden nenulovy vektor nemiize
piisluget vice vlastnim &islim, plati tedy A = X, neboli A € R. O

Dusledek 10.23 (Spektrélni véta pro symetrické operatory). Necht V je koneéné ge-
nerovany vektorovy prostor nad R se skaldrnim soucinem a f je linedrni operdtor na V
(resp. necht A je étvercovd matice nad R). Pak ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) Operdtor f (resp. matice A) je ortogondlné diagonalizovatelny (-d,).
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(2) Operdtor f (resp. matice A) je symetricky (-d).

Diikaz. Diukaz (1) = (2) se udéla stejné jako v pfedchozi vété.

Dokéazeme implikaci (2) = (1) v maticové verzi. Pfedpoklddejme tedy, ze A je redlna
symetrickd matice. Chapejme nyni A jako matici nad C. Protoze je A hermitovskd, podle
predchozi véty je unitarné diagonalizovatelna a vSechna vlastni ¢isla jsou realné. Z toho
vyplyva (viz vétu 10.2), ze A mé n redlnych vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti, geomet-
rickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je rovna jeho algebraické nasobnosti a prostory
My jsou navzajem kolmé (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu). Algebraickéd
(geometrickd) nasobnost nad C je rovna algebraické (geometrické) nasobnosti nad R, takze
chapeme-li A opét jako redlnou matici, bude spliiovat podminky z véty 10.2, a bude proto
ortogonalné diagonalizovatelna. d

Priklad 10.24. Jako ilustraci spektralni véty pro redlné symetrické matice najdeme pro
operator fa urceny matici

0 1 0
A= 1 0 O
0 0 1
ortonormélni bazi slozenou z vlastnich vektoru.

Operator f4 mé charakteristicky polynom p(\) = (1 — A\)(A\? — 1) a tedy vlastni ¢isla
1 a —1. Prislusné prostory vlastnich vektori jsou

M, = <(1,1,0)T, (0,0, 1)T> M, = <(1, —1,0)T>

V prostoru M; je ortonormalni baze napiiklad (vi,v2), kde

V2 1 0
V1=7 1 , Vo = 0
0 1

V prostoru M_; tvofi ortonromalni bazi napriklad vektor

va [ !
V3 = 7 -1
0
Béze B = (v1,Va,v3) je ortonormalni baze prostoru V a [fa]B = diag(1,1, —1).
Zapiseme jesté vysledek maticové. Oznacme

V2 g 2
2 2
Q== & o
0 1 0

Matice @ je ortogonalni, takze Q' = QT a muZeme psét
diag(1,1,—1) = [fa]5 = [id]5 [falx[id]k = Q7' AQ = Q" AQ ,
nebo ve formé rozkladu matice A
A= Qdiag(1,1,-1)Q" = Qdiag(1,1,-1)Q" .

10.1.4. Pozitivné (semi)definitni operdtory. Je-li f hermitovsky operator na V, pak pro
libovolny vektor x € V' plati

(x, f(x)) = (f"(x),x) = (f(x),x) = (x, f(x)) -
Z toho plyne, ze (x, f(x)) je vidy redlné ¢islo. Pro x = o je rovno 0. Ty operétory, pro
které je jinak toto ¢islo vzdy kladné (resp. nezdporné) nazyvame pozitivné definitni (resp.
semidefinitni).

Definice 10.25. Operator f na koneéné generovaném komplexnim (resp. redlném) line-
arnim prostoru V se skaldrnim soucinem se nazyva
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e pozitivné definitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a pro vSechna o #
x € V plati (x, f(x)) > 0;

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a pro vSechna
x € V plati (x, f(x)) > 0.

Pro matice je pojem jako obykle definovan pomoci prislusného operatoru a standard-
niho skalarniho soucinu. Explicitné:

Definice 10.26 (10.25*.). Ctvercova matice A nad C (resp. R) se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovska (resp. symetrickd) a pro v8echna o #
x € V plati x*Ax > 0;
e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovskd (resp. symetrickd) a x*Ax > 0.

Pozitivné definitni operatory nebo matice lze ekvivalentné definovat tak, ze jsou her-
mitovské (symetrické) a vSechna vlastni ¢isla jsou kladnd. Podobné pro semidefinitnost.

Tvrzeni 10.27. Necht f je hermitovsky (symetricky) operdator f na kompleznim (redl-
ném) vektorovém prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak f je pozitivné definitni (resp.
semidefinitni) pravé tehdy, kdyz jsou vsechna vlastni ¢isla operdatoru f kladnd (resp. nezd-
pornd).

Diikaz. Dokazeme pouze verzi pro pozitivné definitni operatory. Pro semidefinitni je dikaz
témeér totozny.

Je-li f pozitivné definitni a A je vlastni ¢islo operatoru f (to je nutné redlné), pak pro
nenulovy vlastni vektor v piislusny A plati 0 < (v, f(v)) = (v,Av) = X\||v||®. Protoze
norma je kladna, plyne odsud A > 0.

Jsou-li naopak vSechna vlastni ¢isla operatoru f kladna, existuje podle spektralni
véty pro hermitovské matice (véta 10.22) ortonorméalni baze B prostoru V takovd, ze
[f1Z = D = diag(t1,...,tn), kde t; jsou vlastni ¢isla operatoru f, tj. t; > 0 pro viechna
i € {1,...,n}. Pak uzitim tvrzeni o skalarnim sou¢inu vzhledem k ortonormélni bézi
dostavame pro libovolny vektor x vztah

(x,1(x)) = (X]) [f )]s = (X]5) (/2[5 = (X]5)" D[x]5 -

Oznacime-li [x]g = (21,...,2a) je vyraz roven ti|x1|> + -+ + ty|zn|?, coZ je ostie vétsi
nez 0, kdykoliv x # 0. O

Vsimnéte si také, ze pozitivné definitni operdtor je vzdy izomorfismus (a pozitivné
definitni matice je reguldrni), protoze nemtze mit vlastni ¢islo 0.

=(s 1)

neni pozitivné definitni ani semidefinitni, protoze ma zaporné vlastni ¢islo —1.

Realna matice
1 2
1= 1)

ma vlastni ¢isla 0, 5, je proto pozitivné semidefinitni, ale neni pozitivné definitni.
Realnéd matice
1 2
A=

je pozitivné definitni. Pro libovolny nenulovy vektor (a,b) € R? je proto ¢islo

Priklad 10.28. Reilni matice

(a,b)A( Z ) = a® + 4ab + 5b°

kladné.
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Mnoho soustav linedrnich rovnic vzniklych preformulovanim tloh z pfirodnich véd mé
pozitivné (semi)definitni matici. Je to ¢asto zpisobeno tim, Ze matice soustavy je tvaru
AT A pro néjakou realnou obdélnikovou matici, nebo obecnéji AT DA pro matici A typu
mxn a diagondlni matici D = diag(ds, ..., d» ) fd4du m s nezdpornymi prvky na diagonéle.

Matice tvaru AT A jsou skuteéné pozitivné semidefinitni, protoze jsou symetrické

(ATA)T =ATA=4"4A
a pro libovolny vektor x € R™ plati
xTATAx =x- ATAx = Ax - Ax = ||Ax|]* .

(Stejny vysledek muzeme ziskat pifmo maticovym vypoétem xT AT Ax = (Ax)TAx =
| Ax||?.) Také vidime, ze matice AT A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ ma soustava
Ax = o pouze trividlni feseni, tzn. pravé tehdy, kdyz mé matice A linedrné nezavislou
posloupnost sloupcovych vektorii.
Matice tvaru A" DA, kde D = diag(ds, ..., dm), d; > 0, 1ze psat ve tvaru (v DA)" (vVDA),
kde v/D znaci matici diag(v/dy, . .., Vdm), jsou tedy také pozitivné semidefinitni.
Podobné, kazda komplexni matice tvaru A*A je pozitivné semidefinitni. Formulujeme
verzi pro linearni zobrazeni.

Tvrzeni 10.29. Necht V, W jsou vektorové prostory se skaldrnimi souciny a f : V — W
je linearni zobrazeni. Pak je operdtor f*f pozitivné semidefinitni.

Diikaz. Operator f* f je hermitovsky, protoze (f* f)* = f*f** = f* f. Pro libovolny vektor
x € V plati (x, f*f(x)) = (f(x), f(x)) = [|f(x)I| > 0, takze operdtor f*f je pozitivné
semidefinitni. 0

Naopak plati, ze kazdy semidefinitni operdtor g lze psat ve tvaru g = f* f pro n&jaky
operator f. Dukaz pfechame ¢tenafi jako cviceni.

10.1.5. Unitarni operdtory. Dalsi dulezitou podtiidou norméalnich operatori jsou opera-
tory unitarni, v redlném pripadé ortogonalni. Pfipomenime, Zze f je unitarni, pokud f
zachovava normu. V tvrzeni 77 jsme uvedli fadu ekvivalentnich definic. Pomoci sdruze-
ného operatoru muzeme unitarni operatory charakterizovat pomoci vlastnosti f* = £,
podobné jako unitarni matice:

Tvrzeni 10.30. Operdtor f na konecné generovaném prostoru V nad C (resp. R) je

unitdrni (resp. ortogondini) prave tehdy, kdyz f* = f* .

Dikaz. Je-li zobrazeni f unitarni, pak je podle pozorovani ?? prosté, tedy f je izomorfis-
mus. Inverzni zobrazeni f~! proto existuje. Pro libovolné x,y € V plati

(F1x),y) = (fF1 ). f() = (x, f(¥))
(V prvni dpravé vyuzivdme toho, Zze unitdrni zobrazeni zachovévé skalarni soudin, viz
tvrzeni ??.) Z toho vyplyva f* = f L.
Plati-li naopak f* = f~', pak
IFGOIl = V(F(x), f(x)) = V(7 (%), %) = V(x,%) = |Ix]|

Zobrazeni f je tedy unitarni. |

Z tvrzeni také vidime, ze unitarni (ortogonélni) operatory jsou skuteéné normadlni,
protoze f*f = ff* =id.
Véta 10.31 (Spektralni véta pro unitdrni operdtory). Necht V je konecné generovany
vektorovy protor nad C se skaldrnim soucinem a f je linedrni operdtor na V (resp. necht
A je ctvercovd matice nad C). Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d) a pro vsechna
vlastni cisla A € C plati A\ = 1.
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(2) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrni.

Diikaz. (1) = (2). Jsou-li splnény piedpoklady, pak [f]B = D, kde B je ortonormélni a
na diagonale D jsou komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 1. Sloupce matice D tvofi orto-
normélni posloupnost vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu, takze f je unitarni
podle bodu (5) tvrzeni ?7.

(2) = (1). Protoze kazdy unitarni operator je normalni, sta¢i podle véty 10.19 ukazat,
7e pro vSechna vlastni éisla A operdtoru f plati |[A\| = 1. Vezmeme libovolny nenulovy
vlastni vektor v piislusny vlastnimu éislu A. Protoze f zachovdvd normu, plati ||v] =
)N = IAv]| = [Al | v]]- Z toho plyne || = 1, jak jsme chtéli.

10.1.6. Ortogondlni operatory v dimenzi 2. Jak vypadaji ortogonalni operatory f na re-
4lném prostoru dimenze 2? Pro zjednoduseni zapisu budeme uvazovat prostor R? se stan-
dardnim skalarnim soucinem.

Necht tedy f : R* — R? je ortogonalni operator. Obrazy vektort néjaké ortonormalni
béze (napf. kanonické) jsou jednotkové a na sebe kolmé. Z toho lze geometricky nahléd-
nout, ze f je bud rotace nebo reflexe (osova soumérnost). Toto pozorovéani ted dokdzeme.

Oznacme si A matici f vzhledem ke kanonické bazi, tj. f = fa. Nékdy budeme A chapat
jako komplexni matici a f = fa jako operator na CZ2. Podle charakterizace unitarnich
operatorti pro vSechna vlastni ¢isla matice A plati |A\| = 1. Protoze ma charakteristicky
polynom matice A redlné koeficienty, jsou obé vlastni ¢isla bud realna nebo je tvoii dvojice
komplexné sdruzenych &sel cosp + ising = €' a cosp — ising = e *?. Oznaéme C =
(v1,v2) néjakou ortonormalni bazi prostoru C? slozenou z vlastnich vektort matice A.

Nejdfive probereme piipad, kdy vlastni ¢isla matice A, tj. operatoru f, jsou realné.
Pak mizeme zvolit oba vlastni vektory vi, vo redlné. Zde méame t¥i moznosti.

o Ob¢ vlastni ¢isla se rovnaji 1. Matice [f]S se pak rovnd I> a operator f se rovna
identickému zobrazeni.

e Obé¢ vlastni c¢isla se rovnaji —1. Matice [f]g se pak rovnd —I a operator f se
rovné stfedové symetrii - stejnolehlosti s koeficientem —1.

e Jedno vlastni ¢islo se rovna 1 a druhé —1. Matice [f]S se pak rovna

(o %)

Zobrazeni f je reflexe (0sova soumérnost) vzhledem k pfimce generované vektorem
V1.

Zbyvé pripad komplexnich vlastnich éisel, kterd nejsou redlna. Oznac¢me v = (a +
bi,c + di) vlastni vektor pfislusny ¢islu A = cosg + isinp. V ¢asti 9.3.4 jsme ukazali,
7e ¥V je vlastni vektor ptisluiny vlastnimu éislu A a vzhledem k bazi ¢’ = (w1, ws2) =
(v+v,i(v—=v)) = (2Re(v), —2Im(v)) méa operator matici rovnou matici rotace o tihel ¢.

Protoze v a ¥V jsou na sebe kolmé, plati

V'V = (a—ib|c—id) ( Z:ZS ) =a® = b+ —d>—2i(ab+cd) =0 .
7 imaginarni ¢asti vyrazu vidime, ze ab+ cd = 0 a realné vektory wi = 2Rev = (2a,2¢)”
a wg = —2Imv = (—2b, —2d) jsou na sebe kolmé. Z realné ¢asti vyrazu vidime, ze oba
vektory w1, we maji stejnou normu e = v/4a? + 4c2 = \/4b2 + 4d? Béze

B = (wi/e,wa/e)

je ortonormélni baze prostoru R?. Protoze vznikla vynasobenim vektorti baze C’ stejnym

skalarem je
B __rpc [ cosp —singp
nE =118 = (e e

a zobrazeni f je tedy rotace.
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Pokud vezmeme do tivahy, ze stiedova symetrie je rotace o tthel 7 a identické zobrazeni
je rotace o tihel 0, dokézali jsme nasledujici klasifikaci ortogonalnich zobrazeni v R2.

Tvrzeni 10.32. Kazdé ortogondini zobrazeni f v linedrnim prostoru R? se standardnim
skaldrnim soucinem je bud rotace nebo reflere. Rotace je to prdvé kdyz det[f]E = 1 a
reflexe je to prdavé kdyz det[f]B = —1, kde B je libovolnd bdze R?.

Protoze slozeni dvou ortogonalnich zobrazeni je opét ortogonélni zobrazeni, dostavame
s pouzitim véty o soucinu determinanti tento dusledek.

Dusledek 10.33. Slozeni dvou rotaci v R? je opét rotace, sloeni dvou reflexi je rotace a
slozent rotace s reflext (v libovolném potadi) je opét néjakd refleze.

10.1.7. Ortogondlni operdtory v dimenzi 3. Rozsifime klasifikaci ortogonalnich zobrazeni
na realné prostory dimenze 3.

Necht f : R® — R? je ortogonalni operator na prostoru R® se standardnim skalarnim
sou¢inem a A = [f]¥ jeho matice vzhledem ke kanonické bazi v R®. Zobrazeni f = fa
budeme také chapat jako unitarni operator na C*. Charakteristicky polynom mé vSechna
vlastni ¢isla rovnd v absolutni hodnoté 1 a existuje ortonormalni baze C' = (vi,va,vs)
prostoru C? slozend z vlastnich vektort matice A. Protoze ma navic realné koeficienty,
jsou bud v8echna vlastni ¢isla redlna (rovnd £1) a nebo je jedno realné a zbyld dvé jsou
komplexné sdruzend éisla ¢'? a e~ pro néjaky thel .

Predpokladejme, Ze pouze jedno vlastni ¢islo je redlné. K nému prislusny vlastni vektor
v1 miiZeme proto také zvolit realny. Podprostor (v2, v3) prostoru C* (ortogonalni doplnék
vektoru vi) je invariantni podprostor operatoru f. Na tomto podprostoru dimenze 2 je
zlzeni f také ortogonalni operator a ma komplexni vlastni ¢isla e’? a e Podle piedchozi
diskuze je matice ztizeni operatoru f na podprostor (va, vs) vzhledem k ortonormalni bézi
(a Reva, —aImvs) tohoto podprostoru, kde a = ||Reva|| ™", rovna

cosyp —singp
( sinp  cose )

Je-li redlné vlastni ¢islo rovné 1, ma potom f vzhledem k ortonormalni bézi B = (v1,a Reva, —a Imvs)
prostoru R? matici

1 0 0

[f]g = | 0 cosep —sing

0 sinp cosy

a jde tedy o rotaci kolem osy generované vektorem vi o thel ¢.
Je-1i jediné realné vlastni ¢islo operatoru f rovné —1, plati

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
[f]g = 0 cosp —sing = 0 1 0 0 cosp —sing
0 sing cosyp 0 0 1 0 sing cosep

a zobrazeni f je tedy sloZzenim rotace kolem osy generované vi o tihel ¢ s reflexi (zrcadle-
nim) uréenou rovinou kolmou na vektor vi.

Jsou-li vechna vlastni ¢isla operatoru f realnd, muizeme zvolit ortonormélni bazi C3
slozenou z realnych vektorit a matice [f]5 ma (az na poiadi prvki na hlavni diagonale)
jeden ze tvara

10 0 10 0 1 0 0 -1 0 0
o100}, o1 o ),[o -1t o |, 0o -1 o0
0 0 1 00 -1 0 0 -1 0 0 -1

V prvnim piipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o tihel 0), ve druhém piipadé jde o
zrcadleni vzhledem k roviné (vi,vs) = {vs}*, ve tietim ptipadé jde o rotaci kolem osy
generované vi o thel 7 a ve ¢tvrtém piipadé jde o slozeni této rotace s reflexi (zrcadlenim)
uréenou rovinou (va, vs).

Plati proto nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 10.34. Kazdé ortogondlni zobrazeni v euklidovském prostoru R® je bud rotace
kolem néjaké osy, ortogondlni reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo sloZeni rotace s
ortogondlni reflexi. Rotace je to pravé tehdy, kdyzZ determinant matice tohoto zobrazeni
vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1.

Dusledek 10.35. Slozeni dvou rotaci v R® je zase rotace v R®, slozeni dvou reflexi je
rotace (osa rotace je rovnd priniku rovin reflext).

10.2. Singularni rozklad. Najit ortonormalni bazi, vzhledem ke které ma dany operator
diagonalni matici, jde v komplexnim pfipadé pro normalni operatory a v readlném pripadé
pro symetrické operatory. Kdyz slevime z pozadavku, ze baze pro vzory a obrazy jsou
stejné, lze ,unitarné diagonalizovat® kazdy linearni operator, dokonce kazdé linearni zob-
razeni (mezi koneéné generovanymi prostory se skalarnim sou¢inem). Navic na diagonale
budou nezaporna realné ¢isla.

Zacneme ilustrativnim prikladem.

Piiklad 10.36. Uvazujme ,zkoseni® fa : R* — R?, kde

(o)

Budeme umét spocitat, ze vzhledem k bazim B a C, kde

0,526 —0,851
B=(v1,va) (( 0,851 )( 0,526 )) ’

0,851 —0,526
C_(ul"‘Q)N(( 0,526 )( 0,851 )) 7

s (1618 0
[falc = ( 0 0618 )

Z toho vidime, ze vektor v se pfi zobrazeni fa zobrazi na pfiblizné 1,618-nasobek vektoru
u; a vektor vy se zobrazi na piiblizné 0,618-nasobek vektoru uz. Obecnéji, obraz vektoru
x o soufadnicich [x]g = (21, 22)T vzhledem k bazi B je vektor Ax o soufadnicich [Ax]c ~
(1,618z1,0,618x2)" vzhledem k bazi C.

OBRAZEK

Vyhodou matice fa vzhledem k bazim B a C oproti matici f4 vzhledem ke kanonickym
bazim (tj. matici A) je, ze snadno uréime obraz jednotkového kruhu O = {x : ||x|| < 1}.
Protoze B je ortonormalni baze, plati ||x|| = ||[x]s||. Vektor x proto lezi v O pravé tehdy,
kdy# jeho soufadnice [x]p = (z1,22)7 vzhledem k bazi B splituji x5 4+ x5 < 1. Obrazem
vektoru x je vektor Ax o soufadnicich [Ax]c = (y1,2)T ~ (1,618%1,0,618z2)7. V obrazu
kruhu O tedy budou pravé ty body, jejichz souradnice vzhledem k C' splnuji

2 2
Y1 Y2
<
(1,618) * (0,618) =1

Z toho vidime, ze obrazem je elipsa s délkami poloos (pfiblizné) 1,618, 0,618. Sméry poloos
jsou urcéeny vektory ui, us baze C.

Uzitecnd je také maticova verze. Oznacime-li U = [id]% a V = [id]%, dostaneme z
[fa]8 = D vztah A = UDV~"'. Protoze V je ortogonalni matice, plati V' = V7 takze
také muzeme psat A =UDVT.

N r [ 0851 —0,526 1,618 0 0,526 0,851
A=UDVE = ( 0,526 0,851 > ( 0 0618 > ( ~0,851 0,526 >

ma f matici

Na tento rozklad se také muzeme divat tak, ze zobrazeni f4 vyjadifujeme jako slozeni fa =
fufpfyr, kde fu a fyr jsou ortogonalni zobrazeni a fp je zobrazeni urcené diagonalni
matici. Zobrazeni f4 je tak v nasem piipadé slozenim zobrazeni f,r, coz je rotace o
pfiblizné —58,28°, zobrazeni fp, které natahuje vektory 1,618-krat ve sméru prvni osy a
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zkracuje 0,618-krat ve sméru druhé osy, a zobrazeni fy, coz je rotace o pfiblizné 31,72°. I
z tohoto pohledu vidime obraz jednotkového kruhu: Zobrazeni f,,r = fy,—1 zobrazi O na
O (pticemz vektor vi se zobrazi na e; a vektor vo na es). Zobrazeni fp kruznici deformuje
ve sméru soufadnicovych os, ¢imz vznikne elipsa s osami (e1), (e2). Tuto elipsu zobrazeni
fu otodi.

OBRAZEK

Uvazujme linearni zobrazeni f : V. — U, kde V a U jsou kone¢né generované vektorové
prostory nad C (nebo oba nad R) se skaldrnimi sou¢iny. Chceme najit ortonormalni bézi B
prostoru V a ortonormalni bazi C' prostoru U tak, ze [f]Z je “diagonalni” s nezapornymi
realnymi ¢isly na diagonale.

Tato matice nemusi byt étvercové, pojem diagonalni matice proto rozsifime. Rikdme,
ze matice D = (d;;) typu m x n je obdélnikovd diagondlni matice, pokud d;; = 0, kdykoliv
i # j (kde ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}). Obdélnikovou diagondlni matici budeme
zapisovat D = diag(di1, ..., drr) nebo obsirngji

D = diangn(du, .. -7drr) i

chceme-li zvyraznit typ matice D. Budeme ¢asto vypisovat pouze nenulové prvky, tj. je-li
r < min(m,n), rozumi se, ze zbylé diagonalni prvky jsou nulové.

Pokud [f]é = D = diag,, ., (d11, -, dr), dis > 0, pak podle dusledku 10.7 o hermitov-
ském sdruzovani vzhledem k ortonormélni bazim plati [f*|§ = D* = diag,, .., (di1,- - ., drr).
7 toho

[ 115 = [fF1B1f18 = diag, . (d5, ... d2) -

Vidime, Ze na diagondle matice [f]2 musi nutné byt druhé odmocniny vlastnich &isel
operatoru f*f a baze B musi sestavat z vlastnich vektorti tohoto operatoru. Navic ze
vztahu | f}g = D vidime, ze obraz i-tého vektoru baze B musi byt d;;-nasobkem i-tého
vektoru v bazi C' (pro ¢ < min(m,n)). Tato pozorovani davaji névod k diikazu véty o
singularnim rozkladu.

Véta 10.37. [o singuldnim rozkladu] Necht V a U jsou konecné generované komplexni
nebo realné vektorové prostory a f : V. — U je linedrni zobrazeni. Pak existuji ortonor-
mdlni bdze B, C prostori V, U takové, ze [f]2 je obdélnikovd diagondini matice.

Dikaz. Operator f*f : V. — V je podle tvrzeni 10.29 pozitivné semidefinitni, takze
podle spektralni véty pro hermitovské (resp. v redlném piipadé symetrické) operatory
(véta 10.22 nebo dusledek 10.23) existuje ortonormalni baze B = (vi,...,Vy) prostoru
V slozena z vlastnich vektortt operdtoru f*f a [f*f]B = diag(\1, ..., n), kde A1,..., A\,
jsou nezdpornd redlna vlastni ¢isla operatoru f* f. Vektory v bazi B usporadame tak, aby
A1 > A2 > -+ > \,. Reknéme, Ze prvnich r vektort je nenulovych.

Pro i € {1,...,r} ozna¢ime o; = v/A; a w; = o; 'f(v;). Pak pro libovolnd i,j €
{1,...,r} plati

(o7 f(vi), o7 F(vi)) = a7 o (F(ve), F(vi)

= ot (T F (v, vs) = o o A (v, vy)

(us,uy)

Z toho vyplyva, ze pro i # j jsou vektory u;,u; € U na sebe kolmé a navic (u;,u;) =
0;2/\1- = 1, takze kazdy z vektora ui,...,u, ma jednotkovou normu. Muzeme tedy tuto
posloupnost doplnit na ortonormélni bazi C' = (uy,...,u,) prostoru U.

Nyni pro ¢ € {1,...,7} je f(vi) = oiui, neboli [f(vi)]c = oe;, a pro i > k je
[f(vi)]c = o. Matice linearniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a C je tedy skuteéné

(£18 = diagy, (01, 0v) -
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Je zvykem vektory v bazich B a C uspofadat tak, Zze na diagondle matice [f] 5 jsou
prvky usporadany sestupné podle velikosti. Tyto prvky jsou podle pozorovani nad vétou
rovny druhym odmocnindm vlastnich ¢isel operdtoru f* f, nazyvaji se singuldrni hodnoty
linearniho zobrazeni f. Z technickych diavodi budeme singuldrnimi hodnotami nazyvat
pouze nenulové prvky na diagonale.

Definice 10.38. Necht f : V — U je linearni zobrazeni mezi konefné generovanymi
komplexnimi nebo realnymi vektorovymi prostory se skalarnim soucinem, B, C' jsou orto-
normélni baze V, U takové, ze [f]& = diag,, ., (01,...,0.), kde 01 > g9 > --- > 7, > 0.
Pak cisla o1, ..., 0, nazyvame singuldrni hodnoty linearniho zobrazeni f.

7 pozorovani nad vétou 10.37 také vyplyva, ze nenulova hodnota o je na diagonale
tolikrat, kolik je nasobnost o jako vlastniho &isla operatoru f*f.

Rozmyslime si podrobnéji, co vztah [f]& = diag,, ., (01, . ., o) iké o lineArnim zobra-
zeni f. Oznaéme B = (v1,...,vn) a C = (u1,...,um). Podle definice matice operatoru je
fv1) =o1u, ..., f(v+) = oru,. Pro zbylé vektory v bazi B je f(vyet1) = = f(vn) =
o. Obecnéji, obraz vektoru x spocitdme vzorcem [f(x)]c = [f]8[x]5, tedy

(1) Vektor x vyjadfime v bazi B. Protoze B je ortonormalni, mizeme explicitné psat

[x]B = (xl,...,ycn)T , kde z; = (vy,x)

(2) Vynéasobime zleva matici [f]Z.

[f(x)}c = [.ﬂg[x]B = (0'11‘17 ey 0rZr, 0, 70)T
m slozek
Slozky vektoru [x]p tedy vynasobime postupné o1,...,o0, a pripadné doplnime

nulami na m-slozkovy vektor
(3) Z toho dostavame vyjadreni pro f(x):

f(x) =o1z1ur + - + opxrur

=o (v, x)u1 + -+ 0o, (v, X)u,

OBRAZEK

7 vyjédieni [f]Z také vidime jadro a obraz operatoru f. Vzhledem k bézi B je [Ker f]p =
(€r41,...,€n), takie Ker f = (Voy1,..., V) = (vi,...,v,)". Pro obraz méme [Im f]c =
(e1,...,er), takze Im f = (uy,...,uy) = (Wrg1, .. .,um)L. Specialné dimIm f = r.

Priklad 10.39. Predpoklddejme dimV =5, dimU =4, B = (vy,...,vs5),C = (ui,...,us)
a [f]8 = diag,,5(10, 9, 0,1).

Vektor x s vyjadienim [x]|p = (z1, x2, x3, T4, x5)T se zobrazi na vektor f(x) s vyjadie-
nim [f(x)]c = (1021, 922, 0,123,0), ¢ili vektor f(x) = 10z1u1 + 9z2us + 0,1z3us. To lze
interpretovat tak, ze nejvétsi vliv na f(x) maji prvni dvé slozky x1,x2 odpovidajici vek-
torim vi, va. Tyto slozky se pfiblizné zdesetinasobi, f(x) bude ,blizko“ roviny (u;,uz) a
bude mit pfiblizné desetkrat vétsi normu (pokud neni tfeti slozka pfilis velkd). Vliv tieti
slozky xs je maly a dalsi slozky nemaji na vysledek zadny vliv.

Jadrem f je prostor Ker f = (v4,vs) = (v1,va,v3)" aobrazem f je prostor (ui, us, uz) =
uz.

Jaka je souvislost unitarni diagonalizace operatoru a singularniho rozkladu? Uvazujme
normélni operator f na konecné generovaném prostoru V a ortonormalni bazi B =
(V1,...,vn) prostoru V takovou, ze [f]5 = D = diag(\1, ..., ). Vektory v B si uspoié-
dame tak, aby A1,...,A\r #0a Apy1 = -+ = Ay, = 0. Singularni hodnoty zobrazeni f jsou
druhé odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel operatoru f*f, které muzeme spocitat jako
(nenulovd) vlastni ¢isla matice

[f* 115 = [FBIf1E = D*D = diag(IM?, -, [Aal?)
Proto plati:
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Pozorovani 10.40. Singuldrni hodnoty normdlniho operdtoru jsou rovny absolutnim hod-
notam jeho nenuloviych vlastnich cisel.

Z tvaru [f]8 = D navic mizeme snadno ziskat singularni rozklad. Pro i < 7 poloZime
u; = (\i/|Ai])vi. Posloupnost (ui,...,u,) je ortonormalni, protoze vznikla vynisobenim
vektor vi, ..., v, komplexnimi ¢isly s absolutni hodnotou 1. Tyto vektory doplnime na
ortonormdlni béazi (ui,...,u,). Protoze pro i <r je f(vi) = \ivi = |\i|u; a proi > r je
f(vi) = 0 = \juy, plati

[f]g = diag(|>\1|> R |>"ﬂ|) .

rozklad splyvaji.

10.2.1. Singuldrni rozklad matice. Nésledujici véta je maticovou verzi véty 10.37. Poskytne
nam také dalsi geometrickou interpretaci.

Véta 10.41 (10.37*.). [singuldrni rozklad matice] Necht A je komplexni (resp. redlnd)
matice typu m X n. Pak existuji unitarni (resp. ortogondlni) matice U,V didi m,n a
obdélnikovd diagondlni matice D typu m X n takové, Ze

A=UDV™'=UDV* .

Diikaz. Dukaz budeme formulovat pro komplexni pfipad. PouZijeme vétu 10.37 na linearni
zobrazeni fa : C" — C™ mezi aritmetickymi prostory se skaldrnim souéinem. Existuje
ortonormalni baze B prostoru C" a ortonormalni baze C prostoru C™ tak, 7e [fa]& = D
je obdélnikova diagonalni matice. Ozna¢me U matici pfechodu od C ke kanonické bazi
prostoru C™ a V matici pfechodu od B ke kanonické bazi prostoru C™. Matice U,V jsou
unitarni, takze U™' = U* (a V™' = V*). Pak

[falk = iR [fa2d]5 = [d]R[falé((dR) ™ =UDV " =UDV" .
O

Rozklad A = UDVT = UDV ~! miizeme geometricky interpretovat jako fa = fu fp fy—1.
V piipadé realné ¢tvercové matice radu n je tedy fa : R™ — R" slozenim poradé ortogo-
nélniho zobrazeni fy -1, zobrazeni fp, které natahuje nebo zkracuje soufadnicové osy a
ortogonalniho zobrazeni fi.

Pro zobrazeni fa = fufpfyr : R" — R™ sledujme postupné obraz n-dimenzionalni
koule O = {x : ||x|| < 1}. Zobrazeni fyr je ortogonélni, proto zobrazi O opét na O.
Zobrazeni fp pak sféru O natdhne nebo smrsti ve sméru soufadnicovych os (pfipadné jesté
ubere nebo prfidé slozky pokud m # n), tim vznikne tzv. zobecnény elipsoid s poloosami

oi1e1,02€2,.... Nakonec se na vzniklou mnozinu aplikuje zobrazeni fi, které vektor e;
zobrazi na vektor u;. Tim vznikne zobecnény elipsoid s polosami ojuy, osus, ... velikosti
01,02,....

Piiklad 10.42. Spocitame singuldrni rozklad zkoseni fa : R> — R? diskutovaného v
prikladu 10.36 daného matici
1 1
(o 1)

Postupujeme podle ditkazu véty 10.37. Najdeme ortonormalni bazi B = (v1,va) prostoru
R? se standardnim skalarnim sou¢inem takovou, Ze matice operatoru (fa)*fa = fara
vzhledem k B je diagonalni.
Vlastni ¢isla matice
v (11
ATA = ( Ll )
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jsou A1,2 = (34 +/5)/2, singularni hodnoty jsou proto

3++5

2 )

o190 = o1~ 1,618, o02~0,618 .

Prislusné prostory vlastnich vektortt matice AT A jsou jednodimenzionalni, vybereme v
nich vektory jednotkové velikosti. Vyjde pfiblizné

0,526 [ 0851
ViR ( 0,851 ) € My, vo ™ ( 0,526 ) € My, -

Vektory ui, uz vypocteme ze vzorce u; = O’;lAVZ'.
{0851 (0,526
W05 )0 T 0851
Vzhledem k bazim B = (v1,v2) a C = (ui,u2) ma fa matici

1618 0
D = [fale z( 0 0618 )

Priiklad 10.43. Spocitame singuldrni rozklad pro redlnou ¢tvercovou matici

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1

Tato matice je normalni, v prikladu 10.20 jsme ji unitarné diagonalizovali. Pokud by nas
zajimali pouze singuldrni hodnoty, mizeme je spocitat jako absolutni hodnoty vlastnich
cisel 2, (14 /30)/2, (1 — V/3i)/2, tj. o1 = 2 (nasobnost 1), o2 = 03 = 1 (nésobnost 2).

7 unitarni diagonalizace lze také urcit singularni rozklad, budeme ale postupovat podle
ditkazu véty 10.37. Najdeme ortonormalni bazi B = (v1,va, v3) prostoru R? se standard-
nim skaldrnim soucinem takovou, Ze matice operdtoru (fa)*fa = far 4 vzhledem k B je
diagonalni. Matice

ma vlastni ¢islo Ay = 4 nasobnosti 1 a vlastni ¢islo A2 = A3 = 1 nasobnosti 2. Singularni
hodnoty matice A jsou 01 = 2 a 02 = 03 = 1. Pfislusné prostory vlastnich vektort jsou

1 —1 —1
M4 - < 1 > ) Ml - < 1 ) 0 >7
1 0 1

V nich najdeme ortonormaélni baze. V prostoru M; je ortonormalni baze tieba

-1 1
1 1
(va,v3) = [ —= 1 —= 1 )

V2 \ o ) VB
v prostoru My
1
V= — 1
1 NG .
Vektory baze C' = (u1,uz, us) vypocteme ze vztahu u;, = O';lfA (vi).

1 1 0 . 1 1 1
w=2tAvs=2(0 1 1 | =1 ]|]=—=11
10 1 3\ 1 V3
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0

ux = Avy = 1 P us = Avs =

Vzhledem k ortonorméalnim bazim B a C je

2 0 0
[falé={ 0 1 0
0 0 1
To nam dava singularni rozklad matice A.
1 2
7 0 78 2 0
V3 NG
A=[fK = ELB0E = | 5 & -2 || o 1
1 1 1
B TV TV 00

2

L
V2 Ve

0
0
1

S

=,
S ‘
N

V6

shsh

S

sl =5

Obrazem jednotkové koule pfi zobrazeni fa je elipsoid s osami (u1), (uz) , (us) a velikosti
poloos 2,1, 1. Protoze velikosti druhé a tfeti poloosy jsou stejné, je tento elipsoid rotacné

symetricky podle osy (ui).
OBRAZEK

Priklad 10.44. Spocitame singularni rozklad pro redlnou matici

1 2
A= 2 4
1 2

Vlastni ¢isla matice

v, [ 6 12
AA*<12 24)

jsou 30 a 0, singularni hodnota matice A je tedy o1 = +/30. P¥islusné normované vlastni

vektory jsou
1 1 1 -2
nEmsle ) T EL

1

Vektor

1 1
u; = 0, AV1:7

2
V6 \
doplnime do ortonormélni baze R® napiiklad vektory

-1 1
1 1
us = —= -1

— | o |,
VZ\ V3 1

Vzhledem k bazim B = (vi,v2) a C' = (u1, uz, u3) mame

uz =

V30 0
[fale={ 0o o |,
0 0
coz nam dava rozklad
1 1 1
@ — 2 751 V30 0 \%
_ 2 _ 1 5
A= w5 0 75 0 0 5
1 1 1 0 0 V5
V6 V2 V3

Hg\.o
ot

NG

)

Obrazem jednotkového kruhu pfi zobrazeni fa je ,elipsoid“ s osami (ui), (uz2),(us) a

poloosami velikosti /30, 0, 0, takze ve skutec¢nosti tsecka spojujici —v/30u; a v/30us.

OBRAZEK



LINEARNI ALGEBRA 393

Uvazujme singularni rozklad A = UDV™ matice typu m x n hodnosti r, kde U =
(ui]...|um), D =diag,,,(01,...,0.) a V = (vi]...|vn). Formulku A = UDV" muzeme
také psat

*

"
A=ociwmv] + - +oruv, ,

¢imz vyjadfujeme matici A jako soucet matic hodnosti 1.

Usporngjsi forma, tzv. kompaktni singuldrni rozklad, je A = U'D'(V')*, kde U’ =
(ui]...|u,) je typu m x r, D' = diag(o1,...,0,) je ¢tvercovd matice fadu r a V' =
(vi]...|vr) je typun x 7 (€ili (V')* je typu r x n). Naptiklad pro matici z piikladu 10.44
muzeme psat

12 NG
2 a )=l () (% )
1 2 7

Za zminku v souvislosti se singuldrnim rozkladem stoji tzv. poldrni rozklad A = RW
¢tvercové matice A, kde R je pozitivné semidefinitni matice a W je unitarni. Ze singular-
niho rozkladu A = UDV7 jej dostaneme tupravou A = (UDUT)(UVT). Matice UDUT
je pozitivné semidefinitni a matice UV7T je unitdrni, takze mizeme polozit R = UDUT
a W = UVT. Polarni rozklad lze chapat jako zobecnéni rozkladu komplexniho &sla na
soucin nezaporného realného ¢isla a komplexniho ¢isla jednotkové velikosti.

10.2.2. Spektrdlni norma. Singularni rozklad linearniho zobrazeni f nam umoznuje odpo-
védét na otazku, jaky nejvyse (nejméné) muze byt podil || f(x)| /||| pro x # o. Jinymi
slovy, jak nejvic se mtze zménit délka vektoru pfi zobrazeni f. Pro které vektory se tohoto
maxima (minima) nabyva?
X
/()
‘ [

Nejprve si vSimneme, ze
takze se sta¢i zabyvat otdzkou, jaka je nejvétsi, nebo nejmensi hodnota || f(x)|| pro vektory
x jednotkové velikosti (tj. pro vektory na jednotkové sfére). Geometricky je v pripadé
realnych matic odpovéd patrnd z diskuze o obrazu jednotkové koule. Ukdzeme algebraické
odvozeni v obecném pripadé.

Nechf B, C jsou ortonormalni baze takové, ze [f]& = diag,, s, (01,...,04), 01 > --- >
or > 0. Ozna¢me [x]p = (21,...,Zn). Protoze ||x|| = 1 a B je ortonormalni, je ||[x]|s| = 1,
cili

I/l

1]

k]

|21 + |2+ )P =1
Norma vektoru f(x) je potom
1£GOI = I Gell = |01z, 00,0, 0) || = \JoR a2 + -+ o2l 2

Protoze o1 > 02 > --- > o, > 0 je tento vyraz mensi nebo roven

Joml + -+ za) = o |

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz |x;| = 0 pro kazdé i takové, ze o; < o1, neboli
praveé pro vektory x v linedrnim obalu vektorti baze B prislusnych singularni hodnoté o1,
neboli pravé pro vlastni vektory operatoru f* f piislusné vlastnimu &islu o7. Odvodili jsme
nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 10.45. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi redlnymi nebo komplexnimi
vektorovymi prostory se skaldrnim soucinem. Pak pro libovolny vektor o # x € V' plati

el

=l =

kde o1 je nejvétsi singuldrni hodnota operdtoru f. Rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz x je
nenulovy vlastni vektor operdtoru f*f prislusny vlastnimu ¢islu o3 .
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Podobné tvrzeni samozfejmé mizeme formulovat pro matice a vyraz ||Ax|| /||x|. Ma-
ximu vyrazu || f(x)| /[|x] (resp. ||Ax| /||x]|) se také ¥ik& spektrdlni norma operatoru f
(resp. matice A). Je rovnd nejvétsi singuldrni hodnoté. Budeme ji znacit || f|| (resp. || A]]).
Podle definice je

PG < ARl A < [[AJHI] -

Obdobné tvrzeni se odvodi pro minima:
Tvrzeni 10.46. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi redlnymi nebo komplexnimi

vektorovymi prostory se skaldrnim soucinem, dim V' = n. Pak pro libovolny vektor x € V.
takovy, Ze f(x) # o plati
1ol

[l
kde o, je nejmensi singuldrni hodnota operdtoru f. Rovnost nastdva prdvé tehdy, kdyz x
je nenulovy vlastni vektor operdtoru f*f prislusng vlastnimu ¢islu o2.

Priklad 10.47. Matice

I

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1
z piikladu 10.43 mé spektralni normu ||A|| = 2, tj. pro libovolny vektor x € C* plati
i _,
[l

Rovnost nastéva pravé tehdy, kdyz o # x € My = (v1) = ((1,1,1)") (znaceni piebirdme
z ptikladu 10.43).
Pro libovolny vektor x € C* plati
[ Ax|]

1]

- )

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz o # x € My = (va, v3) = <(—1, 1,007, (~1,0, 1)T>.
Priklad 10.48. Pro matici

z prikladu 10.44 plati

0< HIIILi:I(\H <30 .

(Prvni nerovnost je trividlni.) Rovnost v prvni nerovnosti nastava pro o # x € Ker A =
(va) = ((—2,1)"), v druhé nerovnosti pro o # x € (v1) = ((1,2)"). Spektralni norma
matice A je ||Al| = v/30.

10.2.3. Numerickad stabilita Tesent soustavy linedarnich rovnic s requldrni matici. Uvazujme
soustavu Ax = b, kde A je realna regularni matice, jejiz feSeni je, jak vime, x = A~ 'b.

Reknéme, e vektor b ziskdme méfenim, které je zatizeno chybou éb (vyraz §b chapejte
jako oznaceni vektoru, nikoliv jako souéin). Ve skute¢nosti tedy neznamé hodnoty x budou
zatizené chybou 0x, kde

A(x+6x)=b+6b , tj. 5x=A""6b .
Velikost chyby bude
|ox|| = ||[A~'ob]| < ||A7" |Iob] .
(Pfi¢emz rovnost miize nastat.) Pokud je spektralni norma HAfl H vysoké, napi. 10°, veli-
kost chyby neznamych hodnot miize byt az 10°-krat vétsi nez velikost chyby naméFenych
hodnot. To je neuspokojivé a je nejspiSe potfeba zménit model. VSimnéte si, ze norma
||A*1 || je rovna prevracené hodnoté nejmensi singuldrni hodnoty matice A (cviceni).
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V praxi nas spiSe bude zajimat odhad na velikost relativni chyby ||0x|| / [|x|| neznamych
hodnot v zavislosti na velikosti relativni chyby ||0b]| / ||b|| méfeni. K tomu si v§imneme

Ibll = [[Ax[| < [[A]l [Ix]|

takze

Ioxll i a=) awl) 2 < [ oby BAL = 4 pja-ry 1200

Cislu || Al HA_1H se fikéa ¢islo podminénosti matice A, je rovno podilu nejvétsi a nejmensi
singularni hodnoty. Relativni chybu feseni lze tedy odhadnout relativni chybou méfreni
krat ¢islo podminénosti.

Piiklad 10.49. Cislo podminénosti matice

1 1 0
A=1 0 1 1
1 0 1

z prikladu 10.43 je 2/1 = 2. Relativni chyba Feseni soustavy Ax = b bude tedy nejvyse
dvakrat vétsi nez relativni chyba méreni pravé strany.

10.2.4. Aproximace matici niZsi hodnosti. Uvazujme lineérniA zobrazeni f : R" — R™
hodnosti 7, tj. 7 = dimIm f. Chceme najit linedrni zobrazeni f : R — R dané hodnosti
s < r, které co nejlépe aproximuje f ve smyslu, ze spektralni norma Hf - fH je co nejmensi.
To se ndm muze hodit pfi komprimaci dat nebo pfi zjednodusovani matematickych modela.

Nechf B = (v1, ..., V), C jsou ortonormalni baze R™, R™ takové, ze [f]& = diag,,, (01, - - -

kde 01 > 02 > -+ > 0, > 0. Ukdzeme, ze hledana nejlepsi aproximace f linearniho zob-
razeni f je urcend vztahem
[.ﬂg = diangn(Ulf LR US) .
Pr1i této volbé je
[f - f]g = diagmxn(oa ey 07 Os+1y--+, U‘f)

nejvétsi singuldrni ¢islo linearniho zobrazeni f — f je o541, takze

7= =own
Zbyva ukazat, ze lep$i normy nelze dosdhnout. Predpokladejme, ze g : R™ — R™ je
linedrni zobrazeni hodnosti nejvyse s. Protoze dim (v1,...,vs41) = s+l adimKerg = n—
dimIm g > n—s, plyne z véty o dimenzi souc¢tu a priniku, ze se tyto dva prostory protinaji.
Uvazujme libovolny nenulovy vektor x v jejich priniku a oznacme [x]|p = (21,...,%n), tj.
g(x) =0 axsyo =--- =z, =0. Pak
T
gl > IU =961 _ 1760l _ 7Glel _ (@i, gusiass 0., 07
- [l x| Izl (@1, ®s41,0,...,0)T]]
||(0's+1x1, ey O541T541, 0, e ,O)TH —
= - +1
‘|(I’1,...,.’ES+170,...,O)TH : 7

Tedy norma je skutecné alespon o4 1.

V maticovém pohledu miizeme vysledek formulovat nasledujicim zptusobem. Je-li sin-
gularni rozklad matice A roven

A=UDV" = U diag,, (01, .., o)V =oowivi 4+ -+ 4+ orupvi
kde o1 > --- > o,, pak nejlepsi aproximace A matice A matici hodnosti s je
A= U diag,, ., (01, ... ,US)VT =o1wv] + -+ 0osusvs .

K ulozeni matice A typu m X n v pocitac¢i potfebujeme mn skalart. K ulozeni aproxi-
mace A sta¢i s(m + n + 1) skaldri (protoze mame s séitanci a kazdy s¢itanec obsahuje

70”‘)7
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skalar o;, m-slozkovy vektor u; a n-slozkovy vektor v;). Toho lze vyuzit pro komprimaci
dat.

Priiklad 10.50. Nejlepsi aproximace matice

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1
z prikladu 10.43 matici hodnosti 1 je
1 1 1 1
) * 1 1 2
A:U1U1V1=27 1 7(111):7 1 1 1

\/31\/§ 3111

Aproximace je nejlepsi v tom smyslu, Ze HA - /XH = 02 = 1 a pro zadnou matici B
hodnosti 1 neplati ||[A — B|| < 1.

Aproximovat A matici hodnosti 2 se nevyplati, protoze norma rozdilu A — A by byla
také rovna o3 = 1, takze bychom v tomto smyslu nedosahli zadného zlepsSeni.

10.2.5. Pseudoinverze. Uvazujme soustavu rovnic Ax = b, kde A je realnd matice typu
m X n. Soustava nemusi mit zadné feseni. V tom pfipadé vime, ze aproximace Feseni
metodou nejmensich ¢tverci jsou pravé vsechna feseni soustavy rovnic

T T
A"Ax=A"b .
Tato soustava miize mit feSeni vice, najdeme takové, pro které je norma ||x| nejmensi.

Uvazme nejprve specidlni p¥ipad, kdy A = D = diag,,,,(01,...,0r), kde o1,...,0r
jsou nenulova realna c¢isla. Chceme najit feSeni soustavy

D'Dx =D"b ,
s nejmensi normou. Ozna¢me x = (21,...,2Zn) a b = (b1,...,bm). Pak
DTDx = diagnxn(af, N af)(m, e ,xn)T = (0%:01, 0l 0, ,O)T

D"b =diag,, . (01,...,00)(b1,...,bwm)" = (01b1,...,0:D,,0,...,0)" .

Reseni x s nejmensi normou bude tedy
(@1,...,xn)" = (bro7 ", .. broy 5,0,...,0)T .
Oznacime-li
D' =diag,, ., (o1 ",...,00 "),
miuzeme vztah maticové zapsat
x=D'b .
Pomoci singuldrniho rozkladu ted tento vysledek zobecnime na obecnou matici A =
UDVY. Hleddme x s nejmensi normou, aby

ATAx = A"b
vDTUT UDV'x =vD"U"b
vD"DV'x =vD"U"b
D'DV'x=D"U"b .
Protoze HVTXH = |x|| (matice V7 je ortogonalni), pro hledané x podle ptedchoziho
vysledku plati
Vvix=D'U"b
a vynasobenim matici V' zleva ziskame

x=VD'U"b
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Matice AT = VDU je tzv. Moore-Penroseova pseudoinverze matice A. P¥i pouziti zapisu
A=oiwmvi + -+ ouvy
muzeme psat
At = o tviuf -+ oy vl

Ukézali jsme, Ze pro soustavu Ax = b je vektor x = A'b nejkratdim vektorem, ktery
je zaroven aproximaci feSeni metodou nejmensich ¢tvercu. Specidlné, pokud Ax = b ma
pravé jedno feseni, pak je timto FeSenim vektor x = A'b (tj. pro regularni matice A je
At = A7Y). Ma-li soustava Ax = b vice feSeni, pak je x = A'b feSenim s nejmensi
normou.

Priiklad 10.51. Uvazujme soustavu

1 2 2
AX:b, A: 2 4 s b: 2
1 2 0

Aproximace soustavy metodou nejmensich ¢tvercil jsou Feseni soustavy AT Ax = ATb:
6 12 . 6
12 24 )7\ 12
1 -2
<= ()= (7))
OBRAZEK

7 obrazku je vidét, ze aproximace s nejmensi normou ma sSmér <(1,2)T> a snadno
vypoéteme x = (1/5,2/5)7.

Toto TeSeni muzeme vypocitat pomoci pseudoinverze. V piikladu 10.44 jsme nalezli
singularni rozklad

1
A=omvi=vi | 5| (L 2)
1u1vy f \/5\/5 .
V6
Pseudoinverze je
_ 1 = 12 1 1 /1 2 1
At =o' viuj = — [ ¥ (———):—( )7
1 Vi ﬁso(jg V6 V6 V6 30 2 4 2

takze hledana aproximace je

2
1 1 2 1 1
T - =
x_Ab—30(242>(§ —5<
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Shrnuti desaté kapitoly

(1)

(2)

®3)

()
(6)

(7)

(9)

(10)

(11)

(12)

Je-li V kone¢né generovany linearni prostor nad C (resp. R) se skalarnim souc¢inem
(,) a f linedrni operator na V, pak fikdme, Ze f je unitarné diagonalizovatelny
(resp. ortogondiné diagonalizovatelny), pokud existuje ortonormdlni béze B pro-
storu V takova, ze [f]5 je diagonélni.
Je-li f:V — V linearni operator na kone¢né generovaném linearnim prostoru V
dimenze n se skaldrnim sou¢inem nad télesem C (resp. R), pak jsou néasledujici
tvrzeni ekvivalentni.
(a) Operétor f je unitarné diagonalizovatelny (resp. ortogonalné diagonalizova-
telny).
(b) Operator f
e ma n vlastnich cisel véetné algebraickych nasobnosti,
e geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla operatoru f se rovna
jeho algebraické nasobnosti a
e pro libovolnd dvé rtizna vlastni ¢isla A\;, A; operatoru f plati My, L
M.

Je-li A komplexni (nebo realnd) matice fadu n, pak A € C (nebo A € R) je vlastni
¢islo matice A pravé kdyz X je vlastni ¢islo matice A* (nebo AT).
Komplexni (nebo realnd) étvercova matice A se nazyva normdlni, pokud A*A =
AA* (pro realné matice mtizeme psat ATA = AAT).
Je-li A normélni komplexni (nebo redlnd) matice a A € C (nebo A € R), pak
matice A — A\, je také normalni.
Je-li A normélni komplexni (nebo realnd) matice fadu n, pak pro kazdy vektor
v € C" (nebo v € R™) plati

[Av]| =[[A"v] ,

kde || - || je norma uréené standardnim skaldrnim sou¢inem na C" (resp. R™).
Je-li A komplexni (nebo realnd) matice fadu n, A € C (nebo A € R) a v € C"
(nebo v € R™), pak v je vlastni vektor matice A p¥islusny vlastnimu ¢islu A prave
tehdy, kdyZ je v vlastni vektor matice A* p¥islusny vlastnimu éislu \.
Spektralni véta pro normalni matice. Je-li A komplexni matice fadu n, pak
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni
(a) matice A je unitarné (ortogonalng) diagonalizovatelnd,
(b) matice A je normélni.
Spektralni véta pro hermitovské matice. Pro ¢tvercovou matici A nad C
jsou nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(a) matice A je unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou
realna,
(b) matice A je hermitovska.
Spektralni véta pro symetrické matice. Pro redlnou ¢tvercovou matici A
jsou nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(a) matice A je ortogonalné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou
realna,
(b) matice A je symetricka.
Komplexni (nebo redlnd) matice A fadu n se nazyva
e pozitivné definitni, pokud je hermitovskéd (nebo symetrickd) a plati x-Ax > 0
pro kazdy nenulovy vektor x € C" (nebo x € R"),
e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovskd (nebo symetrickd) a plati x -
Ax > 0 pro kazdé x € C" (nebo x € R").
Spektralni véta pro pozitivné (semi)definitni matice. Pro hermitovskou
(symetrickou) matici A je ekvivalentni
(a) A je pozitivné definitni (nebo semidefinitni),



(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(23)

LINEARNI ALGEBRA 399

(b) vSechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna (nebo nezédpornd).
Komplexni (nebo realna) matice A je pozitivné semidefinitni pravé kdyz A = B*B
(nebo A = BT B) pro né&jakou komplexni (nebo reélnou) matici B.
Spektralni véta pro unitirni (ortogonalni) matice. Pro ¢tvercovou kom-
plexni matici A jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(a) matice A je unitdrné diagonalizovatelnd a pro kazdé vlastni ¢islo A matice

A plati [N =1,

(b) matice A je unitarni.

Operétor f : V — V na komplexnim (nebo redlném) prostoru V se skaldrnim
sou¢inem (,) se nazyva unitarni (ortogonélni), pokud pro kazdy prvek x € V
plati

£ G =]l -
Pro linearni operator f na komplexnim (redlném) linedrnim prostoru V se ska-
larnim soucinem (,) jsou nasledujici podminky ekvivalentni
(a) f je unitarni (ortogonélni)
(b) (F(x), f(¥)) = (x,) pro kazdé x,y € V
Maé-li 'V navic konecnou dimenzi, pak jsou pfedchozi podminky ekvivalentni
také s
(c) matice [f]B vzhledem k ortonormalni bazi B ve V je unitarni (nebo ortogo-
nélni)
(d) f zobrazuje kazdou ortonormélni bazi ve V opét na ortonormélni bézi ve V
(e ) f zobrazuje n&jakou ortonormalni bazi ve V opét na ortonormdlni bazi ve
v
Kazdé ortogonalni zobrazeni f : R?> — R? na prostoru R? se standardnim skalar-
nim soucinem je bud reflexe (tj. osova symetrie) nebo rotace.
Zobrazeni je reflexe pravé kdyz det[f]5 = —1 a je rotace pravé kdyz det[f]E =
1 pro jakoukoliv bézi B v RZ.
e Slozeni dvou reflexi v R? je rotace,
e slozeni rotace s reflexi je reflexe,
e slozeni dvou rotaci je rotace.
Kazdé ortogonalni zobrazeni v euklidovském prostoru R® je bud rotace kolem
néjaké osy, ortogonalni reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo slozeni rotace
s ortogonalni reflexi. Rotace je to pravé tehdy, kdyz determinant matice tohoto
zobrazeni vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1.
Slozeni dvou rotaci v R? je zase rotace v R?, slozeni dvou reflexi je rotace (osa
rotace je rovnd pruniku rovin reflexi).
Je-li A matice typu m x n nad C, pak kladné odmocniny z nenulovych vlastnich
¢isel matice A* A nazyvame singuldrni ¢isla matice A.
Véta o singularnim rozkladu, geometrickd varianta. Pro kazdou matici
A € C™*™ hodnosti r existuji ortonormalni baze B = (vi,Va,...,Vvy) v prostoru
C", C = (u1,uz,...,uy) v prostoru C™, a redlna ¢isla

01>02>->0,>0

[fa)é = ( X(D)T 8 )

ojuj, proj=1,2,...,r

takova, ze

neboli fa(v;) = Av; = {

Véta o singularnim rozkladu, algebraickd varianta. Pro kazdou matici
A € C™*" hodnosti r existuji unitarni matice U ¥addu m, unitarni matice V fadu
n, a realna cisla

o, proj=12...,r

01>022>-2>0r>0
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(28)

(29)

(30)
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takova, ze
A=UXV"
27‘ 0 mXn H
kde ¥ = 0 0 eR , X, =diag(o1,02,...,0.).
Singularni rozklad A = UDV™ matice typu mxn hodnosti r, kde U = (u1]. .. |un),
D = diag,, ,(01,...,0.) a V = (vi]...|v,) mizeme také zapsat jako

* *
A= oiuivy + -+ opurv,

tikdme tomu dyadicky rozvoj matice A.

Ze singularniho rozkladu A = UDV” dostaneme apravou A = (UDUT)(UVT).

Matice UDUT je pozitivné semidefinitni a matice UV 7 je unitarni, takze mtazeme

polozit R =UDUT a W = UV7T a matici A vyjadfit ve tvaru A = RW. Posled-

nimu vyjadieni fikdme poldrni rozklad matice A. Polarni rozklad lze chapat jako

zobecnéni rozkladu komplexniho ¢isla na soucin nezaporného realného cisla a

komplexniho ¢isla jednotkové velikosti.

Je-li A komplexni matice typu m X n, pak ¢islo max{||Ax|| : x € C", ||x]| = 1}

nazyvame spektrdlni norma matice A, a znacime jej || AJ|.

Pro kazdou matici A € C™*"™ a pro libovolny nenulovy vektor x € C™ plati
[Ax]|

> 01
1] ’

kde o1 je nejvétsi singularni hodnota matice A, pfi¢emz rovnost nastava prave

tehdy, kdy# x je vlastni vektor matice A*A piislusny vlastnimu &slu o7.

Pro kazdou matici A € C™*™ a pro libovolny nenulovy vektor x € C™ plati
[Ax]|

1l

> oy

)

kde o, je nejmensi singuldrni hodnota matice A, pficemz rovnost nastava pravé
tehdy, kdyz x je vlastni vektor matice A*A piislusny vlastnimu éislu o2.
Je-li A = U X V™ singularni rozklad matice A s hodnosti r, pak matice matice

At = vt U*, kde
b0
T r
==(% 3)

se nazyva Mooreova-Penroseova pseudoinverze matice A.
Je-li A regularni, plati AT = A1

Kli¢ové znalosti z desaté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

Definice unitarni diagonalizovatelnosti pro operatory a matice.

Varianty spektralnich vét pro rtizné typy matic.

Riuzné ekvivalentni definice unitarnich a ortogonélnich operatort.

Charakterizace ortogonalnich operatortt v R? a R3.

Singularni ¢isla matice a obé varinaty véty o singularnim rozkladu.

Dyadicky rozvoj matice, polarni rozklad matice, spektralni norma matice, Mooreova-
Penroseova pseudoinverze.

Upozornéni. Spektrilni véty jsou ve skriptech formulovany pro operatory, v prehledu
pro matice tak, jak byly probirany na prednasce.
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11. BILINEARNI FORMY A KVADRATICKE FORMY

Cil. Bilinedrni formu lze chdpat jako zobecnéni skaldrniho soucinu.
Ponechame pouze vlastnosti linearity v kazdé sloZce a vzddme se symet-
rie a pozitivni definitnosti. Takovd zobecnéni skaldrniho soucinu se pou-
Zivagi napriklad ve fyzice, konkrétné ve specidlni teorii relativity. Nasi
hlavni motivaci pro studium bilinedrnich forem je porozumeéni kvadra-
tickym formadm, které urcuji ,kvadratické utvary“. UkdZeme, Ze kvadra-
tické formy vzdjemné jednoznacné odpovidaji symetrickym bilinedrnim
formam. Hlavni ndplni bude nalezent bdze, vzhledem ke které mad symet-
rickd bilinedrni forma, a tim 1 prislusnd kvadraticka forma, jednoduchiy
tvar. To nam umozni analyzovat tvar kvadratickych utvari.

Bilinearni forma je zobrazeni prifazujici kazdé dvojici vektort prvek télesa, které je
linearni v obou slozkéch.

Definice 11.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Bilinedrni forma na prostoru
V je zobrazeni f : V x V — T, které je linedrni v obou slozkach, tj. pro libovolné u, v,
w eV, teT plati

(1) f(u—i—v,w) :f(uvw)+f(v7w)7 f(w,u—i—v) :f(w,u)+f(w,v) a
(2) ftv,w) =t f(v,w), f(v,tw) =tf(v,w).

P#iklad 11.2. Bilinearni formou na R® je napiiklad zobrazeni

Fl(@1,m2,23)", (Y1, 92, 93)") = 20191 — Bz1y2 + Br1ys + 6z2y1 + T2ys + 1023y2

2 -3 5 Y1
= (.1‘1 X2 $3) 6 0 1 Y2
0 —-10 0 Y3

Uvidime, ze kazda bilinearni forma na aritmetickém vektorovém prostoru T" je tvaru
flxy) = xT Ay, pro né&jakou ¢tvercovou matici ¥4du n nad T.

Priiklad 11.3. Libovolny skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru V je biline-
arni forma na V (kterd je navic symetrickd a pozitivné definitni). Bilinearni formy tedy
muzZeme chépat jako zobecnéni skalarniho souc¢inu. Axiomy (1) a (2) jsme vyuzili k odvo-
zeni formulky pro standardni skaldrni soucin.

Obecnéji, pro libovolny operator g na realném prostoru V se skaldrnim soucinem (, ) je
f(x,y) = (x,9(y)) bilinearni forma. Takové bilinearni formy jsme potkali pfi sdruzovani
linearnich zobrazeni.

Pozor! Skalarni souc¢in na komplexnim vektorovém prostoru bilinearni forma neni —
vlastnost f(tu,v) = f(u,v) bychom museli nahradit vlastnosti f(tu,v) = tf(u,v). Tako-
vym formam se ¥ika seskvilinedrni a nebudeme se jimi podrobnéji zabyvat.

P¥iklad 11.4. Zobrazeni T? x T? — T definované vztahem f(x,y) = det (x,y) je bili-
nearni forma na T?. Axiomy (1) a (2) byly také zakladni vlastnosti pouzité pii odvozeni
vzorce pro determinant matic 2 x 2.

Pro matice vyssich fadiu je determinant prikladem tzv. multilinedrni formy, tedy zob-
razeni V x V x --- x V — T linearni v kazdé slozce.

My vyuzijeme bilinearni formy hlavné pti studiu kvadratickych forem.

Definice 11.5. Je-li f bilinearni forma na vektorovém prostoru V nad télesem T, pak
zobrazeni fz : V' — T definované predpisem

fa(v) = f(v,v) prokazdév eV
nazyvame kvadratickou formou vytvorenou bilinedrni formou f.

Rovnéz fikame, ze fo je kvadratickd forma prislusna bilinearni formé f.
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Piiklad 11.6. Pro biline4rni formu na R?® z prikladu 11.2 je

fol(w1, 22, 23)") = 207 — 3x122 + 5173 + 62271 + T2ws + 102372

= 23:? + 3x122 + dr1x3 + 1laoxs

Maticove,
fa(x) =x" Ax
kde A je matice fadu 3 ze stejného prikladu.

Piiklad 11.7. Je-li f skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru V (tj. f(x,y) =
(x,¥)), pak fa(x) = ||x]|*.

Kvadratické formy se vyskytuji pfi analyze funkci vice proménnych. Napiiklad nas
zajima, jak vypada dand hladkd funkce h : R? — R v okoli néjakého bodu d € R2?,
feknéme d = (0,0)7. Velmi hrubé aproximace je nahradit funkci jeji funkéni hodnotou
c = h(d)

h(z1,m2) ~ ¢ .
Piesnéjsi je linedrni aproximace, kdy nahradime funkci jeji te¢nou rovinou
h(l’1, xg) ~c+bix1 + bazo .

Nekonstantni ¢ast g(z1,r2) = bix1 + baxz je linedrni forma na RQ, koeficienty b1, b2 se

vypoctou pomoci parcidlnich derivaci. Jesté presnéjsi je aproximace polynomem stupné 2:
h(z1,22) = ¢ + b1z + bowz + a112} + 20122172 + azeah

Kvadraticka ¢ast f(z1,22) = a1124] + 2122102 + azex3 je kvadraticka forma na R? (koefi-
cienty se vypoctou z druhych parcidlnich derivaci). Tato aproximace je dulezitd naptiklad
pti hledani extrému.

Proto nas zajim4, jak vypada graf kvadratické funkce vice proménnych. Obecnéji nas
zajima, jak vypada implicitné zadany kvadraticky utvar, napiiklad mnozina bodi v R?
splnujicich rovnici

10:13% + 131"% + 131’§ +4x1x0 + 4123 + 8123 =9 .

Zakladni myslenka na reseni takovych problému je stejna jako u linearnich operatort: najit
bazi, vzhledem ke které je bilinearni forma piehledna.

11.1. Matice.

Podobné jako v ivodu do determinantii spocitame, ze kazda bilinearni forma je uréena
obrazy dvojic prvku libovolné baze. To nam dava maticovou reprezentaci bilinearnich
forem a tzv. analytické vyjadieni. Necht f je bilinedrni formana V a B = (vi,va,...,Vy)
je baze prostoru V. Vezmeme dva vektory x,y € V a vyjadiime f(x,y) pomoci soufadnic
vektort x,y v bazi B a pomoci hodnot a;; = f(v4,Vv;):

[X]B = (l‘l,l’z,...,xn)T7 [y}B = (ylava”'»yn)T .
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FOGY) = f@vid 4 TaVa, ivi+ -+ YaVa) = f (Z xivi,Zyivi)
i=1 i=1

n n

=Y af (vi,Zijj> = > wiyif(vi,vi)
i=1 Jj=1 i=1 j=1
=Y > wiyjai

i=1 j=1
a1 a2 ... Qin Y1
a1 e e e Y2
= (z1 22 ... Tn)
Anl an?2 .. Ann Yn

To vede k pojmu matice bilinedrni formy vzhledem k bazi.

Definice 11.8. Necht B = (v1,...,V,) je baze vektorového prostoru V nad télesem T a
f je bilinedrni forma na V. Matict bilinedrni formy f vzhledem k B rozumime ¢tvercovou
matici Fadu n nad T, kterd méa na pozici (i, j) prvek f(v;,v;). Tuto matici znacime [f]5.

Tvrzeni 11.9. Je-li B bdaze konecné generovaného prostoru V a x,y € V, pak

Fxy) = Xplfsl]s -

Jsou-li soufadnice vektorti [x]5 = (21,...,22)7, [ylB = W1, ..., yn)" a[flz = (@ij)nxn,
pak

n n
Fy) =Y aymiy; -
i=1 j=1
Tomuto vyjadreni také fikame analyticke vyjadrent bilinearni formy f.
Naopak, kazdou bilinearni formu na kone¢né generovaném prostoru mizeme vztahem
f(x,y) = [x]EAly]s definovat a matice A je timto urcené jednoznacéné:

Tvrzeni 11.10. Necht V je konecéné generovany prostor nad télesem T, B = (v1,...,Vy)
je jeho bdze a A je ctvercovd matice nad T 7ddu n. Pak zobrazeni f : V. xV — T definované
vztahem

fxy) = [XBAlyls  pro kazdé x,y € V
je bilinearni forma na 'V a plati [f]p = A.
Diikaz. Pro libovolné u, v, w plati
fla+v,w) =[u+v]pAw]s = ([u]5 + [v]5)Alw]z = [u]5Alw]s + [VIEA[w]s
= f(u,w) +f(V,W) .

Ostatni axiomy se ovéfi podobné.
Dosazenim x = v; a 'y = v; ziskdme

fvi,vi) = [VilBA[v,] = €] Ae;
coz je prvek na misté (4,j) v matici A4, takze skuteéné [f]p = A. d

Pii pevné zvolené béazi B tedy takto bilinearni formy na V vzajemné jednoznacné
odpovidaji ¢tvercovym maticim nad T fadu n.

Piiklad 11.11. Zobrazeni f : R x R? — R definované piedpisem

F(@r,22), (y1,02)") = 2m101 + dzoys = (21 22) ( ‘21 g ) ( z; )
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je bilinearni forma na R?. Jeho matice vzhledem ke kanonické béazi je

=5 0)-

Vezmeme jinou bazi R?, napiiklad
1 2
= ((4)(3))
Matice f vzhledem k B je podle definice

_ f((]-v*l)T7(l’71)T) f((lvfl)T7(27O)T) _ —2 —4
[“B*( @0 00T H(2.0)7. (2,07 )7( 18 > ’

kde naptiklad prvek na misté (1,2) spocteme

ra-yteon=a-n (3 g )(§)=a-n(g )=

Matice bilinearni formy f vzhledem k B ndm umoziuje rychle spoéitat f((z1,z2)", (y1,y2)")
zname-li vyjadieni vektort vzhledem k bazi B:

[(z1,22)" ] = (&1, 25)", [(y1,92)"]8 = (W1, 92)",

e (75 ()

= =221y} — dafyh + daby; + 8xhys .

F(@r,22)", (y1,92)7)

Matici [f]p spocitame jesté jednim zpusobem, ktery ndm ziroven ukaze, jak se obecné
méni matice bilinedrni formy p#i pfechodu od béaze k bazi. Ozna¢me X matici pfechodu

od B ke kanonické bazi K.
. 1B 1 2
=X

Pro libovolny vektor z € V plati [z]x,
[2]EX7T. Pak

o= (30 ) () =ea (3 3 ) (3 0) (4 8) (Y
~eten (5 ()

7 jednoznacnosti maticového vyjadieni f nyni plyne, ze matice f vzhledem k B je stejna
jako u predchoziho vypoctu.

[z]p a transponovanim ziskdme [z]f;, =

N———

Zobecnénim vypoctu v predchozim prikladu dostavame vztah o zméné matice pri pre-
chodu od baze k bazi.

Tvrzeni 11.12. Necht f je bilinedrni forma na vektorovém prostoru V, B a C jsou bdze
V a X = [id]§ je matice prechodu od C k B. Pak [flc = X" [f]sX.

Diikaz. Pro libovolné vektory x,y € V plati
Fxy) = Xelfslyls = ((d o) s (id5yle) = KX /X y]e -

Z jednoznaénosti matice bilinedrni formy vzhledem k bazi nyni plyne [f]c = X7 [f]zX. O

Ctvercova matice A ¥f4du n ma ted pro nas dva geometrické vyznamy: linearni operator
fa na T™ a bilinearni forma x” Ay na T". Vsimnéte si rozdilu pfi zméné baze. Je-li R
matice prechodu od B ke kanonické bazi, pak matice prislusného linearniho operatoru
vzhledem k B je R™'AR zatimco matice piislusné bilinearni formy vzhledem k B je
RTAR.
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11.2. Symetrické a antisymetrické formy. Kvadratickd forma muze byt vytvorena
ruznymi bilinedrnimi formami, napfiklad bilinedrni formy
f((ml,xz)T, (y17y2)T) = 2z1y1 + 3z1Y2 + 2291, g((Il,ﬂsz)T, (yl,yz)T) = 2x1y1 + 4x211
vytvari stejnou kvadratickou formu

Fol(z1,22)") = g2((z1,22)") = 227 + dw120

V této casti si, v pripadé téles charakteristiky rtizné od dva, jednoznacné rozlozime ka-
zdou bilinedrni formu na soucet symetrické a antisymetrické, a ukazeme, ze vytvorena
kvadratickéd forma je urcena symetrickou ¢asti.

Definice 11.13. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru V se nazyva
e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);
e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = —f(y, x).

Prikladem symetrické formy je skalarni soucin na realném vektorovém prostoru.
Zda je forma symetrickd (antisymetrickd) pozndme snadno z matice vzhledem k libo-
volné bazi.
Tvrzeni 11.14. Necht V je konecéné generovany vektorovy prostor, B je bize V a f je
bilinedrni forma na V. Pak
o [ je symetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p symetrickd matice;
e [ je antisymetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p antisymetrickd matice.

Diikaz. Dokézeme prvni ekvivalenci, druhé se dokéze podobné. Ozna¢me B = (vi,...,vy).

Prvek na misté (¢, j) v matici [f]p je podle definice rovny f(vs,v;). Je-li tedy f symet-
ricky pak prvek na misté (i, j) je stejny jako prvek na misté (j,1), takze [f]s je symetricka
matice.

Je-li naopak [f]p symetrickd matice, pak pro libovolné vektory x,y € V plati

fxy) = Xalfleyle = Xslfle]e = (K15 = BslfeXe = f(v.x)
kde ve tieti rovnosti jsme vyuzili, ze (¢)7 =t pro libovolny skalar t € T d

Bilinedrni formy muzeme pfirozenym zpusobem scitat a nasobit skalarem. Jsou-li f, g
dvé bilinearni formy na V a t € T pak definujeme

(f+9)(xy) = f(x,y) +9(xy), (tNHxy)=tf(xy)

S témito operacemi tvori mnozina vsech bilinearnich forem na V vektorovy prostor. Je-li
B konec¢na baze V, snadno se ovéii vztahy

[f+gls=[fls+1dls, [tfle =t[f]5 .

Zamyslime se nyni, jak rozlozit danou bilinearni formu f na prostoru V nad télesem T
na soucet symetrické formy fs a antisymetrické formy f,. Pro kone¢né generované prostory
je tento ukol ekvivalentni rozkladu ¢tvercové matice na soucet symetrické a antisymetrické.
Pro libovolné dva vektory x,y € V chceme, aby platilo

fxy) = fs(x5) + fa(x,¥)
.f(yvx) = fs(y’x) +fa(yvx) = fs(xvy) - fll(x7y)

Dostali jsme pro fs(x,y) a fo(x,y) soustavu dvou rovnic s FeSenim

166 3) = UG + 1), fulx¥) = 5(063) = F(y.%)) -

Je snadné nahlédnout, ze bilinearni forma fs definovana timto predpisem je symetricka a
fa je antisymetricka. Problém je pouze v ptipadé, kdy soustava ma singuldrni matici, tj.
v pripadé, ze 1 = —1, ekvivalentné, charakteristika télesa T je 2. V opacném piipadé z
postupu vyplyva, ze fs, fo jsou uréeny jednoznacné. Dokazali jsme tak néasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 11.15. Necht 'V je vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky mizné od 2.
Pak kazZdou bilinedrni formu f na 'V lze psdt jako soucet f = fs+ fa, kde fs je symetricka
a fa je antisymetrickd. Tento rozklad je jednoznacny a plati

1.663) = UG +F ), falxy) = 5(7053) = £y, %)) -

Mnozina symetrickych bilinearnich forem na V i mnozina antisymetrickych bilinearnich
forem na V tvofi podprostory prostoru vSech bilinedrnich forem na V (cviceni). Tvrzeni
I1ze formulovat také tak, ze vektorovy prostor vSech bilinearnich forem na V je direktnim
sou¢tem téchto dvou podprostor.

Piiklad 11.16. Bilinearni forma f na R?

SN

2
Fl(@1,22)", (y1,52)") = 2z191 + dw2ys + 22192 = (21 72) ( 4

je souctem

2
fs(($173?2)T7 (y1,92)") = 2z191 + 3x2y1 + 3192 = (71 T2) ( 3

3
0
fa((@r,22)", (y1,92)") = 21y2 — 22y1 = (21 72) ( —01 (1) ) (

To odpovida maticovému vztahu

(55)=(50)+(5 )

Pro télesa charakteristiky dva, napiiklad T = Za, je teorie bilinearnich forem odlisna,
ale timto pripadem se nebudeme zvlast zabyvat. Poznamenejme jen, ze pojmy symetricka
a antisymetrickd v tomto piipadé splyvaji (cviceni).

Bilinearni formy vyuzivame mimo jiné ke studiu pfislusnych kvadratickych forem. Tato
kvadratickéd forma zavisi pouze na symetrické ¢asti bilinearni formy:

Tvrzeni 11.17. Necht f, g jsou bilinedrni formy na vektorovém prostoru 'V nad télesem
charakteristiky ruzné od 2. Pak fo = g2 prdvé tehdy, kdyZ fs = gs. Navic

foGey) = (e 3) = fol) — faly)) -

Diikaz. Je-li g antisymetrickd forma, pak pro libovolny vektor x € V plati g(x,x) =
—g(x,x). Pokud je charakteristika télesa rizna od dva, vyplyva z tohoto vztahu gz2(x) =
g(x,x) = 0. Pro libovolnou bilinedrni formu f pak mame

fQ(X) = f(X,X) = fS(X,X) + f{L(X,X) = fS(X,X) .
Vytvotrena kvadratickd forma tedy zavisi jen na symetrické ¢asti. Odtud plyne implikace
zprava doleva.
Vzorec z tvrzeni ovéfime pfimocarym vypoctem.

SRt y) = 200 — £o(¥) = S (el by x +3) = Fulox) = f(3,9)
= SUG6X) + 166 Y) + 1y + oY) = F(6,) = £y, )

1
= 5(2fS(X7Y)) = fs(x,y)
Implikace zleva doprava je nyni zfejma. O

Vztah v predchozi vété je varianta polarizacni identity z tvrzeni 8.25. Dava explicitni
vzorec na vypocet hodnoty symetrické bilinearni formy pomoci prislusné formy kvadra-
tické. Tuto jednoznacné urcenou symetrickou bilinearni formu také nazyvame symetrickd
forma prislusnd dané kvadratické formé.
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Priklad 11.18. Uvazujme kvadratickou formu
fz((wl,xg)T) =227 + Tx122 + B2

Pro nalezeni symetrické formy fs neni tfeba pouzivat vzorec z predchoziho tvrzeni, staci
si uvédomit z jakych ¢lenu bilinedrni formy pochazi Cleny fo. Je-li

F((@,22)", (y1,92)") = anziys + a1221y2 + a2122y1 + a2222y>

a fo((z1,22)7) = f((z1,22)7, (x1,22)T), pak koeficient u z? v kvadratické formé f musi
pochézet ze ¢lenu ai1x1y1, tedy ai1 = 2. Podobné azs = 5. Koeficient u z122 vznikne
souctem ai2 + a21 a kvili symetrii je a1z = as1 = 7/2. Takze je

fo((r,22)7, (y1,92)") = 22743, 521y2+3,50251 +522y2 = (1 22) ( 325 355 ) ( z; )
11.3. Ortogonalni baze.

V celém zbytku kapitoly se budeme vénovat pouze symetrickym formam nad télesy
charakteristiky rtizné od 2. Budeme se snazit najit bazi vzhledem k niz ma dana bilinearni
forma co nejjednodussi matici, idedlné diagonalni. Narozdil od linedrnich operdtortu to
vzdy lze provést.

Symetrické bilinedrni formy vzajemné jednoznac¢né odpovidaji kvadratickym. Vsechny
pojmy a vysledky pro symetrické bilinearni pojmy budeme proto pouzivat i pro pfislusné
kvadratické formy.

Co pro bilinedrni formu f znamen4, Ze matice vzhledem k bazi B = (vi,va,...,vy) je
diagonalni? Podle definice musi pro dva rtzné vektory v;, v,, i # j platit f(v;,v;) = 0.
To motivuje pojem ortogonality vektort.

Definice 11.19. Necht f je symetricka bilinearni forma na V a x,y € V. Rikame, Ze x
ay jsou f-ortogondini, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x L y.

Baze B = (v1,...Vvy) prostoru V se nazyva f-ortogondini, pokud je [f]p diagondlni,
tj. pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, i # j, jsou vektory v;, v, f-ortogonalni.

(Pokud je f zfejmé z kontextu, fikdme nékdy pouze ortogonalni.)

V pripadé, ze f je skalarni soucin na realném vektorovém prostoru, se pojmy shoduji s
jiz zavedenymi. Na hledani ortogonalni baze v takovém piipadé mizeme pouzit naptiklad
Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces. Pro obecnou symetrickou bilinearni formu lze
zavést obdoby dalsich pojmi z kapitoly o skaldarnim soucinu (jako napiiklad ortogonalni

M4-1i f vzhledem k B diagonalni matici diag(a1,...,an), pak pro pfislusnou kvadra-
tickou formu plati

fz(x):a1x§+~-~+an$i, [X}B:(l‘l,...7fcn)

Z takového vyjadreni lépe vidime, jak dana kvadraticka forma vypada. Na obrazku jsou
znazornény grafy nékolika kvadratickych forem na R2.
OBRAZEK

11.3.1. Hodnost. Je-li f bilinearni forma na konec¢né generovaném prostoru V a B, C jsou
béze prostoru V, pak podle tvrzeni 11.12 plati [f]c = X T [f]s X, kde X je matice pfechodu
od C'k B. Protoze X je regularni, podle dusledku 5.87 o hodnosti sou¢inu s regularni matici
plati 7([f]c) = r([f]B). To ndm umoziuje zavést hodnost bilinearni formy.

Definice 11.20. Hodnosti bilinearni formy f na kone¢né generovaném prostoru V rozu-
mime hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bazi, znac¢ime r(f).

Je-li matice symetrické bilinedrni formy f vzhledem k B diagonalni matice D = [f]g,
pak hodnost r(D) je rovnd poc¢tu nenulovych prvki na diagondle. Pocet nul tedy nezavisi
na volbé f-ortogonalni baze.
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11.3.2. Metoda symetrickych iuprav. Predpokladejme, ze f je bilineadrni forma na vektoro-
vém prostoru V dimenze n nad télesem T, C je baze V a A = [f]c. Vytvofime matici typu
n X 2n tak, ze vedle A napiSeme jednotkovou matici, tj. (A|I,). S touto matici provadime
tzv. symetrické upravy. Jedna symetrickd iprava sestava z elementarni radkové tpravy a
nasledné ,stejné“ upravy na sloupce. Mame tedy tii typy symetrickych tprav:
e prohozeni i-tého a j-tého fadku, nasledné prohozeni i-tého a j-tého sloupce,
e vynasobeni ¢-tého fadku nenulovym prvkem ¢ € T, nasledné vynasobeni i-tého
sloupce prvkem ¢,
e pricteni t-nasobku i-tého fadku k j-tému, kde ¢t € T" a i # j, nasledné pric¢teni
t-nasobku i-tého sloupce k j-tému.
Radkové tipravy provadime s celymi fadky (vektory z TQ"), sloupcové upravy se vzdy
tykaji jen levého bloku matice.

Odvodime maticovy popis symetrické upravy matice (X|Y) typu n X 2n. Oznaéime F
matici piislusné fadkové upravy. Po provedeni fadkové tpravy vznikne matice F(X|Y) =
(EX|EY). Piislu$na sloupcova tiprava odpovidd nasobeni matici ET zprava, takze po
provedeni obou tiprav mame matici (EX ET|EY). Za¢neme-li tedy s matici (A|,,) a pro-
vedeme nékolik symetrickych tprav, dostaneme posloupnost matic

(AL, (ELAET|Ey), (B2 BV AET ES |EsEy), ..., (By ... ELAET . EL|Ey ... Ey) .

Z maticového popisu je vidét, ze sloupcové upravy prislusné radkovym tpravam neni nutné
provadét okamzité. Muzeme je provést kdykoliv, musime ale zachovat poradi. Rovnéz si
vSimnéte, ze po kazdém kroku je levy blok symetrickd matice.

Ozna¢me F = (Ej ... E1)T, tj. posledni matice je (FTAF|FT). Matice F' je reguldrni,
protoze je transponovanym soucinem elementarnich matic. Ozna¢me B bazi V takovou,
ze [id]8 = F, tj. vyjadieni vektort baze B vzhledem k bazi C je ve sloupcich matice F,
neboli v fadcich pravého bloku vysledné matice (FT AF|FT). Podle tvrzeni 11.12 0 zméné
matice bilinearni formy pii zméné béze je matice F7 AF v levé bloku matice (F7 AF|FT)
rovnd matici f vzhledem k B.

Tyto tvahy vedou na metodu diagonalizace bilnearni formy f. Symetrickymi tpravami
prevedeme matici (A|l,,) do tvaru (D|G), kde D je diagonalni. V fadcich matice G pak
mame vyjadieni vektoru jisté baze B v puvodni bazi C' a plati [f]g = D, tj. specidlné B
je f-ortogonalni. Jak pfevod do diagalniho tvaru provadét ukazeme na prikladé.

Piiklad 11.21. Najdeme f-ortogonalni bazi pro bilinedrni formu f na Z3.

0 1 2
P =A=[1 0 1
2 1 0
Upravujeme matici (A|I,) symetrickymi apravami do tvaru (D|G), kde D je diagondlni.
0O 1 2|1 0 O 1 1 3(1 1 O 2 1 3|1 1 0
1 0 1/0 1 O ~ 1 0 1,0 1 O ~ 1 0 1,0 1 O
2 1 0(0 0 1 2 1 0(0 0 1 3 1 0|0 0 1
2 1 2|1 1 0 2 0 01 1 O
~ 0 2 212 3 0 ~ 0 2 212 3 0
0 2 3|1 1 1 0 2 3|1 1 1
2 0 01 1 O 2 0 01 1 O
~ 0 2 2|2 3 0 ~ 0 2 02 3 0
0 0 14 3 1 0 0 14 3 1

Komentar k tpravam: V prvnim kroku potiebujeme na pivotni pozici (1, 1) nenulovy pr-
vek, docilime toho pfi¢tenim druhého Fadku k prvnimu (a naslednou symetrickou tpravou
— pti¢teni druhého sloupce k prvnimu). V§imnéte si, Zze prohozenim fadkd v tomto p¥i-
padé ni¢eho nedocilime. Kdybychom napfiklad prohodili prvni a druhy fadek, a nasledné
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symetricky prvni a druhy sloupec, na pozici (1,1) by byla stale nula. Po této tipravé jsme
pricetli 2-nasobek prvniho fadku ke druhému a prvni fadek ke tfetimu, a symetricky se
sloupci (tim se pouze vynuluji pozice (1,2) a (1,3)). Nakonec jsme pficetli 4-ndsobek
druhého fadku ke tretimu, a symetricky se sloupci.

7 diskuze nad p¥ikladem vyplyva, ze B = ((1,1,0)7,(2,3,0)7, (4,3,1)7) je f-ortogonalni
baze a [f]s = diag(2,2,1).

Véta 11.22. Kazdd symetrickd bilinedrni forma f na koneéné generovaném wvektorovém
prostoru nad télesem charakteristiky riuzné od 2 md f-ortogondlni bazi.

Diikaz. Podle diskuze nad piikladem se zbyva presvédcit, ze kazdou ¢tvercovou matici A
fadu n nad télesem T lze symetrickymi tipravami prevést na diagonalni tvar. Budeme
postupné elimovat Ffadky a sloupce — po provedeni i kroki bude mit matice blokové dia-

gonalni tvar
(D 0
v=(0 %)

kde D je diagonalni matice fadu ¢. Predpokladejme, Ze jsme jiz provedli ¢ — 1 kroku a
provededeme i-ty.

Jsou-li vechny prvky v i-tém sloupci nulové (a tim i prvky v i-tém rddku), nemusime
nic délat.

Je-li pivot, tj. prvek na misté (i,4) v matici A’ nulovy a néjaky prvek na misté (j,1)
nenulovy, feknéme b € T, pficteme j-ty fadek k i-tému a nasledné j-ty sloupec k i-tému.
Tim pfevedeme matici do tvaru, kdy prvek na misté (i,7) je roven 2b. Tento prvek neni
nulovy diky tomu, Ze charakteristika télesa neni 2.

Konecné, je-li prvek na misté (4,7) nenulovy, pficteme vhodné nésobky i-tého radku
k ostatnim Fadktm, aby prvky na mistech (j,4), j # 4, byly nulové. P¥islusné sloupcové
upravy pak pouze vynuluji prvky na mistech (i, 5), j # i. d

11.3.3. Bez nulovych pivoti. Jak je vidét z diikazu predchozi véty, pti prevodu symetrické
matice A symetrickymi tUpravami na diagonalni tvar si v fadé piipadt vysta¢ime jen s
jednim typem symetrickych tprav, a to

(*) pricteni ¢t-ndsobku i-tého fadku k j-tému, kde ¢ € T a j > i (!) (a naslednd
symetrickd sloupcova tprava).

Nastane to v pripadé, ze v kazdém kroku mame nenulovy pivot nebo je cely sloupec
(a fadek) nulovy. V takovém pfipadé vlastné provadime Gaussovu eliminaci bez prohazo-
vani fadka s tim, Ze po vyeliminovani sloupce vynulujeme také nediagonalni hodnoty v
prislusném radku.

Po provedeni tiprav dostaneme diagonalni matici

D=E...ELAE] ... EF

sloZenou z pivott. Matice F; fadkové tpravy typu (*) je dolni trojihelnikova s jednickami
na diagonale, sou¢inem takovych matic je opét dolni trojuhelnikova matice s jednickami na
diagonale a rovnéz invertovani tuto vlastnost zachovava. To nam déva nasledujici rozklad.

Tvrzeni 11.23. Je-li A symetrickd matice takova, Ze pii Gaussové eliminaci nemusime
prohazovat Tadky, pak existuje dolni trojuhelnikovd matice L s jednickami na diagondle a
diagondlni matice D (sloZend z pivoti) tak, Ze

A=LDLT .

Diikaz. Staéi polozit L = (Ej ... E1) ' Podle diskuze vjse je L dolni trojuhelnikova s
jednickami na diagonale a plati D = L™*A(L™)T, neboli LDLT = A. O
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Piiklad 11.24. Najdeme rozklad A = LDL” pro realnou symetrickou matici

1 1 2
A= 1 2 1
2 1 3
Symetrickymi upravami typu (*) pfevedeme matici (A|I3) na tvar (D|G).
1 1 21 0 O 1 1 2 1 0 0
A= 1 2 170 1 0 ~ 0 1 —-1|-1 1 0
21 3]0 0 1 0 -1 -1]-2 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 O
~ 0o 1 —-1|-1 1 0 ~ 01 -1|-1 1 0
0 -1 —-1]-2 0 1 0 0 -2]-3 1 1
1 0 O 1 0 0
~ 01 0 ]-1 10
0 0 -2]-3 11
Nyni plati D = GAGT. Polozime-li
1 0 O
L=Gc*t=[1 1 o0 ,
2 -1 1

plati A= LDLT.

Kvadratickou formu lze také diagonalizovat tzv. Langrangovou metodou dopliiovani na
¢tverce. Tato metoda tizce souvisi s metodou symetrickych tprav. Ukazeme si princip na
piikladu kvadratické formy na R3, jejiz p¥islusna symetrickd bilinedrni forma ma matici
A = (aij), tj.

f2(x) = fo(z1, T2, 23) = a1 @} + a20xs + azaxh + 20127102 4 20137172 + 223273 .
Pokud a11 # 0, smiSenych ¢lent x12, £13 se muzeme zbavit doplnénim na ¢tverec

2
a12 a13

fa(x) = an (ﬂvl + —x2 + 7x3>
aii a1

2 2
a a a12a
+ (6122 - ﬁ) x5+ (ass - ﬁ) x5+ (21123 — QE) T2T3 .
ail aii aii
Zvolime-li novou bézi B tak, aby [x]g = (2}, 25, 75), kde

o a2 a13 o r_
Ty =21+ —x2+ —I3, Ty = X2, T3 = T3 ,
aii aii

pak analytické vyjadieni f2 vzhledem k B je

2 2
o0 = an )+ (a2 — 92 ) () + (a0 — 22 ) 5+ (200 = 222228 ) ) )

a ail
a matice prislusné symetrické bilinearni formy vzhledem k B je

aii 0 0
arf’z a12@13
0 a2z — —2 Qg3 — —2-3
ail aél
0 Qon — 212913 Aan — 43
23 a11 33 @11

To je tataz matice jako po provedeni jednoho kroku metodou dikazu véty 11.22. Vyeli-
movani sloupce (a fddku) metodou symetrickych uprav muzeme tedy chapat jako mati-
covy zapis doplnéni na ¢tverce. Symetrické upravy jsou flexibilngjsi v tom, ze mame vice
moznosti tprav a snadnou kontrolu zmén bazi.

11.4. Ortogonalni baze nad R.
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11.4.1. Setrvacnost, signatura. Ortogonalni baze ani matice vzhledem k této bazi neni
ur¢end jednoznac¢né. Uvazme bilinedrni formu f na prostoru V nad télesem T a f-
ortogonalni bézi B = (v1,...,vy) prostoru V. Matice [f]p je diagonélni, feknéme [f]p =
diag(a,...,an). Vynasobime i-ty vektor baze B prvkem t; € T. Vznikld baze C =
(t1v1,...,tavn) je stéle f-ortogondlni (protoze f(tivi,t;v;) = tit;f(vi,v;) = 0 pro
i # j) a na diagonale matice [f]c jsou prvky f(tivi,tivi) = t2f(vi,vi) = tZai, tj.
[fle = diag(aiti, ..., ant2).

V piipadé, ze T = C z provedené uvahy vyplyva, ze pro kazdou bilinedrni formu na
V miizeme najit bazi takovou, ze [f]c = diag(1,1,...,1,0,0,...,0), protoze zfejmé pro
kazdé nenulové a; € C muzeme najit t; € C tak, ze ait? =1.

-1
Pro T = R muzeme volbou t; = (\/ |ai|) docilit toho, Ze [f]c méa na diagondle pouze

éisla 1, —1,0, tj. pfi vhodném usporadéni bazovych vektori je [f]c = diag(1,1,...,1,—-1,-1,...,—1,0,0,...

Pocet jednicek je roven poc¢tu kladnych prvka na diagonale [f]s, apod.

Vime, ze pocet nenulovych prvka nezavisi na volbé baze, je roven hodnosti bilinearni
formy f. Na prvni pohled ale neni jasné, ze pocet jednicek a minus jednicek také na volbé
béaze nezavisi. Véta 11.25, tzv. zdkon setrvacnosti kvadratickych forem tika, Ze tomu tak
skutecné je.

Véta 11.25 (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht f je symetrickd bilinedrni
forma na redlném vektorovém prostoru V dimenze n a C,C" bdze V takové, Ze

[flc = diag(1,1,...,1,-1,-1,...,~1,0,0,...,0)
——— ——— —— ——

kX Ix mXx
[f}c’ :diag(l717"'717717717"'77170707"'70)
Ak,_/_l,_/h,_/

X !X m’ x

Pak k=K 1=1,m=m'

Diikaz. Jiz vime, ze m =m' =n —r(f).

Piedpokladejme pro spor, Ze k > k. Oznac¢me C' = (u1,..., Uk, V1, ..., VI, Wi,..., W),
U= <u15"'auk>7C, = (u'l,...,ufc,vll,...,vf,w'l,...,win)aW: <V/17-~-7V27W/1a-~-7W;n>~
Plati dimU = k, dimW =1 +m' = n — k¥’ a dim(U + W) < n. Podle véty o dimenzi
souc¢tu a pruniku je

dim(UNW) =dimU +dimW —dim(U + W) > k+n—k' —n>0 ,
takze prunik U N W obsahuje nenulovy vektor x € U N W. Protoze x € U, ve vyjadreni
x|l = (a1,...,ak,b1,...,b;,¢1,...,¢m) Mmadme by = --- = by =c1 = -+ = ¢y = 0. Plati
tedy
F2(z) = [X|E[flelx)le = 1aT + ... 1ag + (=1)bT + - + (=1)b] +0¢; + - - - + 0c,
=al+- +a;>0.
(Nerovonost je ostra, protoze x # 0, takze alespoii jedno a; je nenulové.)

Podobné, z x € W plyne, Ze ve vyjadfeni [x]e = (al,...,a}, b1, ..., by, ch, ..., ch) je
ay =---=aj, =0 a proto

o) = 1(a1)” + .. Lap)® + (1)) + -+ (=1)(0)* +0(ch)* + -+ + 0(crr)

=) +...~ (b)* <0,

spor.
Obdobné se ukaze, ze nemtze platit k < k’. Dokazali jsme, ze m = m’ a k = k/, tedy
také [ =1’ d

Definice 11.26. Necht f je symetrickd bilinedrni forma na reidlném koneéné generova-
ném vektorovém prostoru V. Cislo k (resp. l) z piedchozi véty nazyvime pozitivni (resp.

,0).
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negativni) index setrvacnosti formy f, znac¢ime ny(f) (resp. n—(f)). Signaturou formy f
rozumime trojici (no(f), n+(f),n—(f)).

Piiklad 11.27. Uréime signaturu bilinedrni formy f na R®, jejiz matice vzhledem ke
kanonické bazi je

2 1 1
A=[flk=| 1 0 1
1 1 0
Symetrickymi Gpravami prevedeme matici do diagonalniho tvaru.
2 1 1 2 1 1 2 0 0 2 0 0 2 0
pooa o ar p o b )~ a3 )~ 0
110 o i -1 o 1+ -1 0 0 O 0 0

Vznikla matice je matici stejné bilinearni formy f vzhledem k né&jaké bazi (kterd nas ted
nezajimala). Signatura f je proto (1,1, 1).

Priklad 11.28. Urc¢ime signaturu kvadratické formy
fo(r, 22) = dz122 + x5

na prostoru R2.
Prislusna symetricka bilinearni forma ma vzhledem ke kanonické bazi matici

0 2
=(2 1)
Symetrickymi apravami ziskdme

(5 1)=(82)~(a i)~ 2)-(o &)

(V upravéch jsme tentokrat nepostupovali podle ditkazu véty 11.22 — v prvni Gipravé jsme
pro pohodli prohodili prvni a druhy fddek a nasledné prvni a druhy sloupec.) Signatura
kvadratické formy f2 je (0,1,1).

11.4.2. Pozitivni definitnost. M4-1i bilinedrni forma nenulovy pouze index ni(f) = n,
mluvime o pozitivné definitni formé. Obdobné se zavadi pozitivné semidefinitni a negativné
(semi)definitni bilinedrni formy, o téch v8ak mluvit nebudeme.

Definice 11.29. Symetrickéd bilinedrni forma f na readlném vektorovém prostoru V je
pozitivné definitni, pokud fa2(x) > 0 pro libovolny vektor o # x € V.

Tvrzeni 11.30. Symetrickd bilinedrni forma f na redlném vektorovém prostoru V di-
menze n je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz ny(f) = n.

Dikaz. Je-li B ortogondlni baze a [f]p = diag(au, ..., an), pak pro libovolny vektor x € V
je f2(x) = f(x,x) rovno

fo(x) = a1zt 4+ -+ anzZ, kde [x]p = (21,...,20) .

Z toho se snadno vidi obé implikace. Je-li f2(x) > 0 pro libovolné o # x € V, pak
volbou [x]p = e; ziskdme a; > 0 pro kazdé i € {1,...,n}, ¢li n4(f) = n. Naopak, pokud
ny(f) = n, neboli a1, ...,a, > 0, pak je zfejmé fo(x) > 0 pro libovolny nenulovy vektor
X. g

Pro realny vektorovy prostor V je pozitivné definitni symetrickd bilinearni forma totéz
jako skaldrni souc¢in. Vlastnosti (SL1), (SL2) a (SL3) z definice 8.12 skaldrniho souéinu
fikaji, ze skalarni soucdin je symetrickd bilinearni forma, a vlastnost (SP) je pozitivni
definitnost. Nazvy se pouzivaji podle toho, jak se na bilinearni formu divame.

Pozitivni definitnost je definovand v souladu se stejnym pojmem pro operatory ve
smyslu, Ze operator g na prostoru V se skalarnim soucinem je pozitivné definitni pravé

o
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tehdy, kdyz je pozitivné definitni bilinedrni forma f(x,y) = (x,g(y)). Podobné, matice
A fadu n je pozitivné definitni ve smyslu definice 10.25* pravé tehdy, kdyz je pozitivné
definitni bilinearni forma f(x,y) = x” Ay na aritmetickém prostoru R". Navic plati:

Pozorovani 11.31. Symetricka bilinedrni forma f na redlném konecné generovaném pro-
storu 'V je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je pozitivné definitni jeji matice vzhledem
k libovolné bazi B.

Diikaz. Vatah fo(x) > 0 plati pravé tehdy, kdyz [x]5[f]s[x]z > 0. Z toho vyplyva, ze
f2(x) > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € V plati pravé tehdy, kdyz y”[f]zy > O plati
pro kazdy nenulovy vektor y € REmV, a

Z ¢asti o unitarni diagonalizovatelnosti vime, ze pozitivné definitni matice jsou praveé ty
symetrické matice, jejichz vlastni ¢isla jsou kladna. Charakterizaci nyni muzeme doplnit
o dalsi kriteria. Hlavnim minorem matice A fadu n rozumime matici tvoFenou prvnimi 4
fadky a 4 sloupci matice A pro néjaké i € {1,...,n}.

Véta 11.32. Necht A je redlnd symetrickd matice vddu n. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.

(1) A je pozitivné definitni.

(2) (Sylvestrovo kritérium) Vsechny hlavni minory matice A magi kladny determi-
nant.

(3) Gaussova eliminace pouZitd na matici A miZe probéhnout bez prohazovdni fdadki
a vSechny pivoty vyjdou kladné.

(4) A= LDLT pro néjakou dolni trojihelnikovou matici L s jednickami na diagondle
a néjakou diagondlni matici D s kladnymi ¢isly na diagondle.

(5) (Choleského rozklad) A = RRT pro néjakou reguldrni dolnd trojihelnikovou matici
R.

Dikaz. (1) = (2). Nejprve dokazeme, ze kazdy minor A; matice A tvofeny prvnimi ¢ fadky
a i sloupci je pozitivné definitni. Vezmeme libovolny nenulovy vektor y € R* a doplnime
jej nulami na vektor x € R". Protoze A je pozitivné definitni, plati xAx > 0. Pak ale

yiAiy=xT4x>0 .

Matice A; je podle duskedku 10.23 ortogonalné diagonalizovatelné, ma proto ¢ vlastnich
¢isel A1,..., A\; vCetné nasobnosti a podle tvrzeni 10.27 jsou vSechna vlastni ¢isla kladna.
Charakteristicky polynom pa,(t) = (A1 —t)...(A\; —t) ma podle tvrzeni 9.24 absolutni
¢len rovny det (A;). Roznasobenim vyrazu pro pa,(t) ale také vidime, ze absolutni ¢len je
rovny A1Az...A; > 0, takze det (A;) > 0.

(2) = (3). Indukei podle i dokdzeme, ze pred eliminaci i-tého sloupce jsou vSechny
pivoty (prvky na mistech (1,1), ..., (¢,7)) kladné (specidlng, Gaussova eliminace bude
pouZzivat pouze Upravy typu pfi¢teni nasobku fadku k jinému fadku). Pro ¢ = 1 neni co
dokazovat, predpokladejme, ze tvrzeni plati pro i — 1. Pred eliminaci i-tého sloupce ma

matice tvar
X Y
s=(5 )

kde X je horni trojuhelnikova matice fadu 7 — 1 s kladnymi prvky na diagonale. VSechny
dosud pouzité tpravy byly typu pri¢teni nasobku radku k jinému. Takové ipravy neméni
determinant zddného minoru, pro i-ty minor B; matice B tedy plati

det (B»L) =T11..-Ti—1,i—1211 = det (AZ) >0 .

Z toho vyplyva, ze z11 > 0, takze pivot pied eliminaci i-tého sloupce bude skutec¢né kladny.
Implikace (3) = (4) je disledkem v tvrzeni 11.23.
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(4) = (5). Je-li A = LDL", kde D = diag(ds,...,d,), di,...,d, > 0, pak polozime
R = LVD, kde VD = diag(\/d1, ..., V/d,,). Matice R je regularni a dolni trojuhelnikova,

protoze je soucinem dvou regularnich dolnich trojihelnikovych matic, a plati
RR" = (LVD)(LVD)" = LVDVD' L” = L(WVDVD)L" = LDL" = A .

(5) = (1). Pro libovolny nenulovy vektor x € R"™ plati RTx # o, protoze R’ je
regularni. Potom

2
x"Ax=x"RR"x = (R"x)"R"x = HRTXH >0 .
d

11.4.3. Ortonormdlni diagonalizace. Pro geometrické aplikace se hodi najit f-ortogonalni
bazi symetrické bilinearni formy, ktera je navic ortonormalni vzhledem k néjakému skalar-
nimu souéinu. Takovou bazi mizeme vzdy najit (ale nemtizeme vyzadovat, aby koeficienty
u kvadratickych ¢lentt byly z mnoziny {—1,0,1}).

Tvrzeni 11.33. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim soucinem
(,) a f je symetrickd bilinedrni forma na V. Pak existuje bdze B prostoru V, kterd je
f-ortogondlni a zdaroveri ortonormdlni vzhledem k ().

Diikaz. Pro skalarni soucin (,) existuje podle véty 8.51 ortonormélni baze C' prostoru V.
Ozna¢me A = [f]c. V kapitole o unitarni diagonalizaci jsme se dozvédéli, ze existuje orto-
normélni baze (ui,...,u,) prostoru R" (ortonormalita je zde vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu!) slozené z vlastnich vektord matice A. Maticové napsano, oznac¢ime-1i
U = (w]...|un), je U ortogonalni matice a U 'AU = UTAU = D je diagonalni. Vez-
meme B = (vi,...,vy), aby [vi]c = w, tj. bdze B je zvolend tak, ze U je matice pfechodu
od B k C. Podle tvrzeni 11.12 o zméné béze je matice f vzhledem k B rovnd UT AU = D,
takze B je f-ortogonalni baze. Protoze vyjadieni vektoru vi,...,v, v bazi C tvofi orto-
normalni bazi vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu a C' je ortonormélni baze
vzhledem k (), dostavame, ze v1, ..., Vv, tvori ortonormdlni bazi vzhledem ke skaldrnimu
soucinu (,) (viz tvrzeni 8.40). O

Z tvrzeni vyplyva, ze jsou-li f,g dvé symetrické bilinearni formy na realném konec¢né
generovaném prostoru V, z nichz alespon jedna je pozitivné definitni, pak existuje

baze B, ktera je zaroven f-ortogonalni a g-ortogonalni. To obecné neplati, vynechame-li
zvyraznény pozadavek, ze alespon jedna z forem je pozitivné definitni, viz cviceni.

11.5. Priklady. Podivame se na aplikace nabytych poznatki na uréeni tvaru ,kvadra-
tického utvaru“.

P¥iklad 11.34. Podivame se na mnozinu bodt (z1, 2, 23)" € R?® splitujicich 23 = —27 +
z1z2 — 323. Je to graf kvadratické formy fo((x1,22)7) = —27 + z122 — 323, Piislusna
symetricka bilinearni forma f na R* je

F@,2)", (y1,y2)") = =21y + 1/23192 + 1/23091 — 325

a jeji matice vzhledem ke kanonické bazi je

Ne=a=(n Y )~ (% 5fum ) -

Signatura je tedy (0,0,2). Analytické vyjadreni f> vzhledem k jisté bazi B je proto
fo((z1,22)") = (1) = (25)*, kde [(z1,22)"]5 = (a1, 25)".

Grafem z3 = —27 — =3 je rotaéni paraboloid otevieny smérem doli (viz obrazek). Tak

vypada graf vzhledem k bazi B. To ndm déva predstavu, jak vypada puvodni utvar — jde

0 ,linearné zdeformovany“ rotacni paraboloid. Ve skutec¢nosti je to elipticky paraboloid

(ale neni to zfejmsé).
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Abychom presnéji uréili tvar utvaru, museli bychom najit B-ortogonalni bazi, ktera je
zaroven ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

Piiklad 11.35. Uvazujme mnozinu bodt (1, 2, z3)7 € R® splitujicich
1027 + 1325 + 1323 + 4wy 20 + 421203 + 8x2w3 = 9 .
Levé strana je kvadratickd forma f» na R3. Piislusné symetricka bilinearni forma f ma
matici
10 2 2
flxs=A=[ 2 13 4
2 4 13

Signatura f je (0,3,0). Vzhledem k jisté bazi B ma tedy utvar rovnici (z7)? + (25)? +
(z5)? = 9, takze jde o ,linearné zdeformovanou® sféru.

OBRAZEK



416 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Ve skutec¢nosti jde o elipsoid, ale opét to neni zfejmé. Abychom uréili itvar presnéji,
najdeme ortonormalni bazi (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu), ktera je za-
rovenn f-ortogonalni. Jako ortonormalni bazi C' v tvrzeni 11.33 zvolime kanonickou, tj.

0 2 2
flxs=A=| 2 13 4
2 4 13

Najdeme ortonorméalni bazi slozenou z vlastnich vektorti. Vlastni ¢isla vyjdou A1 = A2 =9
(dvojnasobné) a A3 = 18. V piislusnych podprostorech vybereme ortonormdlni bazi, v My
je to napt. (vi,va) a v Mg (vs3).

1 2 1 2 1 L
(V17V27V3): g -2 75 1 75 2
1 -2 2

Matice f vzhledem k (ortonormélni) bazi B = (v1,va,v3) je [f]p = diag(9,9, 18), takze
vzhledem k B je rovnice naseho utvaru

9(x1)% + 9(5)* + 18(z5)* = 9
a po drobné upravé
(1) | (@)’ ()’
1 1 1 )2
()

Vidime, zZe jde o elipsoid s poloosami v, va, %v& viz obrazek.

=1.

OBRAZEK - skutecny (tj. otoceny) elipsoid
Piiklad 11.36. Budeme analyzovat nasledujici Gtvar v R%:
U ={(z1,22)" € R*: 3z} + 2x120 + 325 — 1021 — 14x0 + 7 = 0}

Vyraz z definice je sou¢tem kvadratické formy fa((z1, a:g)T) = 327 + 2z 22 + 323, linearni
formy h((xl,xz)T) = —10x1 — 14x2 a konstanty 7.
Najdeme nejprve ortonormalni f-ortogonalni bazi R?, kde f je symetrickd bilinedrni

prislusna fs:
3 1

Vlastni ¢isla matice [f]x, jsou 2 a 4 a piislusné znormované vlastni vektory jsou g (1,-1)
a g(l, 1). Hledané béze B a je tedy

s = (2()2(1))

Vyjadiime atvar U v bazi B. Matice f vzhledem k béazi B je diag(2,4), matice linedrni
formy h vzhledem k B je

(W%, = (AR [d]%, = (—10,—14)? ( _11 1 > =v2(2,-12) ,

takze U mé vzhledem k B vyjadfeni

[Ulp = {(z1,25)" € R® : 2(x})? + 4(xh)® + 2V2z) — 12v225 + 7 =10} .
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Doplnénim na ¢tverce a drobnymi tpravami ziskame

{(x;,:c;)T ER*:2 <x'1+\/§>2+4<1"2 - mf = 12}

Ul 5

o v2\ 2 r3v3\ 2
I INT 2 T+ 5 Ty — =5
T1,T ceR: | ———| +| —F——— ]| =1
(o) ( NG ) ( V3
Z toho vidime, ze vzhledem k B je Gtvar elipsa se stfedem (—5, T)T a velikostmi poloos

V6 a V3.

5
"
_\4
=1
\/3: 3
|
l V6
o0 — |-

)
/

Prepoéteme stied do ptivodnich soufadnic: —gvl + %Vg = (1,2)7. Vidime, ze U je
elipsa se stiedem v bodé (1,2)”, hlavni poloosou ve sméru (v1) a velikosti v/6 a vedlejsi
poloosou ve sméru (v2) a velikosti v/3.

T2
A
4
3 4
2 8
/B
1 N
2 N
< » L1
-1 1 2 3
| | 1] | |
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Shrnuti jedenacté kapitoly

(1)

®3)

(®)

(6)

(7)

(8)

(10)

(11)

(12)

Je-li 'V linearni prostor nad télesem T, pak bilinedrni forma na prostoru V je
zobrazeni f : V x V — T, které je linedrni v obou slozkach, tj. pro libovolné u,
v, w € V a kazdy skalar ¢ € T' plati

(1) f(u+v,w) = f(ll,W) + f(v,w), f(W,u+V) = f(w,u) +f(W,V) a

(2) f(tv,w) =t f(v,w), f(v,tw) =tf(v,w).
Skalarni soucin na realném linedrnim prostoru je bilinearni forma, skalarni soucin
na komplexnim linearnim prostoru neni bilinearni forma.
Je-li f bilinearni forma na linearnim prostoru V nad télesem T, pak zobrazeni
f2: V. — T definované piedpisem

f2(v) = f(v,v) prokazdéveV

nazyvame kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Rovnéz fikame, ze fo je kvadraticka forma prislusné bilinearni formé f.
Je-li B = (v1,...,vy) baze linedrniho prostoru V nad télesem T a f bilinedrni
forma na V, pak matici bilinedrni formy f vzhledem k B rozumime ¢tvercovou
matici fadu n nad T, kterd mé na pozici (i, j) prvek f(v;, v;). Tuto matici znac¢ime

[f]B.

Je-li B baze konec¢né generovaného linearniho prostoru V a x,y € V, pak

fxy) = X5lflsly]s -

Jsou-li soutadnice vektort [x]g = (x1,...,2.)7, [¥]z = (y1,...,yn)T a [f]lB =
(aij)nxm pak

n n
Fo6y) =D aymiy;
i=1 j=1
Tomuto vyjadreni také ¥ikame analytické vyjadrent bilinedarni formy f.
Je-li V kone¢né generovany linedrni prostor nad télesem T, B = (vi,...,Vy)
jeho baze a A ¢tvercovd matice fadu n nad T, pak zobrazeni f : V xV — T
definované vztahem

f(x,y) = [x|BAly]lz  pro kazdé x,y € V

je bilinedrni forma na V a plati [f]s = A.

Je-li f bilinearni forma na linearnim prostoru V, jsou-li B a C baze V a X = [id]§
matice prechodu od C k B, pak [flc = XT[f]sX.

Bilinearni forma f na linearnim prostoru V se nazyva

e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);

e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = — f(y,x).
Je-li V konecné generovany linearni prostor, B baze V a f bilinearni forma na
V, pak

e [ je symetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]s symetrickd matice;

e [ je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]|s antisymetrickd matice.

Je-li 'V linearni prostor nad télesem T charakteristiky rizné od 2, pak kazdou
bilinearni formu f na V lze psat jako soucet f = fs + fa, kde fs je symetricka a
fa je antisymetrickd. Tento rozklad je jednozna¢ny a plati

fo06¥) = SUGoY) + 10, falxy) = 5(f66Y) = F3:%)) -

Jsou-li f,g bilinearni formy na linearnim prostoru V nad télesem charakteristiky
ruzné od 2, pak fa = g2 pravé tehdy, kdyz fs = gs. Navic

foe¥) = 3 (et 3) — B) ~ fa(y)) -
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(13) Je-li f symetrickd bilinedrni forma na V a x,y € V, pak fikdme, ze x a y jsou
f-ortogondlni, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x L y.

Baze B = (vi,...v,) prostoru V se nazyva f-ortogondlni, pokud je [f]r
diagondlni, tj. pro libovolné 7,5 € {1,2,...,n}, i # j, jsou vektory v;,v; f-
ortogonalni.

(14) Hodnost? bilinedrni formy f na koneéné generovaném linedrnim prostoru V ro-
zumime hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bézi, znac¢ime r(f).

(15) Kazd4d symetrickd bilinedrni forma f na koneéné generovaném vektorovém pro-
storu nad télesem charakteristiky rtzné od 2 ma f-ortogonélni bazi.

(16) Je-li A symetricka matice takova, ze pii Gaussové eliminaci nemusime prohazovat
radky, pak existuje dolni trojihelnikova matice L s jednickami na diagonale a
diagondlni matice D (slozena z pivoti) tak, ze

A=LDL" .

(17) Je-li f symetricka bilinedrni forma na redlném linearnim prostoru V dimenze n
a C,C’ baze V takové, Ze

[f]c = diag(1,1,...,1,—1,—1,...,—1,0,0,...,0)
—_— N — —

kX Ix mX
[f]er = diag(1,1,...,1,-1,—1,...,-1,0,0,...,0),
—_—  —— —— —

k' x ' m/ X

pak k=K, l=10'm=m'

(18) Je-li f symetrickd bilinedrni forma na redlném konec¢né generovaném linedrnim
prostoru V, pak ¢islo k (resp. [) z predchozi véty nazyvame pozitivni (resp. nega-
tivni) index setrvacnosti formy f, znac¢ime ny (f) (resp. n—(f)). Signaturou formy
f rozumime trojici (no(f), n4(f), n—(f)).

(19) Symetrickd bilinearni forma f na redlném linedrnim prostoru V se nazyva pozi-
tivné definitni, pokud f2(x) > 0 pro libovolny nenulovy prvek x € V.

(20) Symetrickd bilinearni forma f na redlném linedrnim prostoru V dimenze n je
pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz n4(f) = n.

(21) Symetricka bilinedrni forma f na redlném koneéné generovaném prostoru V je
pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je pozitivné definitni jeji matice vzhledem
k libovolné bazi B.

(22) Pro realnou symetrickou matici A fadu n jsou nésledujici podminky ekvivalentni

(a) A je pozitivné definitni,

(b) (Sylvestrovo kritérium) v Sechny hlavni minory matice A maji kladny de-
terminant,

(c) Gaussova eliminace pouzitd na matici A mtize probéhnout bez prohazovani
radkt a vSechny pivoty vyjdou kladné,

(d) A = LDLT pro né&jakou dolni trojuhelnikovou matici L s jednickami na
diagonale a néjakou diagonalni matici D s kladnymi ¢isly na diagonale,

(e) (Choleského rozklad) A = RR” pro né&jakou regularni dolni trojihelnikovou
matici R.

(23) Je-li V realny vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim souéinem (,) a f sy-
metrickd bilinearni forma na V, pak existuje baze B prostoru V, kterd je f-
ortogondlni a zaroven ortonormalni vzhledem k ().

Kli¢ové znalosti z jedenacté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim
(1) Definice bilinearni formy a jeji matice vzhledem k bazi.
(2) Definice kvadratické formy vytvorené bilinearni formou.
(3) Jak se zméni matice bilinearni formy zméni-li se baze.
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(4)
()

(6)
(7)
(8)
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Rozklad bilinedrni formy na soucet symetrické a antisymetrické formy.

Véta o setrvacnosti symetrickych bilinearnich forem, signatura symetrické biline-
arni formy.

Pozitivné definitni bilinearni formy.

Riuizné ekvivalentni definice pozitivné definitnich matic.

Véta o ortonormalni diagonalizaci symetrickych bilinearnich forem na linedrnim
prostoru se skalarnim soucinem.
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12. AFINNI PROSTORY

Cil. AZ dosud byl pro nds zdkladni pojem linedrniho prostoru. V pii-
padé aritmetického vektorového prostoru R® jsme néjaky aritmeticky
vektor x = (x1,x2,23)7 geometricky interpretovali podle potieby bud
jako bod o soutadnicich (x1,xz2,x3) ve tridimenziondlnim prostoru s
néjakym systémem souradnic nebo jako (geometricky) vektor se sou-
fadnicemi (z1,x2,x3). V této kapitole se budeme zabyvat vice geometrii
roviny a prostoru.

V této kapitole se zacneme blize zaobirat geometrii. Zkoumanymi objekty jsou mnoziny
bodi, napriklad mnozina bodd v prostoru, a mnoziny vektori. Vektory si pfedstavujeme
jako ,sipky“ urcené dvéma body, pficemz dva vektory povazujeme za stejné, pokud se
lisi jenom umisténim. S vektory muzeme provadét znamé operace sc¢itani a nasobenim
skalarem. Dalsi pfirozenou geometrickou operaci je pricteni bodu a vektoru. To provedeme
umisténim pocatku vektoru do daného bodu, vysledkem je koncovy bod.

OBRAZEK (pricteni bodu a vektoru)

Tento pohled je prirozenégjsi lidskému vniméani. Prostor se sklada z bodi a bod je tedy
zékladnim objektem, vektor je pojem odvozeny. Doposud jsme tento nedostatek fesili
tak, Ze jsme si v prostoru zvolili podatek a vektory umistovali do po¢atku. Bod jsme pak
ztotoznovali s jeho polohovym vektorem. Tento pohled mé nékolik nedostatki. Jednim z
nich je, ze prostor neméa apriori zadny vyznac¢ny bod, takze volba néjakého pocatku je
neprirozend. Podstatnéjsi nevyhoda vynikne, kdyz si pfipomeneme, Ze linearni algebru lze
chapat jako studium ,rovnych® Gtvart (pfimky, roviny, atd.) a ,rovnych® zobrazeni mezi
nimi. Odpovidajici objekty ve vektorovych prostorech jsou podprostory a linedrni zobra-
zeni. Podprostory ale nepopisuji vSechny rovné utvary, pouze rovné utvary prochdzejict
pocatkem, i kdyz jiné rovné utvary se prirozené objevily, napiiklad jako mnoziny FeSeni
nehomogenni soustavy rovnic. Podobné, linearni zobrazeni popisuji jen rovna zobrazeni
zachovdvagici pocatek, tedy naptiklad zadné posunuti o nenulovy vektor nebylo objektem
studia.

Nyni tedy za¢neme rozlisovat body a vektory. V dalsi kapitole pak nahlédneme, ze body
a vektory lze vlastné chapat jako ruzné instance stejného geometrického objektu, a tim
se ponékud paradoxné vratime ke studiu rovnych utvart pouze pomoci vektori. Tento
pohled nam pfinese fadu vyhod.

V celé kapitole budeme pracovat vyhradné s prostory konecné dimenze, které jsou
blizsi geometrickému nahledu. Rada pojmii a tvrzeni se pfirozené pfensi na prostory,
které nejsou konecné generované.

12.1. Definice afinniho prostoru. Jak jsme piedeslali v ivodu, afinni prostor je tvoren
mnozinou bodt a mnozinou vektori. Na mnoziné vektor méame operace s¢itani a nasobeni
skalarem, které maji vsechny doposud pouzivané vlastnosti, tedy mnozina vektoru tvori
spolu s témito operacemi vektorovy prostor. Pribude operace sc¢itani bodu a vektoru.
Pozadované axiomy jsou opét ve shodé s geometrickou predstavou.

Definice 12.1. Necht T je téleso. Afinnim prostorem A nad T rozumime mnozinu A, jejiz
prvky nazyvame body, spolu s vektorovym prostorem V nad T a operaci +: A XV — A,
ktera bodu a € A a vektoru v € V' prifadi bod a + v € A, spliujici axiomy:

(aS2) Pro libovolny bod a € A a libovolné vektory v,w € V plati a + (v + w) =
(a+v)+w.

(aS1) Pro libovolny bod a € A plati a + o = a.

(aM) Ke kazdé dvojici bodl a,b € A existuje pravé jeden vektor v € V, pro ktery
a + v = b. Tento vektor znacime b — a.
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v+Ww ea+v+w
ae
a v o)
v b—a i
()
a+v
Axiom (aS2) Axiom (aM)

Séitat mizeme dva vektory a bod s vektorem. S¢itani dvou boda nedéva (zatim) zadny
geometricky smysl. Pro body budeme pouzivat stejné jako v definici mala pismena abecedy.
Z axiomu (aS2) vidime, ze ve vyrazech tvaru a+vi+va+- - -+ v, nemusime psat zavorky.
P11 popisu afinniho prostoru A budeme véts$inou zduraziovat jen mnozinu bodi A s tim,
ze vektorovy prostor a séitani je ziejmé z kontextu. Vektorovy prostor V budeme nékdy
nazyvat prostor vektort afinniho prostoru A.

Pokud v afinnim prostoru zvolime néjaky bod a € A, pak kazdému bodu b € A mizeme
podle (aM) pfifadit vektor b — a a naopak, kazdému vektoru v mizeme ptiradit bod
a + v. Jak se snadno ovéf{ (cviceni), tato zobrazeni jsou navzdjem inverzni bijekce bodu
a vektori (bijekce nejsou prirozené, zavisi na volbé bodu a). V tomto smyslu si body a
vektory vzajemné jednoznacné odpovidaji, proto naptiklad dava smysl mluvit o dimenzi
afinniho prostoru.

Definice 12.2. Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho prostoru vektort.

Afinni prostor dimenze 0 tvoii jeding bod A = {a}. Afinni prostor dimenze 1 nazyvame
afinni primka, nebo jen primka, afinni prostor dimenze 2 nazyvame afinni rovina, nebo
jen rovina.

Mechanickym cvi¢enim jsou néasledujici vlastnosti operaci, které plati pro libovolné
body a,b,c,d € A a vektory u,v € V. Geometricky vyznam je jasny z obrazku.
a—b=—(b—a)

(a+u)—(b+v)=(a—b)+u—v

(a=b)+(c—d)=(a—d)+ (c—Db)

(a=b)+(b—c)=a—c

Tyto a podobné vlastnosti budou podrobnéji diskutovany v ¢asti o linearnich kombinacich
bodu.

(a+u)—(b+v)
b+v ea+u

7

ea+u—v
b (a—b)+u—v

Piiklady. Pro libovolny vektorovy prostor V tvoii A = V spolu se s¢itanim ve V afinni
prostor. Mnoziny bodu a vektort jsou tedy stejné, rozdil je jen v pohledu — na prvky A se
divame jako na body, na prvky V jako na vektory. Rozdilny bude také naptiklad pojem
podprostoru, jak jsme diskutovali v ivodu. Speciélné pro V = T" dostavame aritmeticky
afinnt prostor. Budeme jej znacit stejné jako aritmeticky vektorovy prostor, tj. T", jeho
dimenze je n.

Trochu jinym piikladem je

A=(1,2,3)"+(2,3,097,6,7,8)7), V=(2397,6,7,8)7) .

Vektorovy prostor V je podprostor R® generovany vektory (2,3,4)” a (6,7,8)7 a A je
rovina v R® se ,smérem“ V prochazejici bodem (1,2, 3)7. (S¢itani bodu a vektoru probihé
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po slozkach.) V tomto pifpadé A neni vektorovym podprostorem R*. Bod v A mutizeme
sedist s vektorem ve V, ale soucet dvou bodi, pokud bychom ho poéitali jako v R®, v A
obecné nelezi. Toto je pifklad podprostoru afinniho prostoru R*. Jeho dimenze je 2, je to
afinni rovina.

Obecnéji, pro libovolny afinni prostor A s prostorem sméru V je kazda mnozina bodu
tvaru a + W, kde W < V se zdédénymi operacemi afinni prostor, jehoz prostor sméru je
‘W. Tento prostor je podprostorem A. Takové podprostory aritmetickych prostora vznikaji
napiiklad pri Feseni soustavy linedrnich rovnic. Podrobnéji se podprostory budeme zabyvat
zanedlouho, zatim jsme ani presné nepopsali, co je podprostor. Vystac¢ime s intuitivni
predstavou.

Chceme-li jesté pracovat s metrickymi vlastnostmi, jako velikosti vektort, vzdalenosti
bodt, atd., potfebujeme na V mit jesté dan skalarni soucin. V tomto pripadé musi byt
T =R nebo T =C.

Definice 12.3. Afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim unitdrnim prostorem)
rozumime afinni prostor A nad télesem R (resp. C) spolu se skalarnim souinem (,) na
jeho prostoru vektori.

Nejjednodussim prikladem afinniho eukleidovského prostoru je R™ se standardnim ska-
larnim soucinem. Nejjednodussim pfikladem afinniho unitarniho prostoru je C™" se stan-
dardnim skaldrnim soucinem. V této kapitole budeme uvazovat pouze afinni prostory a
afinni eukleidovské prostory. Pfimocaré rozsiteni na komplexni pfipad si ¢tenar muze roz-
myslet sam.

Jiz vime, co pro afinnim eukleidovsky prostor znamend velikost vektoru, thel dvou
vektort, kolmost, apod. Vzdélenost bodi definujeme opét ve shodé s intuici.

Definice 12.4. Vzdalenosti dvou bodu a,b € A v afinnim eukleidovském prostoru A
rozumime ¢islo ||la — b)|.

12.1.1. Soustava souradnic. Na bazi vektorového prostoru lze nazirat jako na jeho sou-
stavu soufadnic — zvolime-li bazi, mizeme vektory vyjadfovat jako n-tice skalara (prvky
T") a poéitat s nimi jako v T™ (viz odstavec 5.4.3). Soustava soufadnic v afinnim prostoru
ma podobnou roli. Sestavé z bodu, tzv. po¢atku soustavy souradnic, a n-tice vektoru, které
si predstavujeme umisténé do pocatku. Mame-li zadanou soustavu, muzeme prirozenym
zpusobem vyjadiovat body i vektory jako n-tice prvki télesa a pocitani pak probiha jako
v aritmetickém afinnim prostoru T".

Definice 12.5. Soustavou souradnic v afinnim prostoru A dimenze n s prostorem vektoru
V rozumime (n + 1)-tici S = (a,u1,us2,...,u,), kde a € A je bod nazyvany pocatek
soustavy souradnic a B = (ui,...,u,) je baze V.

Je-li S soustava soufadnic jako vySe, b € A je bod a w € V' je vektor, pak souradnice
vektoru w v soustavé souradnic S definujeme jako souradnice w vzhledem k bazi B a
zna¢ime [w]g, tj.

[Wls = [w]s
a souradnice bodu b v soustavé souradnic S definujeme jako soufadnice vektoru b —a v
béazi B, tj.
[b]s = [b—als =[b—als .

Soufadnice bodu jsou definovany ve shodé s geometrickou intuici. To je mozna jesté
lépe vidét s nasledujiciho preformulovani definice: Souradnice bodu b v soustavé S je rovno
té jednozna¢né urcené n-tici prvka (¢1,...,%,) € T™, pro kterou plati

b=a+tiu; +---+thu, .

OBRAZEK
Soufadnice poc¢atku a vzhledem k S jsou [a]s = (0,0,...,0)" a [a + w;]s = e;.
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Piiklad 12.6. V aritmetickém afinnim prostoru R? je

s=@mw=((3).(1)-(F))

soustava soufadnic, protoze (u;, uz) je bazi aritmetického vektorového prostoru R?. Uréime
soufadnice vektoru w = (—1,3)” a bodu b = (—1,3)” v S. K tomu potfebujeme nalézt
vyjadfeni vektoru (—1,3)" a vektoru (—1,3)" — (3,2)7 = (—4,1)T v bazi (ur,us). To
vede na feSeni dvou soustav rovnic se stejnou matici. Vyfesime je soucasné.

1 -2|-1 —4 1 -2|-1 -4
1 —-1] 3 1 0 1 4 5

7 toho dopocteme reseni
7 6
wi=(1): e (4)

Pro kontrolu muzeme ovérit, ze skutecné w = 7u; + 4uz a b = a + 6u; + 5us.

Priklad 12.7. V aritmetickych afinnich prostorech méame vyznaénou soustavu soufadnic,
budeme ji nazyvat kanonickd:

S = ((0,0,...,O)T,el,eg,...,en) )

Je charakterizovand tim, Ze [a]s = a a [w]s = w pro libovolny bod a a libovolny vektor
w.

V afinnim eukleidovském prostoru jsou ,nejlepsi“ soustavy souradnic kartézské.

Definice 12.8. Soustava soutadnic S = (a,u,...,u,) v afinnim eukleidovském prostoru
se nazyva kartézskd, pokud (ui,...,u,) je ortonormalni baze.

V kartézské soustavé souradnic jsou tedy vektory ui,...,u, jednotkové a navzijem
kolmé. V aritmetickém afinnim prostoru se standardnim skaldrnim souc¢inem (budeme mu
fikat aritmeticky afinni eukleidovsky prostor) je kanonicka soustava soufadnic kartézska.

Volba soustavy soutadnic prevadi pocitani v afinnim prostoru na pocitani v aritmetic-
kém vektorovém prostoru, podobné jako béze pro vektorové prostory (viz tvrzeni 5.69).
Je-li prostor afinni eukleidovsky, tak v kartézské soustavé souradnic se skalarni soucin
prevadi na standardni (viz TODO).

Tvrzeni 12.9. Je-li S soustava souradnic afinniho prostoru A s prostorem vektori V
nad télesem T, pak pro libovolné vi,va € V, b,c € A, t € T plati

Vitvals = [Vi]s+[vals, [tva]s =t[vi]s, [b+vi]s = [bls+[vi]s, [b—c]s = [b]s—[c]s .
Je-li navic A afinni eukleidovsky prostor a soustava S je kartézskd, pak

(vi,v2) = [vi]s - [vo]s
Dikaz. cviceni O

Nyni spoc¢itame, jak se zméni souradnice bodu a vektori pfi zméné soustavy souradnic.
Uvazujme dvé soustavy S = (a,u1,...,u,) a S’ = (a’,ul,...,u;,). Oznaéme X matici
prechodu od baze B = (ui,...,u,) k bazi B = (uf,...,u}). Pfepo¢itavat soufadnice
vektorti uz umime: pro libovolny vektor v € V mame

v]sr = X[v]s .
Pro bod b € A vyuzijeme vztahu b —a’ = (b — a) + (a — a’) a dostaneme
bl =[b—dals =[b—als +[a—als = X[b—a]s + [a—a']ls = X[b]s + [a]sr -

Shrneme vysledek do tvrzeni.
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Tvrzeni 12.10. Necht S = (a,u1,...,u,) a S' = (a’,ul, ..., u),) jsou soustavy souradnic
v afinnim prostoru A s prostorem vektori V a X je matice prechodu od (ui,...,u,) k
(uy,...,u},). Pak pro kazdé b€ A, v € V plati

Vlsr = X[vls, [bsr = X[bls + [a]sr

Piiklad 12.11. Ilustrujeme pfechodové vztahy na soustavach soufadnic S, S’ aritmetic-
kého afinniho prostoru RZ.

smtwmnr= (1) (25T =i (1) ()-( )

Najdeme matici pfechodu X od baze B = (u1,u2) k bazi B’ = (uf,u}).
3 1
-1 4

it =it = (5 50) (5 00)=7( % 1) (5 )
Najdeme jests [a]s = [a — a']s'.
()] ()5 D (D)-(3)
Pro libovolny bod b € A nyni mame
e =( 2 3 )ws+ ()

Abychom jesté lépe vidéli tvar prechodovych vztahi, oznacime [b]s = (z,y)7 a [blgr =
(z',y)T a vztahy piepiseme.

()= D6 (3)-(2m10)

Nové soutadnice jsou tedy linearni vyrazy ve starych souradnicich (tj. vyrazy tvaru linedrni
forma + konstanta). Pro vektory dostaneme stejné vyrazy bez konstantnich ¢lenti.

12.2. Linearni kombinace bodu. Tvorit ,linearni kombinace* bodi nedava obecné
zaddny geometricky smysl, i kdyZ na nékteré smysluplné vyrazy (napf. vektor b — a a
bod a + (b — a) = b) 1ze nazirat jako na linedrni kombinace.

Abychom nahlédli, ze vSem vyrazim skutecné nelze dat v afinnim prostoru geometricky
smysl, podivejme se na vyraz a + b, kde a,b jsou body néjakého afinniho prostoru A s
prostorem vektori V. Pfirozenou myslenkou je zvolit v A soustavu soufadnic S a definovat
a+b jako ten bod, jehoz soutadnice vzhledem k S jsou [a]s 4 [b]s. Problém je, ze vysledny
bod zévisi na volbé soustavy soutadnic. Napiiklad pro A = R?, a = (0,0)”, b = (1,0)” by
vzhledem ke kanonické soustavé soufadnic vyslo a + b = (1,0)7, ale vzhledem k soustavé
soufadnic S = ((2,3)7, (1,0)%, (0, —1)T) bychom méli

as=( 5 ) me=( 5 ) lras=( ).

takze a+b = (2,3)7 +—3(1,0)7 +6(0, —1)T = (1, —3)T. Jestd by nas mohlo napadnout,
ze a + b je néjaky vektor, ale ani v tom pfipadé bychom neuspéli — nasli bychom dvé
soustavy soufadnic, ve které se vysledky lisi.

12.2.1. Afinni kombinace. Nékterym linedrnim kombinacim ale smysl 1ze dét. Pokud bychom
naptiklad pocitali %a + %b stejnym postupem vysSel by nam v obou pfipadech stejny bod
(2,0)". Je to proto, Ze tento bod lze vyjadiit jako a + %(b—a) (= b+ $(a — b)) a tento
vyraz je definovan — je to soucet bodu a a %—nésobku vektoru b — a. Geometricky, je to
stfed tsecky a,b. Nasledujici tvrzeni zodpovida presné na otazku, kdy lze definovat bod

jako linearni kombinace bodi.
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Tvrzeni 12.12. Necht A je afinni prostor nad T dimenze alespori 1, a1, ...,ar € A body
a A,..., g € T skaldry. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentns.
(1) Bod b o souradnicich [bls = Aiai]ls + -+ + Axlak]s nezdvisi na volbé soustavy
souradnic S.
2) M+ +x =1

Diikaz. Snazsi je dokazat implikaci (2) = (1). Je-li A1+ - -+ Ax = 1, staci si uvédomit, ze v
libovolné soustavé souradnic S diky podmince této podmince a tvrzeni 12.9 o soutfadnicich
a operacich mame

Mlai]s 4 -+ Akfak]s = [a1]s + X2 ([az]s — [a1]s) + - - - + Ak([ar]s — [a1]s)
= [a1 + )\Q(ag — a1) + -+ )\k(ak — a1)]s

Protoze body jsou jednozna¢né uréené svymi souradnicemi, bod b v (1) je nutné roven
(korektné definovanému) bodu a1 + A2(az —a1) + - - - + Ag(ar — a1), ktery samoziejmé na
S nezavisi.

(1) = (2). d

To nam umoznuje zavést afinni kombinaci bod.

Definice 12.13. Necht A je afinni prostor nad T, a1,...,ar € A body a \1,...,\x €
T skalary takové, ze A1 + -+ + A\x = 1. Afinni kombinaci bodu ai,...,ar s koeficienty
A1, ..., A\x rozumime bod b € A takovy, ze

[bls = Aiaa]s 4 - - + Akax]s
kde S je libovolna soustava soufadnic prostoru A. Znac¢ime b = Aija1 + - -+ + Apar.

Afinni kombinaci jsme zavedli pomoci (libovolné zvolené) soustavy soufadnic, ptriGemz
definice dava smysl diky predchozimu tvrzeni. Z dikazu tohoto tvrzeni také plyne, Ze
afinni kombinaci lze zavést bez volby soustavy, napiiklad vztahem

Aar + -+ Agak = a1 + Aa(az —a1) + -+ Ae(ax —ar) -

Tento vyraz je ale ponékud nesymetricky.

Alternativni, symetrickd definice a geometricky vyznam asi nejlépe vynikne z fyzikal-
niho pohledu (i kdyz ten mtuzeme uplatnit pouze pro realné afinni prostory malych dimenzi
a pouze pro afinni kombinace s nezdpornymi koeficienty). Afinni kombinaci A\ja1 + -+ +

Akak totiz muzeme chapat jako tézisté soustavy hmotnych bodud aq, ..., ar s hmotnostmi
Ay ..., Ak. To je lépe vidét z nasledujici charakterizace.

Tvrzeni 12.14. Necht A je afinni prostor nad T, a1,...,ar € A body a A\1,...,\p €T
skaldry takové, Ze A\1 + -+ -+ A\ = 1. Pak bod A\ia1 + - -+ A\gax je roven tomu jednoznacné
urcenému bodu b, pro ktery

)\1(111 7b)+/\2(a27b)+~-~+>\k(ak7b) =0 .
Diikaz. V A zvolime libovolnou soustavu soutadnic S s poéatkem Ajai + - - - + A\par. Pak
pro libovolny bod b jsou souradnice vektoru na levé strané vzhledem k S rovny
[Ai(ar —b) + Az(az — b) + -+ + Ax(ar — )]s = [A1a1 + A2az + -+ + Apakls
— [Mb+ -+ Abls = —[b]s

(Pouzivdme definici afinni kombinace a tvrzeni 12.9 o poéitani v soufadnicich.)
Vidime, ze vektor na levé strané je nulovy pravé tehdy, kdyz b = Aa1 + - - -+ A\rag, coz
jsme méli dokazat. O

OBRAZEK (ruzne afin. kombinace dvou bodu, trojuhelnik, 4.bod v rovnobezniku)
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12.2.2. Barycentrické souradnice. Podivame se blize na afinni kombinace dvou bodu na
afinni pfimce. Mé&jme tedy afinni prostor A s prostorem vektori V nad télesem T, kde
dim A(= dim V) = 1. Konkrétné napiiklad R nebo podprostor R? nebo R® tvaru A =
c+(v), v#£o.

Jsou-li a,b € A dva ruzné body, pak kazdy bod ¢ € A lze vyjadiit pravé jednim
zpusobem jako jejich afinni kombinace. Existenci takového vyjadfeni mizeme zdtvodnit
napiiklad nasledujicim zptisobem. Protoze b — a je nenulovy vektor a dimV = 1, je kazdy
vektor ve V jeho nésobkem. Existuje proto A € T takové, ze ¢ — a = A(b — a). Nyni
mizeme psat ¢ = a + A(b — a) = (1 — X)a + Ab (rovnost dokdzeme naptiklad pomoci
soufadnic a tvrzeni 12.9). Jednoznac¢nost se nahlédne napiiklad z jednoznacnosti A ve
vyjadieni ¢ — a = A\(b — a). Ditkaz obecnéjsiho tvrzeni provedeme za okamzik.

Bod ¢ = Aia + A2b ,,déli“ body a,b v poméru Az : A\1. Presnéji, A\i(c —a) = A2(b —¢).
Pokud A je eukleidovsky tak tento vztah znamena, ze pomér ,orientovanych vzdalenosti“
cod aacodbje A2 : A1, tj. v pfipadég, ze c lezi na tsecce ab (ekvivalentné A1, A2 > 0) je
pomér vzdalenosti A2 : A1, v opacném piipadé je pomér vzdélenosti |Ai] : [A2].

ay

OBRAZEK 83. Soutradnice dvou bodi vzhledem k barycentrické
soustavé souradnic (a1, as). Afinni obal (aj, as).

Pi#iklad 12.15. Vyjadiime bod ¢ = (2,3)7 € R? jako afinni kombinaci bodti a = (1,2)7
a b= (5,6)T. Uloha dava smysl, protoze vSechny t¥i body lezi na afinni piimce (0,1)7 +
((1,1)7).

Srovnanim prvnich slozek ve vztahu ¢ = A\ja + A2b ziskame A1 + 52 = 2, coz spolu s
A+ A2 =1dava A\ = %,)\2 = i. Tedy ¢ = %a + ib. Skutecné, bod ¢ déli body a,b v

pomeéru i : % = 1: 3. Fyzikalni interpretace je takova, ze méa-li bod a hmotnost % a bod

zpusobem lze definovat barycentrické souradnice bodu v roviné vzhledem ke tfem bodim
nelezicich na jedné ptrimce, apod.

Tvrzeni 12.16. Necht A je afinni prostor dimenze n s prostorem vektori'V a as,...,ar €
A jsou body. Pak nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) Kazdyg bod b € A lze jednoznaéngm zpisobem zapsat jako afinni kombinaci bodi

aly...,0k.
(2) Posloupnost vektori (a2 —ai,as—ai,...,ar—a1) tvori bazi prostoru 'V (specidlné
k=n+1).

Diikaz. K dikazu obou implikaci si v§imneme, Ze pro libovolny bod b € A a skalary
Alyeooy Ay, A1+ -+ A = 1 vztah

b= Mai+ -+ \par
plati pravé tehdy, kdyz plati vztah
b—a1 = Xa(az —a1) + As(az —ar) +--- + Ae(ax —a1) .

(1) = (2). Pro libovolny vektor v najdeme vyjadieni bodu b = a1 + v jako afinni
kombinaci bodt ay,...,ar a druha ekvivalentni rovnost nam dava vyjadreni vektoru b —
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a1 = v jako linearni kombinaci vektort as — a1, ..., ar — a1. To dokazuje, Ze posloupnost
generuje V. Je-li 0 = A2(az — a1) + -+ + A\i(ar — a1) netrividlni linedrni kombinace a
polozime-li Ay = 1 — X2 — ... — Ag, b = a1 dostavame z prvni rovnosti vyjadieni bodu
b = a1 jako afinni kombinaci bodu ai,...,ar rozdilnou od a1 = lai + Oaz + - -+ + Oay.
Tento spor dokazuje, Ze posloupnost (a2 — ai,...,ar — a1) je linedrné nezavisl, takze je
to baze.

(2) = (1). Diikaz je rovnéz pfimocary uzitim vyse uvedené ekvivalence. O

Prvni podminka nezavisi na poradi bodt ay, ..., ak, tedy linearni nezavislost posloup-
nosti v druhé ¢asti rovnéz nezavisi na poradi téchto bodu. Jako cviceni dokazte toto
pozorovani pfimo.

Jsou-li splnény ekvivalentni podminky v tvrzeni, fikdme, ze Z = (a1,...,an+1) je
barycentricka soustava soufadnic a (n + 1)-tici koeficienttt (A1, ..., A\n+1)T ve vyjadieni
bodu b € A nazyvame barycentrické souradnice bodu b vzhledem Z.

Definice 12.17. Necht A je afinni prostor dimenze n s prostorem vektori V. Barycen-
trickd soustava soutadnic je (n + 1)-tice bodu (ai,...,an+1), které splituji ekvivalentni
podminky v tvrzeni 12.16.

Je-li Z = (ai1,...,an+1) barycentrickd soustava soufadnic afinnfho prostoru A a b €
A, pak (n + 1)-tici skalartt (A1,..., Ant1)? nazyvame barycentrické souradnice bodu b
vzhledem k Z, pokud b = Aa1 + -+ + Apt1Gn+1-

Podle tvrzeni je Z = (au, ..., ant+1) barycentrickd soustava soufadnic pravé tehdy, kdyz
je S = (ai1,a2—ai,az—au,...,ant1 —ai1) soustava soufadnic prostoru A. V diikazu jsme si
v&imli, ze pokud zname soufadnice bodu b vzhledem k S, feknéme [b]s = (A2, ..., Ant1)7,
pak snadno spoéitame barycentrické souradnice bodu b: (1 — A2 — ... — i, A2, ..oy Ag1)-

Piiklad 12.18. V afinnim prostoru R? vyjadiime b v barycentrické soustavé souiadnic

(a1, az, as).
v=(5) w=(7) @=(1) ==(3)

Protoze vektory as — a1 = (6,—6)T a az — a1 = (=8, —12)7 jsou linearné nezavislé, po-
sloupnost (a1, az,as) je skute¢né barycentrickou soustavou souradnic. Hleddme A1, A2, A3
takové, ze b = Aja1 + A2a2 + Azaz a A1 + A2 + A3 = 1. Prepsanim do slozek dostaneme
soustavu tif rovnic o tiech neznamych. Druhou moznosti je vypocitat [b]s = (A2, A3)7,
kde S = (a1,a2 — a1,a3s — a1), a dopocitat 1. Zvolime druhou alternativu. Dostdvame

soustavu
(a2 — aila 7a‘bia)_ 6 -8 | =2 N 6 -8 —2
SR VT -6 —12| -8 0 —20|-10

Vychazi \3 = %, Ao = %
k (a1,a2,as) jsou tedy (

aldi=1—-)do—A3 = é. Barycentrické souradnice bodu b vzhledem
1 1 I\T
673" 5) :

12.2.3. Afinni kombinace pomoci dvojic. Afinni kombinaci vice bodu v afinnim prostoru
A nad T lze, v ptipadé, Ze charakteristika T neni 2, ziskat pomoci afinnich kombinaci
dvojic. Naptiklad pro T =R, A1, A2, A3 # 0, A1 + A2 + A3 = 1, A1 + A2 # 0 miZeme psit
A2

A1
)\1+/\2a+ )\1+/\2b) +Asc

Ara+ A2b 4+ Aze = (A1 + A2) (

Vyraz v zavorce je afinni kombinaci bodt a,b a celkové se jedna o afinni kombinaci této

bodu c.
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Uvazujme nyni konkrétni situaci trojice bodu a, b, ¢ v redlné afinni roviné, které nelezi
na jedné primce a polozme A\; = Ay = A3 = % Bod t = %a + %b + %c je tézistém
trojuhelnika s vrcholy a,b, c. Oznac¢ime-li t. = %a + %b7 tj. te je stfed tusecky ab (co je
usecka jde formalné definovat pomoci konvexnich kombinaci diskutovanych nize). Podle
vyjadieni v predchozim odstavci mame ¢ = %tc + %c, tj. t lezi na tGsecce ct. (t&znice) a
tuto tsecku déli v poméru 2 : 1. Podobné se ukéze, Ze t lezi na useckach at, a bt, (kde
tq a ty jsou stiedy stran be a ac) a déli tyto tsecku ve stejném poméru 2 : 1. Pfirozenym
zpusobem jsme mimochodem nahlédli, ze tsecky spojujici vrcholy a stiedy protilehlych
stran se protinaji v jednom bodé a tento bod je déli v poméru 2 : 1! Podobnym zptisobem
1ze dokézat fadu podobnych geometrickych poznatki (viz cviceni).

ty

12.2.4. Konvexni kombinace. Kratkou neformalni poznamku vénujeme tzv. konvexnim
kombinacim v redlnych afinnich prostorech. Afinni kombinace A\ia1 + --- + Arar se na-
zyvéa konvexzni, pokud jsou vSechny koeficienty nezidporné (a tim piddem také mensi nez
1). Konvexni kombinace souvisi s konvexnimi utvary. Mnozinu bodt nazveme konveznt,
pokud s kazdymi dvéma body obsahuje celou tsecku, ktera je spojuje. Neni tézké ukazat,
ze kazdéd konvexni mnozina je uzaviend na konvexni kombinace (cviéeni).

Mnozina vSech konvexnich kombinaci danych bodu a1, ..., ax je proto nejmensim kon-
vexni mnozinou obsahujici tyto body. Této mnoziné fikame konvezni obal. Rozmyslete si,
ze konvexnim obalem dvojice bodt a, b jsou pravé body lezici na tisecce ab a ze konvexnim
obal trojice bodt a, b, ¢ je trojahelnik (i se svym vnititkem) s vrcholy a, b, c. Naopak, tento
geometricky nazor muzeme vyuzit k formalni definici tsecky ab jako konvexniho obalu
bodi a, b.

Priklad 12.19. UkaZeme, jak lze barycentrické souradnice pouzit pfi zjistovani zda dany
bod lezi uvniti daného trojihelnika.
V piikladu 12.18 jsme zjistili, ze barycentrické soufadnice bodu b = (0, —1)7 vzhledem
k (a1,a2,a3) = ((2,7)",(8,1)", (=6,—5)") jsou (4, %, 2). Bod b je tedy afinni kombinaci
bodi (a1, az2,as) s kladnymi koeficienty, proto lezi uvnitt trojihelnika s vrcholy a1, a2, as.
Konvexni mnoziny vznikaji napiiklad pii feSeni soustavy linedrnich nerovnic. Reseni
takovych soustav se tyka rada dulezitych teoretickych i praktickych problémii.

12.2.5. Linedrni kombinace odpovidajict vektorim. V tvrzeni 12.12 jsme ukézali, kdy line-
arni kombinace bodt uré¢uje bod nezavisle na volbé soustavy soufadnic, a to ndm umoznilo
definovat afinni kombinaci bodu. Vyraz b — a napovidé, kdy lze linedrni kombinaci bodu
smysluplné interpretovat jako vektor.

Tvrzeni 12.20. Necht A je afinni prostor nad T, a1,...,ar € A body a \1,..., \x € T
skaldry. Pak nasledujici turzent jsou ekvivalentni.

(1) Vektor v o souradnicich [v]s = Alai]s + -+ Ax[an]s nezdvisi na volbé soustavy
souradnic S.
(2) M+--+X=0.

Diikaz. Dukaz je obdobny jako u tvrzeni 12.12 a pfenechame jej do cviceni. O
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Podobné jako u afinnim kombinaci nyni muzeme v piripadé, ze A1 + --- + A\ = O,
definovat vektor A\ia1 + ... A\par predpisem

Aar + -+ Agakls = Mfai]s + -+ + Mifar]s
kde S je libovolna soustava soufadnic prostoru A, nebo napiiklad vztahem
Arar + -+ Apap = A2(az —a1) + -+ Mp(ar —a1) .
Obecnéji, pro libovolny bod b € A plati
Aar + -+ Agar = Ai(ar —b) + A2(ae —b) + -+ + Ap(ar — D) .

12.3. Podprostory. Podprostory afinnich prostort definujeme analogicky jako podpro-
story vektorovych prostoru.

Definice 12.21. Nechf A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektort V. Afinni
prostor B nad télesem T s prostorem vektort W se nazyva (afinni) podprostor prostoru
A, pokud B C A, W <V a séitani bodu a vektoru v B je ztizenim sé¢itani bodu a vektoru
v A.

Je-li A afinni eukleidovsky prostor pak B nazyvame (afinnim eukleidovskym) podpro-
storem A, pokud je B afinnim podprostorem A a navic je skaldrni souc¢in v B zizenim
skalarniho souéinu v A.

Jiz jsme se setkali s jednim typem podprostort: Pro libovolny bod a € A a (vektorovy)
podprostor W < 'V tvof{ mnozina bodt a + W (spolu se s¢itdnim zdédénym z A) afinni
podprostor prostoru A, jehoz prostor vektortu je W. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze takto
ziskame vsechny podprostory.

Tvrzeni 12.22. Necht A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektori V a B je
jeho podprostor s prostorem vektori W. Pak pro libovolny bod b € B plati B = b+ W.
Navic plati W = {c—b:ce B} ={d—c:¢,d € B}.

Poznamka: Scitani bodu z b a vektoru z W miiZeme provadét v libovolném z prostori
A nebo B, protoze se podle definice shoduji. Tim padem se rovnéz shoduje odéitani: Jsou-
li ¢,d € B dva body v B, pak vektor ¢ —d ve W je definovan jako ten jednozna¢né urceny
vektor w € W, pro ktery plati d + w = c¢. Protoze s¢itani v A a B se shoduji, vztah
d+w =cplatiiv A, takze d — ¢ = w v A podle definice od¢itani v A. Shoduji se také
jakékoliv dalsi operace, které jsou odvozené z operaci afinniho prostoru, napfiklad afinni
kombinace.

Diikaz. Pro libovolny vektor w € W plati b + w € B, protoze B je uzaviena na scitani
bodu a vektoru. Proto plati b4+ W C B. Naopak, pro libovolny bod ¢ € B mame c—b € W,
takze ¢ = b+ (¢ — b) € b+ W, coz dokazuje opac¢nou inkluzi.

Dodatek je rovnéz snadny, plyne naptiklad z korespondence bodi a vektort diskutované
za definici afinniho prostoru. a

P¥iklad 12.23. Podprostory afinniho prostoru R® jsou étyt typii:
e body, tj. podprostory tvaru B =b+ W, dim(W) =0, ¢ili W = {o} a B = {b};
e primky, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) =1, éili W = (v), kde v # o,
aB=0b+ (v)
e roviny, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 2, ¢ili W = (v, w), kde
(v,w) je linedrné nezévisla posloupnost, a B = b+ (v, w)
e cely prostor B = R3

Zavedli jsme nézvy pro prostory dimenze 0 (body), 1 (pfimky) a 2 (roviny). Jesté se
pouziva pojem nadrovina, to je podprostor dimenze n— 1 v prostoru dimenze n. Napriklad
nadroviny v R! jsou body, nadroviny v R? jsou piimky a nadroviny v R® jsou roviny.

Podle tvrzeni je prostor vektorit W podprostoru B prostoru A jednoznac¢né uréen
mnozinou bodi B, protoze W je mnozina vsech rozdili bodt v B (jeden z bodt muzeme
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libovolné zafixovat). Proto p¥i zadavani podprostoru ¢asto uvadime jenom mnozinu bodt
B a tikame, ze B je podprostor A.

K tomu, aby neprazdnd mnozina B C A byla podprostorem afinniho prostoru A je
nutné a sta¢i, aby mnozina vektorit W = {¢ — b : ¢ € B} (kde b € B je libovolny bod)
tvorila podprostor vektorového prostoru V. Podprostory lze také charakterizovat jako
mnoziny bodu uzaviené na afinni kombinace.

Tvrzeni 12.24. Necht A je afinni prostor a B C A, B # (. Pak B je podprostorem A
pravé tehdy, kdyz kazdd afinni kombinace bodu z B lezi v B.

Dikaz. Je-li B podprostorem afinniho prostoru A, pak trividlné kazda afinni kombinace
bodu z B lezi v B.

Predpokladejme naopak, ze kazda afinni kombinace bodu z B lezi v B a zvolme libo-
volny bod b € B. Je potieba ukazat, ze mnozina W = {¢ — b : ¢ € B} je podprostorem
prostoru vektori V afinniho prostoru A. K tomu je potfeba ovérit, ze W je uzaviend na
séitani a nasobeni skaldrem. Jsou-li ¢,¢’ dva body z B, pak

(c=b)+(=b)=(c+c —=b)—b,

kde ¢ + ¢’ — b je afinni kombinaci bodii z B, kterd v B podle pfedpokladu lezi, takze
(c—b)+ (' —b) € W a mnozina W je proto uzavfend na séitani. Je-li c € B at € T, pak

tle—b) = (te+ (L —t)b) — b .

Zévorka na pravé strané je opét afinni kombinace bodu z B a dostavame uzavienost W
na nasobeni skalarem. O

Podprostory vektorovych prostori ¢asto zadavame pomoci mnoziny generatori. Po-
dobné, podprostory afinniho prostoru A casto zaddviame pomoci ,generujici mnoziny
bodu X, fikdme naptiklad primka urc¢enad body a,b nebo rovina ur¢ena body a, b, ¢, atd.

Definice 12.25. Necht X je neprazdnd podmnozina bodt afinniho prostoru A nad téle-
sem T. Afinnim obalem mnoziny X rozumime mnozinu (X) vSech afinnich kombinaci
bodu z X, tj.

(X):{A1a1+~-~+>\kak:al,...,akeX, ALy ooy A €T, >\1+"'+>\k:1}

Pro afinni obal boda uzivame stejné znaceni jako pro linearni obal. Musime si proto
vzdy uvédomit, zda prvky X jsou body nebo vektory.

Tvrzeni 12.26. Necht X je neprdzdnd podmnozina bodi afinniho prostoru A nad télesem
T. Pak (X) je podprostor afinniho prostoru A a pro jeho prostor vektori W plati

W:{/\1a1+-~-+/\kak:a1,..4,ak€X, )\1,..4,>\k€T, /\1+~~~+>\k:0}
={e=-b:ceX}) ,
kde b je libovolny bod v X .

Diikaz. Protoze afinni kombinace afinnich kombinaci je afinni kombinace, je (X) je pod-
prostorem A podle charakterizace podprostorti pomoci afinnich kombinaci v tvrzeni 12.24.
Zvolme b € X libovolné. Prostor vektort W podprostoru (X) je roven (viz tvrzeni 12.22)
W ={c—0b:c e (X)}. Kazdy bod ¢ v (X) je tvaru ¢ = Aia1 + -+ + Agax, kde
A1+ -+ A = 1, takze kazdy vektor ¢ — b je tvaru Aiai + -+ + Awap + (—1)b, kde
A1+ -+ A + (1) = 0. To dokazuje inkluzi C v prvni rovnosti. Naopak, kazdy vektor
tvaru Adjai +- - -+ Agag, kde A1+ - -+, = 0, lze psat ve tvaru (Ara1+- -+ Apar+1-b)—b,
kde A1 + -+ + A\ + 1 = 1, coz dokazuje druhou inkluzi.

Druhou ¢éast prenechame do cviceni. O

Kazdy podprostor je uzavieny na afinni kombinace bodu. Proto kazdy podprostor afin-
niho prostoru A obsahujici mnozinu X musi obsahovat také (X). V tomto smyslu je (X)

v

,nejmensi“ podprostor A obsahujici X.
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Priklad 12.27. Afinnim obalem dvojice bodid X = {a,b}, a # b je piimka
(Xy={Ma+Xb: M +A=1t=a+W=b+W ,

kde
W:{/\1a+/\2b' )\1+)\2 :O}: (b—a)
Konkrétné, pro body a = (1,2)%, b = (4,6)7 v afinnim prostoru R? je

o) (1) o
() () en()nen)
(-

12.3.1. Bodovy, parametricky a rovnicovy popis podprostoru. Podprostor afinniho pro-
storu A dimenze n mizeme popsat nasledujicimi zpisoby:

e Bodové, zaddnim mnoziny bodt X = {a1,...,a;}. Mnozina X uréuje podprostor
B = (X) tvofeny vSemi afinnimi kombinacemi bodi z X. Prostor vektordt W je
roven linedrnimu obalu (a2 — ai,...,a; — a1), takze na zadani prostoru dimenze
k potfebujeme alesponn k£ + 1 bodi. Naopak, mame-li prostor B dimenze k a
zvolime a1, ...,ax+1 € B tak, aby (a2 — a1, ...,ar+1 —a1) byla linedrné nezavisla
posloupnost, pak je (ai,...,ar+1) barycentrickd soustava soufadnic prostoru B,
tj. kazdy bod lze jednozna¢nym zpusobem zapsat jako afinni kombinaci bodu
ai,...,apt1 (viz tvrzeni 12.16).

e Parametricky, zaddnim bodu b a mnoziny vektort {vi,...,v;}. Dany bod a
dané vektory uréuji podprostor B = b+ W = b+ (v1,...,v;). Na zadani prostoru
dimenze k potrebujeme bod a alespon k vektort. Naopak, mame-li prostor B
dimenze k s prostorem vektora W, zvolime b € B libovolné a zvolime k-tici
linearné nezavislych vektoru z W, pak B = b+ W a kazdy bod lze jednozna¢nym
zpusobem vyjadrit ve tvaru b+ t1vi + - - - + tp V.

Méme-li B zaddn parametricky jako B = b+ (v1,...,v;) a S je soustava souradnic
prostoru A, pak vyjadieni B v soustavé soufadnic S je afinni podprostor [Bl|s = [b]s +
([vi]s, .-, [vi]s) < T". Takové podprostory aritmetickych afinnich prostort vznikaji pfi
feSeni soustav linearnich rovnic. To nam dava dalsi mozny popis podprostort.

e Rouvnicové, zadanim soustavy soufadnic S prostoru A a soustavy linedrnich rov-
nic Rz = ¢ o n neznamych. Reseni soustavy je afinni podprostor [Bls = {z € T" :
Rz = ¢} prostoru T", ten urc¢uje podprostor B = b + W. Soutadnice [b]s bodu
b jsou partikuldrnim FeSenim soustavy a [W]s = Ker R. Mame-li [ rovnic, pak
jadro matice soustavy méa dimenzi alesponn n — [, takze dim(W) > n — [. Pokud
mé matice soustavy plnou hodnost I, pak dim(W) = n — I. K zadani prostoru
dimenze k proto potfebujeme alespon n — k rovnic.

Prechod od rovnicového popisu k parametrickému spociva ve vyreSeni soustavy linear-
nich rovnic. Jak z parametrického popisu vytvorit rovnicovy popisuje diikaz nasledujiciho
tvrzeni.

Tvrzeni 12.28. Necht b + W je podprostor dimenze k aritmetického afinniho prostoru
T". Pak existuje matice R typu (n—k) xn nad T a bod ¢ € T takovy, Ze mnoZina Fesent
soustavy rovnic Rx = c je rovna b+ W.

Diikaz. Oznacme vi,...,vi néjakou bazi W, tj. W = (vi,...,vk) a uvazujme matici
C = (vi]...|vk)T. Podle véty o dimenzi jadra a obrazu je dimKer C' = n — k. Oznaéme
(W1,...,Wn_g) néjakou bazi KerC, R = (wy]... |wn_k)T a c= Rb.
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Jédro matice R ma dimenzi n — (n — k) = k a obsahuje kazdy z vektoru v;, protoze
pro libovolné j € {1,...,n — k} plati w) vi = v{ w; = 0 z volby vektorti w1, ..., W,_.
Plati proto Ker R = W.

Protoze b je podle volby ¢ partikularnim fesenim soustavy Rx = ¢, je mnozina vSech
feSeni soustavy Rz = crovna b+ Ker R=b+ W. |

V dikazu mame zaroven navod jak hledat rovnicovy popis podprostoru zadaného pa-
rametricky. Pokud vzhledem k soustavé soufadnic S je [B]s = b+ W, napiSeme néjakou
bazi W (nebo mnozinu generatord W) do fadka matice a vyfesime homogenni soustavu
rovnic s touto matici. Bazi mnoziny feSeni napiseme do radku matice R a ur¢ime pravou
stranu ¢ = Rb. Tim ziskdme rovnicovy popis [B]s = {z € T" : Rz = c}.

Navic, je-li A afinni eukleidovsky prostor a S jeho kartézské soustava, pak radky ma-
tice R generuji prostor ([W]s)™ = [W™]s, tj. generuji vyjadieni ortogonalniho doplitku
prostoru W vzhledem k S. Prvkim ortogonélniho dopliiku W tikdme normdlové vektory.

Piiklad 12.29. Uréime parametricky podprostor B prostoru R® dany rovnicovym popi-
sem vzhledem ke kanonické bézi:

Na tomto misté si rovnéz mizeme uvédomit, ze kazda netrividlni rovnice urcuje nadrovinu
v A (v nasem pifpadé nadrovinu v R®), takze rovnicové vyjadfeni podprostoru mizeme
chapat jako vyjadreni pomoci priniku nadrovin.

Soustavu vyresime Gaussovou elimina¢ni metodou

1 2 -1 0 2 |1 1 2 -1 0 2 |1
2 4 0 1 —-1|4 00 2 1 —5|2

2 -2 -1 1
0 1 0 0
B=b+W=| 1 +< o |.,| -1 1].] 5 >
0 0 2 0
0 0 0 2

Vidime, ze B je podprostor dimenze 3.

Nyni si predstavme, ze B je zadany parametricky a zapomenme na puvodni rovnicové
vyjadieni. Chceme nalézt soustavu (R|c), aby jejim fesenim byl podprostor B = b+ W.
Napiseme generatory prostoru W do radkd matice a najdeme jeji jadro.

5 1
-2 1 0 0 0 1 0 5 0 2 10 2
Ker 1 0 -1 2 O = Ker 0 1 10 0 4 = < -1 1, -1 >
1 0 5 0 2 00 4 2 2 2 0
0 2

Matici R tedy zvolime takto:

1 2 -1 0 2
R_(510712 )

o
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Zbyva zvolit pravou stranu c tak, aby bod b byl partikularnim fesenim. Dosazenim ziskdme
c = Ab=(1,9)T. Rovnicovy popis prostoru B je tedy naptiklad

1 2 -1 0 2 A
5 10 -1 2 0 e )
T4

Vysel jiny rovnicovy popis nez puvodni. To neni prekvapivé, podprostor mizeme parame-
tricky i rovnicové zpravidla vyjadrit mnoha zptsoby.

Z rovnicového popisu vidime také norméalové vektory — linedrni obal fadki matice A
tvoii pravé vektory kolmé na W vzhledem ke standardimu skalarnimu soucinu.

Shriime rtizné zptisoby vyjadieni piimek a rovin v afinniho eukleidovském prostoru R?
se standardnim skalarnim soucinem.

e Primku muzeme popsat jako afinni obal dvojice riznych bodi, parametricky ve
tvaru b + (v),v # o, nebo dvéma rovnicemi a1121 + a1222 + a13T3 = c1,a2121 +
a22%2 + az3x3 = c2, priCemz normalové vektory této primky jsou pravé vektory v
((a11,a12,a13)", (a21, azz, azs)™).

e Rovinu muzeme popsat jako afinni obal trojice bodi nelezicich na jedné piimce,
parametricky ve tvaru b+ (v1, va), kde (v1, v2) je linedrné nezavisla posloupnost,
nebo rovnici a11x1 + a12x2 + a13x3 = c1, pricemz normalové vektory této roviny
jsou pravé vektory v <(a11, a2, a13)T>.

OBRAZEK

Stejna diskuze plati pro libovolny afinni eukleidovsky prostor dimenze 3, kde rovnicovy
popis bereme vzhledem k néjaké kartézské soustaveé souradnic. Vynechame-li poznamky o
normalovych vektorech, pak diskuze plati v libovolném afinnim prostoru dimenze 3, kde
rovnicovy popis bereme vzhledem k libovolné soustavé souradnic.

12.4. Afinni zobrazeni. Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je zobrazeni za-
chovavajici soucet a nasobeni skalarem, ekvivalentné, zobrazeni zachovavajici linearni
kombinace. Obdobné zavedeme afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory jako zobrazeni
zachovévajici afinni kombinace bodu.

Definice 12.30. Necht A a B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni
F : A — B nazyvame afinni zobrazeni z A do B, zna¢ime F' : A — B, pokud zachovava
afinni kombinace, tj. pro libovolné k € N, a1,...,ar € A, A1,..., Ak €T, A1+ -+ A =1
plati

F(/\1a1 —+ - +/\kak) = )\1F(a1) —+ -+ /\kF(ak) .

Slovy, obraz afinni kombinace je afinni kombinace obrazt se stejnymi koeficienty. Fyzi-
stejnymi hmotnostmi.

Podivame se podrobnéji na pfipad k& = 2 v definici. Zvolime pevné dva rtzné body
ai,az € A a oznacime b1 = F(a1), ba = F(az2). Kazdy bod ¢ na pfimce (a1, az2) 1ze zapsat
jako afinni kombinaci ¢ = A1a1 + A2a2. Jeho obrazem musi byt bod F(¢) = A1b1 + A2ba.
Obrazem je tedy bod v (b1,b2), ktery ma stejné poméry ,orientovanych vzdalenosti“ od
bodti b1, b2 jako ma bod ¢ od bodti a1, az. V degenerovaném piipadé kdy b1 = b2 se vSechny
body piimky (a1, a2) zobrazi do bi. V ¢asti 12.2.3 (viz cviceni ?7) jsme diskutovali, ze v
pripadé, Ze téleso ma charakteristiku riznou od dva, lze kazdou afinni kombinaci napsat
pomoci afinni kombinace dvojic. Rozmyslete si (cviéeni), Ze tim pddem by pro takova télesa
stacilo v definici pozadovat zachovavani afinnich kombinaci dvojic. Jinymi slovy, afinni
zobrazeni je takové zobrazeni, které zobrazuje primky na pfimky nebo body a zachovava
poméry ,orientovanych vzdalenosti“ bodi na ptimce (opét predpokladdme charakteristiku
riznou od dva).
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(a1, az)

1=

1 2
301 + 502 —a1 + 2as

az

(b1, b2)

OBRAZEK 84. Afinni zobrazeni F', kde b; = F'(a;).

Dobrou predstavu o afinnich zobrazenich z prostoru A dimenze n do B (libovolné di-
menze) si vytvofime, uvazime-li néjakou barycentrickou soustavu soufadnic (a1, ..., Gnt1)
v A a obrazy b; = F(a;). Kazdy bod a € A lze zapsat jednozna¢né jako afinni kombinaci
a = )\10,1 4+ -4+ )\n+1an+1 a obraz je pak nutné F(CL) = )\1b1 4+ -4+ )\n+1bk+1- Naopak,
na barycentrické soustavé soufadnic si mtizeme obrazy predepsat libovolné a to jednozna-
¢né urcuje afinni zobrazeni. Tyto skute¢nosti jsou obdobou tvrzeni 6.4 o urceni linedrniho
zobrazeni na bazi.

OBRAZEK (v R2)

Tvrzeni 12.31. Necht A a B jsou vektorové prostory nmad télesem T, dimA = n,
(aty...,any1) je barycentrickd soustava soufadnic prostoru A a bi,...,bpy1 € B. Pak
ezistuje pravé jedno afinni zobrazeni F : A — B spliugict f(a;) = b; pro kazdé i €
{1,2,...,n+1}.

Diikaz. Jednoznacnost plyne z definice. Abychom dokazali existenci, definujeme F' jak
si vynucuje definice, tj. pro bod a € A polozime F(a) = Aiby + -+ + Apy1bny1, kde
A1y ey Ans 1)T jsou barycentrické souradnice bodu a vzhledem k dané barycentrické sou-
stavé. Je potfeba ovérit, ze vzniklé zobrazeni je afinni, tj. podminka z definice plati pro
libovolné k a libovolné body. To prenechame do cviceni. O

Konkrétni priklady afinnich zobrazeni:

e Konstantni zobrazeni F' : A — B, které kazdému bodu v A pfifazuje pevné
zvoleny bod b € B.

e Posunuti o vektor v (ktery lezi v prostoru smérti prostoru A) je afinni zobrazeni
F : A — A.Posunutim o vektor v pfirozené myslime zobrazeni definované F(c) =
c+v.

e Rotace o né€jaky thel, zrcadleni podle primky, zkoseni, projekce na piimku v
néjakém sméru, posunuti a kazdé slozeni téchto zobrazeni je afinnim zobrazenim
F:R? - R

e Zobrazeni piifazujici bodu A jeho soufadnice vzhledem ke zvolené soustavé sou-
fadnic je afinni zobrazeni F' : A — T".

12.4.1. Afinni a linedrni zobrazeni. Afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory urcuje pfi-
rozenym zpusobem linedrni zobrazeni mezi prostory vektorti. Naopak, linearni zobrazeni
mezi jejich prostory vektoru a obraz jednoho bodu urcuji jednozna¢né afinni zobrazeni.

Podrobnéji. Uvazujme afinni prostor A s prostorem vektori V, afinni prostor B s
prostorem vektort W (oboje nad télesem T) a afinni zobrazeni F' : A — B. Zvolime
libovolny bod a € A a definujeme zobrazeni f : V — W vztahem

f(v)=F(a+v)— F(a) prokazdy vektor veV .
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Alternativné mizeme stejnou definici psat
fle—=a)=F(c)— F(a) prokazdy bod ce€ A .

Ukazeme, ze takto definované zobrazeni f nezavisi na volbé bodu a. Z definice afinniho
zobrazeni dostaneme, Ze pro libovolny bod a’ € A a vektor v € V plati

Fd+v)=F((a+v)—a+ad)=F(a+v)—F(a) + F(a') ,
coZ po upravé dava
Fla'+v)—F(d)=F(a+v)—F(a) ,
takze f skutecné nezavisi na volbé bodu a. Jednoduchou tpravou definice f zjistime, ze
zobrazeni F' je urcené f a obrazem libovolného bodu a € A vztahem

F(¢) = F(a)+ f(c—a) pro libovolny bod c € A
nebo
F(a+v)=F(a)+ f(v) pro libovolny vektor v € V .

Jsou-li a1, ...,ar € Alibovolné body a A1, ..., A\x € T skaldry takové, ze A1+ -+ Ap =
0, pak ,linearni kombinace“ Aiai+- - -+ Agar odpovida néjakému vektoru ve V. Podivame
se na jeho obraz pfi zobrazeni f. Podle definice f a definice afinniho zobrazeni je

Faar + -+ Xgar) = Fla+ Mar + - + Apag) — F(a)
=F(a)+MF(a1) + -+ M F(ar) — F(a)
= )\1F(a1) + -+ )\kF(ak) .
Jesté nahlédneme, ze f je skutecné linearni zobrazeni: Pro libovolné dva vektory u,v € V
a skalar A € T" oznacime b = a + u, ¢ = a + u + v a spocitame
flat+v) = flc—a)=F(c) - F(a) = (F(c) — F(b)) + (F(b) — F(a))
=fle=b)+ f(b—a) = f(u) + f(v)
() = f(Ab — Aa) = AF(b) — AF(a) = A(F(b) — F(a)) = Af(b— a) = A/ (u)
Naopak, je-li f:V — W linearni zobrazeni a a € A, b € B, pak zobrazeni F': A — B
definované vztahem
F(c)=b+ f(c—a) prokazdéce A
ekvivalentné
Fla+v)=0b+ f(v) prokazdéveV
je afinni zobrazeni F' : A — B (pro které F(a) = b), protoze pro libovolnou afinni
kombinaci A\ai + -+ + A\rag (Zlf Ai = 1) mame
Fhai+ -+ Xgar) =b+ f(har + -+ + Mpar — a)
=b+ f(M(ar —a)+ -+ A(ar — a))
=b+Af(ar—a)+- -+ X f(ar —a)
=M+ flar —a))+ -+ X(b+ flar — a))
= >\1F(a1) + -+ )\kF(ak)
Shrneme u¢inéna pozorovani.
Tvrzeni 12.32. Necht A,B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T a V, W jsou
jejich prostory vektoriu. Pak plati:
(1) Pro libovolné afinni zobrazeni F' : A — B zobrazeni f : V. — W definované pro
v € V wvztahem f(v) = F(a+ v) — F(a) nezdvisi na volbé bodu a a je linedrnim
zobrazenim V.— W. Pro libovolné a,c € A plati F(c) = F(a) + f(c —a) a pro
libovolnou kombinaci \ia1 + ... A\gag, A1+ -+ + A\ = 0 plati

faar+ -+ Agar) = M F(a1) + -+ M Flag) -
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(2) pro libovolné linedrni zobrazeni f : V.— W a body a € A, b € B je zobrazeni
F : A — B definované vztahem F(c) = b+ f(c — a) afinni zobrazeni A — B.

V situaci pfedchoziho tvrzeni fikdme, Ze afinni zobrazeni F' vytvari linedrni zobrazeni f
nebo, ze f je linedrni zobrazeni pfislusné F', apod. Naptiklad afinni zobrazeni F': A — A
vytvorena identitou jsou pravé posunuti, zobrazeni vytvorena rotaci jsou rotace slozené s
posunutim.

Nasledujici pozorovani shrnuje nékteré jednoduché, ale dulezité vlastnosti afinnich zob-
razeni a prislusnych linearnich.

Pozorovani 12.33. Necht F : A — B je afinni zobrazeni a f : V. — W prislusné linedrni
zobrazeni. Pak plati:
(1) F je prosté pravé tehdy, kdyz f je prosté,
(2) F je na prdvé tehdy, kdyz [ je na.
(3) Obrazem podprostoru B = b+U prostoru A pii zobrazeni F' je podprostor F(B) =
F(b) + f(U) prostoru B.
(4) Je-li G : B — C afinni zobrazeni a g prislusné linedrni zobrazent, pak sloZené
zobrazeni Go F' je afinnim zobrazenim A — C a jemu prislusné linedrni zobrazeni
jegof.

Diikaz. Cviceni. O

12.4.2. Afinni zobrazeni v souradnicich. Na prikladu ukézeme jak popsat afinni zobrazeni
mezi konecné dimenzionalnimi prostory v soufadnicich.

Pt¥iklad 12.34. Popi§eme zobrazeni, které zobrazuje trojici bodt a1, as, az € R? na trojici
bodit by, ba, by € R? (v tomto pofadi).

a1:<1)70’2:(_11)’6“”:(,21)’1)1: 3 abQ: -1 by = 3
2 4 -1

Protoze D = (a2 — a1,a3 —a1) = ((=2,0)7, (1, =2)T) je baze R?, tvoii trojice (a1, a2, a3)
barycentrickou soustavu soufadnic, takZe afinni zobrazeni F' : R? — R? je podminkami
jednoznaéné uréené (viz tvrzeni 12.31). Uréime p¥islusné linearni zobrazeni f : R? — R2.
Obrazem vektoru as — a; je vektor f(as — a1) = F(as) — F(a1) = by — by = (=2, —4,2)7
a obrazem az — a1 je f(az —a1) = bs — b1 = (=5,0, —3)T. Matice f vzhledem k D a K3
je proto

-2 -5
[f]ga = -4 0
2 -3
takze vzhledem ke kanonickym bazim je
—2 5 9 1 -1
[k = i[> = =40 ~
0 2
2 -3
-2 -5 1/ -2 1 1 3
= -4 0 1 0 _2 )= 2 1
2 -3 1 1

Nyni pro libovolny bod ¢ € R? a vektor v € R? je F(c+v) = F(c) + f(v). Pouzijeme
tento vztah pro ¢ = (0, O)T av= (1, a:g)T a dostavame obraz bodu (z1,z2)7:

Pz )=r () ()= (3) (2 ) (2)
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Misto uréovani F((0,0)%) pfimo, miizeme do vztahu dosadit napiiklad bod a; a dopoéitat.

P()=r(o)= 2 1) ()
-1 1
5 0 4
3 =F 0 + 3
2 0
1
F( 0 ) ~{ o
2
Celkové dostéavame
* 1 1 3 = 1+ x1 + 322
F(xl): 0|+ 2 1 (xl): 2r1 + o
2 2 -1 1 2 2 — 1 + a2
Jako zkousku ovéfime, Ze skutecné F(a;) = b;, i = 1,2, 3.
Obecnéji, méame-li afinni zobrazeni F' : A — B, soustavu soutadnic S = (a,vi,...,vy)
v prostoru A a soustavu soufadnic @ = (b,wi,..., W) v prostoru B, pak soufadnice

obrazu bodu ¢, ktery mame zadany v soustavé S, vzhledem k @ spocitame

[F(d)le = [F(a)le + [f(c—a)le = [F(a)le + X]ds ,

kde X je matice f vzhledem k bazim (vi,...,v,) a (w1,...,wy,). Heslovité, obraz je
tvaru ,,bod plus matice krat vzor“. Kdyz na okamzik prestaneme rozlisovat body a vektory
(zvolime pocatek a bod ztotoziiujeme z jeho polohovym vektorem), pak linedrni zobrazeni
jsou ,rovnd zobrazeni“, kterd zachovavaji pocatky, a afinni zobrazeni jsou vSechna rovna
zobrazeni. Vzniknou z linearnich slozenim s posunutim.

12.4.3. Izometrie. Izometrie mezi afinnimi eukleidovskymi prostory je zobrazeni, které
zachovava vzdalenosti. Pouziva se také nazev shodnost, zejména v pripadé zobrazeni mezi
stejnymi prostory.

Definice 12.35. Necht A, B jsou afinni eukleidovské prostory. Zobrazeni F' : A — B
nazyvame izometrie, pokud zachovava vzdalenosti, tzn. pro libovolné a,c € A plati

lla = ¢l = |F(a) = F(c)|

Intuice napovidd, Ze izometrie je ,,rovné“, tj. afinni zobrazeni, a pfislusné linearni zob-
razeni mezi prostory vektoru je ortogonalni. Intuice se nemyli, jak ukazuje nasledujici
véta.

Véta 12.36. Necht A a B jsou afinni eukleidovské prostory konecné dimenze a F': A — B
je zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(1) F je izometrie.
(2) F je afinni zobrazeni A — B a prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory vektord
je ortogondlni.

Diikaz. Oznac¢ime V,W prostory vektoru afinnich prostori A, B.
Implikace (2) = (1) je jednoduchéa: Jsou-li a,c € A libovolné body, pak

[F(a) = F()| = l[f(a =)l = lla—cll -

Zajimava je opac¢nd implikace (1) = (2). Ukdzeme myslenku dikazu a nékteré technické
detaily prenechame do cviceni.
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e Pro libovolné dva body a1,a2 € A a jejich afinni kombinaci a = A\1a1 + A2a2 plati
F(a) = M F(a1) + A2 F(az2). K dikazu si vS§imneme, ze vztah ,bod je afinni kom-
binaci dvojice bodi s koeficienty A1, A2“ muzeme charakterizovat pomoci jejich
vzajemnych vzdalenosti (cviceni).

e Protoze F' zachovava afinni kombinace dvojic, je F' afinni zobrazeni podle cvic¢eni 77?.
Oznac¢me f prislusné linearni zobrazeni mezi prostory vektoru.

e Zobrazeni f zachovava normy: Pro libovolny vektor v € V' a bod a € A plati

IFWI = lf((a+v) —a)| = |F(a+v) = F(a)|| = [la+ v —al = [|v]
e Protoze f zachovava normu, je podle tvrzeni 7?7 ortogonalni.

d

V prikladech ?? z kapitoly o vlastnich ¢islech jsme popsali vSechny ortogonalni zobra-
zeni R? — R? a R® — R3. Z dokazané véty tak ziskdme v téchto piipadech popis vsech
izometrii. Izometrie F' : R> — R? jsou rotace slozené s posunutim a ortogonalni reflexe
slozené z posunutim. Izometrie F' : R® — R? jsou rotace kolem osy sloZené z posunutim a
rotace kolem osy slozené s ortogonalni reflexi vzhledem k roviné a posunutim. Obdobné
vysledky samozrejmé plati pro izometrie mezi dvéma libovolnymi eukleidovskymi prostory
dimenze 2 nebo 3, staci vie prevést do R? nebo R® pomoci kartézskych soustav souradnic.
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