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1 Uvod

Jiz na stfednich skolach se u¢ime nejjednodussi ptipady situaci, ve kterych lze
pocitat pravdépodobnost pomoci klasické definice. Typické pripady jsou hody
kostek, vybér karet a nebo obecné vybér podmnoziny z mnoziny a k nim souvi-
sejici jevy typu ,Jakd je pravdépodobnost toho, ze ndm padnou dvé Sestky pfi
hodu 3 kostek?* nebo ,,Pravdépodobnost vytdhnuti 4 karet stejné barvy, kdyz
mame 4 barvy v balicku 32 karet?*.

V téchto piipadech neni ale nijak obtizné vyjadiit velikost danych mnozin.
Na stredni skole l1ze pak slyset heslo ,,pocet priznivych vysledki lomeno celkovy
pocet vSech pripadt“. Pak ale jsou situace, kde velikost mnoziny vsech pripadt
nemuzeme jednoduse vypocitat, natoz danou podmnozinu. Mzeme to vidét u
nasledujiciho ptikladu.

Méame dvé realna cisla x a y. Obé dvé nabyvaji libovolné hodnoty z inter-
valu [0,100]. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet téchto ¢isel bude alespoii 50 a
zaroven alespon jedna z druhych mocnin ¢isel x, y nebude mensi nez 9007

Kdyby obé cisla by byla prirozena, tak by bylo mozné to spocitat pomoci
klasické definice pravdépodobnosti, jakmile by se doslo k spocteni pfiznivych
jevu. Problém ale pro pouziti klasické definice pravdépodobnosti u redlnych
Cisel je v uréeni poc¢tu vsech pripadu, nebot v nasem intervalu lezi nekonecné
mnoho redlnych ¢isel. Z tohoto divodu se zavadi geometrickd pravdépodobnost
kterd doplnuje tu klasickou definici (nebot ta neumi pocitat s nekoneéné mnoha
pripady, zatimco ta geometrickd uz ano) a pravé o ni bude tato préce, ktera bude
psana tak, aby ji porozumeél i student stfedni skoly (vyjma 4. ¢dsti ,,Stanoveni
¢isla m metodou Monte Carlo“).

2 Definice

Vzhledem k nésledujicim c¢astem této prace nam staci zjednodusSend verze
geometrické definice pravdépodobnosti zabyvajici se pouze piipadem, kdy pra-
cujeme s useckou nebo rovinnym obrazcem. Tato definice je ze zdroje [1]

Geometrickd definice pravdépodobnosti: ,,Méjme dsecku (rovinng obrazec) s
délkou 1 (obsahem S), kterd predstavuje cely pravdépodobnostni prostor. Prav-
dépodobnost, Ze nastane jev reprezentovany cdsti dsecky (obrazce) s délkou d
(obsahem T) pak urcéime jako d/l (T/S).¢



3 Piiklady
3.1 Rande

Dtive nez se dostaneme k prikladu zminéném v ivodu, ilustrujeme geomet-
rickou pravdépodobnost na jednodussim prikladé, jednom z nejznameéjsich pro
tuto oblast matematiky. Predstavme si dvé osoby, které si domluvi rande a
maji se sejit béhem urcité hodiny. Jen zapomenou urcit, kdy presné maji prijit.
Predpokladejme, ze kazdy okamzik z dané hodiny muze byt pfichodem jednoho
z nich stejné pravdépodobné jako jakykoliv jiny okamzik v této hodiné. Dale
prichod jednoho je nezavisly na prichodu toho druhého.

Nyni domluvme konkrétni tidaje. Jedna osoba se jmenuje Bara, druhd je
Matéj. Bara je ochotnéd pockat na Matéje 40 minut, Matéj neni tak trpélivy jako
Béara a pocka jen tiicet minut. Ani jeden z nich neuprednostiuje konkrétni ¢as
piichodu. Situaci vystihuje nasledujici obrazek. Cas piichodu Bary je vyznacen
na vodorovné ose, na levém okraji je zac¢datek domluvené hodiny, na pravém
nejzazsi okamzik mozného ptichodu (neni to pfesné 60 minut od poc¢atku dané
hodiny, ale limitné se k tomuto ¢islu priblizujeme a geometricky je jedna tisecka v
tomto dvojrozmérném tutvaru zanedbatelna, mizeme ji vnimat jako ohranic¢eni
mnoziny vSech pripadi). Obdobné pfichod Matéje je vyznacen na svislé ose.
Zacéatek hodiny je na dolnim okraji, na hornim konec domluvené hodiny.
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Kazdy bod ¢asti roviny vymezené zacatkem a koncem domluvené hodiny na
obou osich predstavuje jednu konkrétni situaci. X-ova souradnice predstavuje
prichod Béry, y-ovéa piichod Matéje. Napriklad bod A predstavuje situaci, kdy
Béra prijde 10 minut po zacatku hodiny, Matéj po 20 minutach. Modra tsecka
predstavuje diagonalu znazornujici situaci, kdy oba dva ptijdou pfesné ve stejny
okamzik. Pokud se jeden z nich zpozdi, tak ten druhy méa urcitou ¢asovou re-
zervu, nez ten druhy odejde. Po prichodu Matéje ma Bara 30 minut, nez Matéj



odejde (pokud diive neskonéi domluvend hodina). Na obrézku to vniméame jako
mnozinu bodi majici nejvyse vzdalenost predstavujici 30 minut od diagonaly v
kladném sméru osy x (vodorovnd osa pojmenovand jako piichod Béry), to zna-
mena doprava. Obdobné jako kdyz prijde Bara diive, kterd ale jako ta trpélivéjsi
pocka delsi dobu. Vsechny body spliujici nase zadani tvori mnozinu vsSech vy-
sledkt, kterd je vybarvenda cervené na nasem obrazku. Obsah tohoto utvaru ale
uz umime snadno spocitat. MuZzeme vybrat libovolné jednotky c¢asu, ale jak pro

Citatele, tak pro jemnovatele musime vybrat stejnou jednotku! My si vybereme
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minuty a hledand pravdépodobnost je P = 606# = % = 0,81944 (pro

stredoskolské studenty: vysledek lze pfevést na procenta vynisobenim 100, tedy

tato pravdépodobnost je zhruba 82%).

3.2 Priklad z ivodu

Vratme se k piikladu z ivodu. Zadani bylo: Mame dvé realna ¢isla x a y. Obé
dvé nabyvaji libovolné hodnoty z intervalu [0,100]. Jaka je pravdépodobnost, ze
soucet téchto cisel bude alespon 50 a zaroven alespon jedna z druhych mocnin
¢isel x, y nebude mensi nez 9007

Nejdrive si ukazeme, jak by situace vypadala pro prvni jev, tedy soucet je
alespon 50.

100 x=100, y=100

cislo y
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0

0 x=50, y=0 ¢islo x 100

Nyni si ukazeme, jak by to vypadalo pro druhy jev, to znamena alespon
jedna z druhych mocnin ¢isel x, y je vétsi nebo rovna 900.
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Modra oblast je pro pripady, kdy je jen druhd mocnina y vétsi nebo rovna
900, zlutéa oblast jsou naopak jenom pripady, kdy jenom druhd mocnina x je vétsi
rovna 900 a konecné ¢ervenda oblast zaznamenava pripad, kdy obé mocniny jsou
vétsi nebo rovny 900.

Uz muzeme oba dva jevy dit dohromady a ukazat si vyslednou mnozinu
vsech vysledki.
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Pravdépodonost je P = 00T = 710000 = 0,87. Dalsi priklady uz
nebudeme tak podrobné rozebirat jako predchozi dva, kde na prvnim prikladé
jsme si ukazovali, jak vlastné s geometrickou pravdépodobnosti pracovat a na
druhém jsme demonstrovali pripad vice jevi najednou a jejich vysledné slozeni

jako prinik.




3.3 Farma u Hrbéace

Tento i nasledujici pfiklad jsou ze zdroje [2]

Farma ,,U Hrbace* kazdou nedéli hosti nékolik pratel farmére. Protoze maji
zalibeni v hazardnich hrach, kazdou nedéli se sazeji ke které strané ohrady bude
v ur¢itou hodinu nejblize farmaiav kun. Ohrada mé postaveny plot piresné podle
svétovych stran a je obdelnikového tvaru, vychodni a zdpadni strana ohrady
méri 40 metrt, severni a jizni 100 metri. Sdzeni probihd s dostatecnym ¢asovym
predstihem, aby se nevyuzivala informace o aktualni poloze farmafova koné a
kian tak mél dostatek casu zménit polohu. Predpokladame tedy, ze zadné misto
neni preferované a na kazdém se muze nachdzet se stejnou pravdépodobnosti
jako na kazdém jiném. Sazejici se sazi, zda se v daném case bude nachazet
nejblize praveé k jizn{ strané ohrady. (pzn. predpoklddédme, Ze se kit umi postavit
primo az k okraji ohrady, tedy namisto tézisté jeho téla si urc¢ime nahrazujici
bod za télo, napt. bod v prednim kopyté).
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Jizni strana (100 m)

Pravdépodobnost, ze se kin bude opravdu nachazet nejblize k jizni strané
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3.4 Problém golfistky Alzbéty

Tato tloha je téz prevzatd z jiz zminéného zdroje, jen je pro zajimavost
trochu upravend (nebudeme zanedbavat tloustku provazki).

Alzbéta si sla zahrat golf na specidlnim hristi, na kterém je natazend sit se
Ctvercovymi oky. Provazky sité jsou silné 2 centimetry a rozestup mezi stredy
vldken je 12 centimetru. Sit je perfektné napjata. Cilem Alzbétky je dostat micek
s prumérem 5 cm nejdiive skrz tuto sit a pozdéji teprve do jamky. Nas ovSem
zajima jaka je pravdépodobnost, ze micek proleti siti, aniz by zavadil o libovolny
provazek této sité za nasledujicich podminek. A¢ Alzbéta stoji od sité daleko,
tak nejen ze je natolik Sikovnd, aby micek neletél uplné mimo sif, ale dokonce
natolik, aby micek letél kolmo na sif. Tedy micek muzeme vyjadrit v tloze jen
mista sité ¢i jim proletét stejné mozné dobre, jako u jakéhokoliv jiného mista
sité (jen ne mimo sit).
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Jak vidime na obrézku, v kazdém oku by se ndm opakovala stejnd situace,
tedy staci si vzit jen jedno oko jehoz hrany vedou stiedy provazku sité a vytesit
tuto 1ulohu jen pro jedno oko, nebot se to bude shodovat s tim, kdybychom to
pocitali pro celou sit. V tomto pripadé navic ani nepotrebujeme znat celkové
rozméry sité, respektive pocet vsech ok.

Modra oblast predstavuje provazky, ve zluté oblasti by micek stale zavadil
o provazek (polomér micku je 2.5 cm) a jenom v Cervené oblasti by proletél

hladce. Pravdépodobnost je P = % = % =0,173611.

Tedy geometrickd pravdépodobnost nam dovoluje pracovat i s pripady, kdy
nejen mnozstvi pripadi co mohou nastat je nespocetné mnoho, ale navic miazeme
v tlohéch ve kterych se urcitd vlastnost opakuje (jako v naSem piipadé oka
v siti), vypoéitat pravdépodobnost daného jevu, aniz bychom védéli rozméry
celého ttvaru - tedy sité ¢i pocet ok. Staci ndm vlastné pracovat na zmenseném
pracovnim prostoru a tim dostat vysledek pro vSechny pripady.

Tim je vyuziti i uzite¢nost geometrické pravdépodobnosti je o néco vyssi.
Lze ji tedy pouzivat pro tyto ,nekonecné prostory/roviny“ aniz by nds vlastné
trapilo, jak veliky je samotny celek.

4 Stanoveni c¢isla m metodou Monte Carlo

Nésledujici ¢ast je prevzata z [3].

4.1 Vypocet metodou Monte Carlo

Vyuziti geometrické pravdépodobnosti najdeme i ve vypoctu pii stanoveni
¢isla m metodou Monte Carlo, proto se budeme nyni vénovat této metodé. Jasné
si zde ukazeme, ze geometrickou pravdépodobnost nemusime potfebovat jen
pri vypocétu v prikladech typu jako vySe, ale muze byt i souc¢asti pii ruznych
vypoctech jako je stanoveni konstanty s presnosti na par mist. Bude nas zajimat
nasledujici situace: Mame c¢tverec o strané délky ,a“, do kterého je vepsan kruh.
Jakd je pravdépodobnost (jev A), Ze ndhodné zvoleny bod lez{ uvnit¥ vepsaného
kruhu?



Predpokladejme, ze kazdy bod muze byt vybran se stejnou pravdépodob-
nosti. Velikost mnoziny priznivych vysledku je charakterizovand obsahem vepsa-
ného kruhu a velikost mnoziny vsech vysledkt bude charakterizovana obsahem
¢tverce. Potom uzitim geometrické definice pravdépodobnosti dostavame

71'(12
P(A) = M =_4 _ E.
m(Q) a? 4
Budeme-li ndhodny pokus opakovat n-krat, kdy se vzdy vybere ndhodny bod
v tomto ¢tverci a budeme zaznamenavat, kolikrat se bod nachazel uvniti kruhu
n(A), lze vyjadrit relativni ¢etnost vyskytu jevu A, vyjadieného pomoci poméru
n(A)/n. Dostateéné velkym opakovidnim muzeme zjistovat i hodnotu 7, nebot
n(A)

plati m ~ 4=, protoze

Popsana metoda se nazyva Monte Carlo pravé proto, ze se vyuziva nahod-
nych procesii ke hledani feseni konkrétnich problémii. Touto metodou lze v praxi
rychle urcovat napiiklad obsahy slozitych geometrickych obrazcu (vypoéty in-
tegrald, apod.).

4.2 Presnost vypoctu

Tato ¢ast vyzaduje u ¢tenafe orientaci v teorii pravdépodobnosti, nékteré
Casti nejsou probirané ani v prvnim ro¢niku na vysoké skole, tak zde budu vice
doslovné citovat z jiz uvedeného zdroje [3], tedy na to hromadné upozornim uz
zde a nebudu jiz uvadét uvozovky. Nejdiive pfed odhadnutim chyby ziskané pri
této metodé si zavedme nékolik velicin.

M oznac¢ime veli¢inu vyjadcujici kolik testovacich bodi z daného poc¢tu po-
kust n padne do kruhu o priméru d=1. Ndhodna veli¢ina M tak muze na-
byvat vSsech hodnot od 0 do n. Ozna¢me jako p pravdépodobnost, pri které
nahodné zvoleny bod padne do daného obrazce, tedy kruhu. Pravdépodobnost,
ze v kruhu nebude lezet, je pak 1-p. Ndhodna velicina M m4a potom binomické
rozdéleni pravdépodobnosti M~Bi(n,p), nebot pravdépodobnost jevu, Ze do ob-
razce padne pravé k ndhodné vybranych bodu je dana predpisem

PV =1 = ([ )k

Stredni hodnota binomického rozdéleni M je EM=np a jeho rozptyl D je
DM=np(1-p).

Namisto ndhodné veli¢iny M budeme pracovat s ndhodnou veli¢inou M/n,
ktera vyjadruje relativni cetnost uspéchu jevu, pii kterém se ndhodné vybrany
bod nachézi uvnit¥ obrazce. Pro veli¢inu M/n plati lim,, % = p. Vyuzitim
obecnych vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu dostavame

n n

n
o(M\_ 1oy —ml=-p _pll-p)
n n? n? n



Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou EX a rozptylem
DX je pravdépodobnost, ze absolutni hodnota |X-EX| bude mensi nez libovolné
>0 omezené tzv. CebySevovou nerovnosti II. typu, kterou lze psat ve tvaru

DX
PlX -EX|<e]>1- —.
3

Hodnotu parametru muzZeme interpretovat jako velikost chyby, se kterou
se lisi vypoCtend (zméfend) stfedni hodnota od skute¢né. Aplikaci CebySevovy
nerovnosti na ndhodnou veli¢inu M/n dostdvame

M
ol

n
Na pravé strané mame p, které obecné nezname, vyuzijeme tedy nasledujici
odhad. Funkee f(p)=p(1-p) je kvadratickd funkce, kterd je omezend shora (1/4)

a muzeme tedy provést horni odhad ve tvaru p(1-p) mensi rovno 1/4. Celkem
po dosazeni plati

M 1 1
PH—p‘<E]21—p(p)>l
n

p(1 —p)
ne2

<5] >1-—

nez 4dne?’

Pro odhad pravdépodobnosti na levé strané zavedeme parametr «, ktery pred-
stavuje hladinu vyznamnosti. Za hladinu vyznamnosti volime nejcastéji hodnotu
a=0,05, tedy 5%. Pozadujeme, aby pravdépodobnost, ze se od sebe namétrena
a skutecné velikost stfedni hodnoty lisi o méné nez e byla

Upravami dostaneme

a<
~ 4ne?
1
2
e < —
T dna
a po odmocnéni dostaneme odhad chyby

1
e < 3 \/@'
Jiny odhad muzeme nalézt za pouziti tzv. Moivre-Laplaceovy centralni limitni
véty. Ten ale tady nebudeme délat, pro zajemce doporucuji precist si primo zdroj
[3] a kde celkové se muzete doéist jesté par informaci k této metodé. Uvedu zde
shrnuti z této stranky: ,,Shrnutim zavéra z obou postupt miZeme konstatovat,
ze velikost chyby € pfi metodé Monte Carlo se fadové ridi predpisem & ~ %
V praxi tento zavér mizeme interpretovat tak, ze k dosazeni presnosti 5 de-
setinnych mist (=0,00001), by mélo postacovat 10'° bodt, coz je 10 miliard
bodu. To je hodnota, kerd je na bézném pocitaci s béznym systémovym vybave-
nim nedosazitelna. Z tohoto divodu nemizeme metodu Monte Carlo povazovat
za zpusob, jakym dosahovat vysoké presnosti hodnoty ¢isla . V praxi vsak
jeji uplatnéni nalézame tam, kde je vyzadovana spiSe relativné velikd rychlost
nalezeni Teseni, nez jeho vysoka pfesnost.“



5 Vlastni hodnoceni

Geometrickou pravdépodobnost vnimam jako velice prinosné a zajimavé do-
plnéni ke klasické definici pravdépodobnosti, kterd neumi pracovat s pripady,
kdy je nekone¢né mnoho vysledki. Navic v nékterych pripadech dokaze pocitat
i pravdépodobnost pro porstory ¢i roviny, u kterych nezname jejich velikost, ale
zname jejich povahu stejné jako to bylo v pripadé Problému golfistky Alzbéty.

Na druhou stranu mé své tskali, své paradoxy. Jednim z nejznameéjsich je
takzvany Bertrandtv paradox, kde je iikolem zjistit pravdépodobnost toho, jestli
je nahodné zvolend tétiva kruznice delsi, nez je délka strany rovnostranného
trojuhelniku vepsaného do této kruznice. Lze dojit ke tfem riznym vysledktim
a ani jeden z nich nelze pfimo oznacit jako ten Spatny ¢i spravny. Je to kvuli
ptistupu k tloze, s jakym pravdépodobnostnim prostorem budeme pracovat -
zda budeme vnimat generovani tétivy jako jednoznacéné urcéeného podle polohy
priseciki tétivy a kruznice, nebo zda tétivu zavedeme jinym zptisobem.

Presto vnimam geometrickou definici pravdépodobnosti jako dilezitou a dle
mého nazoru by se mohly dva nebo tfi priklady pro zajimavost uvadét na stred-
nich skolach, kde se probira i ta klasicka definice pravdépodobnosti.
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Obrazky - vlastni tvorba
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