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Definicie

Zena - objekt ohodnoteny celym é&islom. Kazdé dve zeny sa daji porovnat a
rozligit, t.j. ziadne dve nemaji rovanké hodnotenie. Zena je objekt velmi nesta-
bilny, do vztahu s fou sa po rozchode d4 vratit uz len velmi fazko.

Manzelka - Zena, s ktorou muZz ostane na cely Zivot. Muz sa usiluje mat za
manzelku zenu s ¢o najvicésim hodnotenim.

Prvy Problém

Pribehovy

Predstavme si, Ze o mia md zdujem stovky zien. Ako cielom kazdého muza,
teda aj mia, je vybratf si za manzelku ¢o najlepsiu Zenu. Ako ale viem, ktord
je ta najlepsia? Az ked so Zzenou chodim tak zistujem, aks dobra manzelka
by z nej bola v porovnani s ostatnymi. Taktiez, ak sa so Zenou rozidem, uz
sa s fiou znova datf dokopy nedi. Kedy sa teda mdm zastavit a spokojif sa s
tou ktord mam, aby som s ¢o najviéSou pravdepodobnosfou ziskal najlepsiu
manzelku spomedzi nich? Najlepsou stratégiou je zjavne chodit s niekolkymi
Zenami na sktsku, rozisf sa s nimi a potom si vybraf prvi ktora bude lepsia
ako vsetky doteraz (kedZe nés zaujima iba ndjdenie najlepsej). Kedy je ale
optimalny ¢as, pri ktorom sa mam zastavit, aby som touto metédou nasiel s o
najviésou pravdepodobnostou ti najlepsiu Zenu? Pozrime sa na to teda ocami
matematika.

Matematicky

Nech N je prirodzené ¢islo, w je ndhodna permutécia ¢isel (zien s hodnotenim) od
1 poN. Pre aké K <= N plati, ze ¢islo z w, ktoré je vicsie ako prvych K ¢isel z w,
a zdroveil m4 ttto vlastnost ako prvé v poradi, ma najvicsiu pravdepodobnost
byt &slom N? Aké bude tdto pravdepodobnost?



RieSenie
problém pre malé cisla

Rozoberme si pripad, kedy N=3, teda existuji iba 3 Zeny, ktoré o mna majui
zdujem, pre hlbsie pochopenie problému. Existuje iba 6 permutécii (3!) v akom
poradi s nimi méZem chodit.

123 132 213 231 312 321

Ak K=0, teda vyberiem si vzdy prvii, tak pravdepodobnost vyberu najlepsej
z nich je %7 ked'Ze spomedzi vietkych permutécii iba 2 za¢inaji éislom 3.

Ak K=1:
pre 123 si vyberiem ¢islo 2, pretoze je lepsie ako prvych K zien, a je prvé v
poradi.
pre 132 si vyberiem ¢islo 3, pretoze je lepsie ako prvych K zien, a je prvé v
poradi.
pre 213 si vyberiem ¢islo 3, pretoze je lepSie ako prvych K Zien, a je také prvé
v poradi.
pre 231 si vyberiem ¢islo 3, pretoze je lepsie ako prvych K zien, a je prvé v
poradi.
pre 312 si vyberiem ¢&islo 2, pretoze je posledné a uz sa musim usadit.
pre 321 si vyberiem é&fslo 1, pretoze je posledné a uz sa musim usadit.

Vidime teda, ze v troch zo Siestich pripadoch som skonéil s najlepsou manzelkou,
teda Sanca je %

Ak K=2 ¢&i 3, tak mam na vyber iba posledni moznu Zenu, lebo ind mi uz
neostava, ¢o je Sanca ze je najlepSia %
Preto pre N=3 je hladané &islo K=1, teda s prvym dievéatom sa mam rozist a
ostanem s prvym lepsim ako bola ona(alebo s poslednou).

Problém pre velké é&isla

Nech teda mame funkciu f(K), ktord uddva pre éislo K pravdepodobnost ziskania
najlepsej manzelky, napriklad f(0) = f(N — 1) = +. Chceme teda zistit, pre
ktoré K je f(K) najvacsie. Spocitajme teda f(K).

f(K)=P(Q)+ P(2) + ... + P(n) kde P(x) zna&i pravdepodobnost vyberu naj-
lepSej manzelky na mieste x. Nielenze najlepsia manzelka bude na mieste x, ale
dokonca si prave tito manzelku aj vyberiem za zenu.
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Ked'Ze sa rozidem s prvymi K Zenami, tak P(1 az K) bude 0, pretoze Ziadnu z
nich si za manzelku nezoberiem za Zenu. P(K—&—l):%, pretoze Sanca Ze najlepsia
manzelka bude na mieste K+1 je %, a ak tam bude tak si ju zoberiem za Zenu,

lebo je lepsia ako vsetky zeny dovtedy.



Pre K+2 to je trochu zloZitejsie. NielenZe na tomto mieste musi byt najlepsia
manzelka, ale aj musi platit, Ze sa neusadim so Zenou na K+1 mieste. Pravdepo-
dobnost usadenia sa so Zenou na mieste K41 je ﬁ, pretoze pravdepodobnost
toho, ze z prvych K+1 ¢isel bude posledné ¢islo najvacsie je rovnaka, ako ze bude
prvé z nich najva¢sie=druhé z nich najvacsie atd... a S8anca ze nejaké z nich bude
najvacsie je 1, teda pravdepodobnost sa rovnomerne rozdeli medzi K+1 dievéat
a teda bude pravdepodobnost 1/K+1. Pravdepodobnost neusadenia sa s fiou

1 K 1 K
bude 1-— m = K7+1’ preto P(K+2):ﬁ * K7+1
P(K+3):% * KLH z rovgakého dovodu, pretoze Sanca Ze si nevyberiem Zenu

na K+1 a K+2 mieste je z75.
Takto pokracuje az po P(N), kde P(N)=4 * 5.
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Problém sa ndm men{ iba na analyticky, kde ide o zistenie maxima funkcie(t.j.
pre ktoré K je to najviac). Na to pouzijeme trik, a to zoberieme funkciu g(z) =
%. Ako vieme, obsah pod grafom funkcie zistime urcitym integrdlom od K po N

funkcie 1, ¢o sa vlastne rovnd log(N) — log(K) = log%.

K K+l K+2 N-1 N

Ako vidime aj na obrazku, realny obsah obdlznikov je trochu vacsi ako obsah

pod grafom funkcie, va¢Si o najviac % — % Ak si zoberieme zase takyto pripad

ako na d’alSom obréazku, tak tu maji obdeniky zase mensi obsah ako je obsah
pod grafom, no a rozdiel obdlznikov v prvom obrazku a tu je prave % - %, ¢o

ale je pre velké ¢isla velmi mélo(uz aj pre malé ¢isla je to mélo).

8(x)=1/x




Spolu ndm teda vychédza, ze

F(K) = % #log()

maximum takejto funkcie je uz trividlny priklad. Maximum hladanej funkcie
nastéva vtedy ked jej derivécia sa rovnd 0, pre tento pripad ndm vyjde deridcia

Ny_ Ny_
%. Z tychto poznatkov ndm vychazdza, ze ak % = 0, musf platit
log(&) = 1, inak napisané:

N
K==
e

Zaver 1

Ak mam moznost spoznaf a chodif s N Zenami, tak najlepsia stratégia je s
prvymi & chodit, spoznat a rovno sa s nimi rozist, a potom si zobraf za
manzelku prva zenu, ktora bola lepsia ako vSetky, s ktorymi som sa za cely
zivot stretol. Ked'ze funkcia f(x) oznacovala pravdepodobnost najdenia najlepsej
manzelky, a vieme aké je K, t.j.
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vyplynie ndm, %e menej ako 37 percent Iudi si ndjde idedlnu osobu a teda je velmi

velks pravdepodobnost toho, ze pre kazdého Zenatého muZza je niekde omnoho

vhodnejsia manzelka. Ako posledna informécia na zéver, zo spravy Statistického

dradu SR z roku 2006 vyplyva, ze 37 percent manzelstiev koncilo rozvodom. Kto

vie preco.

Druhy problém

V prvom probléme sme zistili, ako ¢o najcastejsie ziskat najlepsiu manzelku,
no vela krat sa stalo, Zze sme skonéili s inou. Akou inou? Bude ovela horgia?
Nebude vediet ani varit ani prat? Na akd manzelku sa teda pravdepodobne
moZem tesit?

Matematicky by sa to dalo sformulovat ako zistenie strednej hodnoty.

RieSenie 2
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S=N*P(N) + (N-1)*P(N-1) + ... kde P(x) znaé{ pravdepodobnost vyberu zeny
s x-tym hodnotenim v poradi za manzelku. Vypocitali sme uz, ze P(N)=1/e.



P(N-1)

Druht najlepsiu zenu si vyberiem iba v dvoch moznych pripadoch- ak naj-
lepsia 7Zena bude a7 po nej v poradi (ozna¢me tito pravdepodobnost PM(1)),
alebo ak bude najlepSia medzi prvymi K-Zenami a tato nasa druhd najlepsia
bude az uplne posledni(oznaéme PM(2)). Na vypocitanie tejto druhej moznosti
vyndsobime pravdepodobnost toho, Ze bude najlepSia Zena medzi prvymi K
Zenami (%), s pravdepodonostou toho, Ze posledna bude druhé najlepéia(ﬁ
), spolu PM (2) = £ « L

Pre prvii moznost si to rozdelme na sicet PM(1)=R(K+1) + R(K+2) + ...
+ R(N-1) kde R(x) ozna¢uje pravdepodobnost vybrania si druhej najlepsej
manZelky na x-tom mieste. Zaéneme s R(K+1), teda pravdepodobnost toho,
ze druhi najlepsiu manzelku si zoberieme za zenu na K41 mieste. Na to musi
spliiat to, aby najlepsia manzelka bola a7 po nej( w ), a aby nasa druhd
najlepsia bola prave na tom K+1 mieste(ﬁ) a tiez aby sme dovtedy ziadnu

nevybrali(£) ¢o je samozrejme 1. Spolu

N-(K+1) 1 K
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Pokracujme pre R(K+2), teda pravdepodobnost toho, Ze druht najlepgiu manzelku
si zoberieme za Zenu na K+2 mieste. Na to musi spliat to, aby najlepsia

manzelka bola az po nej( W ), a aby nasa druhd najlepsia bola prave

na tom K+2 mieste(ﬁ) a tiez aby sme dovtedy ziadnu nevybrali(KL+17 prav-
depodobnost usadenia sa so Zenou na mieste K+1 je ﬁ7 ako sme zistili na

strane ¢fslo 2, a toto je teda jeho doplnok) . Spolu
N—-(K+2) . 1 . K
N N-1 K+1

Ak takto pokracujeme, spolu budeme mat

R(K +2) =

N-—(K+z) 1 K
* *
N N-1 K+z
Konecne tak vieme vypoéitat PM(1)

R(K+z)=

PM(1)=R(K +1) + R(K +2) + ... =

N-(K+1 1 K N—-(K+2) 1 K 11 K
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kde po tiprave pravej strany, pridani PM(2) a vzndsobeni (N-1) dostaneme (kvoli
prehladnosti je par medzivypoétov preskocenych)
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a ked'ze suma % + =5 + ... je rovnd log(£), K=2 alog(e)=1, tak za vysledok
dostdvame



Rovnakym postupom dostédvame aj d’alsie hodnoty a ziskavame tak

s=N+*P(N)+(N-1)*P(N-1)+..=—+ 5+ ..
e e

¢o pre velké N je to priblizne N*0,804.

Zaver 2

Pravdepodobne teda ostanem s nadpriemernou zenou, difajic, ze aspon bude
vediet varit. No musim si vzdy pamitat, Ze je nadpriemerns spomedzi vetkych
mojich moznych Zien(dokonca v najlepsej pitine). Pri tilohe ziskania najlepsej
manzelky vsak hra velkd tlohu poéiatoény poéet Zien. Ulohu zvécsenia tohoto
poc¢tu je ohromne komplexny problém, ktory sa snazilo vyriesit mnoho velkych
matematikov no neuspelo. Mnohi prisli na ¢iastoéné rieSenie, a to ako tento
pocet znizit. Prisli totiz na to, Ze ak iba jediné Zena bude mat o nich zdujem, s
istotou si vyberu ti najlepsiu spomedzi nej.
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