Autosomalni dédi¢nost a linearni algebra
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Co je autosomalni dédi¢nost

Zivogichové obecnd dédi od svych rodi¢t znatnou &ast svych tdlesnych znakil. Tyto znaky jsou
uréeny geneticky a pravé genetika se zabyvéa dédénim urcitych znakli mezi generacemi v zavislosti
na jejich genetické vybaveé. Geny urcuji takové znaky jako barva o€i ¢i ochlupeni (u zvifat au
Cloveka), ptipadné barva kvéta a tvar list (u rostlin).

Typt dédi¢nosti riznych znaki mdme nékolik. Nas zajima autosomalné recesivni dédi¢nost. To
znamena, ze znak, ktery je timto zptisobem dédén, je kodovan jen jednim genem. Obycejné ma
kazdy takovy gen dvé formy - alely (znaceno A, pfipadné a). Tyto alely koduji genotyp jedince. Pro
kazdy znak tak mame tfi rizné genotypy: AA,Aa a aa. Predpokladejme nyni, Ze se v n¢jakém stadu
krav jsou rohy/bezrohost kravy ovladany autosomaln¢ recesivni dédicnosti. Kravy, které maji
genotyp AA, maji dlouhé rohy, stejné tak kravy s genotypem Aa. Kravy s genotypem aa rohy
nemaji. Pak fekneme, Ze alela A (kddujici rohy) je dominantni nad alelou a (kddujici bezrohost),
ptipadné alela a je recesivni k alele A, nebot’ kravy s genotypem AA a Aa maji stejny sledovany
znak. Pomér jednicil s riznymi genotypy v urcité popolaci nazyvame genetickou distribuci
populace.

Zajima nas, jak urcit genotyp potomku né¢jakych rodict a ptipadné urcit genotyp jakékoliv
nasledujici n-té generace jedinci.

Model situace

V ptipadé€ genotypu potomki n¢jakych rodich nas vlastné zajima, jakym zptisobem miizeme
nakombinovat jejich geny a s jakou pravdépodobnosti kazdd mozna kombinace nastane. Kazdému
jedinci mazeme prifadit vektor:

_[v
J= ( vl) kde v; je genetickd vybava, kterou rodi¢ pfeda potomku
2

Tento vektor ma vzdy 2™ slozek, kdy m je pocet znakd, jejichz dédi¢nost sledujeme. Dale budeme
pro zjednoduseni sledovat dédi¢nost jen jednoho znaku.

Kdyz nam pijde o genotyp n-té generace, ptijde ndm o urceni genetické distribuce n-té generace.
Genetickou distribuci kazdé generace miizeme chépat jako stav, jednoznacn¢ urceny svym
vektorem:

DPan
Sn=| Pas | kde pgje podil jedninci s genotypem g
pGG

Budeme tedy chtit vypocitat libovolny vektor s, v zavislosti na vektoru sy, ktery uruje pocatecni
genetickou distribuci. Pfipadné spocitat i limitu posloupnosti vektoru s,. Ta urcuje rovnovazny stav,
kterému se bude geneticka distribuce populace blizit.



Reseni problému

Nejdrtive zjistime, jak urcit podil genotypii potomstva jednoho paru. Kazdy potomek zdédi od
kazdého rodice jednu alelu kédujici dany znak. Pokud maji oba rodice genotyp AA, piipadné aa je
zfejmé, ze tento genotyp budou mit i vSichni jejich potomci. Budeme pifepokladat, ze se kazda alela
deédi se stejnou pravdépodobnosti (coz je jisté rozumny piedpoklad).

VySetifime situaci, kdy jeden z rodi¢i ma genotyp AA a druhy aa. Alely rodict, které mohou piedat
svym potomkiim, mizeme zapsat do vektort.

)

Abychom nyni ur€ili genotyp potomstva staci mezi sebou tyto vektory vynasobit.

Aa Aa

Aa Aa

Vidime, ze v tomto pfipad¢ budou mit vSichni potomci hybridni genotyp Aa. Nyni zjistime, co se
stane v pfipadé, Ze jsou oba rodi¢e hybridy.
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Vidime, ze 1/4 potomkl bude mit dominantni genotyp AA, 1/4 potomkti bude mit recesivni
genotyp aa a 1/2 potomkt ziska hybridni genotyp Aa. Stejn€ mizeme postupovat pro libovolné
genotypy rodicti. Dokonce takto miizeme zkoumat i vice znaktli najednou, pouze se ndAm umeérné
zvEtsi matice.

T
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Pti zjiStovani genetické distribuce n-t€ generace chceme spocitat vektor s,. Vlastné chceme vyfiesit
diferen¢ni rovnici  S,=Ms, ; kdy M je matice pfechodu mezi generacemi. Genetickou distribuci
1.generace tedy spocitime takto: S;=M S, . Geneticka druhé generece tedy bude vypadat takto:

s,=Ms,=M(Ms,)=M"s, .Obecné bude geneticka distribuce n-té generace dana vzorcem:
s,=M"s,

Ukézeme, jak se bude populace vyvijet, pokud budeme vzdy znat genotyp jednoho z rodict
(naptiklad $lechtitelsky program). Nejprve rozebereme piipad, kdy jeden z rodi¢li ma genotyp AA.
Maéme tedy tf1 moznosti kiizeni: AA s kazdym genotypem. Zjistime tedy, jaké jsou
pravdépodobnosti riznych genotypli. Pomoci vySe zminéné metody zjistime, Ze kdyz zkiizime dva
jedince s genotypem AA, vSichni potomci budou mit také genotyp AA, to odpovida vektoru:

Paa 1
Saaxan=| P, |=| O
Pa| \0

Pokud bude druhym rodi¢em jedinec s genotypem Aa, pak stejnym postupem zjistime, ze polovina
potomkt bude mit genotyp AA a polovina jedincti bude mit genotyp Aa. To odpovidé vektoru:

1/2
S aaaa—| 1/2
0
Stejné vysSetiime 1 zbyvajici piipad, kdy druhy rodi¢ ma genotyp aa. Dostaneme vektor:
0

SAAxaa =

1
0



Z téchto vektorti miizeme sestavit matici pro prechod mezi generacemi:

1 1/2 0
M,={0 1/2 1
0 0 O

Diky tomu mizeme uréit genetickou distribuci libovolné generace pomoci vzorce S,=M"s, .
Musime ovSem mezi sebou vynésobit n matic, coz je pro velka n zna¢né neprakticky az
nepouzitelny postup. Proto se pro velka n vyplati matici M zdiagonalizovat a vyuzit faktu, Ze:

M"=PD"P™" kde D je diagonalni matice, ktera ma na diagonale vlastni ¢isla matice M a kterou
umime snadno spocist a matice P je pak tvorena vlastnimi vektory M. Vime totiz, Ze pro libovolnou
diagonalni matici plati nasledujici:

A 0 ol [AT 0 0
D'=|0 A, 0|=|0 A} 0| (kdeD je &tvercova matice libovolného tadu)
0 0 A 0 0 A

Protoze tedy chceme tuto matici diagonalizovat, musime zjistit, zda to lze, musime tedy zjistit jeji
vlastni ¢isla a vektory odpovidajici témto vlastnim ¢islim. Vlastni Cisla spocitame jako kofeny
charakteristického polynomu matice, tedy &isla A splitujici rovnost det (A—AI)=0 kde A je
libovolna ¢tvercova matice a | je identicka matice stejného fadu jako A. V naSem piipad¢ rovnost

det(M,—AI)=0 spliwji &isla: 1, 1/2 a 0. ProtoZe mame matici o rozmérech 3x3 amame tfi vlastni
Cisla, tak tato matice urcité ptjde zdiagonalizovat. K témto vlastnim ¢islim matice M, tedy najdeme
vlastni vektory jim pfislusné jako ty vektory v, které splituji rovnost: (M,—AI)v=0 ,kde o je
nulovy vektor. Zjistime, Ze vlastni vektory prislusné témto vlastnim ¢islim jsou vektory:

1 -1 1
Vi=10 Vin=| 1 Vo=| -2
0 0 1

Ty jsou urCeny jednoznacn¢ az na skalarni nasobek.

Pro nasi matici tedy plati:

1 1/2 0| (1 -1 1}|/1" 0 oO|/1 -1 1
M=l0 1/2 1|=[{0 1 =2J{0 1/2" o0o||0 1 =2
0o 0 o/ \0 0 1f/lo o oflO O 1
1/4
Pokud tedy budeme predpokladat, ze piivodni geneticka distribuce bylo  So=| 1/2 | , pak diky
1/4
tomuto postupu pak mizeme snadno spocitat, ze pro velmi velka n se bude vektor genetické
1
distribuce populace blizit vektoru Si;=|0| , vidime tedy, ze postupné z populace upIn¢ vymizi
0

alela a. Kazdy jedinec v populaci bude mit genotyp AA.

Nyni pfedpokladejme, Ze mezi sebou budeme vzdy kiizit jednice se stejnym genotypem (coz miize
byt soucast dalsiho Slechtitelského programu, napt. alela a mize kédovat velké plody u rajcat a
alela A malé). V tomto piipadé tedy pomoci vySe zminéné metody zjistime, jaké je geneticka
distribuce potomstva v kazdém ze tii ptipad. Dostaneme tyto vektory:



1 1/4 0
Saaxaa—| 0 S paxaa—| 1/2 Seaxaa—| 0
0 1/4 1

Stejné jako v minulém piipad¢ vzniklou matici zdiagonalizujeme a dostaneme:

1 1/4 0} (1 0 1{1 0 0|1 0 1
M,={0 1/2 0|=[0 0 —=2J|0 1 O ([0 O =2
0 1/4 1/ \0 1 1[0 0 1/2/\0 1 1
1/4
Pokud budeme znovu piedpokladat pocateni genetickou distribuci  So=| 1/2 | , pak zjistime, ze
1/4
1/2
pro velmi velka n se bude geneticka distribuce blizit So=| 0 | ,tedy vSichni jedinci s hybrydnim
1/2

genotypem vymizi a v populaci budou rovnomeérni zastoupeni jedinci s genotypy AA a aa.

Zaveér

Vidime, Ze pomoci matic, vektort a jejich ndsobeni miizeme snadno urcit jak pomér riznych
genotypil potomstva jednoho paru, tak mizeme i simulovat vysledky Slechtitelskych programi

v riznych generacich. Také jsme ukazali, ze pomoci diagonalizace matic, mizeme tyto ulohy
snadno fesit 1 pro velmi velka n. Déle vidime, proc€ je je piibuzenské kiizeni nebezpecné — naprosta
vétSina genetickych poruch je prendsena recesivnimi alelami, a vidime, ze pokud budeme soustavné
kiizit jedince s recesivnim genotypem, pak se jejich podil v rdmci populace stabilizuje na vysokém
procentu. To se stalo naptiklad vyssi Slechté v prubéhu sttedoveku, protoze se snazila udrzet

"Cistou krev", proto se v pozd¢jsi dobé mezi Slechtou vyskytovaly rizné choroby (napt. Hemofilie).
Ze stejného divodu je pii ochrané ohrozenych druhii diilezité udrzovat jejich pocet nad urcitou
hodnotou, jinak mohou zacit degenerovat. Ve Slechtitelskych programech se tomuto nyni jiz
uspésné zabranuje.
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