Ukazka - Systémy hromadné obsluhy

Priklad:

Pan Pumpicka se rozhodl postavit samoobsluznou &erpaci stanici u obce Ceska Biiza. Na zakladé
prizkumu vi, Ze by Cerpaci stanici mohlo priimérné navstivit 32,1 lidi za hodinu, s tim, Ze jeden
stojan zvladne obslouzit 12 lidi za hodinu. Pan Pumpicka by chtél vypracovat rozbor kolik stojanil
(vSechny stojany maji stejnou nabidku) by mél postavit, aby pravdépodobnost, Ze je na pumpé méne
aut nez 15 byla vyssi nez 95%(prostor pro tvoieni fronty je totiz jen pro 20 aut). Dale by chtél, aby
byl primérny cas, ktery zdkaznik ceka ve front¢, mensi néz 1 minuta.

Toto je klasicka uloha teorie nazyvajici se Systémy hromadné obsluhy. Vytvofime si matematicky
model této situace a ulohu vyieSime nejprve obecné a nésledné 1 pro tento konkrétni priklad.

Systémy hromadné obsluhy se analyzuji podle nékolika zakladnich kritérii, pro nas priklad
predpokladejme nasledujici:

1) pocet zakaznikl je nekone¢ny, jedna se o takzvany otevieny systém

2) zékaznik je obslouzen v potadi, v kterém pftijel ( FIPO)

3) ptijezd zékaznikli probihéd takzvanym Poisonovym tokem. Pravdépodobnost, ze za casovy udaj ¢
piijede pravé k zakazniki je urcena vzorcem:

kde A je konstanta urcujici intenzitu piijezdi a N funkce oznacujici pocet zakazniki.
4) doba obsluhy mé exponencidlni rozdéleni. Pravdépodobnost, Zze bude zdkaznik obslouzen v Case

t je uréena vzorcem:
P(t)=ue ™’

Systém s jednou obsluZznou prepazkou
Pro jednoduchost nejprve vytvofime matematicky model systému s jednou obsluznou piepazkou.
Tento model se v literatuie vyskytuje pod ozna¢emim M/M/1.

Ozna¢me A intenzitu pfichodl zakaznikl za Cas ¢
Ozna¢me u intenzitu obsluhy (pramérny pocet obslouzenych) za ¢as ¢

Analyzovat je mozné pouze systémy, u kterych plati: A <wu . Pokud by to tak nebylo, mohla by se
vytvorit nekonecné dlouha fronta.

Nyni provedeme diskuzi udalosti, které mohou v naSem systému nastat:

1) ptichod nového zakaznika s pravdépodobnosti: P=A-At

2) ukonceni obsluhy zédkaznika s pravdépodobnosti: P=u-At

3) zadna udalost se nestane s pravdépodobnosti: P=1—(A+u)At
kde At jenégjaky Casovy okamzik

Schéma systému:
v koleckach je pocet zdkaznikil v systému
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P (i,j)- matice pravdépodobnosti prechodll systému ze stavu i do stavu j v ¢asovém intervalu At

dynamicky vyvoj systému je popsan vzorcem:
plt+At)=Pp(1) (1)
Matici pravdépodobnosti piechodl upravime do tvaru:
P=I+(At)A
Kde I je jednotkovéa matice.
Vztah (1) ptepiSeme:
plt+At)=p(t)+(At)4p(1)
dale upravime:
plt+A1)—p(t)

=Aplt
( A t) p( ) |
limitnim pfechodem A¢—0"" dostavame soustavu diferencionalnich rovnic.
p(1)=4p(t) 2

s poc¢ate¢ni podminkou
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Uvazujme, ze fteSime takzvany stacionarni systém, to znamena systém, ve kterém
pravdépodobnosti jednotlivyh jevl nezavisi na Case ¢ VétSina ,,rozumné se chovajicich® systému se
do takového stavu po né&jakém &ase ustali. Nés tedy budou zajimat pravdépodobnosti  p,(¢)



, které ovSem nezavisi na case f, tudiz jde pouze o pravdépodobnosti p, , coz jsou
pravdépodobnosti, Ze v systému bude » hostli (méfeno v kterémkoliv Case).

To, ze se  p(t) v &ase neméni znamena, e p (1)=0proVt . Z nasi diferencialni rovnice (2)
se stava rovnice algebraicka 0=4p

dostavame :
OZ—)LPO"‘M P
0=Ap,—(A+u)p,+up,
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Z prvni rovnice:
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zda se, Ze obecné feSeni pro n>0 ma tvar
_ A, n
pn_(ﬁ) pO

dikaz provedeme matematickou indukci
1) pro n=1 apro n=2 zfejmé plati
2)predpokladejme platnost vzorce pro n a n-1, dokazme platnost pro n+1
0=Ap, —(A+u)p,+up,., pouzijeme indukéni predpoklad
n—1 n
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dosazenim do vztahu(3) dopoéteme p, :
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Pravdépodobnost, Ze v systému néni Zadny zakaznik
A
po=1~- o

Pravdépodobnost, Ze v systému je pravé n zakaznikua

by -4

p.=% %) pron>0

Pravdépodobnost, Ze systém pracuje - U
je stejna jako, ze v systému neni nula zédkaznikl tedy

U=1-p,= % tento vztah se také nazyva vyuzitelnost systému



Stiedni hodnota poctu zakazniki v systému

necht’ N je ndhodna veli¢ina udavajici pocet zdkaznikl v systému

pravdépodobnosti této nahodné veli¢iny mame jiz spocitany
P(N=0)=p,=1-%

P(N=n)=p,=(%) (1=4), pron>0
Z definice stfedni hodnoty:
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Stiedni hodnota poctu zakazniki ve fronté

Necht N, jendhodna veli¢ina udavajici pocet zakaznikd ve front¢.

Pravdépodobnosti N , mame jiZ také spocitany, jen si musime uvédomit, ze
P(N,=n—1)=P(N=n)

Pravdépodobnost, ze je ve front¢ n-1 zdkaznikd, je stejnd jako, ze je v systému n zdkaznikl (jeden
je obsluhovan).
Stfedni hodnotu N, ted” miZeme vypocitat pomoci pravdépodobnosti hodnot N

EN ,=0-P(N=1)+1-P(N=2)+3-P(N =2)+
EN,=2, (n=1)P(N=n)=2,(n=1)p,=2np,~2, pn=EN—(1—po)=EN—%=(u%

n=1 n=1 n=1

Priamérny cas, ktery zakaznik stravi v systému

T=EN l= 1 na zakladé¢ Littleova vztahu *,
A u—~A

)

Priamérny cas, ktery zakaznik stravi ve fronté

T,=EN, %= m znovu pouZit Littletv vztah

Model s vice obsluZnymi prepazkami M/M/1

Ozna¢me A intenzitu ptichodt zakaznikl za Cas ¢

Oznaéme wu intenzitu obsluhy (primérny pocet obslouzenych) za ¢as ¢
Ozna¢me c¢ pocet obsluznych ptepazek, c=>1

Pozn. stfedni rychlost obsluhy je c-u

Analyzovat je mozné pouze systémy, u kterych plati: A <wu-c . Pokud by to tak nebylo, mohla by
se vytvortit nekone¢né dlouha fronta.

Poznamenejme, Ze stale plati predpoklady 1-4 z uvodu.
Nyni budeme postupovat podobné jako v systému s jednou piepazkou.



Diskuze udalosti:

1) ptichod nového zakaznika s pravdépodobnosti: P=A-At

2) ukonéeni obsluhy zékaznika s pravdépodobnosti: P=min(c, k) u-At ,kde k je aktualni
pocet obsazenych prepazek

3) nic se nedgje s pravdépodobnosti: P=1—(A+min(c, k)-u)At

kde At jené&jaky casovy okamzik

Schéma systému:
v koleckach je pocet zakaznikil v systému
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Znovu oznacime vektor p= » jako vektor pravdépodobnosti jednotlivych stavii systému

pn t
Matice P nyni obecné vypada:
(1-1)At uAt 0 0
AAL 1—(A+min(c,1) u)At min(c,2) u At 0
P= 0 A AL 1—(A+min(c,2) u)At min(c,3) u At
: 0 AAL 1—(A+min(c,3) u)AtAt
0 0 0 AAL

Dynamicky vyvoj systému je znovu popsan vzorcem
plt+A1)=Pp(1)
Stejnymi upravami, jako v systému s jednou ptepazkou, dojdeme ke tvaru



P '(t)=Ap(t) spotatetni podminkou Y, p,(¢)=1
i=0

Znovu budeme piedpokladat stacionarni systém, dostavame algebraickou soustavu:
0=—Ap,tup,
0=Ap,—(A+min(c,1)-u)p,+min(c,2) up,
0=Ap,—(A+min(c.,2)-u)p,+min(c,3) u p,

dz)tpn —(A+min(c,n) u)p,+min(c,n+1)-up,,,

Z prvni rovnice:

_A
Pr=7w Po
nyni feSeni rozdélime na dvé ¢asti

pro O<n<c :

postupnym dosazovanim podobné¢ jako v piipad¢ systému s jednou prepazkou odhadneme vztah
=4

a znovu jej dokazeme indukci

1) vztah ziejmé plati pro n=1 a n=2

2)ptedpokladejme, Ze vztah plati pro n a n-/ a dokazme, Ze pak plati pro n+1
0=Ap, ,—(A+nu)p,+(n+1)-up, , pouzijeme indukéni predpoklad

0=y () polatm) o ) Dot a1 p,
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proc<nm:
systém muzeme nahradit systémem s jednou ptepazkou a intenzitou obsluhy ¢ u
(musime si ale uvédomit ze zaéinéme ve stavu ¢)
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Sti‘edni hodnota po¢tu zakaznikii ve fronté

Necht N, jendhodna veli¢ina udavajici pocet zakaznikd ve front¢.

Pravdépodobnosti N, mame jiZ také spocitany, jen si musime uvédomit, Ze
P(N,=n—c)=P(N=n)

pravdépodobnost, ze ve fronté je n-c zékaznikid je stejna jako ze je v systému n zdkaznikil (c
zakazniki je obsluhovéano)
Stfedni hodnotu N, ted’ miZzeme vypocitat pomoci, pravdépodobnosti hodnot N

EN =3 (n-c)(%) — L p=p o (A) S =) (A =g (A S () =
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Stiedni hodnota poctu zakazniki v systému
necht’ N je ndhodna veli¢ina udavajici pocet zdkazniki v systému

EN dopoCteme pomoci vztahu EN ,=EN —% , s kterym jsme se jiz setkali u odvozeni stfedni

hodnoty poctu osob ve fronté u systému s jednou prepazkou. A tento vztah plati 1 v tomto ptipad¢.
1 A\ uc A
EN=po—y; (%) i
O(C_l)/ u (‘MC_A,)Z u
Prumérny ¢as, ktery zakaznik stravi v systému

T=EN % na zakladé Littleova vztahu

Pramérny cas, ktery zakaznik stravi ve fronté

T,=EN, %: ﬁ znovu pouzit Littletiv vztah

Nyni vypracujeme piiklad pana Pumpicky
A=20
u=45
Je zteymé, Ze bude potieba postavit nejméné 3 stojany.

Hodnoty pro 3 stojany:
2,=0,027247243 pravdépodobnost, Ze na Cerpaci stanici nebude zZadny zékaznik je 2,7%
EN =3,292216045 priamérny pocet zakaznikl na Cerpaci stanici (i ve front¢) je 3,2
EN ,=0,6172  pramérny pocCet zakazniki Cekajicich ve fronté je 0,6
T=0,10256h prumérny Cas zakaznikl straveny na Cerpaci stanici (i ve fronté) je 6,15 minut
T ,=0,019h primérny Cas, ktery zakaznik stravi ve front¢ je 1,14 minut

Pravdépodobnost ze je na éerpaci stanici méné nez 15 aut

P= z po+z

— p,=0,2844681+0,5126=0,7970681
cle n— c) 0

Hodnoty pro 4 stojany:
2,=0,059228886 pravdépodobnost, Ze na Cerpaci stanici nebude zadny zékaznik je 5,9%

EN =2,770967559 primérny pocet zakaznikii na ¢erpaci stanici( i ve fronte) je 2,7
EN ,=0,095967559 prumérny poCet zakaznikl Cekajicich ve fronté je 0,95

T= O 0863 1 pramérny ¢as zakaznikl straveny na Cerpaci stanici (i ve front¢) je 5,18 minut



T ,=0,002989644 1 primérny Cas, ktery zakaznik stravi ve front€ je 10,7 sekund
Pravdépodobnost, Ze je na Cerpaci stanici méné nez 15 aut
4 n 14 n
P=Y L(4) p+ > (&) —L—p,=0,74+0,25=0,99
n=0 n! n=s5 ' (C./Cn L)
Mohli bychom pokracovat dale, ale vSechny podminky pana Pumpic¢ky uz jsou splnény. Pan
pumpicky by mél tedy postavit 4 samoobsluzné stojany.

Zdroje:
Prezentace Systémy hromadné obsluhy,Petr Jane¢ek FAV ZCU
http://www2.ef.jcu.cz/~jfrieb/rmp/data/teorie_0a/OBSLUHA.pdf

* Littleav vztah - ¢lanek a dukaz
http://web.mit.edu/sgraves/www/papers/Little's%20Law-Published.pdf
http://emiraga.wikispaces.com/file/view/Littles.law.January.2009.pdf
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