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1. Motivace

Teorie her je odvétvi matematiky, které analyzuje feseni rozhodovacich situaci
mezi osobami, jez se staraji pouze o své vlastni dobro. Nejvice se uplatiiuje v
ekonomii a mikroekonomii, ale své uplatnéni najde i v odvétvich jako je
biologie, sociologie a politologie. Ve své praci se budu zabyvat nejznaméjsim
prikladem z teorie her a dale uvedu Braessuv paradox a jeho redlnou aplikaci v
fadé riznych odvétvi.

2. Véznovo dilemma

Asi nejznaméjsi problém z teorie her je tzv. véziovo dilema. Na kterém se
velice snadno ukéze, jak teorie her funguje a ¢im se zabyva. Situace je
nasledujici: policie zadrzela dva podezielé, Alici a Boba, které vyslycha
kazdého v jiné mistnosti a neni mezi nimi mozné jakéakoliv forma komunikace.
Oba se mohou rozhodnout, zda-li budou spolupracovat s policii (a tim padem i
udaji toho druhého) nebo budou zapirat. Moznosti, jak vyslichdni muze
skonéit :

e Alice i Bob zapiraji, pak policie pro nedostatek ditkazi zatkne oba jen
na jeden rok.

e Pokud Alice spolupracuje a Bob zapird, tak je Alice poslana na svobodu
a Bob pujde na ¢tyfi roky do vézeni. ( a vica versa)

e Pokud Alice i Bob spolupracuji, tak oba ptijdou do vézeni na tfi roky.

A/B Zapirani | Spoluprace
Zapirani (-1,-1) (-4,0)
Spoluprace | (-4,0) (-3,-3)

Obr. 1.1 Véznovo dilemma

Jak pro Alici, tak i pro Boba je vzdy vyhodné&;jsi spolupracovat s policii a
snizit si tak svij trest, nezavisle na tom, zda-li ten druhy spolupracuje nebo
ne. Paradoxné tak ale dostavame pfipad, kdy se oba vyhnou nejlepsimu fesSent,
tj. kdy oba zapiraji.

Véznovo dilema je velice zkoumanym subjektem pievazné v socidlnich védach
(ekonomie, politologie, sociologie), protoze spousta redlnych situaci mé stejnou



matici vydélku. Naptiklad se véznovo dilema uplatiiuje v reklaméch. Méjme
firmy A B které se chtéji rozhodnout kolik penéz investuji do reklamy.
Efektivita reklamy je uréena podle toho, kdo investuje vice penéz. Pokud A i
B investuji stejné, tak zadna firma neziska ani neztrati zakazniky, ale pfijdou o
investované penize a oboje firmy by na tom byly 1épe, kdyby se investovalo
méné penéz. Pokud by ale firma A sama investovala méné penéz neZ firma B,
tak by ztrati velikou c¢ast zakaznikd a prodélala by mnohem vice, nez kdyby
doinvestovala tak, aby dorovnala firmu B.

Napriklad, kdyz se v USA rozhodovala o zédkazu reklamnich spotil na cigarety,
tak to tabakové spole¢nosti podporovaly, nebot jim to vynuluje nédklady na
reklamu a tedy zvysi zisky. [1] USA tou dobou byli zndmé, ze tabdkové
spole¢nosti investovali enormni mnozstvi penéz do reklam. Mezi dalsi priklady
patfi napt. doping ve sportovnim odvétvi nebo snizovani emisi do ovzdusi. Je
vSeobecny nazor, ze ze snizenim poctu emisi by mél kazdy stat uzitek, jenze
pokud by se jen par statti domluvilo na sniZeni emisi, tak ztrati
konkurenceschopnost a na to doplati vice, nez kdyby emise nesnizovali.

3. Braessuv paradox

Zajimava udalost se stala ve mésté Stuttgart v Némecku. V roce 1969 byli
investovany penize do infrastruktury, ale paradoxné se dopravni situace
nezlepsila do té doby nez tyto nové silnice byly uzavieny. Pro¢ tomu tak je,
vysvétluje pravé Braessiiv paradox. [2]

Némecky matematik Dietrich Braess publikoval v roce 1968 paradox, ktery se
zabyva dopravni situaci. Braesstv paradox tvrdi, ze pfidavanim dalsich cest do
dopravni sité nemusi nutné snizit cestu potiebnou k cili, ba naopak v urcitych
situacich ji mtze zvysit. Uvazujme naptiklad situaci vyobrazenou na obrazku
3.1.
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Obrazek 1: Braessuv paradox

Predpokladejme, ze vyjizdi 4 000 lidi ze startu a chtéji se dostat do cile autem.



Pocet lidi v dany okamZik na dané silnici mezi dvéma body oznac¢me T.
Nebude-li vybudovana zkratka z bodu A do bodu B, tak se fidi¢i na zacatku
cesty mohou rozhodnout, zda-li pojedou pfes bod A nebo pies bod B.
Predpokladame-li, ze kazdy fidi¢ chce dorazit do prace co nejrychleji, takze se
ze symetrie da ocekévat, Ze polovina fidi¢t pojede pies A a druha polovina
pres B. Jejich celkova doba do prace tedy bude ¢init 65 minut. Po vybudovani
zkratky z A do B kterd, pro jednoduchost, dopravi za 0 minut fidi¢e z bodu A
do B se celkova doba do cesty se zvedne na 80 minut. Je to dusledkem toho, Ze
nyni je pro kazdého fidice vyhodné zvolit cestu do A, pak se pfesunout bez
dasové ztraty do B a pokracovat do cile, nebot i v nejhorsim pripadé je silnice
s kapacitou rychlejsi nez silnice po které cesta trva stale 45 minut. Pokud by
fidi¢ zvolil jinou cestu, tak mu cesta potrva déle a bude to pro néj casoveé
nevyhodné. Paradoxné tak dochézi k tomu, ze vybudovanim zkratky se zvysila
celkova doba do cile. Ridiéi by na tom byli nejlépe, kdyby se domluvili, Ze by
zkratku ignorovali. Toto rozdéleni ale nemize dlouho vydrzet, nebot v tomto
pfipadé by pro kazdého bylo vyhodné zkratku vyuzit a zkratit si tak cestu z 65
minut na 40 minut. Tim padem bychom se dostali do situace kdy zkratku
vyuzivaji vSichni a tedy by cesta trvala opét 80 minut.

Tento paradox zkoumali v praxi napr. H. Yeong, H. Youn a M. T. Gastner v
Bostonu, Londyné a New Yorku. [3] Védci dosli k ndzoru, Ze ke zlepSeni
dopravni situace v téchto méstech by bylo nejlepsi uzaviit nékolik silnic. Jejich
poznatky shrnuje obrazek nize, kde prerusované jsou zvyraznény silnice, jez by
meély byt neprijezdné.

Obréazek 2: Braesstiv paradox v Bostonu. Carkované jsou vyznaceny cesty, jez
by se méli uzavtit. Barevné je vyznaceno procentudlni zpozdéni.

Jedna z mnoha aplikaci je zruseni pfistupu pro auta na Broadway, ktera byla



jednou z nejvytizenéjsich ulic v New Yorku a pfispélo se tak ke zlepSeni
dopravni situace. [4]

4. Elektrické sité v Britanii

Protoze je vyhodné zkoumat, kdy k Braessovu paradoxu dochézi pti budovani
nové sité, tak se védci Witthaut a Timme rozhodli systematicky studovat
Braesstv paradox na distribuéni siti v Britdnii. [5] Model je velmi
zjednoduseny, ale k ukazce bohaté staci.

Predpokladejme prenosovou soustavu vysokého napéti v Britanii. Vybereme
nédhodné 10 ze 120 bodd, které budou generatory a zbytek budou spotiebitelé.
Pro generatory bylo nastaveno P; = 11F; a pro spotiebitele P; = —Fy. Déle
bylo pridano 20 spojnic, které jsou vyznaceny carkované. Ve 2 doslo k
Braessové paradoxu, ty jsou oznaceny Cervené, 7 modie vyznacenych spojnic
pomohlo k celkovému proudéni a 11, zelené vyznacenych, nemélo zadny vliv na
efektivitu sité. Viz obrazek 3.

dynamics lpj(l)

Obrazek 3: Elektrick sit v Britanii

Pro vliv topologie sité na Braessuv paradox se podivejme na obrazek 4. Z
obrazku je patrné, ze dvé spojnice u nichz by doslo k pretizeni sité, maji ve své
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Obréazek 4: Vliv okolnich linek na Braessiv paradox

blizkosti velmi vytiZzené spojnice. Zaroven je vidét, ze tyto vytizené linky
nemusi byt pfimo spojené se spojnici, kde nastdva Braesstiv paradox, nebot
body jizné. Tedy ke zkoumani Braessova paradoxu je potfeba nedivat se pouze
lokalné na vybrané spojnice, jelikoZ nejen pouze spojené spojnice mohou mit
vliv na vyskyt.

K systematickému studiu vlivu topologie sité na Braesstv paradox bylo
zkoumano vice jak 100 siti. Testovani probihalo nésledovné, ndhodné byla
vybrana polovina bodu jako generdtory (P; = Fy) a zbytek jako spotfebitelé
(P; = —PB). Pak se ovérilo pro kazdou spojnici jaké mé jeji odstranéni vliv na
Braesstuv paradox. Déle se pridala pravdépodobnost g, Ze takto odstranéna
spojnice bude presunuta jinam. Snizujici se hodnota K. znamena, ze tato
spojnice snizuje synchronizaci sité, to jest vyskyt Braessova paradoxu.
Obrézek 5(b) ukazuje, Ze toto nastdva pfevdzné v mensich ”Fidsich”sitich,
nebot se snadnéji stane, Ze urcita spojnice je pretiZzena. Naopak o hustjch siti
se da Tici, ze existuje spousta spojnic, u kterjch by odstranéni nijak
neovlivnilo proudéni. I pfesto, ale pro N = 196 je priblizné 6,5% spojnic,
jejichz odstranénim by se celkova situace zlepsila.
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Obrazek 5: Vyskyt Braessova paradoxu. Zlomek spojnic, jez celkovou efektivitu
snizuji nebo zvysuji. Vybarvena oblast znac¢i standartni odchylku pro snizujici
se K.

6. Model pro zkoumani

Model pro vypocet nize je pouze velikym zjednodusenim modelu, jez se
pouziva. Detailnéjsi popisy rtznych modelt lze najit v [6],[7],[8]. Spousta
vypoctu a kroku je vynechano. Nicméné vétsina potiebnych dat ke spravnému
vypoctu je uvedena, jelikoz bych rad zdaraznil, ze vypocet této situace je
naroc¢ny jak z hlediska ziskani dat, tak k jejich vypoctu.

Ozna¢me G = (V, E) orientovany, acyklicky graf. Dale pro ¢ = 1, ..., k mé&jme k
usporadanych dvojic start-cil (s;,t;) kde s; resp. t; je startovni resp. koneéna
lokace. Predpokladejme, Ze méstska populace, N se nachéazi na sq,..., Sk s
procentudlnim rozdélenim wo, ..., wg. Dale definujme r; jakozto ocekavana
hodnota osob, jez si zvoli cestu (s;, ;) za néjakou ¢asovou jednotku. Déle

k
definujme 7= (ry,...,r5) ar= Y. r;.
i=1

Naptiklad tuto situaci si lze pfedstavit, ze s; je satelitni mésto, ¢; je
prumyslova zéna. r; jednotlivct potfebuje do prace z celkové pocétu n; = w; N
zijicich v s;. Kazdému jednotlivci je umoznéno jet libovolnou cestou z s; do t;.
Déle se definuje funkce f,, kterd musi byt spojitd, nezapornd, neklesajici,
semi-konvexni a urcuje ¢as dopravy po hrané a.

Pomoci velkého poc¢tu numerickych tprav jsme schopni matematicky vyjadrit
dopravni situaci ve mésté, kterd se vyjadifuje pomoci funkci f,, ale protoze
jsou tyto funkce konvexni, tak nabyvaji globdlniho optima. D4 se ukazat, ze
hledani tohoto optima lze pfevést na maticovy problém stejného typu jako ve
véznoveé dilemmatu, které se dale fesi numerickym softwarem.



Co vypadalo zprvu jako matematicka hratka, tak naléza ¢im dal vétsi
uplatnéni mimo akademickou sféru. Jelikoz se Braesstv paradox zacal zkoumat
vice intenzivné za poslednich pét let, tak je zfejmé, Ze ho uvidime vice v praxi
uplatnovat.
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