Aplikace matematiky: komprese obrazu

Digitalni fotografie jsou podstatnou soucasti dat, ktera skladujeme, a proto je pfirozené zkoumat, jak
fotografie a obraz obecné efektivné skladovat s co nejmensi ndroénosti na pamét zaroven se
zachovanim uspokojivé kvality.

Obraz, tedy dvourozmérnd data lze pfirozené interpretovat pomoci matice A: kazdy bod-pixel
digitalizované fotografie mizeme kddovat néjakym cislem, které urcuje, jakou ma dany pixel barvu.
V pripadé cernobilych obrazk( si vystacime s hodnotami 0-255 kazdy prvek nasi matice tvofi jeden
byte uddvajici stupen Sedi: 255 kéduje bilou, 0 ¢ernou. Pro barevné fotografie je nejjednodussi zvolit
variantu kde misto matice A n x m volime matici A n x m x 3 kde prvek aj; kéduje Cervenou prvek aj;,
zelenou a a;;; modrou barvu (opét v rozsahu 0-255), vysledna barva je potom barva standartu RGB.
Tedy na jeden pixel potfebujeme 3 byty paméti.

Jde ndm tedy o néjakou dobrou reprezentaci matice A takovou, aby narocnost na data byla co
nejmensi. Dale budeme chtit, aby bylo moZné néktera ,nejméné dllezitd”“ data matice A ofiznout a
usetfit tak pamét ale neztratit mnoho informace, ulozené v A. Pokud Aje ofiznuti matice A, potom
|A-A|, kde |X]| je norma uréena nejvétsim singuldrnim cislem matice X, ndm udava ,miru
komprese”: o kolik informaci jsme ochotni pfijit vyménou za nizsi naroky na pamét.

VSechny tyto nase pozadavky splniuje SVD (singular value decomposition) neboli singularni rozklad
matice. SVD je jednim z nejsilnéjSich a nejdilezitéjsich nastrojd maticovych vypodtl, umoznuje urcit
hodnost ¢i normu matice, ortogonalni baze oboru hodnot a nulového prostoru matice apod.
Definice: Necht A je matice typu n x m, odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel matice A'A nazveme
singuldrnimi Cisly matice A, g = ,/Aj,j =1,..,r; r =rank(A), je moiné (a vyhodné) uvazovat /1]-
sefazeny od nejvétSiho k nejmensimu a tedy i oj jsou usporadana odpovidajicim zplsobem.

av;

ptislusnych nenulovym A; potom mizeme psat Av; = \/A; * u;, tedy Av; = g; * u; maticové Ize

Oznatime-liu; = v; vektory ortonormalni baze slozené z vlastnich vektori ATA

tuto skute¢nost zapsat jako AV = UZX kde V, U jsou matice tvofené vektory u;a v; a X je blokové
diagonalni matice typu n x m s blokem X,. = diag(oy, ..., d,) na pozici 1,1, ostatni bloky jsou nulové.
Tedy celkem A = UXVT, navic ukdzeme, e takto zvolené matice U a V jsou ortogonalni:

Matice A'A je symetrickd pozitivné definitni tedy existuji vlastni vektory v; pfislusné vlastnim ¢isldm
A; které jsou navzajem ortonormalni, tim jsme dokazali, Ze matice V Ize zvolit ortonormalni. Pro
vektory u; (odpovidajici nenulovym vlastnim Cisldm 4;) plati:

<uju >=< Av; Ay >= (v-TAT)Av-; = v-T(ATAv-); = v-Tl-v-; =
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Tedy u; tvofi ortonormalni posloupnost a tu Ize libovolné doplnit na ON bazi (za nulova vlastni ¢isla) a
dostaneme ON matici U.

Véta: Pro kazdou matici A typu n x m hodnosti r existuji unitarni (ortogonalni) matice Utypunxna
V typu m x m a kladnd ¢&islag; > -+ > 0, > 0 tak 7e A = UZV7, kde vie je jako vyse.

Rozklad A = UZVT nazveme singularnim rozkladem matice A.

Tento zapis je vsak pro praktické ucely nevhodny, kvili velikosti nasobenych matic a faktu, Zze X je

téméF celd nulova, ekonomickym singuldrnim rozkladem nazveme rozklad A = U,.X, VL kde Ur, Vr
jsou matice typu n x r resp. m x r tvofené prvnimi r sloupci matic U a V. dale miZeme tento soucin
zapsat (diky tomu Ze X,. je diagonalni) pomoci dyadického rozvoje: A = Z§:1 ajujva.

PouZijeme singularni rozklad na nasi matici A reprezentujici fotografii: pouziti dyadického rozvoje
potfebuje r*(1+n+m) dat pro ¢ernobilou fotografii, pro barevnou fotografii jednoduse uvazujeme 3
matice Ag, Ag, Ag, pro kazdou ze 3 zékladnich barev jednu, s pfislusSnymi hodnostmi rg, rg, rs potom
kazda z nich potfebuje rg*(1+n+m) resp. rg*(1+n+m), rg*(1+n+m) dat, tedy celkem (rg+rg+rg)*(1+n+m)
dat.

Nyni si vzpomeneme, Ze singularni Cisla byla sefazena podle velikosti. Zménime-li sumu A =

er-=1 ajujva takz, ze ,,zapomeneme mala singuldrni cisla“ dostaneme A = Zle ajujva k<r ktera
vice méné zachovava informaci ulozenou v A. V zavislosti na k potom dostavame riizné presné (a
pamétové narocné) aproximace A. nas obrazek potom zabere pouze k*(1+n+m) dat pro ¢ernobilou
variantu resp. (kgt+ket+ks)*(1+n+m) dat pro barevny obrazek. Takto zkomprimovany obrazek zabere
(kptkgtks)/(rr+rs+re)*100% dat, Uspora je tedy [1-(kg+ketkg)/(rr+re+rs)]*100% dat. Nejvétsim
problémem ovsem je, jak urcit kg, kg, ks aby byl vysledek uspokojivy jak kvalitou, tak mnozstvim
usetfeného mista. Intuitivni je fidit se pomérem p; = o;: g4, potom staci zvolit p z intervalu (0,1) a
k volit tak, Ze plati p; < p pro vSechna i vétsi nez k. Takovato volba k je obzvlasté vyhodna, jsou-li
singularni Cisla rozloZzena nerovnomérné (tedy A ma nékolik malo vyrazné vétsich singularnich cisel a
ostatni jsou (velmi) mala, potom vezmeme pouze prvnich par ¢lenl v sumé a Uspora dat je vétsi nez
kdybychom naptiklad volili k=r*q, q z (0,1) nebo ma A vSechna singularni Cisla skoro stejné velka,
potom nedojde k vyrazné Uspofe dat ale ani k nadmérné ztraté kvality). Samoziejmé znalost
pocatecni hodnosti matice A ptipadné rozlozZeni singularnich ¢isel ndm muze vyrazné pomoci

s vybérem vhodného k. Zkomprimovany obrazek pak dostaneme jednoduse vynasobenim vektor
uvnitf sumy a sectenim, v podstaté se jednd o rozloZeni obrazu na jednotlivé ,vrstvy” a nasledné
ofezani takovych vrstev, které nesou nejmensi informaci o celkovém obrazu, ptichazime tedy o
detaily, nicméné hlavni rysy zlstavaji zachovany i pro velmi mald k, jak je vidét v nasledujicich

ukazkach.

Originalni obrazek je velikosti 1728x1154
pixelQ, tedy ocekdvame r = 1154. Pro
k=13 dostaneme tuto aproximaci, ktera
neni velmi kvalitni, nicméné zabira
pouze 1.88% dat potiebnych k uloZeni
plGvodni fotografie a jsou z ni
rozpoznatelné hrubé rysy fotografie.




k=49, objevuji se detaily

K=60, aproximace je v pouZzitelném stavu a
pfitom zabira pouze 8,68% paméti oproti
originalnimu obrazku.

Originalni obrazek,
muUzZeme si vSimnout, Ze
doslo k celkovému
ztmaveni fotografie, to je
zpUsobeno tim, Ze
obrdzek neobsahuje (ve
spodni poloviné) mnoho
svétlych bod( a tedy pfi




ofezavani se prosadily dominantnéjsi, tmavsi ¢asti. Celkové je tato fotografie dobre
komprimovatelna, diky tomu, Ze A ma nékolik malo velkych singuldrnich cisel a zbytek je
zanedbatelny. Podivejme se na graf velikosti singularnich Cisel:
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jde vidét, e Fad prvnich malo singularnich &isel je mezi 10° a 10%, zbytek potom rychle klesd, od
indexu 200 nema prakticky cenu singularni Cisla uvazovat (i kdyZ jsou hodnoty mezi 5 a 100). To
pfimo vysvétluje volbu hodnot k pro ukazkové komprese, pouzitelnost k =60 a absenci ukazek pro
vétsi k. Podobny graf ma vétsina ,sloZitych” objektl. Podivame se na objekty jednoduché, k tomu
nam poslouzi ¢isté ¢ernobily obrazek:

A
./§3

I

l:;:':_v
r:]
§“i1
=
=
i
_-wt
1352
JiL =




Vsimneme si, Ze témér cela informace je soustfedéna uprostied obrazu, zatimco okraje jsou prakticky
prazdné, v fe¢i matic to znamena velké mnozZstvi linedrné zavislych sloupct a tedy malou hodnost.
Podivejme se na graf singularnich Cisel (obrazek ma rozméry 500x334 pixeld):
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Na prvni pohled vidime, Ze prvnich 150 singularnich Cisel je prakticky stejné velkych, tedy za

k bychom méli volit minimalné 150, zaroven jsou tato Cisla pomérné mald (mezi 5 a 0,1), dalSich 100
Cisel (tedy 100 ¢lenl sumy) nam jesté nese néjakou informaci, nicméné radové jsou tato cisla 0,0001
a mensi, zbytek je jiz témér nulovy (pro strojovou aritmetiku jsou tato cCisla skute¢né rovna nule).




Aproximace pro k=30 a k=60, aproximace je viditelné Spatna, nicméné jde poznat, co na obrazku je,
Uspora dat je 85% resp. 70%.

pro k=150 dostaneme podle
ocekavani kvalitni aproximaci
nicméné Uspora dat je pouze 25%.

Tim jsme demonstrovali vyhodnost
volby k podle predem stanoveného
poméru p.

Existuji rizné modifikace SVD, které ddle prohlubuji Usporu dat pfi stejné kvalité. Jednou z nich je
naptiklad rozdélit pdvodni obrazek na nékolik mensich, a provést SVD na kazdém kousku zvlast a
nakonec je opét slepit dohromady. To je obzvlasté vyhodné, existuji-li v obrazku plochy s malo
detaily. Jednobarevnou plochu Ize popsat pouze jednim singuldrnim Cislem, tedy Uspora je maximalni
mozna, a nedochazi ke ztraté informace. Segmenty obsahujici mnoho detailll budou komprimovany
stejné (nebo dokonce |épe-presnéji) jako kdybychom obrazek neroziezali. Nicméné tato metoda ma
své nevyhody — Casto jsou vidét pfechody mezi jednotlivymi segmenty (jak je demonstrovano na

obrazku) :
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Origindl byl rozfezan na 64 Casti, kazda pak komprimovana zvlast percentage vyjadfuje, kolik
z plvodnich singularnich cisel bylo pouZito pro kazdou jednu z 64 ¢asti. | kdyZ je aproximace velmi
dobrd a zachovava detaily, uz pro 77, 5% jdou vidét hrany jednotlivych blokd, coz kazi celkovy dojem
z fotografie.



Vyse popsany zpUsob komprese ma v soucasnosti spiSe teoretické vyuziti, v komercnich
programech se vyuZiva spise algoritmU zaloZenych na rychlé Fourierové transformaci (FFT-fast
Fourier transformation) ktery je pouze zrychlenim diskrétni Fourierovy transformace z ¢asu O(N?) na
O(N logN). Ta prevadi zadanou posloupnost Cisel na posloupnost frekvenci (slozeni sin a cos)
predpisem:

Xo, -y Xn-1 POSloupnost N komplexnich Cisel je transformovana na N periodickou posloupnost

N-1 ,
—i2mkn
Xk=2xn*e N k€eZ
n=0

JelikoZ pracujeme pouze s redlnymi Cisly (representace obrazu pomoci matice zUstava jako
v pfipadé SVD) je vyhodné poufZit diskrétni cosinovou transformaci (DCT), nutno jesté dodat, Ze x,
mohou byt rovnéz vektory, vicerozmérna (dvoudimenziondlni) transformace je potom zopakovani
cosinové transformace jednou pro rfadky a jednou pro sloupce:

N—
%= e cos[E(n s D)ok =0, - 1
= * — = =0,..,N—
k Oxn Ccos N n 5 , ,
n=

Jedna se o tzv. DTC-I, ktera je nejhojnéji pouzivanou cosinovou transformaci. Jeji odpovidajici
inverzni transformace je pak DCT-IIl pfendsobena vhodnou konstantou:

1 N-1 - 1
Xy = 5%+ an*cos[ﬁn(k+§)],k =0,..,N—-1
n=

Tato transformace prenasobena 2/N je potom inverzni transformaci k DCT-II.
Popiseme si, jak probiha komprese pouzivana metodou JPEG, tu rozdélime do nékolika kroku:

1. Priprava obrazu: obraz vyjadfime v maticovém tvaru, jak jsme si ukazali dfive,
popfipadé pouZijeme rozklad barevnych obrazd Y'CgCr kde Y' znaéi jas a Cg Cg
udavaiji barvu (rozdil modré a ¢ervené slozky) tento zpusob vyjadfeni neni nutny,
pouze dale prohlubuje Usporu dat, Y totiz vice méné representuje ¢ernobilou
variantu obrazu a je podstatnéjsi nez zbylé dvé slozky, které snesou silng;si
pomér komprese.

2. Rozlozeni do blokti: matice reprezentujici obrazek rozlozime na bloky 8x8 pixel(, ty
zpracovavame dale zvlast.

3. Cosinova transformace: Kazdy blok 8x8 prevedeme pomoci cosinové transformace
na matici frekvenci. Nejprve si matici upravime ta, aby hodnoty byly centrované
kolem nuly, jelikoZ uvazujeme hodnoty jednotlivych pixeld v intervalu (0,255)
odecéteme od vSech prvk({ matice hodnotu 128. Tento krok pomaha sniZit hodnoty,
které se budou objevovat po cosinové transformaci. Nyni provedeme
dvoudimenzionalni cosinovou transformaci:

1 7 7 . " - )
Gup = Za'(u, V) Z z Gx,y * COS [§ (x + E) u] cos [§ (y + E) v]

x=0y=0



Kde G, je hodnota na pozici u,v transformované matice (u,v jsou celd ¢isla od 0 do
7), a(u,v) je % pro u=v=0 a 1 jinak (spolu s % tvofi koeficient, ktery zarucuje
ortogonalitu vzniklé matice, g4, je hodnota na pozici x,y v ptvodni matici.
Cosinova transformace ma tendenci ,,hromadit informace do jednoho rohu matice”
tedy hodnota je nejvyssi (v absolutni hodnoté) na pozici 0,0 a ma tendenci klesat
s rostoucim souctem u+v. Hodnoty se zaokrouhluji na 2 desetinna mista. (hodnoty
mohou byt ve vétSim rozsahu, nez 255 tedy je doc¢asné nutné zvétsit prostor, ktery
matice zabird prechodem k 16 bitim /pixel z 8bit/pixel

4. Quantization: lidské oko dobre rozpoznava zmény na velkych plochach, ovsem
zmény svétlosti na malé vzdalenosti nezachyti, informace o téchto malych zménach
se transformaci pfenasi na prvky G, ,, kde u,v jsou ,velka“, tedy na mensi ¢isla blize
pozice blize pravému dolnimu rohu matice. To ndm umoznuje kompresi dat. Kazdy
prvek transformované matice podélime néjakou pfedem danou konstantou (tyto
matice Q 8x8 jsou uloZeny v programu) a vysledek zaokrouhlime k nejblizSimu
celému Cislu. Tim dostate¢né zmensime prvky matice, aby Sly opét popsat 8 bity a
zaroven se nam vétsi pocet prvkl zaokrouhli na nulu a tim dojde k Uspore dat. Pomér
komprese je dan matici Q, ¢im vétsi ma prvky, tim vice prvkl G,, bude zaokrouhleno
na nulu a tedy se usetti vice mista. Zbylé nenulové prvky se navic neukladaji v matici
ale v rGznych posloupnostech napftiklad postupné prvky na pozicich (0,0),
(1,0),(0,1)(2,0),(1,1),(0,2) atd. dokud nenasleduji samé nulové prvky.

Zpétna rekonstrukce: probiha jednoduse, nejdfiv se z posloupnosti sestavi matice 8x8, ta se
prendsobi prislusnou matici Q, na vyslednou matici F se poutZije inverzni cosinova transformace:

fx,y = %i 27: a(u,v)E,, * cos [g (x + %) u] cos [g (y + %) v]

u=0v=0

Potom uZ staci jen ke kazdému prvku f, ,, pficist 128 a dostaneme rekonstruovany obrazek.
Pomér komprese 1/15 (velikost rekonstruovaného obrazu ku ptvodni velikosti) je velmi kvalitni:

<-Original

Komprimovany ->

Pti poméru 1:46 se zacind objevovat typické , rozkostickovani”,
projevuje se rozlozeni do 8x8 blokd, nicméné je porad velmi
dobfe rozpoznat, co na obrazku je.




Praveé typické rozkostickovani (artefakty) jsou pfi¢inou potreby jiné kompresni metody v téch
pfipadech, kdy zaleZi na kvalité komprimovanych obraz(. DlleZitym prikladem je zpracovani otiskd
prstl. V devadesatych letech v Americe méla FBI sbirku asi 35 milion( inkoustovych otiskd prsta. Tyto
bylo tfeba skladovat a distribuovat mezi vSdechna oddéleni zemé. S nastupem technologie bylo logické
prevést tyto obrazky do digitalni podoby a umoznit tak pocitacové porovnavani otiskd. Vyvstal oviem
problém: jak uloZit tyto obrazky v dostatecné kvalité kdyz jejich pocet narostl pfes 500 milionG?
Pouzit néjakou existujici kompresi nebylo mozné: bezztratové komprese umi kompresni pomér
nejvyse 3 ku 1 a FBI potifebovalo pomér pres 10 ku jedné. PouZiti v té dobé popularniho JPEG zase
nebylo mozné kvli artefaktim. Do praxe se tedy zavedla metoda waveletové transformace. Ta
sestava podobné jako JPEG z transformace obrazu do frekvenci a nasledné quantizace a uloZeni
vystupu jako sekvence. Druhé dva kroky probihaji velmi podobné, jako bylo popsano vyse s tim
rozdilem Ze quantizace ma o néco slozitéjsi matici kterd je dokonce v nékterych pripadech schopna se
prizpisobovat podobné jako napfiklad pfi vypoctech proudéni vzduchu kolem kfidel letadel, ukladani
komprimovaného otisku je také sofistikovanéjsi.

Princip waveletova transformace spociva v poufZiti dvou filtrd, to je zasadni rozdil oproti
transformacim pouZzivajici Fourierovy transformace kde jsou data vice méné prendsobena néjakou
matici. Jeden z filtrd je tzv. low-pass, druhy high-pass, data projdou obéma filtry, vysledkem jsou
potom dvé matice — jedna reprezentujici detaily obrazu, druha reprezentujici plochy a pozadi. Autor
algoritmu si vybira, jaké filtry pouZije (oproti DCT ktera je stale stejnd) a lIze je opét pouzit
(rekurzivné) na jiz prefiltrovana data, tak vznika stromova struktura.

Co je wavelet?: funkce 1) (t)se nazyva wavelet pokud existuje odpovidajici funkce ¢ (t)nazvana
Skalovaci funkce a 4 posloupnosti redlnych cisel g, hy,px a qi, spliujicich:

DO = D ped@t—1),a () = ) G2t — k)
k k

1
B2t =) =5 > [gas-nb(t = k) + hognb(t = K)]
k

Dale, aby ¢ a ytvofily uspokojivy systém je ddle pozadovano:

ng=zpk=2azhk=thc=0
% % % %

Mame-li wavelet definovany pomoci g, h,,px a qi, waveletova transformace posloupnosti x, délky N
na posloupnost y, stejné délky ma tvar: prvnich N/2 ¢lent (uy) nazvanych low-frequency
podposloupnost a druhych N/2 ¢len( (vi) nazvanych high-frequency podposloupnost:

_ 92k-n hzk—n
Up = Xn A Vg Xn
n

NG3 T L2
)

S ve 1w Gk N
Filtry jsou v tomto pfipadé 7 a 7



Béhem vyvoje algoritmu byly pokladany dalsi naroky na ,,dobry“ wavelet a bylo vyselektovano 4297
vyhovujicich wavelet(, ty byly dale podrobeny rozsahlym testlim a bylo zjisténo, Ze pouze 18 z nich je
vhodnych ke kompresy, jeden z téchto 18 je pouZivan FBI ke kompresy otisk( prstd. Na zavér ukazka

waveletové komprese a porovnani s JPEG kompresi:

Figure 10: An Original Fingerprint Image (above) and its WSQ-Recosntructed at
15:1 (below)

Plvodni obrazek a Komprimovany obrazek pomérem 15:1



Figure 14: JPEG at 30:1 (above) and WSQ at 30:1 (below)

Porovnani JPEG a waveletové transformace pro kompresni pomér 1:30, u JPEG obrdzku (nahofe) Ize
vidét v levé casti artefakty (kostickovani) zatimco waveletova transformace je na prvni pohled
kvalitnéjsi.
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