
Řešeńı dú
9. sada

3) Spočtěte plošný integrál 2. druhu∫
S

(z −R)2dxdy,

kde S je kladně orientovaná horńı p̊ulsféra x2 + y2 + z2 = 2Rz, R ≤
z ≤ 2R,R > 0, orientovaná normálou ven.

Řešeńı. Předně m̊užeme upravit rovnici plochy na

x2 + y2 + (z −R)2 = R2, R ≤ z ≤ 2R.

Jedná se tedy o horńı část p̊ulsféry se středem v (0, 0, R) a poloměrem
R > 0 s danou ”standardńı”orientaćı. Uvažujme parametrizaci

ϕ(u, v) = (u+ a, v + a,R+
√
R2 − u2 − v2), u2 + v2 ≤ R2.

Pak máme
∂ϕ

∂u
= (1, 0, ∗)

∂ϕ

∂v
= (0, 1, ∗)

∂ϕ

∂u
× ∂ϕ

∂v
= (∗, ∗, 1),

kde ∗ znač́ı výrazy, které nemaj́ı vliv na hodnotu integrálu. Pak plat́ı∫
S

(z −R)2dxdy =

∫ ∫
u2+v2≤R2

(R2 − u2 − v2)dudv∣∣∣∣ u = r cos θ, v = r sin θ

∣∣∣∣
=

∫ R

0

∫ 2π

0
(R2 − r2)r dϕdr

= 2π

∫ R

0
(R2 − r2)rdr

= 2π
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=
πR4
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