
Řešeńı dú
6. sada

2.d) Spočtěte integrál zavislý na parametru a určete jeho definičńı obor

ϕ(a, b) =

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx

Řešeńı. M̊užeme BÚNO předpokládat b ≥ a, nebot’ použ́ıt ϕ(a, b) =
−ϕ(b, a) na Dϕ. Předně integrál konverguje pro a, b > −1 nebo a = b,

nebot’ pro f(x, a, b) := xb−xa

lnx plat́ı

|f(x)| ≤ −xa + xb

lnx
= O(xa) + O(xb), ε > 0, x→ 0+,

f(x) ∼=
xb(1− xa−b)

x− 1
→ b− a, x→ 1−.

Z druhého řadku plyne konvergence integrálu na levém okoĺı bodu 1.
Z druhého řadku pak vid́ıme, že integrál konverguje na pravém okoĺı
nuly pro a, b > −1.

Naopak pokud a 6= b; tedy a < b, a ≤ −1, pak integrál nekonver-
guje, nebot’

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx =

∫ 1

0

xa−ε − xadx

lnx

∣∣∣∣ b = a− ε, ε = a− b < 0

=

∫ 1

0

xa(x−ε − 1)dx

lnx
= +∞,

nebot’

xa(x−ε − 1)

lnx
∼= −

xa

lnx
, x→ 0+,

xa(x−ε − 1)

lnx
≥ 0, x ∈ (0, 1)

a

∫ 1

0

xa

lnx
dx ≤

∫ 1

0

dx

x lnx
=

∫ 0

−∞

dy

y
= −∞, y = lnx.

Konečně vid́ıme ϕ(a, a) = 0, a ∈ R.
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M̊užeme BÚNO předpokládat a, b > −1, b > a. Pak plat́ı∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx =

∫ 1

0

[xy]ba
lnx

dx

=

∫ 1

0

∫ b
a xy lnx dy

lnx
dx

=

∫ 1

0

∫ b

a
xy dy dx

=

∫ b

a

∫ 1

0
xy dx dy

=

∫ b

a

[
xy+1

y + 1

]1
0

dy

=

∫ b

a

1

y + 1
dy

= [ln(1 + y)]ba

= ln
1 + b

1 + a
.

Ve čtvrté rovnosti jsme použili Fubiniho větu. Splněńı předpoklad̊u
věty plyne jednoduše z toho, že funkce h(x, y) = xy je kladná a spojitá
na (0, 1)× (a, b). Patř́ı tedy do L∗((0, 1)× (a, b)).


