
Řešeńı dú
3. sada

2.f) Pro α ∈ N0 rozhodněte o stejnoměrné konvergenci

+∞∑
n=1

xαenx(1)

na (−∞,−1], [−1, 0] a [0, 1].

Řešeńı. Pro x > 0 a α ∈ N0 plat́ı lim
n→+∞

xαenx = +∞. Na [0, 1]

tedy řada (1) bodově nekonverguje, nebot’ zde neńı splněna nutná
podmı́nka konvergence. Stač́ı tedy uvažovat prvńı dva intervaly.

Položme fn(x) = xαenx pro α ∈ N0. Pak lim
x→−∞

fn(x) = 0 a

fn(0) =

{
0, α > 0,

1, α = 0.

Pro α = 0 je funkce fn rostoućı na (−∞, 0]. Pro α > 0 plat́ı

f ′n(x) = αxα−1enx + nenxxα = enxxα−1(α+ xn).

Tedy f ′n(x) = 0⇔ x = −α
n . Pro α liché je fn klesaj́ıćı na (−∞,−α

n )
a rostoućı na (−α

n , 0]. Pro α sudé je naopak fn rostoućı na (−∞,−α
n )

a klesaj́ıćı na (−α
n , 0]. Pro α > 0 máme

sup
(−∞,0]

|fn| = |fn(−α
n

)| =
(α
n

)α
e−α

Pro α ≥ 2 tedy plat́ı

+∞∑
n=1

|xαenx| ≤
+∞∑
n=1

αα

nα
e−α

= ααe−α
+∞∑
n=1

1

nα

≤ ααe−α
+∞∑
n=1

1

n2
< +∞.

Z Weierstrassova kritéria tedy plyne, že řada (1) konverguje stej-
noměrně na (−∞, 0] pro α ≥ 2.

Pro α = 0 plat́ı, že součet řady (1) v bodě x = 0 je roven +∞,
jedná se o součet nekonečně mnoha jedniček. Nicméně jelikož fn je
rostoućı kladná funkce, pak máme

sup
(−∞,−ε]

|fn| = fn(−ε) = e−εn, ε > 0.

Jelikož
∑+∞

n=1 e
−εn =

∑+∞
n=1(e

−ε)n < +∞, pak z Weierstrassova
kritéria tedy plyne, že řada (1) konverguje stejnoměrně na (−∞,−ε]
pro α = 0.
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Zbývá př́ıpad α = 1. Z předchoźıho v́ıme, že fn je klesaj́ıćı na
(∞,− 1

n). Pro pevně zvolené −ε < 0 a n dost velké tak, aby −ε <
− 1
n ⇔ n > 1

ε , plat́ı

sup
(−∞,−ε]

|fn| = |fn(−ε)| = εe−εn.

Jelikož
∑+∞

n=1 εe
−εn < +∞, z Weierstrassova kritéria máme stej-

noměrnou konvergenci řady (1) na (−∞,−ε] pro α = 1. Konečně
pro x < 0 máme

+∞∑
n=1

xenx = x
+∞∑
n=1

(ex)n

= x

(
1

1− ex
− 1

)
=

xex

1− ex
.

Plat́ı

lim
x→0−

xex

1− ex
= lim

x→0−

ex

1−ex
x

=
e0

−1
= −1.

Jelikož součet řady v bodě x = 0 je roven nule, pak součet řady
neńı spojitá funkce v nule zleva, řada tedy nem̊uže konvergovat stej-
noměrně na [−ε, 0] pro ε > 0.

Závěr:
•
∑+∞

n=1 x
αenx ⇒ na (−∞, 0] pro α ≥ 2,

•
∑+∞

n=1 x
αenx ⇒ na (−∞,−1] pro α ≥ 0,

•
∑+∞

n=1 x
αenx 6⇒ na [−1, 0] pro α = 0, 1.

• na [0, 1] řada
∑+∞

n=1 x
αenx nekonverguje ani bodově pro žádné

α ∈ N0


