
3.1.

2. zápočtový test

(1) (6 bod̊u) Najděte definičńı obor a najděte explicitńı předpis pro in-
tegrál závislý na parametru

ϕ(a) =

∫ +∞

0

1− e−ax2

xex2
dx.

Řešeńı. Položme f(x, a) = 1−e−ax2

xex2
. Pak f je spojitá na (0,+∞)×R

a plat́ı

lim
x→0+

f(a, x) = 0, a ∈ R,

lim
x→+∞

f(a, x) =

{
0, a ≥ −1

−∞, a < −1.

Tud́ı̌z integrál konverguje na pravém okoĺı nuly a stač́ı probrat kon-
vergenci na okoĺı nekonečna. Dále vid́ıme, že f(−1, x) ∼= −1/x, x→
+∞ a že pro a > −1 plat́ı odhad

|f(a, x)| ≤ g(x) :=
1

xex
+ e−(ε+1)x2

pro x ≥ 1 a a ≥ ε > −1. Funkce g(x) je integrovatelná majo-
ranta k funkci f(x, a) pro x ∈ [1,+∞); a ≥ ε. Jelikož (−1,+∞) =⋃
ε>−1[ε,+∞), pak plat́ı, že Dϕ = {a : a > −1} a že ϕ je zde spojitá

(z věty o spojitosti integrálu závislého na parametru).
Dále

∂ϕ

∂a
= xe−(a+1)x2

je spojitá na (0,+∞)×R a integrovatelná vzhledem k x na (0,+∞)
pro a > −1 s integrovatelnou majorantou

h(x) = xe−(ε+1)x2(1)

pro a ≥ ε > −1. Tud́ı̌z věty o derivaci integrálu závislého na para-
metru pro a ≥ ε plat́ı

ϕ′(a) =

∫ +∞

0
xe−(a+1)x2dx

=

[
−e
−(a+1)x2

2(a+ 1)

]+∞
0

=
1

2(a+ 1)
.

Pak nutně

ϕ(a) =
1

2
ln(a+ 1) + c, c ∈ R.

Jelikož evidentně plat́ı ϕ(0) = 0, pak c = 0. Jelikož znovu (−1,+∞) =⋃
ε>−1[ε,+∞), pak ϕ(a) = 1

2 ln(a+ 1) na (−1,+∞).
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(2) (3 bod̊y)

Řešeńı. Spočtěte délku `(c) cykloidy

c(t) = (a(t− sin t), a(1− cos t)) , t ∈ [0, 2π], a > 0.

Plat́ı

c′(t) = (a− a cos t, a sin t)

‖c′(t)‖ =

√
a2(1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t)

= a
√

2
√

1− cos t.

Tud́ıž

`(c) =
√

2a

∫ 2π

0

√
1− cos t dt

=
√

2a

∫ 2π

0

√
2 sin2 t

2
dt

= 2a

∫ 2π

0
| sin t

2
| dt

= 4a

∫ π

0
| sin t

2
| dt

= 4a

∫ π

0
sin

t

2
dt

= 8a

[
− cos

t

2

]π
0

= 8a.


