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Sada příkladů 2

Posloupnosti a řady funkcí

Posloupnosti funkcí.
(1) Najděte obor bodové konvergence a hodnotu limity posloupnosti funkcí:

ex sinx sin(2x)... sin(nx)√
n

a) 1+x2n+1

1+x2n
b)

sin(πxn)c)

Řešení: a) R; f ≡ 0, b) R, f(x) =


x : |x| > 1 ∨ x = 1,

1 : |x| < 1,

0 : x = −1.
, c) Z; f(x) ≡ 0.

Zde f značí limitní funkci f(x) := limn→+∞ fn(x)

(2) Zjistěte, zda na daných množinách konvergují posloupnosti funkcí stejnoměrně.

xn − xn+1, x ∈ [0, 1],a)

xn − x2n, x ∈ [0, 1]b)

arctg(nx), x ∈ (0,∞),c)
nz

1+n2z2
na {z ∈ C; |z| ≤ ε} a {z ∈ C; |z| ≥ ε}, kde ε > 0,d)

sin(πxn), x ∈ [0, 1],e)
♠ x

n ln
x
n na (0, ε) a na (ε,∞), kde ε > 0, (1 bod)f)

n
√
1 + xn, x ∈ [0,∞),g)

1+xn+1

1+xn , x ∈ [0,∞).h)

Řešení: a) fn⇒ 0 na [0, 1],

b) fn → 0 na [0, 1], fn /⇒ 0 na [0, 1], fn⇒ 0 na [0, 1− ε], ε > 0 a fn
loc
⇒ 0 na [0, 1)

c) fn → π
2 na (0,+∞), fn /⇒ π

2 na (0,+∞), fn⇒ π
2 na [ε,+∞), ε > 0 a fn

loc
⇒ π

2 na (0,+∞)

d) fn → 0 na C, fn /⇒ 0 na {z ∈ C : |z| ≤ ε}, fn⇒ 0 na {z ∈ C : |z| > ε}, fn
loc
⇒ 0 na C \ {0}

e) fn → 0 na [0, π], fn /⇒ 0 na [0, 1], fn⇒ 0 na [0, 1− ε], ε > 0

g) a h) fn ⇒ f(x) na [0,+∞], f(x) =

{
1 : x ∈ [0, 1],

x : x > 1.

(3) Zjistěte, zda jsou následující výroky pravdivé:

limn→∞
∫ 1
0

nx
1+n2x2

dx =
∫ 1
0 limn→∞

nx
1+n2x2

dxa)

limn→∞
∫ 1
0

nx
1+n2x4

dx =
∫ 1
0 limn→∞

nx
1+n2x4

dxb)

limx→1− limn→∞ xn = limn→∞ limx→1− x
nc)

Řešení: a) ano, b) ne, c) ne.

Příklady označené ♠ můžete odevzdávat do 1.11. jako domácí úkol.
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