
Řešeńı vybraných př́ıklad̊u a DÚ
1. sada

5.d)

Φ(y) =

∫ a

0
(1− e−(y′)2)dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0.

Řešeńı. Máme f(x, y, z) = 1− e−z2 ∈ C∞([0, a]× R2) a

∂f

∂y
= 0,

∂f

∂z
= 2ze−z

2
.

Euler-Lagrangeova rovnice je tud́ı̌z

0 = − d

dx

(
∂f

∂z

(
x, y, y′

))
= − d

dx

(
2y′e−(y

′)2
)

= −2
(
y′′e−(y

′)2 − 2y′′(y′)2e−(y
′)2
)

= −2y′′e−(y
′)2
(
1− 2(y′)2

)
.

Tud́ı̌z y′′ = 0 nebo 1 = 2(y′)2. Řešeńım obou těchto rovnic jsou
afinńı funkce tvaru y = cx+d pro a, b. Jelikož tyto funkce nelze lepit
netriviálńım zp̊usobem na intervalu (0, a), pak každé C1 řešeńı Euler-
Lagrangeovy rovnice je nutně afinńı funkce. Z okrajových podmı́nek
dostaneme

0 = y(0) = d,

b = y(a) = ac⇒ c =
b

a
.

Máme tedy jediný kritický bod funkcionálu yo(x) = b
ax, x ∈ [0, a].

Zbývá rozhodnout, zda se jedná o lokálńı extrém.
(i) Nejprve zkuśıme použ́ıt Jacobiho rovnici. Dostaneme:

∂2f

∂y2
= 0,

∂2f

∂y∂z
= 0, P :=

∂2f

∂z2
= 2e−z

2
(1− 2z2).

Tud́ı̌z Jacobiho rovnice je

− d

dx

(
P (x, yo, y

′
o)h
′) = 0

− d

dx

(
2e−(

b
a
)2
(

1− 2
b2

a2

)
h′
)

= 0

−2e−(
b
a
)2
(

1− 2
b2

a2

)
h′′ = 0

Jestlǐze a2 6= 2b2, pak jediné řešeńı Jacobiho rovnice jsou afinńı
funkce a odsud jednoduše źıskáme, že neexistuje konjugovaný bod na
(0, a]. Konečně, jestlǐze a2 > 2b2, pak jsou splněny předpoklady Věty
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13.3.9.(i) ze skript a tud́ı̌z yo je minimizér. Je-li naopak a2 < 2b2, pak
ze stejného d̊uvodu je yo maximizér. Pro a2 = 2b2 nelze na základě
vět ze skript rozhodnout.

(ii) Nyńı zkuśıme test přes konvexitu funkcionálu. Matice druhých
parciálńıch derivaćı je tvaru(

0 0

0 2e−z
2
(1− 2z2)

)
.

Tato matice je pozitivně semi-definitint́ı na množině, kde P > 0 a
negativně semi-definitńı tam, kde P < 0. Tud́ı̌z Φ je konvexńı na
otevřené množině

U+ := {y ∈ C1([0, a]) : y(0) = 0, y(a) = b, 1− 2(y′)2 > 0}

a naopak konkávńı na otevřené množině

U− := {y ∈ C1([0, a]) : y(0) = 0, y(a) = b, 1− 2(y′)2 < 0}.

Jelikož y0 ∈ U+ pro a2 > 2b2, pak v tomto př́ıpadě je Φ konvexńı na
otevrěném okoĺı y0 obsaženém v U+ a tud́ı̌z y0 minimizér Φ. (D̊ukaz
věty 13.2.18 funguje i v tomto př́ıpadě.) Pokud plat́ı a2 < 2b2, pak
je naopak y0 maximizér.

6.b)

Φ(y) =

∫ b

a
(y′)2dx, a = 0, b = 1, y(0) = 1, y(1) = 6, g(y) =

∫ 1

0
y dx = 3.

Řešeńı. Hledáme lokálńı extrémy funkcionálu Ψ := Φ−λg na množině

M := {y ∈ C1([0, 1]) : y(0) = 1, y(1) = 6, g(y) = 3},

kde konstanty λ ∈ R dostaneme z Euler-Lagrangeovy rovnice tak,
abychom źıskali nějaké kritické body. Máme f = z2 − λy, tud́ı̌z

∂f

∂z
= 2z,

∂f

∂y
= −λ.

Euler-Lagrangeova rovnice vyjde

− d

dx
− λ = 0

−2y′′ − λ = 0

y′′ = −λ
2
.

Řešeńım jsou tedy kvadratické polynomy y(x) = cx2 + dx+ e. Pak z
okrajových podmı́nek a vazby máme

1 = y(0) = e

6 = y(1) = c+ d+ e

3 =

∫ 1

0
y dx =

c

3
+
d

2
+ e.
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Dostaneme soustavu pro dvě neznámé:

5 = c+ d

2 =
c

3
+
d

2
.

Pak c = 5 − d a 12 = 2c + 3d = 3d + 2(5 − d) = 10 + d. Tedy
d = 2 a c = 3. Máme jeden kritický bod yo = 3x2 + 2x+ 1, a to pro
λ = −2.2.3 = −12.

Nyńı funkcionál Ψ = Φ + 12g je konvexńı, nebot’ hessián f dle
proměnných y, z vyjde (

0 0
0 2

)
,

která je všude pozitivně semi-definitńı. Tud́ı̌z každý kritický bod je i
globálńı minimum. Tud́ı̌z yo je dokonce globálńı minimum Φ na M ,
nebot’ Φ = Ψ− 36 na M .

Tento výsledek ještě porovnáme s Jacobiho rovnićı. Máme

∂2f

∂y2
=

∂2f

∂y∂z
= 0, P =

∂2f

∂z2
= 2.

Tedy Jacobiho rovnice je tvaru:

− d

dx

(
2h′
)

= 0.

Stejně jako v předchoźım přikladě se ukáže, že na (0, 1] neńı žádný
konjugovaný bod. Dále P (x, yo, y

′
o) = 2 > 0 na [0, 1], tedy yo je

minimizér.


