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Sada příkladů 1

Úpravy výrazů a komplexní čísla.
(1) Najděte všechna reálná x splňující:

x2 > 4x− 5a) |x+ 1| − |x− 1| = 1b) x
x−1 −

x
x+1 <

1
x2−1c)∣∣|x− 1| − 5

∣∣ < 1d) x
|x+3| <

1
x−1e)

√
2x− 4−

√
x− 1 ≤ 1f)√

(3x− 7)(x− 1) ≤ 2(x− 2)g) cos(x) ≤ sin(x)h) cos2(x) ≥ sin2(x)i)

log 1
3
(x2 − 3x+ 3) ≥ 0j)

(2) Řešte v R následující nerovnosti:

|x2 − 4x+ 3| ≤ |x2 − 4|a) |x+ 1| − |x|+ |x− 1| < 2b) |x2 + x− 2| < xc)

x+1
x ≤ |x|d) 1

x+2 ≤
1

2x−2e) |x2 − 2x− 3| > x2 − 2x− 3f)
√
x− 12 < xg)

(3) Dokažte, že pro každé x, y ∈ R platí:

|x+ y| ≤ |x|+ |y|a)
∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x− y|b)

(4) Načrtněte podmnožiny roviny určené následujícími předpisy:

x2 − 2|y| > 1a) |x| ≤ 5 a |y| ≤ 5b) |x| ≥ 5 nebo |y| ≥ 5c)

x2 + y2 − 2(x− y) ≤ 2d) |x|+ |y| = 2e) (x− 1)2 + (y + 2)2 ≤ 4f)

|x− y|2 − |x+ y|2 ≤ 4g) x2+y2 ≤ 4 a (x−1)2+y2 ≥ 1h)

(5) Nalezněte reálnou a imaginární část komplexních čísel

2
1−3ia) (1 + i

√
3)3b)

(6) Nalezněte velikosti a argumenty komplexních čísel

−2− 2ia) 1 + i123b)

(7) Dokažte, že pro libovolná z, z1, z2 ∈ C platí:

z + z = 2<za) z − z = 2i=zb)

(z) = zc) |z| = |z|d)

|z1z2| = |z1||z2|e) arg (z1z2) = arg z1 + arg z2 (mod 2π)f)

arg ( z1z2 ) = arg z1 − arg z2 (mod 2π)g)
V f) a g) předpokládáme z1, z2 6= 0.

(8) Řešte v C:

x6 + 1 = 0a) x2 + x+ 1 = 0b)

(9) Řešte v R:

|x+ 1|+ |x− 1| ≥ 2a) |x− 3|+ |x− 2| ≤ 0b)

Zde <z, resp. =z, resp. arg z značí reálnou, resp. imaginární část, resp. argument komplexního čísla z.
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Řešení: 1. a) x ∈ R, b) x = 1
2 , c) x ∈ (−∞,−1)∪ (12 , 1), d) x ∈ (−5,−3)∪ (5, 7), e) x ∈ (−∞,−3)∪ (−3,−1)∪

(1, 3), f) x ∈ 〈2, 10〉, g) x ∈ 〈73 ,+∞), h) x ∈ 〈π4 + 2kπ, 5π4 + 2kπ〉, k ∈ Z, i) x ∈ 〈−π
4 + kπ, π4 + kπ〉, k ∈ Z, j)

x ∈ 〈1, 2〉
2. a) x ∈ 〈1−

√
3
2 ,

7
4〉 ∪ 〈1 +

√
3
2 ,+∞), b) x ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2), c) x ∈ (−1 +

√
3,
√
2), d) x ∈ (−∞, 0) ∪

〈(1 +
√
5)/2,+∞), e) x ∈ (−∞,−2) ∪ (1, 4〉, f) x ∈ (−1, 3), g) x ≥ 12

5. a) 1
5 ,

3
5 , b) −8, 0

6. a) 2
√
2, 54π, b)

√
2, 74π

8. a) {exp( (π+2πk)i
6 ) : k = 0, 1, · · · , 5}, b) {exp(2πi3 ), exp(4πi3 )}, exp(ix) := cosx+ i sinx pro x ∈ R

9. a) R, b) ∅
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Výroky, množiny a zobrazení.
(1) Dokažte, že platí

A⇒ Aa) (A⇒ B
∧
B ⇒ C) ⇒ (A⇒ C)b)

A⇔ Ac) (A⇔ B) ⇔ (B ⇔ A)d)(
(A ∨B)

∧
C
)
⇔
(
(A ∧ C)

∨
(B ∧ C)

)
e)

(
(A ∧B)

∨
C
)
⇔
(
(A ∨ C)

∧
(B ∨ C)

)
f)

non (nonA)⇔ Ag) (A⇒ B) ⇔ (nonB ⇒ nonA)h)

(A⇔ B) ⇔ (nonB ⇔ nonA)i) (non (A ∨B))⇔ ((nonA) ∧ (nonB))j)

(non (A ∧B))⇔ ((nonA) ∨ (nonB))k) (non (A⇒ B))⇔ (A
∧
(nonB))l)

(non (A⇔ B))⇔ ((A
∧

(nonB))
∨

(B
∧

(nonA))m)

(2) Zapište negaci výroku

∃x ∈ R : cosx =
√
1− sin2 x

a rozhodněte, který z výroků je pravdivý.

(3) Rozhodněte, zda platí následující výroky a zapište jejich negaci.

(a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N : y > x
(b) ∀x ∈ N ∃y ∈ N : x > y
(c) ∀x ∈ R ∃y ∈ R : x > y
(d) ∀a ∈ R ∀b ∈ R ∀c ∈ R : |a− b+ c| ≥ |a| − |b| − |c|
(e) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N : z > x⇒ y < z
(f) ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R : x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x− α| < 1
(g) ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R∃x ∈ R : x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x− α| < 1

(4) Nechť A,B,C jsou množiny. Dokažte:

C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B)a) C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B)b)

C ∩ (A ∪B) = (C ∩A) ∪ (C ∩B)c) C ∪ (A ∩B) = (C ∪A) ∩ (C ∪B)d)

Nechť Ai, i = 1, 2, . . . je systém libovolných

množin a nechť Bn =
n⋃
i=1

Ai.

Potom
∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn.

e)

(5) Nechť f : X → Y je zobrazení a A,B ⊂ X, C,D ⊂ Y . Rozhodněte, zda platí

f(A) ∪ f(B) = f(A ∪B)a) f(A \B) ⊂ f(A) \ f(B)b)

f(A) \ f(B) ⊂ f(A \B)c) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)d)

f−1(C) ∪ f−1(D) = f−1(C ∪D)e)

(6) Dokažte, že následující množiny jsou spočetné:

množina celých čísel Za) množina racionálních čísel Qb)

množina všech konečných posloupností přiroze-
ných čísel

c)

(7) Nechť ϕ : 〈0,∞)→ 〈1,∞) je bijekce a nechť ψ(x) =
√
ϕ(x)2 − 1. Dokažte, že existuje inverzní funkce ψ−1

a vyjádřete ji pomocí ϕ−1. Určete Dψ−1 .

(8) * Ukažte, že funkce g : R→ R, g(x) =
√
1 + x2 není polynomiální.
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(9) * (Parametrizace části Descartova listu) Nechť

M = {(x, y) : x3 + y3 − 2xy = 0, x < 0, y > 0} ⊂ R2

a nechť g :M → R, g(x, y) = y/x. Ukažte, že g :M → R je prostá, najděte její obor hodnot Rg a inverzní
funkci g−1.

Řešení: 2. a) Ano, b) Ne, c) Ano, d) Ano, e) Ano, f) Ano, g) Ano
4. a) Ano, b) Ne, c) Ano, d) Ne, e) Ano

∗ značí těžší příklady pro zájemce.


