PRIKLADY Z LA
I. SEMESTR

PAVEL RUZICKA

1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Piiklad 1.1. Urcete kvadratickou funkci, jejiz graf prochdzi body (0, 2),
(1,5) a (—1,1).

Reseni. Hleddme ¢isla a, b, ¢ tak, aby dané tii body vyhovovaly rovnici
az® +br +c=y.

Po dosazeni dostaneme soustavu linearnich rovnic

= 2

= 5,

_l’_
_ - 1

o OO

a b +
a b +
7 prvni rovnice dostavame, ze ¢ = 2. Dosadime do zbyvajicich rovnic:

a + b + 2 = 5
a — b + 2 = 1

a sectenim druhé a treti rovnice dostaneme, ze
2a+4 =6,

odkud plyne a = 1. Dosadime do tieti rovnice:
1-b+2=1

a dostaneme b = 2. Dané tii body tedy lezi na grafu jediné kvadratické
funkce

y =%+ 2z + 2.

Cviceni 1.1. Urcete kvadratickou funkci, jejiz graf prochazi body (1, —3),
(—1,-5) a (2,-5).

Resent. y = —a2? 4+ x — 3.

Piiklad 1.2. Uréete soutadnice stiedu kruznice prochazejici body (0, 1),
(—=1,1) a (2,0).
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Reseni. Obecné rovnice kruZnice je
(1.1) (x—a)*+ (y—b)* =

Pokud bychom hledali rovnici kruznice prochéazejici trojici danych bodu
(x1,11), (z2,92), (z3,y3), dostali bychom po dosazeni do rovnice (1.1)

soustavu
(xl - @)2 (y1 - 5)2 =,
(w2 — a)2 + (Y2 — b)2 =,
(v3 —a)*> + (y3—b)? =c~

Tuto soustavu upravime podobné jako v Uloze 1.2.

xf — a3 — 2@m-—wm)a + oy - y3 — 2; )b =0,
vy — a3 — 2w —ws)a + oy —  y3 — 2w =0,
T2 — 2m3a + a> + yi — 2uy3b + v o=

Pro nase konkrétni body maji prvni dvé rovnice vysledné soustavy tvar
02 — (=12 — 200—-(-1)a + 1> — 12 — 2(1-1)b =0,

(1) — 22— 2((-1)=2)a + 12 — 02 — 2(1-0)b =0,
odkud

-1 — 2a =0,

-3 + 6a + 1 — 20 =0.
Z prvni rovnice dostaneme, ze a = —1/2 a po dosazeni do druhé z
rovnic b = —5/2. O

CviCeni 1.2. Uréete rovnici kruznice, ktera prochdzi body (—3,0),
(3,0) a (0,1).

Resent. 2? + (y +4)* = 5°.

CviCeni 1.3. Urcete rovnici kruznice, kterd prochdzi body (—1,0),
(1,-1) a (3,-2).

Reseni. Body lezi na primce.

Priklad 1.3. Naleznéte parametrické vyjadreni roviny p urcené rovnici

(1.2) r—y+2z=1.

Reseni. Polozime y = s a z = t. Po dosazeni do rovnice (1.2) dostaneme
r=1+s—2t,
y=5s,
z=1

a mame tedy

(z,y,2) = (1,0,0) 4+ (1,1,0)s + (—2,0, 1)t.



Parametrické vyjadieni dané roviny je
p={u+sv+iw]|s, teR},
kde u = (1,0,0), v=(1,1,0), w = (—=2,0,1). O

Cviceni 1.4. Naleznéte parametricke vyjadreni primky p urcené rov-
nici
r—y=1
Reseni. p={u+vt|t € R}, kde u=(1,0) av = (1,1).
Cviceni 1.5. Naleznéte parametrické vyjadreni rovin urcenych rovni-

cems
1) prix+y+z=1,
(2) 102355_9:1;
(3) p3:z=1
Resend. Hledana parametrickd vyjadfeni jsou:
(1) pp={u+vs+wt|s, te R}, kde u= (1,0,0), v=(-1,1,0),

w=(—1,0,1),

(2) po={u+vs+wt|s, teR} kde u=(1,0,0), v=(10,1),
w=(0,0,1) a

(3) ps={u+vs+wt|s, te R}, kdeu=(0,0,—-1), v=(1,0,0),
w = (0,1,0).

2. GAUSSOVA ELIMINACE

Priklad 2.1. Urcete vsechna feseni homogenni soustavy linedrnich
rovnic

r1 + 21’2 + x3 — Ty = O,
(21) 31‘1 + o — X3 + 2334 = O,
41‘1 + 3.1'2 + Tyg = 0.

Reseni. Zapiseme matici fesené soustavy,

12 1 -1
31 -1 2|,
43 0 1

a upravime ji pomoci elementarnich fadkovych tuprav do radkové od-
stupniovaného tvaru:

12 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
31 -1 2|~(0 -5 -4 5|~ 0 -5 -4 5
4 3 0 1 0 -5 -4 5 0 0 0 O
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Soustava (2.1) je ekvivalentni soustavé

l'1+233'2+ r3 — 513'4:0,

(2.2) ~ Buy — 4wy + Say = O,

jejiz Teseni uré¢ime zpétnou substituci.
Pivoty v matici soustavy (2.2), jsou oznaceny tucné, lezi v prvnim a

druhém sloupci. Proto jsou neznamé x1, xo bdzové. Zbylé neznamé, xs,
x4, jsou volné. Polozime

r3=a, x4=>b.
Ze druhé rovnice soustavy (2.2) dostaneme

—bxy — 4a + 5b = 0, odkud

4
To = b— —a.

5

Dosazenim do prvni rovnice soustavy (2.2) dostaneme

4
x1+2(b—ga)+a—b:0, odkud

3
xlzga—b.

Obecné Feseni soustavy (2.2) je mozné zapsat také ve tvaru

T 3 -1
x; . —% n 1 b
zs | T 1] o|”
Ty 0 1
kde a, b € R. O

Priklad 2.2. Urcete vSechna teseni soustavy linedrnich rovnic

T, + 2%, + x4 = 0,

(2 3) xry + To -+ r3 -+ 2{E4 = O,
’ r1 — X3 + x3 + 3xy = 0,
Ty + 21’2 - 2$3 + 2.7)4 = 0.

Reseni. ZapiSeme matici soustavy (2.3),

1 2 01
1 1 1 2
1 -1 1 3 |
1 2 =2 2
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a upravime ji pomoci elementarnich fadkovych uprav do radkové od-

stupniovaného tvaru:

1 2 01 1 2 01 1
1 1 12 0 -1 11 0
1 -1 13710 -3 12710
1 2 -2 2 0 1 -3 0 0
1 2 0 1
0 -1 1 1
0 0 -2 —1
0 0 0 2

2 0 1

-1 1 1
0 —2 -1 |7
0 —2 1

V tomto piipadé jsou vSechny neznamé bazové a homogenni soustava

ma jen trivialni feSeni 1 = x9 = 23 = x4 = 0.

O

Cviceni 2.1. Urcete vsechna TesSeni homogenni soustavy linedrnich

TOUNIC
r + 2?[72 + 3173 - 07
-1 + To + 21)3 = 0,
—-r1 + 7[E2 -+ 121’3 = 0.

Resent. (w1, 22, 73)T = (1,-5,3)Ta, kde a € R.

Cviceni 2.2. Urcete vsechna feseni homogenni soustavy linedrnich

TOUNIC
X + T3 + 21’4 =
Ty + To + 2373 + 41‘4
2331 + Te9 + 31’3 + Ty =
41'1 -+ 2%2 —+ T3 -+ 2:13'4 =

Reseni. v1 = x9 = 23 = x4 = 0.

Cviceni 2.3. Najdéte vsechna teseni homogenni
rovnic

T -+ 4.1'3 -+ Ty =
—x; + 2;??2 — Tr3 — 4.1’4
T — To — 5LU3 =

cooo

soustavy linedrnich

0,
0,
0.

Nejprve zvolte jako volnou proménnou xs, pak x4. Vysledky porovnejte.

Resent. (w1, 29,13, 24)T = (1/3,2,—1/3,1)Ta, kde a € R, pokud je vo-
lime x4 jako volnou proménnou, a (x1, z2, z3,74)" = (=1, —6,1,-3)Ta,

kde a € R, pokud volime x3 volnou proménnou.
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Cviceni 2.4. Najdéte vsechna teSeni homogenni soustavy linedrnich
TOUNIC

r1 + 2$2 + r3 — Ty = O,
T + 32?3 + Ty = O,
r1 + 6x9 — 33 — Sxy4 = 0,
233’1 + 2£C2 —+ 41’3 = O

Postupné zvolte jako volné promeénné€ x3, x4, potom T2 a x4 a nakonec
To a x3. Zamyslete se nad tim, jak spolu souvisi ziskané vysledky.

Resend. (w1, 2,73, 24)T = (=3,1,1,0)Ta + (—=1,—-1,0,1)7b, kde a, b €

R, jsou-li w3, x4 volné proménné, (w1, zo, 13, 24)7 = (=3,1,1,0)Ta +
(—4,0,1,1)Tb, kde a, b € R, jsou-li x4, 24 volné proménné, (w1, xo, 3, 74)" =
(1,1,0,—1)%a + (—4,0,1,1)70, kde a, b € R, jsou-li zo, x3 volné pro-
meénné.

Priklad 2.3. Urcete vSechna reseni soustavy rovnic

ry + 233'2 — T3 + 2.’:6'4 = 1,
(24) To + 3133 + g4 = 2,
—X1 + T3 —+ Ty = —1.

Reseni. Nejprve upravime rozsifenou matici soustavy (2.4) do fadkoveé
odstupnovaného tvaru:

1 2 -1 2 1 1 2 -1 2 1
01 31 2 |~101 31 2 |~
-1 0 11 —1 02 0310
1 2 -1 2 1
~( 01 31 2

00 -6 1| —4

Zvolime z3 volnou proménou a polozime x3 = a. Zpétnou substituci
dopocitame zbylé vazané neznamé.

—6a+ x4 =1,
r4 = 1+ 6a.

T3+ 3a + (6a — 4) = 2,

T9 + 9a = 6,
T9 = 6 — 9a.
1+ 2(6 —9a) —a+2(6a —4) =1,
r1+4—"Ta=1,

T = Ta — 3.



Reseni soustavy (2.4) mtizeme popsat také takto:

T -3 7
i) . 6 -9
T3 o 0 * 1 a-
T4 —4 6

O

Problém 2.5. V Prikladé 2.3 zvolte x4 jako volnou proménnou (pro-
meénné 1, ro a T3 jsou bazové) a znovu provedte zpétnou substituci.
Porovnejte oba vypocty.

Priklad 2.4. Urcete vSechna reseni soustavy linedrnich rovnic

Ty + 21’2 + x3 + 41’4 = —1,

— T2 — Ty = 4,

(25) ry — 31’2 + r3 — 51’4 = 1,
T + Ty = 5.

Reseni. Podobné jako v Piikladu 2.3 upravime rozsifenou matici sou-
stavy (2.5) do fadkové odstupniovaného tvaru

1 21 4| -1 1 21 4| -1
0 -1 0 —1 4 0 -1 0 —1 4
1 -3 1 =5 1| 7o =50 —9 2 |~
0 10 1 5 0 10 1 5
1 21 4 ~1
0 -1 0 -1 4
“1l0 00 —4 | —18
0 00 0 1

Pivoty ve vysledné matici jsme oznacili tucné. Vidime, Ze sloupec pra-
vych stran matice soustavy (2.5) je jejim bazovym sloupcem (v fadkové
odstupriovaném tvaru je v tomto sloupci pivot) a tedy podle Véty 2.6
neméa soustava (2.5) feSeni. O

Cviceni 2.6. Urcete vSechna teseni soustavy rovnic
T ro + w3 = 1,
To -+ 21’3 = 0,
r1 + 3y + x3 = 2.
Reseni. x1 =5/8, xo =1/4, x5 =1/8.
CvicCeni 2.7. Urcete vsechna teseni soustavy rovnic
Ty + 2I2 - 21‘4 = 4,

T2 + X3 2,
35(]1 — 2[)’23 — 2[E4 = 4.
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Resend. (w1, 29,73, 24)7 = (2,1,1,0)7 + (0,1, —1,1)Ta, kde a € R.

Cviceni 2.8. Urcete vsechna 1eseni soustavy rovnic

T - T3 + Ty = 3,
2[E1 + 19 — 21‘3 + 35(74 = 3,
— X9 - Ty = 0.

Reseni. Soustava nemé reseni.

Priklad 2.5. Pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace vyreste nasledu-
jict soustavu linedrnich rovnic.

rT — To + 5ZE3 = 27

201 + w1+ wy — 3wy = 1,

(26) 21‘2 — 6$3 — T4 = 0,
T -+ 2333 + Ty = 5.

Resend. Symbolem A ozna¢ime rozsifenou matici soustavy (2.6) a upra-
vime ji do redukovaného fadkové odstupiniovaného tvaru (ktery ozna-
¢ime Ep):

1 -1 5 0] 2 1 -1 5 0 2

A_|2 1 1 =3|1]| [0 3 -9 -3/|-3
0 2 -6 —1]0 0 2 —6 —1 0
1 0 5 0 1 -3 1 3
1 -1 0 2 1 -1 5 0 2
0 1 -3 -1 | -1 0 1 -3 —1 | -1

“lo o0 0 1 21710 o0 o0 1 2
0 0 0 2 4 0 0 0 0 0
10 2 -1 1 10 2013
01 -3 -1 | -1 01 -30|1]|_g

“loo o0 1 2171l oo o012 ™
00 0 0 0 00 0010

Tuc¢né jsme vyznacili pivoty matice E5. Bazové proménné soustavy
(2.6) jsou x1, T2 a x4, jedind volna proménna je xz. Polozime z3 = a
a pfimo z matice E5 ur¢ime, ze 1 = 3 — 2a, v9 = 1 + 3a, x4 = 2.
Podobné jako v predchozich prikladech zapiseme feseni ve tvaru

T 3 -2
) . 1 3
e | Lo |T] 1@
T4 2 0



Priklad 2.6. Urcete vSechna tesni soustavy rovnic

2$1 + To -+ r3 + ... + Ty = 1,

r1 + 29 + x3 + ... + x, =2,

(27) r + To + 2£C3 4+ ... 4+ Ty = 3,
r + x> + x3 + ... + 2z, =n.

Reseni. Rozsifena matice soustavy (2.7) je

211 ... 1 1
121 ... 1 2
111 ... 2] n
K prvnimu fadku postupné pficteme druhy az n-ty fadek. Dostaneme
(n+1) (n+1) (n+1) ... (n+1) | =l
1 2 1 ... 1 2
1 1 ... 2 n

Prvni fadek vydélime n 4+ 1 a odec¢teme jej od ostatnich Ffadkt. Dosta-
neme matici

111 ... 1 5
010 ... 0 2—3
000 ... 1| n—%
Nakonec odec¢teme od prvni fadku soucet ostatnich radki:
100 ... 0 1-3
010 ... 0 2—3
000 ... 1] n—3
Resenim soustavy (2.6) je posloupnost z; =i —n/2, kde i = 1,...,n.
O
Cviceni 2.9. Urcete vsechna tesent ndsledujici soustavy rovnic.
r1 4+ 2x9 + 33 + ... + (n—1z,1 + nz, =n
1 + 3z3 + ... + (n—Dzxyy + nx, =n-—2

1+ 2z + ... + n—Dxpy + nx, =n-—3

1 + 2x2 + 3xz3 + ... + (n—1Dx,1 + = 0.



10 PAVEL RUZICKA

—(n=2)(n+1)

Resenti. xo =a35=---=x,=1,21 = 5

Cviceni 2.10. V zavislosti na parametrech a, b Teste soustavu rovnic

2r1 — X9 = a
—x1 4+ 219 — 23 =0
— Ty + 2[)33— T4 =0

— Tpo+ 2xn—1_ Tn
— Zp_1 + 2z, = b.

o v ’ . _ a— .
Resent. x), = a n+1, k=1,.
3. POCITANT S MATICEMI

Priklad 3.1. K rediné matici

-1 2 =2
A= 3 0 1
1 -1 1

urcéete matici inverzni.

Reseni. Nasim tikolem je najit matici X takovou, ze AX = I3. Pro
1 < j < 3 oznatme x; = X,; j-ty sloupcovy vektor hledané matice
X. Sloupce matice I3 jsou tvoreny vektory e; standardni baze prostoru
R3. Proto je vektor x; FeSenim soustavy rovnic

P1i Gaussové-Jordanové eliminaci pfevedeme rozsifenou matici (A | e;)
na matici (I5 | x;), kterd je jiz v redukovaném fadkové odstupniovaném
tvaru. Takto mizeme postupné najit vSechny sloupce matice X. Je vsak
vidét, ze upravime-li rozsifenou matici (A | I3) na fadkové odstup-
novany tvar, dostaneme pifimo matici (I3 | X) (tak vlastné vyfesime
rovnici (3.1) pro vSechna (j = 1,2, 3) soucasné).

~1 2 -2 ]100 ~12 -2]1100
AlI)= 3 0o 1]l010]|~| 06 -5 |3 10
1 -1 1|00 1 01 —-1]101
1 2 —2 10 0 “1 20| 5 -2 12
~lo1 -1 10 1|~ 010] -2 1 =5
00 1| -31 -6 001| -3 1 -6
100
~o10—21 = (I; | X).
001 | -31
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Vypocétem se snadno presvédéime, ze skuteénd X = AL, [l

Cviceni 3.1. K redlné matici

1 2 0
A=]01 1
3 1 —6
urcete matici inverzni.
Regent.
7T =12 -2
At=1] =3 6 1
3 -5 -1

Problém 3.2. Dokazte, Ze inverzni matice k matici (¢ Y) existuje prave

d
kdyZ D = ad — bc # 0 a ma tvar(flc//DD;l;/DD).

Cviceni 3.3. K redlné matici

1 01 0
01 2 1
B = -1 3 3 5
-3 1 1 =2
urcete matici inverzni.
Resent.
11 11 3 1
2
_ 13 —14 4 3
B'=| % u 3
2 2 2
—4 4 -1 -1
Cviceni 3.4. Ke komplexni matici
1 ¢ 1
C = 71 i
1 7 0
urcéete matici inverzni.
Resend. .
_1 1 1
Cfl . % % 0
- T2 2
1 0 —1

Problém 3.5. Bud'n prirozené ¢islo. Symbolem e; oznacme i-ty sloup-
covy vektor jednotkové matice 1,,. Rozmyslete si, Ze pro1 <i,7 <n je
ez-e]T matice, kterd ma vsude 0 jen na miste i,j ma jednicku, a Ze pro
kazdou ctvercovou matici A = (a;;) Tddu n plati
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(2> A}ej - A*j;
(3) €; Ae]- = Qjj -

Problém 3.6. Tento problém najdete teké v prednaskdach jako Cviceni
3.10. Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice Tadu n. Postupné dokazte ndsle-
dugict tvrzeni:

Shermanova-Morrisonova Woodburyho formule: Necht C,

D jsou matice radu n x k takové, Ze existuje inverzni matice k
matici I, + DTA™IC. Potom

(A+CDT)'=A"'"-A'CI, + DA 'C) 'DTA L.

Shermanova-Morrisonova formule: Nechtc, d jsou sloupcové
vektory dimenze n takové, Ze 1 +dT A~1c # 0. Potom

A-tcdTA!

 1+dTA ¢’

Specialni pfipad Shermanovy-Morrisonovy formule: Necht
B=A+ aeie;fr, tj. matice B se lisi od matice A pouze v misté
i,j ve kterém jsme pricetli ¢islo oe. Oznacme A~" = (aj;). Po-
tom, v pripadé, Ze aal; # —1, plati

(A+cd)t=A"

(AT [A

1+ aaj;

B!'=A"1!1—q

Priklad 3.2. Pomoci Shermanovy-Morrisonovy formule a viysledku Cvi-
cent 3.4 urcete inverzni matict ke komplexni matict

1
D= 1
1

< .

1
1
1
Spravnost vysledku ovérte primym vypoctem.

Reseni. Uvazme matici

1 41
C=| 11 1
1 ¢ 0
ze Cvideni 3.4. Plati D = C — iegel a podle specidlniho p¥ipadu
Shermanovy-Morrisonovy formule je
C1),3[C 13,
(3.2) D1 = gt 1€ JelC s

1+ iClgg
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kde C~t = (¢/;;). Matici C™! jsme spoécitali ve Cviceni 3.4:

1 1 1
2 % —
D'=| -t I 0|+ :
Vyslednd matice je tedy
_i 1 i+1
2 % 2
—1 7
RO W I S
2 T2
O
Priklad 3.3. Reste rovnici
(3.3) AX +B =C,
kde
010 1 2 0 3 21
A = 120, B=|[0 —-11 a C=|10 2
-1 01 5 0 3 30 2

jsou redlné matice.

Regend. Rovnice (3.3) nemé obecné feSeni, ale je fesitelnd vzdy, kdyz
je matice A regularni. V nasem pftipadé, jak lze snadno ovérit, tomu
tak je.

Nyni od obou stran rovnice (3.3) odec¢teme matici B. Dostaneme
rovnici

(3.4) AX=C-B.
Prvni moznosti jak ur¢it matici X je vyndsobit rovnici (3.4) matici A~!
zleva. Potom dostaneme

X =A1'C-B).

Druhy zptisob feSeni spociva v tipravé rozsitené matice (A | C — B)
pomoci elementarnich radkovych tprav do redukovaného radkoveé od-
stupniovaného tvaru. Vysledkem bude matice (I3 | X) (ovéfili jsme, zZe
je matice A regularni).
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Ulohu vyfesime druhym zptisobem. Nejprve spoéitdme matici C—B:

3 21 1 20 2 0 1
C-B=(102]|—-10 -11/|= 11 1
3 0 2 5 0 3 -2 0 -1

Nyni upravime rozsifenou matici (A | C—B) do redukovaného radkove
odstupnovaného tvaru:

010 2 0 1
(A|C-B) 120 11 1
-1 0 1 -2 0 -1
1 20 11 1 1 00 -3 1 -1
~ 010 2 0 1 |~ 010 2 0 1
-1 0 1 -2 0 -1 -1 0 1 -2 0 -1
100 ] -3 1 —1
~1 010 20 1 |=>{3]X).
001 )| -51 =2
Odtud dostaneme, ze
-3 1 -1
X = 2 0 1
-5 1 =2

Poznamenejme, 7Ze timto druhym zptisobem urc¢ime feseni rovnice
(3.3), pokud existuje, i v pfipadé, ze matice A neni regularni. O

Cviceni 3.7. Naleznéte redlnou matici Y tak aby platilo, Ze

1 20 0 -2 -2 1 11
Y| 1011+ -2 -3 2]|=]111
01 3 3 -1 -7 1 11
Resend.
1 01
Y=|2 —-10
0 2 2

Priklad 3.4. Necht 0 < i # j <n, d# 0 ab je libovolné. Ovérte, Ze

potom
(2) E ( )= (5)
Ei;(—

(3) Ey(b)~ b).
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Resend 1. P¥ipomenime, Ze symbolem e; zna¢ime i-tj vektor jednotkové
matice a pro 1 < 4,5 < n je eie;fr matice, kterd ma vSude nuly kromé
pozice i, j, kde méa jednicku. Podle definice je

_ T T T T,
E;; =1, —ee; — eje; +ee; +eje;;

Ez(d) = Z ejejT + deZeIT,
J=1j#i

Diikaz dokon¢ime snadno pfimym vypoctem s vyuzitim vztahu

ol i
(eieD)(erel) = { & I =h
0 1) #k,

prol <4, 5,k [ <n. U
Reseni 2. Nésobeni matici E;; zleva odpovida prohozeni i-tého a j-tého
fadku. Vynasobeni souc¢inem E;;E;; zleva tedy odpovida prohozeni i-
tého a j-tého radku dvakrat za sebou, tim vsak ziskdme piivodni matici.
Tedy pro kazdou matici A plati E;;E;; A = A. Specidlné to plati pro
matici I,,, a proto
EijEij - E”EUIn - In

Nésobeni matici E;(d) odpovida vynasobeni i-tého Fadku ¢islem d.

Proto pro kazdou matici A plati E;(1/d)E;(d)A = A. Specialné
E;(1/d)E;(d) = E;(1/d)E;(d)1,, = 1,,.

V piipadé matice E;;(b) postupojeme podobné. Ovéfeni jiz pone-

chame Ctenari. O

Priklad 3.5. RozloZte matici

0 2 1
A= 1 -1 2
-1 1 -1

v soucin elementdrnich matic.

Reseni. Pomoci elementarnich tiprav transformujeme matici A do ¥ad-
kové odstupriovaného tvaru a soubézné sestrojime posloupnost elemen-
tarnich matic, které témto upravam odpovidaji. Nejprve prohodime
prvni a druhy radek. Této upravé odpovida nasobeni matice A ele-
mentarni matici E;5. Dostame matici

A1: O 2 1



16 PAVEL RUZICKA

a plati A; = E;5A. Nyni pricteme prvni fadek ke tietimu. Této tpraveé
odpovida vynésobeni matice A; matici Eg; (1) zleva. Dostaneme matici

1 -1 2
A,=10 21
0 01
a plati
A2 == E31(1)A1 - Egl(l)ElgA.

V nésledujicim kroku odecteme dvojnasobek tfetiho fadku od prvniho.
Dostaneme matici

Az =

OO =
SN =
— = O

a plati
A3 = Elg(—2)A2 = Elg(—2)E31(1)A1 = E13<—2)E31(1)E12A.

Takto budeme pokracovat az dostaneme jednotkovou matici. Pii vhodné
volbé posloupnosti elementarnich fadkovych tprav dostaneme

Ig = E12(1)E2(1/2)E23(—1)E13(—2)E31(1)E12A

Inverzni matice k jednotlivym elementarnim maticim v posloupnosti
urc¢ime podle Prikladu 3.4. Dostaneme

A = EpE; (—1)E3(2)Ess (1)Es(2)Epa(—1).
O

Cviceni 3.8. Na zdkladé vysledku predchoziho prikladu (bez pocitant)
urcete posloupnost elementarnich sloupcovych uprav, které prevdadéjr
matici A na jednotkovou matici.

Re§en{. 13 = AE12(1)E2(1/2)E23<_1)E13(_2)E31(1)E12

Cviceni 3.9. Rozlozte matict

11 0
A=102 3
10 -1

v soucin elementdrnich matic a ovérte spravnost vysledku.

Re§eni. Napfiklad A= E31(1)E23E32(-2)E23(-1)E12(—1)E2(—1) (fe—

Seni neni jednoznacné).
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Cviceni 3.10. RozloZte matici

A=

OO =
O~
_ 0 o

v soucin elementdrnich matic.
Reseni. Naptiklad A = Eg3(c)E13(b)E2(a) (feseni neni jednoznacné).
Priklad 3.6. Urcete bazové sloupce matice

122 0 3
A=|1001 1 3
361 —6 -7

Vyjadrete zbyle sloupce matice A jako linedrni kombinaci bdzovych
sloupcii.

Reseni. Matici A prevedeme pomoci elementarnich radkovych tuprav
do redukovaného radkové odstupnovaného tvaru. Dostaneme

1 200 -1
Ea=(0010 2
0001 1

Bazové sloupce jsou sloupce ve kterych jsou pivoty, tedy jsou to prvni,
treti a ¢tvrty sloupec. Podle Tvrzeni 3.16. plati pro kazdé k = 1,...,5,
ze
A=A+ A+ Ay
pravé kdyz
[Eala = c1{Eala + cs[Ealis + ca[Ealia.

Proto plati, ze
A*Q == 2A*1

As=—-Aq+2A:3+ A

Cviceni 3.11. Urcete bdzové sloupce matice

-1 20 -2 0
A= 3 06 14
1 -1 1 11

a vyjddrete ostatni jeji sloupce jako linedrni kombinaci bazovych.

Reseni. Bazové sloupce jsou prvni, druhy a étvrty. Plati A,s = 2A,; +
AsaA;=2A,4 Ay —-2A,,
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4. TELESA

Problém 4.1. Ovérte, Ze pro komplexni ¢islo o = a + ib a kaZdé ne-
nulové komplexni ¢islo 3 = ¢ + id plati
1 3 c—id
la]? = a0 = a® + b, 1_58 _

CANTEAEE

Cviceni 4.2. Zjednoduste
3+ 12 2—13
1+’ 34142

Resend. g — 3, i

Cviceni 4.3. Nad télesem komplexnich cisel reste soustavu rovnic

(14+i)z; + (3—i)ze = 341,
1+ Ty = 1.

Resent. ©v1 =141, x5 = 1.

Cviceni 4.4. Nad télesem komplexnich cisel Teste soustavu rovnic

Ty + (2 — Z)ZL‘Q + ’i[)?g = 2
207 + (A+4i)xes — x5 = 141
2—i)z1 + (34 20wy — 14

Resend. xy = 324 — i 1y = a, x5 = 222 4 %% kde a € C.

Piiklad 4.1. Nechf a, b jsou celd ¢isla a n je prirozené ¢islo. Rekneme,
Ze a je kongruentni s b modulo n pokud n | a —b. Je-li a kongruentni
s b modulo n, piseme
a=b (modn).
Necht ay, as, by, by jsou celd cisla takovd, Ze ay = ay (mod n) a zd-
roven by = by (mod n). Dokazte, Ze potom
(1) a1 + by = az + be (mod n);
(2) aiby = agsby (mod n);
(3) —a; = —as (mod n);
(4) af = a% (mod n), pro kazdé k € N.
Resend. (1) Protoze n | a; — ap a zaroveni n | by — by, plati, Ze
n | (CLl + bl) — (CLQ + b2)
(2) ProtoZze n | a3 — ag a zaroven n | by — be, plati, Ze
n ‘ (a1 — Clg)bl + a2<b1 - bg) = albl — agbg.
(3) a1 — ag = (—CLQ) - (—al).
(4) ab —ab = (a1 — ag) (a5 + ayab ™2 + - +af 2ag +ab ).
]
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Problém 4.5. Necht a, b, ¢ jsou celd ¢isla an je prirozené ¢islo. Jsou-
lv ¢isla n a c nesoudélna, potom je

a=b (modn) pravé kdyZ  ac =bc (mod n).

Dokazte!
V tomto problému turdime, Ze pri pocitani s kongruencemi modulo
n muzeme cisly nesoudélnymi s ¢islem n ndasobit a delit.

Piiklad 4.2. Reste kongruenci 29z = 1 (mod 17).

Reseni. Hleddme feSeni x € Zi7; = {0,1,...,16}. Kongruenci budeme
upravovat podle pravidel popsanych v Prikladé 4.1 a v Problému 4.5:

292 =1 (mod 17) prave kdyz 122 =18 (mod 17).

Obé strany vydeélime ¢islem 6 (to miuzeme udélat nebot 6 je nesoudélné
s prvocislem 17). Dostaneme

2r =3 (mod 17) odkud 20 =20 (mod 17).
Nakonec obé strany vydélime dvéma:
r=10 (mod 17).
Vidime, ze feSenim jsou vSechna c¢isla x tvaru 10 + 17¢, kde t € Z.
Cviceni 4.6. Reste kongruenci
7r =15 (mod9).
Reseni. + =6+ 9t,t € Z.
Cviceni 4.7. Reste kongruenci
14x =23 (mod 31).
Resend. x =26+ 31t, t € Z.
Piiklad 4.3. Dokazte, Ze ¢islo 260 + 730 je délitelné éislem 13.

Reseni. Opét budeme vyuzivat pravidel popsanych v Piikladé 4.1 a
Problému 4.5.

20 =80 = (-5 =250 = (—1)" =1 (mod 13)
a zaroven
=49 = (-3)"=-21"=-1"=-1 (mod 13).
Proto je 200 + 79 =1—-1=0 (mod 13).

520

Cviceni 4.8. Urcete zbytek po déleni c¢isla cislem 26.

Resent. 1
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Problém 4.9. Dokazte, Ze cislo 2** + 322211 je délitelné cislem 17.

Problém 4.10. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené ¢islo n je 37" 2 +
167+ 23" delitelné sedmi.
Cvicéeni 4.11. Reste nad télesem Zs soustavu rovnic
T + T3 -+ 233‘4 = 0,
ry + T + 2$3 + 4$4 :0,
2.1‘1 + To + 3133 + Ty = 0,
41’1 + 2.%‘2 + T3 + 23174 = 0.
Resent. (w1, 9,73, 24)T = (4,4,1,0)a + (3,3,0,1)b, kde a, b € Zs.
Cviceni 4.12. Reste nad télesem Zs soustavu rovnic:
Ty + 21’2 + T3 + 21’4 :1,

) + Ty = 07
2!E1 + ) —f- 21’3 —|— 2]74 = 27
ry + To + T3 = 1.

Reseni. x1 =1+ 2a,29 = 24 = 0, 23 = a, kde a € Zs.

Cviceni 4.13. V zdvislosti na parametrech ay, as, az, as Teste v R
soustavu rovnic

To + T3 + T4 = ay,
T + 3 + 14 = as,
Ty + X2 + 14 = as,
T1 + X2 + T3 = Q4.
4 .
Reseni. ), = @ — Q.

Cviceni 4.14. V zavislosti na parametrech ai, as, as, as 7este v Zo
soustavu rovnic

To + T3 + T4 = ai,
T1 + 3 + 14 = as,
ry + X2 + 14 = as,
T1 + X2 + T3 = Q4.

Resens. T1 =ag+ a3+ aq, To =a; + a3+ aq, T3 = a1 + Q2 + ayq, T4 =
a1 + as + as.

Cviceni 4.15. V zavislosti na parametrech ay, as, az, as 7este v Zs
soustavu rovnic

T9 + T3 + T4 = ay,
T1 + 3 + 14 = as,
ry + X2 + 14 = as,

r1 + X9 + I3 = Q4.
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Resend. Soustava ma feSeni praveé kdyz a, + as + as +as = 0. V tom
pripadé mame tii feSeni xp = a4 +2ar+j, k=1,...,4,kde 7 =0,1, 2.

Cvicdeni 4.16. K matict

2105
0 6 6 1
A= 0513
4 6 1 6
nad télesem Zi; urcete matici inverzni.
Resend.
1 2 45
41 12016
A= 31 0 2
5 2 11
Cviceni 4.17. Naleznéte matici Y nad télesem Zs takovou, Ze plati
1 21 1 01 1 20
Y| 101 (|+]201|=]012
2 11 1 10 1 01
Resent.
2 21
Y=|2 20
0 2 2

Priklad 4.4. Urcete polynom f(x) = azr3+asx®+a1x+ag s koeficienty
z télesa Zs, ktery spliuge f(1) =3, f(2) =1, f(3)=1a f(4) = 1.

Resend. Koeficienty polynomu f(x) jsou feSenim soustavy rovnic je-
jiz matice je Vandermondova matice urcena prvky 1, 2, 3, 4 télesa Zs
rozsifend o pravou stranu danou predpisy definujicimi polynom f. Vy-
feSime tedy soustavu s rozsifenou matici

1 111 3
34 21 1
(4.1) 2 4 3 1 1
4 1 4 1 1
nad télesem Zs. Matici (4.1) upravime pomoci elementarnich aprav do

radkové odstupnovaného tvaru

11113
013 2|3
002 2| 2|
0 00 2 1
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odkud zpétnou substituci dostaneme ag = 4, a; = ay = az = 3, tj.
f(z) =32 + 322 + 30 + 4. O

Cviceni 4.18. Urcete polynom f(x) = azx® + ax® + ayx + ag s ko-
eficienty z télesa Zr, ktery spliuje f(1) =5, f(2) =0, f(3) =6 a
7(5) = 5.

Resent. f(x) =23+ 32% + 1.

Cviceni 4.19. Bud f(z) = azz®+asx®+a;x+ag polynom s koeficienty
z télesa Zs, ktery spliuge f(1) =4, f(2) =2, f(3) =2 a f(4) = 0.
Urcete f(0).

Reseni. f(0) = 2.

5. VEKTOROVE PROSTORY

Priklad 5.1. Rozhodnéte, které z vektori vi = (1,2,0,1)T, vy =
(1,-1,1,0)%, vz = (0,—1,—1,1)T lez v linedrnim obalu vektori u; =
(0,2,1,0)7, up = (—1,0,1,1)7, uz = (1,0, —1,0)7, uy = (0,4, 2, 1)7.

Reseni. Ozna¢me symbolem A matici, jejiz sloupce tvoii vektory uy,
Uy, Uz, Uy. Vektor v; lezi v linedrnim obalu vektort uy, us, us, uy praveé
kdyZ je hodnost matice A rovna hodnosti rozsifené matice (A | v;).
Ozna¢me B matici, jejiz sloupce jsou vektory vy, vy, v3 a pravujme
rozsirenou matici (A | B) do fadkové odstupniovaného tvaru:

0 -1 10 1 1 0 1 1 -1 2 01 -1
2 0 0 4 2 -1 -1 0 1 01 10 1
1 1 -1 2 0 1 -1 0 -1 10 11 0
0 1 01 1 0 1 0 1 01 10 1
11 -1 2 0 1 -1 1 1 -1 2 0 1 -1
01 0 1 1 0 1 01 01 1 0 1
00 11 2 1 1 0 0 11 2 1 1
00 2 2 4 -3 -3 00 00 0 -5 1
Vidime, ze 7(A) = r(A | vi) =3, ar(A | vo) = 7(A | v3) = 4. Proto
v linedrnim obalu vektort u; = (0,2,1,0)7, uy = (=1,0,1,1), uz =
(1,0,—1,0)T, uy = (0,4,2,1)T lezi pouze vektor v; = (1,2,0,1)T. O
Cviceni 5.1. Rozhodnéte, které z vektori vi = (2,2,1,0)7, v, =
(2,5,1,—2)T, vz = (1,4,4,3)T lei v linedrnim obalu vektori u; =

(1,4,2, - 1)7, us = (1,2,0,—-1)7, uz = (0,1,1,0), uy = (1,1, -1, —-1)7.

Y Y Y

Reseni. V daném linedrnim obalu lezi pouze vektor vs.
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Pv'klad 5.2. Rozhodnéte, zda jsou linedrni obal vektori (1,2,1,3,5)T,
(0, —1 —3)T, (1,0,1,1,3)7, (0,1,0,1,1)7 a linedrni obal vektori
(1, -7, (0,1,0,2,3)T, (1,1,1,0,0)T shodné.

Reseni 1. Ozna¢me A = {(1,2,1,3,5)7,(0,1,0, — )T,
(0,1,0,1,1)T} a B = {(1,2,1,0,—1)T, (0, 1,0, 2, 3)T, (
mnoziny vektort ze zadani. Uvazme matice

(1, 0, 1, L, )T,
17 ) 7 7 ) }

121 3 5 1210 -1
010 —1 -3 0102 3
A=l101 1 gl seB=11 110 o
010 1 1 0000 O

jejichz nenulové fadky jsou tvoreny vektory z mnoziny A, resp. B. Li-
nearni obaly mnozin A a B budou shodné pravé kdyz bude mozné
prevést pomoci elementarnich fadkovych tprav matici A na matici B.
Podle Tvrzeni 2.11 je mozné prevést elementarnimi fadkovymi tpra-
vami matice A, resp. B na jednoznacné urcené matice E4, resp. Eg v
redukovaném fadkové odstupnovaném tvaru. Odtud je patrné, ze ma-
tici A je mozné prevést na matici B pomoci elementarnich fadkovych
uprav pravé kdyz jsou matice E5 a Eg shodné. Upravme tedy matice A
a B na redukovany radkové odstupnovany tvar a vysledky porovnejme:

121 3 5 121 3 5 121 3 5
A_| 010 -1 -3 010 -1 -3 010 -1 -3
“l101 1 3 020 2 2 000 —2 —4
010 1 1 010 1 1 000 0 0
101 5 11 1010 1
1010 -1 -3] |0100 1 E..
000 1 2 0001 2| ™
000 0 0 0000 0
1 210 —1 1110 0 1010 1
g_|0102 3 0100 —1 0100 —1
“ 1110 o0 0102 3 0002 4
0000 0 0000 0 0000 0
1010 1
0100 —1
~looo1 2 |=Es
0000 O

Vidime, Ze nenulové fadky matic E5 a Eg jsou shodné a tedy jsou
shodné i linearni obaly mnozin A a B.
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Resend 2. Uvazme op&t matice
1 1 3 5

2
1 210 —1
A= OO =L =3 B l0o102 3
Lol 13 1110 0
010 1 1
a polozme
1 010 101
2 101 211
C=A"TBHh=|1 010 101
3 -1 11 020
5 =331 -1 30

Rozmyslete si, ze linearni obaly mnozin A, B jsou shodné pravé kdyz
plati 7(A) = r(B) = r(C). (Dokazte také, ze z rovnosti r(A) = r(C)
plyne, ze L(B) C L(A).) Hodnosti matic snadno spo¢itdme prevedenim
na radkové odstupnovany tvar. 0
Cvic¢eni 5.2. Rozhodnéte, zda vektory (1,0,1,1,1)7, (1,1,0,1,0)T, (0,1, -1,0,1)T

generugi stejny podprostor prostoru R® jako wvektory (1,2,—1,1,0)7,

(=1,1,-2,-1,0)" a (0,~1,1,0,2)".
Reseni. Ano, oba podprostory jsou shodné.

Cvic¢eni 5.3. Rozhodnéte, zda vektory (1,1,0,1)7, (0,1,0,1)T, (0,1,1,0)7,
(1,1,1,0)T, (0,0,1,1)T generugi celyj prostor R*, resp. Zs.

Resend. né v r neruji negeneruji .
R Dané vektory generuji R*, ale negeneruji Zy

Cviceni 5.4. Rozhodnéte, zda vektory (2,3,2)T, (1,1, —1)T tvori bdzi
podprostoru vektorového prostoru R? generovaného trojici vektori (1,2, 3)7,

(5,8, 77T, (3,4,1)T.
Regend. Ano, vektory (2,3,2)T, (1,1,—1)T tvoi{ bazi daného podpro-
storu.

6. LINEARNI (NE)ZAVISLOST

Priklad 6.1. Rozhodnéte, zda je mnoZina A = {(1,2,-1,0)T, (2,5, -1, 3)7,
(4,1,-3,3)T} linedrné nezdvisld.

Reseni. UvaZzme matici

1 2 4
2 5 1
A=l 1 1 _3
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jejiz sloupce jsou prvky mnoziny A. Mnozina A je linearné nezavisla
praveé kdyz je pro kazdy nenulovy vektor x souc¢in Ax nenulovy. To plati
pravé tehdy kdyz je hodnost matice A rovna poc¢tu prvki mnoziny A.
Upravime matici A na radkové odstupiiovany tvar:

1 2 4 1 2 4 1 2 4
A 2 5 11 10 =3 =31 1011
S -1 -1 -3 0 1 1 000
0o 3 3 0o 3 3 000
Vidime, ze r(A) = 2. Proto je mnozina A linedrné zavisla. O

Cviceni 6.1. Rozhodnéte, které z téchto mnoZin redlnych vektori jsou

linedrné zavisle.
A={1,2,1,1D7,(~1,4,0,0)7,(0,1,1,1)7,(1,1,1,0)7},
B={1217(1,1,1)7,(1,-21)7,(0,1,1)7},
¢ ={(1,-1,0,2,1)7,(1,0,1,0,1)7,(~1,1,2,-3,0)7, (~2,0,0,—1,-1)T }.

Reseni. Jsou to mnoziny B a C.

Cviceni 6.2. Rozhodnéte, zda je mnoZina A = {(0,1,1,1)7, (1,0,1,1)T,
(1,1,0, )T, (1,1,1,0)T} redingjch vektori linedrné zdvisld. Rozhodnéte,
zda je mnozina A linedrné zdvisld jde-li o vektory nad télesem Zs.

Reseni. Mnozina A je linearné nezavisla nad R a linearné zavisla nad
Zs.

Priklad 6.2. Urcete bdze prostori R(A), S(A), N(A), M(A) rediné
matice

1
A=1]3
2

NG N
[

2
9
7

(2 SN

Reseni 1. Nejprve ur¢ime baze podprostorit R(A) a N (A). Matici A
prevedeme na rfadkové odstuptiovany tvar A’

1 20 21 1 20 21 1 20 21
A=[136196|~[00133|[~]00133]|=A"
24175 00133 0 00O0O

Nenulové fadky matice A’ tvoii bazi podprostoru R(A), tj. R(A) =
£{(1,2,0,2,1)T, (0,0,1,3,3)T}. Podle definice je N(A) podprostor
vSech Teseni (1,9, 73,24, 75)7 soustavy linedrnich rovnic
T+ 215 +2x4+25 =0
311 + 629 + 234+ 924 + 625 =0
221 + 4x9 + 13+ Tx4 + b5 = 0,
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kterd uréime z matice A’ zpétnou substituci. Zvolime x,, x4 a x5 vol-
nymi proménnymi a polozime xy, = a, x4 = b, 5 = c. Dostaneme
r3 = —3a — 3cax; = —2a— 2b— ¢, odkud

N(A) ={(-2,1,0,0,0)"a+(—2,0,-3,1,0)"b+(-1,0,3,0,1)"c | a, b, ¢, € R}.

Vektory (—2,1,0,0,0)7, (—2,0, -3,1,0)7, (~1,0,3,0,1)7 tvoii bézi pro-
storu NV'(A).

Baze prostoru S(A) a M(A) uréime obdobné, kdyz si uvédomime,

7e S(A) = R(AT) a M(A) = N(AT).

132 13 2 1 3 2
2 6 4 000 011
AT=1011|~l011]~|000],
2 9 7 03 3 000
175 03 3 000

odkud vidime, 7e dvojice vektort (1,3,2)7, (0,1,1)7 tvoii bazi podpro-
storu S(A) a zp&tnou substituci spoc¢itame, ze M(A) = {(1,-1,1)%a |
a € R}, tj. M(A) = L£{(1,-1,1)T}. O

Reseni 2. Budeme postupovat podobné jako v Uloze 6.6. Na rozdil
od prvniho FeSeni spocitame nejprve soucasné podprostory R(A) a
M(A). Vezmeme rozsifenou matici (A | I3) a pomoci elementarnich
fadkovych tuprav ji transformujeme tak, Ze matice v levé Casti je v
radkové odstupnovaném tvaru

12021 1 00 120 21 1 00
36196 010(f~]00133)| -310
241751001 00133 | -2201
1 2021 1 00
~1 0013 3 3 10
000 O0O 1 -1 1

Vektory odpovidajici nenulovym fadkiim v levé ¢asti upravené rozsirené
matice tvori bazi podprostoru R(A). Radek v pravé ¢asti upravené
rozsitené matice, kterému odpovida nulovy fadek v levé ¢asti (vyznacen
tucné) urcuje, podle Tvrzeni 6.15, vektor baze podprostoru M(A), tj.
M(A) = ‘C{(la _17 1)T}
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Béze podprostortt S(A), N (A) uréime obdobné, kdyz matici A nejdiive
transponujeme.

132110000 13 2 10000
26401000 000|-21000
01100100/ |~|011 00100
29 7/00010 033|-20010
17500001 033|-10001
1 3 2 10 000
011 00 100

~l000|-21 000,
000|-20-310
000|] -10-301

odkud vidime, Ze mnozina {(1,3,2)7, (0,1,1)T} tvoii bazi podprostoru
S(A) a mnozina {(—2,1,0,0,0), (-2,0,-3,1,0)7, (-1,0,-3,0,1)T}
tvor{ bazi podprostoru N (A). O

Cvi€eni 6.3. Najdéte baze prostori R(A), S(A), N(A), M(A) ur-
cenych redalnou matict

10 1 -1 2
31 0 1 1
A= 41 1 0 3
11 -2 3 -3

Reseni. Napiiklad (feseni samoziejmé neni uréeno jednoznacné) R(A) =
L{(1,0,1,~1,2)7,(0,1,-3,4,—5)"}, S(A) = £{(1,3,4,1)",(0,1,1,1)"}.
N(A) = £{(~1,3,1,0,0)7, (1,—4,0,1,0)7, (—2,5,0,0,1)T}, M(A) =
‘C{(_lv -1,1, 0)T7 (27 —1,0, 1)T}

CviCeni 6.4. Najdéte bdze prostori R(A), S(A), N(A), M(A) ur-

cenych matici

O =N O
W W W
DN o
N O =

nad télesem Zis.

Reseni. Napriklad (feseni samoziejmé neni uréeno jednoznacné) R(A) =
£{(1,4,2,3)7,(0,1,4,4)7}, S(A) = £{(1,3,3,3)7,(0,2,4,0)7}, N(A) =
L£{(4,1,1,0)T, (3,1,0,1)T}, M(A) = £{(3,3,1,0)T, (0,3,1,1)T}.
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Priklad 6.3. Porovnejte radkové, sloupcové, pravé a levé nulové pro-
story redlngych matic A a B, jestliZe

11 1 0 3 21 20 4
10 -1 0 -1 12 -1 1 3
A= 21 2 -1 4 ¢ B= 10 111
01 0 3 2 00 010

Resend. Prostory R(A) a R(B) jsou shodné pravé kdyZ je mozné po-
moci elementarnich radkovych tprav prevést matici A na matici B a
to je mozné pravé kdyz jsou shodné prostory N(A) a N (B). Tedy,
R(A) = R(B) pravé kdyz N(A) = N(B). Podobné plati S(A) =
S(B) pravé kdyz M(A) = M(B). Staéi tedy porovnat radkové a
sloupcové prostory obou matic, coz je tloha analogickd Ptikladu 5.2.
Podobné jako v prvnim feseni tohoto prikladu porovname redukované
fadkové odstupiiované tvary matic A a B, resp. AT a B”:

11 1 0 3 111 0 3
A_|-to0o-1 0-1] 010 02
21 2 -1 4 010 -1 2
01 0 3 2 010 32
111 03 10101
010 02 0100 2 _
“loo0o0 -10|7]l00010]| "™
000 30 00000
21 20 4 101 11
g_| 12 -113 N(OQO 2 4
10 111 010 -2 2
00 010 000 10
101 11 10101
010 -2 2 01002 4
“looo 60| ]looo0o10]| " T®
000 10 00000



Vidime, ze E5 = Eg, odkud plyne, 7ze R(A) =
Zbyva porovnat matice Epr a Egr.

2
1
2
—1
4

1 -1
1 0
AT=|[1 -1
0 0

3 —1
10

0 1
~1 00
00
00

2 —1

1 2
B'=|2 -1
0 1

4 3

1 2

0 1
~1 00
0 0
00

V tomto pripadé nejsou matice Epxr a Egr shodné a proto

S(B) stejné jako M(A) # M(B).

R R RO OOR R~ KR

OO = O

0

O Ot = O

o

S = O OO

0

1
0
3
2
1
1
-3
0
0

[l elelell g ~

OO OO

ecNeoNeoBeol - NeoleoloBol

OO = O

0

—1

N oo OoO—~O

2
1 -1
0 0
0 -1
2 =2

0 4

0 -2

1 -3

0 0

0 0
0 0
10
10
11
10
2 =2
1 1
6 5
0 0
0 O

S OO OO o

e}

e elell )
|
—_
SO Wwrr o

|
ot
co R RO

OO = O

0
1
0
0
0
2
§
§
6
0
00 O
S

(A) #
0

Cviceni 6.5. Porovnejte radkové, sloupcové, pravé a levé nulové pro-
story matic A a B nad télesem Zs, jestlize

Reseni. R(A) # R(B

M(B).

1

1
0
0
2

1

~ == OO

2. ORI,

2

o = O

1
1
1
0
0

2
2
1
0
2

(A) # N(B), S(A) =

N O = O

0
0
0
0
0

S(B) a M(A) =

Problém 6.6. Bud A redlnd matice tvaru m x n. DokaZte, Ze
R(A)NN(A) =
Ndvod. Vyuzijte toho, ze pro kazdy nenulovy vektor v € R™ plati

viv #£0.]
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Problém 6.7. Dokazte, Ze pro kaZdou redlnou matici A tvaru m X n
plati

(6.1) r(AAT) =r(A).
Ndvod. Néavod: Vyuzijte Problém 6.7 a Tvrzeni 6.19.

Problém 6.8. Dokazte, Ze rovnost (6.1) neplati pro matice nad télesy
konecné charakteristiky.

Piiklad 6.4. Necht X je linedrni obal vektori x; = (1,0,1,1)T, xy =
(2,1,3, )7, x5 = (0,-1,1,—-1)" axy = (3,1,4,2)7, necht Y je linedrni
obal vektori y; = (1,0,1,2)7, yo = (1,1,0,3)7, y3 = (1,-1,3,2)T a
yis = (0,1, =1, 1)T. Urcete dimenze podprostori X, Y a XNY prostoru
R*.

Resend. Podprostory X, resp. )V vektorového prostoru R* jsou rovny
rfadkovym prostortim matic

1 01 1 1 0 1 2
29 1 3 1 1 0 3
X=lyp 11 1 [pfsp-Y=|71 1 39
3 14 2 0 1 —1 1

a proto dim X = r(X) a dimY = r(Y). Hodnosti matic X, resp. Y
urc¢ime z jejich fadkové odstupnovanych tvarta X, resp. Y. Plati

101 1 10 12
— lo11 21 — o1 211
X~X=1001 -1 a Y~Y=1449 11
000 0 00 00

a tedy dim X = dim Y = 3. Déle vyuzijeme Tvrzeni 6.22
(6.2) dim(X + V) +dim(X NY) = dim(X) 4 dim())

Dimenze prostoru & + ) je rovna hodnosti matice Z jejiz sloupce jsou
tvofeny nenulovymi fadky matic X? a Y7 a tedy S(Z) = X + ).
Hodnost matice Z urc¢ime z opét jejiho radkoveé odstupnovaného tvaru.

1 0 01 00 1 -1 -1 2 1 1
z_|0 1 00 1o} o 1 0 0 1 0
1 1 11 -11 0 0 1 -1 -2 -1
1 -1 -1 2 11 0 0 0 1 0 2

Vidime, 7e 7(Z) = 4 a tedy dim(X'+)) = 4. Dosazenim do vztahu (6.2)
dostaneme, ze 4+dim(XNY) = 6, odkud plyne, ze dim(XNY) =2. O
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Cvic¢eni 6.9. Necht X = £{(1,0,1,0)7, (=2,1,-1,1), (2,0,1,-1)T,

(1,1,3,2)"} a Y = £{(1,0,0,1)7, (2,-1,0,1)7, (1,3,1,0)T, (4,—5,—1,3)"}

jsou podprostory vektorového prostoru R*. Uréete dimenze X, Y a di-
menzi pruniku prostoru X N ).

Regend. dim X = dim ) = 3, dim(X NY) = 2.
Cviceni 6.10. Necht X = L£{(1,0,2,1,3)7,
jsou podprostory vektorového prostoru R®. Urcete dimenze podprostorii
X, V, X+YaXn).

Reseni. dim X = 3, dimY = 2, dim(X +Y) =4, dim(X NY) = 1.

Priklad 6.5. Necht X = {(1,—-1,0)7, (1,1,2)7, (1,-3,-2)T} a Y =
{(1,2,-1)", (-=1,2,0)7, (0,4, —1)T} jsou podprostory prostoru R*. Na-
leznéte bazi podprodstoru X N ).

Reseni. Plati X = R(X) a Y = R(Y), kde

1 -1 0 1 2 -1
X=[1 1 2|aY=]|-12 0
1 -3 =2 0 4 —1
Matice X a Y upravime na rfadkoveé odstupnovany tvar. Dostaneme
1 -1 0 1 2 -1
X~]10 11 a Y~ 0 4 —1
0 00 00 0

Polozme x; = (1,—-1,0)7, xo = (0,1,1)7, y; = (1,2,-1)T a y, =
(0,4,—1)". Vektor z lezi v priniku podprostori X a Y pravé kdyz
existuji skalary aq, as, by a by € R takové, ze a1x; + asxeo = 2 =
biy1+bays. Resme homogenni soustavu linedrnich rovnic (s nezndmymi
ai, ag, bl, b2)

(6.3) a1X1 + Xz — biyr — bays = 0.
10 -1 0 10 1 0 1010
-11 -2 4 |~]101 -3 4 |~]101T11
01 1 1 01 1 1 00 4 5
Zvolime b; volnou proménnou a polozime b; = a. Zpétnou substituci
dostaneme feSeni by = —%04, b1 = a, ay = —%a, a; = —a soustavy

(6.3). Prinik podprostortt X a ) ur¢ime z prvnich dvou slozek tohoto
feSeni.

xXnY = {—a(l, —1,0)T+—%(o, 1,17 [a e R} = {3(5,-4,1) | B € R}.

(—-1,2,3,0,3)7, (0,1,0,—3,3)7
(—=1,3,8,4,6)7} a Y = £{(=2,1,0,0,—6)7, (0, =2, —2,4, —2)T, (2, -3, -2,

4,4

)

)"}
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Vidime, ze XN je jednodimenzionalni podprostor prostoru R? a tedy

libovolny nenulovy vektor tohoto podprostoru tvori jeho bazi; naptiklad
(57 _47 1)T O

Cviéeni 6.11. Necht X = £{(1,1,1,0)7, (1,0,1,1)7, (1,2,2,0)7, (1,1,2,1)7}

aY = L£{(1,2,0,1)T,(0,0,1,2)T, (2,1,0,1)7, (1,2,0,0)T} jsou podpro-
story prostoru Z3. Naleznéte bazi primiku X N Y.

Reseni. Napiiklad (b4ze neni uréena jednoznaénd) XNY = £{(1,2,0,1)7, (0,0,1,1)T}.
7. LINEARNI ZOBRAZENI

Cviceni 7.1. Rozhodnéte, kterd z ndasledujicich zobrazeni aritmetického
vektorového prostoru R? do aritmetického vektorového prostoru R* jsou
linearnt.

Reseni. Jsou to zobrazeni F, Fy a Fj.

Piiklad 7.1. Necht A = (uy,us,u3), resp. B = (v1,Va, V3, Vy), jsou
bdze redlnyjch vektorovych prostori U, resp. V. Bud F linedrni zobrazeni
z prostoru U do prostoru V definované na prvcich baze A takto:

F(ul) =V —|—V2—|—V3—|—V4, F(u2) = 2V1 — 2V3, F(llg) =V +2V2 —|—V3.
Urcete matici [Flap a F(u; + 2uy — ug).

Reseni. Nejprve ur¢ime souradnice obrazii vektorti uy, us a uz vzhle-

dem k bazi B:
[F(u)]g = (1,1,1, 1), [F(uy)]z = (2,0, -2,0), [F(us)]z = (1,2,1,0)".
Podle definice je [F]as = ([F(u1)]s | [F'(u2)]5 | [F(u3)]s) a tedy

1 21
1 0 2

[Flas = 1 -2 1
1 00

Polozme w = u; + 2uy — us. Souradnice vektoru w vzhledem k béazi A
jsou rovny (1,2, —1)T a podle Tvrzeni 7.7 je

[F(W)]s = [F] as[W] 4.
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Po dosazeni dostaneme

1 2 1 1 4
1 0 2 —1
e e N R
1 00 -1 1
odkud plyne, ze F(w) = 4vy — vy — 4vz + vy. O

CviCeni 7.2. Necht A = {uy,uy,u3}, resp. B = {vy,va,vs, va} jsou
bdze redlnych vektorovych prostori U, resp. V. Necht F : U — V je
linedrni zobrazeni definované na prvcich baze A predpisy

F(ul) = V] —Vy +V4, F(UQ) = 2V3+V4, F(ug) =V +2V2 —V3+2V4.

Urcete matici zobrazeni F' vzhledem k bazim A, B a obraz vektoru w =
u; — Up + Uus.

Reseni. F(wW) =2v; + vy — 3v3+2v, a

10 1
10 2
[Flas = 02 —1
11 2

CvicCeni 7.3. Necht A = (uy,ug,u3), resp. B = (v, Va, V3, vy), resp.
C = (w1, wa, W3), jsou bdze redlngch vektorovych prostori U, resp. V,
resp. W. Necht F : U — V je linedarni zobrazeni definované na prvcich
baze A predpisy

F(ul):V1+V2—V3, F(IIQ)ZV2+V3—V4, F(U3):V3—|—V4—V1

a G :V — W je linedrni zobrazeni definované na prvcich bdze B
predpisy

G(v1) = wi+ws, G(va) = wi—w3, G(v3) = watws, G(Vvy) = Wi —Wa+Ws.
Uréete [G o Flyc a (G o F)(z) pro z =u; — 2uy — ug.
Reseni. (G o F)(z) = 2w; — 3wy — 2w3 a

2 0 0
[GoFlue=| 0 2 -1
—2 -1 2

Piiklad 7.2. Necht A = {(1,2,0)7, (0,1,—1)7, (1,0,1)T} a B =
{(1,-1,0)7, (0,1,-1)T, (1,—-1,1)T} jsou mnoZiny vektori. Dokazte,
Ze mnoZiny A, B tvori bdze prostoru R3 a uréete matici prechodu od
bdaze B k bazi A.
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Reseni. Uvazme matice

12 0 1 -1 0
A=]101 -1 |, resppB=| 0 1 -1
1 0 1 1 -1 1

jejichz tadky jsou tvoreny vektory mmnoziny A, resp. B. Upravenim
obou matic na fadkové odstupiiovany tvar snadno ovéiime, ze r(A) =
r(B) = 3 odkud plyne, Ze moziny A a B jsou skutecné bazemi prostoru
R3. Zbyva urdit matici [I] 45 pfechodu od béaze B k béazi A. Vyuzijeme
nasledujicich dvou vztaht, které jsou disledky Tvrzeni 7.8.

(7.1) []as = [IeslI] e,

(7.2) [es = [T

Sloupce matice [I]4¢, resp. [I]ze jsou tvoreny vektory baze A, resp. B.

Spoéitame matici [I]4:
1 0 1 1 00 1 01 1 00 1 00
—1 1 -1 010 (|~]010 11 0]~1010
0 —1 1 0 01 0 01 1 11 0 01
Podle (7.2) plati, ze
0 -1 —
Hes=[Tge =1 1 0
1 1 1

Dosazenim do vztahu (7.1) dostaneme, ze

0 -1 —1 1 0 1 2 0 -1
Mas=|1 1 0 2 10|=| 31 1
1 1 1 0 -1 1 30 2

Ulohu jsme mohli Fesit také takto: Ze vztaht (7.1) a (7.2) odvodime, Ze
[Nz = [ge 1) ag, odkud [I]e[I]as = [I]4e. Odtud plyne, 7e hledand
matice [/] 45 je FeSenim rovnice

[{]peX = [I]a¢-
Tuto rovnici umime vyfesit pfimo (jako v Ptikladu 2.3).

1 0 1 1 01 1 01 1 01
—1 1 -1 2 1 0|~10 10 3 11
0 -1 1 0 —1 1 0 -1 1 0 -1 1

1 01 1 01 1 00 -2 0 -1

~]1 010 31 1 |~]1010 31 1

0 01 3 0 2 0 01 3 0 2
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Obéma zptisoby jsme dospéli k feseni

—2 0 -1
TNas=| 31 1
30 2

O

Cviceni 7.4. Ovérte, Ze mnozina A = {(1,-2,2)T, (-1,3,1)T, (2,-5,2)T}
tvori bazi prostoru R® a urcete matici prechodu od standardni bdze pro-

storu R3 k bdzi A.

Resend.
11 4 -1
Haue=] -6 -2 1
-8 -3 1

Cviéeni 7.5. Dokaste, Ze mnoziny A = {(1,1,-1)T, (1,3, -2)T, (-1,-2,2)"}
aB={(-3,-3,1D7T, (1,1,0), (=3,-2,1)T} tvori bdze prostoru R>.
Urcete matici prechodu od baze B k bazi A a matici prechodu od bdze

Ak bazi B.

Resent.
-1 =2 0 -1 -2 =2
Mas=| -3 —4 1|, [Upga= 0 1 1
3 5 —1 -3 -1 =2

Piiklad 7.3. Necht A = {uy,us,uz}, B = {vy, va,v3} jsou baze pro-
storu R3 takové, Ze

7 12 -3
Uas = 2 4 1
-3 -5 2
(a) Uréete bazi A, jestlize vi = (1,0,0)7, vo = (0,1,0)T, v3 =
(2,1, -1)".
(b) Uréete bdzi B, jestlize u; = (1,0,1)7, uy = (2,1,3)7, uz =
(1,4,4)T.

Resent. Stejné, jako v Ptikladu 7.2 vyjdeme ze vztaht (7.1) a (7.2).

(a) Protoze [I|4e = ([ui]a | [uz]a | [us]a), staci uréit matici pre-
chodu od béaze A ke standardni béazi. Ze vztaht (7.1), (7.2) odvodime,
ze

(7.3) [ ae = [I]e[1] aB-
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Protoze matice [I] 45 a [I|ps zndme (sloupce matice [I]ge jsou vektory
béaze B), sta¢i do vztahu (7.3) dosadit. Po dosazeni dostaneme

10 2 7 12 -3 1 2 1
MNac=|01 1 2 4 1|=|-1 -1 3],
00 —1 3 -5 2 3 5 -2

odkud je vidét, ze A = {(1,-1,3)7, (2,-1,5)7, (1,3,-2)7}.
(b) Uréime matici [{]gs. Ze vztahu (7.3) je vidét, Ze hledand matice
je FeSenim rovnice
] ae = Y[I] a5,
odkud
(7.4) [asY" = [

Rovnici (7.4) umime vyfesit pfimo. Po nékolika elementarnich fadko-
vych tpravach dostaneme

7 2 =3 1 01 1 00 110
12 4 -5 21 3 |~---~1010 01 2|,
-3 1 2 1 4 4 001 2 31
odkud dostédvame (matici vpravo musime je$té transponovat), Ze
1 0 2
Mee=| 11 3
0 21

Protoze vektory baze B odpovidaji sloupctiim matice [I]ge, je B =
{(1,1,0)7, (0,1,2)T, (2,3,1)T}. O

Cviceni 7.6. Ovérte, ze B = {(0,1,1)7, (2, -1,2)7, (1,0,2)T} je bdze
prostoru R3. Urcete bdzi A téhoZ prostoru takovou, Ze

2 21
MNas=| 100
011

Reseni. A= {(2,-3,0)T, (2,-1,1)T, (0,1,2)T}.

Cviceni 7.7. Ovérte, ze A = {(2, -5, —-2)T, (1,—4,-2)T, (2, -9, -5)T}
je bdze prostoru R®. Naleznéte bdzi B prostoru R? takovou, Ze

~1 0 2
TNas=| 211
11 2

Reseni. B={(1,-2,-1)7, (2,-3,-1)7, (=1,-1,-1)T}.
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Priklad 7.4. Necht A :u; = (1,0, 1)7, uy = (—1,1,0), uz = (0, -1, 1)T
je bdze prostoru R® a B : vi = (1,2,0,0)T, vy = (0,1,—-1,0)T, v3 =
(=1,0,1,0)7, vy = (3,1,0,1)T} je prostoru R*. Necht F : R® — R* je
linearni zobrazeni urcené predpisy

F(ul) = Vi+Vy+Vsy +V4, F(UQ) = 2V1 — 2V3, F(U3) =V +2V2 + V3.
Uréete matici zobrazeni I vzhledem ke standardnim bdzim prostoru R3,

resp. R*.
Reseni. Plati

(7.5) [Flese, = []se,[Flasll]ea;
Matice [I]|pg, a [F] s uréime pfimo dosazenim do vztahu (7.5).
1 0 -1 3 1 2 1
2 1 01 1 0 2
Uses=| ¢ _1 1 o a Flas=11 _9 1
0 0 01 1 00

Matice [{]g,4 je inverzni k matici [/] 4, . Vypoctem dostaneme

1
83./4 - 1
1

5).

Nakonec dosadime do vztahu (7.

1 0 -1 3 1 21 B -1
m:2101 1021_111_1_4
E3éa 0 -1 10 1 -2 1|2 L1 1 9 3
0 0 01 1 00 T 1

O

Cvicéeni 7.8. Necht A : u; = (—1,2,1)7, uy = (=2,1,1)7, uz =
(—2,0,1)" a B:v, = (1,-1,1)7, vo = (1,1,0)7, vs = (-2, -3,1)"
jsou bdze prostoru prostoru R3. Necht F': R? — R? je linedrni zobra-
zend urcené na vektorech baze A predpisy

F(ul) = Vi + 3V2 + 2V37 F(UQ) = V3 — Vg, F(U3) = 2V1 =+ Vo —+ V3.
Urcete matici zobrazeni F' vzhledem ke standardni bdzi prostoru R3.
Resend.

0 -3 —1

[Fle. = | —4 -4 —4
3 1 3
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Piiklad 7.5. Najdéte matici osové symetrie S v R? vzhledem ke stan-
dardni bdzi, prochdzi-li osa této symetrie pocdtkem a vektorem v =
(cosa, sina)l pro néjaky hel c.

Reseni. Uvazme bazi A : vi = (cosa, sina)?, vy = (—sina, cosa)?
prostoru R2. Matice osové symetrie S vzhledem k bazi A je

[S]A:<(1) _(1)>

Podle definice je matice pfechodu od standardni baze prostoru R? k

bazi A rovna
m (cosa —sina)
A&y —

sin o COS v

a tedy

cos« sin o
—sina  cos«

Mewn = I3 =
Pro kazdy vektor u € R? plati

[S()]e, = [ae, [S(W)]a = [[ae, [Slalula = [[]as,[S]a[l]e,4[ule,-
Proto je
[Sle, = [1] e, [S]alT]e, 4,
odkud dostavame, ze

Se, = cosa —sina 1 0 cosa sina |\ [ cos2a sin 2«
7\ sina coSs o 0 —1 —sinaa cosa |\ sin2a —cos2a |-
O

Cviceni 7.9. Najdéte matici vzhledem ke standardni bdzi v R? projekce
P na primku, kterd prochdzi pocdtkem a vektorem v = (cosa, sina)?
pro néjaky uhel a.

Resent.
cos® a cosasin
[P ] Ey — 2 .

COS (v SIn & sin” «



