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1 Uvod

Piipomenuti: Riemannuv Newtonuv integral, geometricky vyznam plochy pod
grafem

Ne vSechny funkce jsou ”integrovatelné”, ne vSechny mnoziny ”métitelné”

Obecnd konstrukce: nejprve mira (mnozinovéd funkce), z ni je odvozen in-
tegrél (aproximace po ¢dstech konstantnimi funkcemi).

Vlastnosti, které chceme po ”mire”:

(1) u(0) =0, u(A) >0 VA,
(2) w(U,, An) =3, 11(Ay) pro po dvou disjunktni mnoziny A;, As, .. ..

Problém - které mnoziny jsou ”méfitelné”, neboli Dy =7

Piiklad: Neexistuje o : P(R) — [0, 0o splaujici (1), (2) a
(3) pu(I) = délka(I) pro kazdy interval I,
(4) wWA+z)=p(4), ACR, zeR.

Dukaz: Predpoklddejme pro spor, ze takové zobrazeni u existuje. Uvazujme
ekvivalenci na R
r~y <= xz—yeqQ.

MnoZina A C [0, 1] necht obsahuje préavé jeden prvek z kazdé t¥idy ekvivalence
~ (pouzivdme axiom vybéru!). Bud dale Q N [-1,1] = {q1,¢2, ...} ocislovéni
raciondlnich ¢éfsel v intervalu [—1,1]. Nyni plati:

(a) U2 (A4 ¢) D [0,1] (protoze pro kazdy z € [0,1] existuje a € A takové,
7ex —a € QN[-1,1], tedy  — a = ¢; pro ngjaké i, ¢ili x € A + ¢;),

(b) U?il(A"_qi) - [_172]7

(¢) mnoziny A + g; jsou po dvou disjunktni (i = 1,2,...) (kdyby ne, pak by
A obsahovala dva ekvivalentni prvky).



Z (2), (4) a (c) plyne, ze p(U;2, (A + ¢;)) = oo jakmile u(A) > 0, coz by bylo
v rozporu s (b). Musi tedy byt u(A) = 0. Pak ale i u(J;=, (A + ¢;)) = 0, coz
podle (a) a (3) znamend 0 > u([0,1]) = 1, tedy spor. O

2 Prostor s mirou

Bud' X libovolnd neprdzdnd mnozina. Symbolem P(X) = {A: A C X} znaéime
poten¢ni mnozinu mnoziny X.

Definice 2.1 A C P(X) je o-algebra na X, jestlize
(i) 0,X € A;
(i) Ac A = X\Aec A

(ili) A€ A,ieN = [J,; 4; € A

A C P(X) je algebra, splituje-li (1), (2) a

(iii') A Be A = AUBec A

Pozn.: Algebra je uzaviend na konetné mmnozinové operace (prunik, sjedno-
ceni, rozdil), o-algebra na spotetné mnozinové operace.

Piiklady:
o {0, X}, P(X) jsou o-algebry na X.
o A=1{0,{1},{2,3},{1,2,3}} je o-algebra na X = {1,2,3}.

e A={ACN: Akonetnd nebo N\ A konetné} je algebra na N, ale nen{
to o-algebra.

Véta 2.1 Budte A, : o € I o-algebry na mnoziné X, pritom I je libovolnd

indexovd mnoZina. Pak () c; Ao je o-algebra na X.

Dukaz: Plyne jednoduse z definice. O

Dausledek 2.2 Pro libovolny mnoZinovy systém S C P(X) existuje nejmensi
o-algebra oS obsahujici S.

Dikaz: Polozme
oS = ﬂ{A CP(X): SCA, Aje o-algebra}.
O

Definice 2.2 Bud (X, p) metricky prostor a G systém vsech otevienych pod-
mnozin X. Pak B(X) := oG nazyvame borelovskou o-algebrou na X.



Piiklad: Nasledujici mnozinové systémy spadaji do borelovské o-algebry:
o F - systém uzavienych mnozin
e s - spocetné pruniky otevienych mnozin
e F, - spocetnd sjednoceni uzavienych mnozin
e G5, - spocetna sjednoceni mnozin z Gs
e ...
Pozn.: Je obt{zné popsat t¥idu borelovskych mnozin konstruktivné (je tfeba
transfinitn{ indukce).
Pozn.: Ne vSechny mnoziny jsou borelovské. Plati dokonce
card B(R) = ¢ < 2° = card P(R),
tedy neborelovskych podmnozin R je vice nez borelovskych.

Definice 2.3 (X,.A) je méritelny prostor, jestlize X je nepréazdnd mnozina a A
je o-algebra na X.
w je mira na (X, A), jestlize pn : A — [0, 00| splituje

(a) u(@) =0,

(b) A; € A po dvou disjunktni (i € N) = pu(U; 4:) = >, u(4;) (o-
aditivita).

Trojici (X, A, u) nazyvame prostor s mirou.
Pozn.: 7 vlastnosti (b) a z nezapornosti plyne monotonie miry: A, B € A,
ACB = u(A) < u(B).
Priklady:
o ((A)=0VAeP(X) - nulovd mira (u = 0)
e pro x € X pevny polozme

rZ A
636(14):{(1) mif{

0, se nazyva Diracova mira v bodé x.

e Mira
card (A) A C X konecn4,
() = ¢ A b
00 A C X nekonec¢nd.

se nazyva aritmetickd mira na X.



Véta 2.3 (Spojitost miry) Bud (X, A, u) prostor s mirou, A; € A, i € N.
2. (A1) <oo, A1 D A2 Do = p(Ay) N\ p(N); Ai).

Dukaz: 1. Necht A € A A / A. Pak A = Al U (A2 \ Al) (Ag \ AQ)
je disjunktni rozklad na méfitelné mnoziny, tedy pu(A) = pu(41) + Z;’o (A \
Aj_y). Zéroven u(4;) = p(41) + ZZ o (A \ Aj—1), takze p(A;) w(A),
1 — 00.

2. Necht A; € A, A; \ A, (A1) < co. Polozme B; := A1\ A;, i € N. Zfejmé
plati B; 7 B := Ay \ A, tedy p(Ar) — u(4;) = w(Bi) 7 p(B) = u(Ar) — p(A),
a odectenim vyrazu pu(A4;) < oo dostaneme p(A;) N\ pu(A). O

Definice 2.4 Bud (X, A, ) prostor s mirou. Rekneme, ze N C X je nulovd
mnoZina, jestlize existuje A € A takovd, ze u(4) =0 a N C A. Symbolem N
znacime systém vSech nulovych mnozin. ddle znac¢ime

Ag :=c(AUN)

zuplnénou o-algebru A vzhledem k mife p.

Pozn: N je o-idedl, tedy systém mnozin uzavieny na podmnoziny a spocetnd
sjednoceni.

Véta 2.4 (Zaplnéni miry) Je ddn prostor s mirou (X, A, u). Pak plati:

1. Ap={BC X:3Ae A BAA € N} (symbolem A znacime symetrickou
diferenci mnozin).

2. Miru p lze jednoznacné rozsirit na prostor (X, Ag) (znac¢ime opét ).

3. V prostoru (X, Ao, pt) jsou viechny nulové mnoZiny meéritelné.

Diikaz: 1. Ozna¢me Ay := {B C X : 34 € A, BAA € N'}. Ukdzeme nejprve,
ze Ay je o-algebra. Ziejmé plati 0, X € Ay. Je-li B € Ay, pak AAB € N pro
néjakou A € A, a tedy také X \ B € Ay, protoze (X \ B)A(X\A) = BAAeN
a X\ A€ A Déle, jsou-li B; € Ay, i €N, pak B;AA; € N pro n&jaké A; € A,
a tedy také |, B; € Ay, protoze (U, Bi)A(U,; 4i) € U,;(BiAA;) € N. Ay je
tedy o-algebra. Pak ale ze ziejmé inkluze AUN C Aj plyne Ay = c(AUN) C
oAy = Ay. Opaéna inkluze je snadna: je-li B € Ay, pak BAA € N pro néjakou
Ae A tedy B=AU(B\A)\ (A\ B), prtitom B\ Ai A\ B lez{ v NV, tedy
nutné B € Ap.

2. Je-lli B € Ay a A € A takovd, ze BAA € N, polozime u(B) := u(A).
Nejprve musime ukazat, ze toto rozsiteni je korektni, tedy ze nezavisi na volbé
A. Je-li A’ € A jind mnozina s vlastnosti BAA" € N, pak z inkluz{f A\ A’ C (A\
B)U(B\A") e NaA\A C (A\B)U(B\A) € N plyne u(A\A") = u(A’\A) =0,
a tedy p(A) = u(A’). Definice je tedy korektni. Ukdzeme, ze takto dodefinovand



mnoZinovd funkce p je o-aditivni. Bud' (B;) posloupnost po dvou disjunktnich
mnozin z Ay, oznaéme B := |J;°, B;, a bud'te A; € A takové, ze Bi{AA; € N.
Polozme Cl = Alv Cz = Az \ (A1 U---u Aifl), 1= 2,3 ey C = Uzoil Cz Pak
(C;) je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z A, tedy p(C) = >, u(C;).
Protoze mnoziny C;AB; a CAB jsou nulové, plati u(B;) = u(C;), i € N, a
w(B) = pu(C), a tedy také pu(B) = >.oo) pu(B;). Tim je dokdzéno, ze p je o-
aditivni na Ay, a je to tedy mira.

3. Bud M C X nulova v (X, Ag, ). Ukdzeme, ze M € N (tedy ze M je
nulovd i v pivodnim prostoru (X, A, p)), a tedy M € Ay. K mnoziné M existuje
B € Ay, M C B, u(B) = 0. Z definice rozsifené miry p déle existuje A € A
takovd, ze u(A) =0 a B\ A € N, tedy existuje N € A takovd, ze u(N) =0 a
B\ACN.Pakale M CBCAUNeAapu(AUN)=0,tedy M e N. O

Definice 2.5 (i) p je borelovskd mira na metrickém prostoru X, je-li to mira
na (X, B(X)).

(if) Mira p na (X, .A) je koneénd, jestlize p(X) < oo.

(iii) Mira p na (X, A) je o-konecnd, jestlize existuji E, € A takové, ze X =
U, En a u(Ey,) < oo pro kazdé n € N.

Véta 2.5 (Lebesgueova mira) FEristuje prdvé jedna borelovskd mira X" na
R™ takovd, Ze pro vSechna —oo < a; < b; < 00, i=1,...,n, plati

)\"([al,bl] X X [ambn]) = (bl — al) ot (bn — an).

[Dukaz bude pozdéji

Poznamky:
1. Lebesgueova mira je zfejmé o-konecna.
2. Znac¢ime B ziplnéni B™ vzhledem k A". Plati B™ C By C P(R™).

3. Lebesgueova mira je reguldrni v tomto smyslu (dikaz bude pozdéji): Ke
kaZdé E € Bf a pro kaZdé ¢ > 0 existuji G oteviend, F uzaviend, F C
ECG, \"(G\F)<e.

3 Meéritelné funkce

Véta 3.1 Uvazujme zobrazeni f : X — Y.

(i) Je-li B o-algebra na Y, pak f~'B:= {f~1(B) : B € B} je o-algebra na
X.

(ii) Pro libovolny mnoZinovy systém S C P(Y) plati o(f~1S) = f~1(0S).



Dikaz: (i) se snadno dokdze s vyuzitim faktu, Ze vzor mnoziny komutuje s
mnozinovymi operacemi. Konkrétné plati X\ f~1(B) = f~*(Y\B) alJ, f*(B;) =
F~YU, B:), kdykoliv B, By, By, - C Y.

(ii). Ztejmé f~1S C f~1(0S), a tedy o(f~1S) C o(f~1(0S)) = f~1(0S),
protoze f~1(c8) je o-algebra podle ¢asti (i). Pro diikaz opaéné inkluze oznaéme
mnozinovy systém

A={BcY: f"YB)ecoa(f18)}.

Je snadné ovérit, ze A je o-algebra. Déle ziejmeé S C A, a tedy také oS C A,
tudiz f~1(cS) C f~1A C o(f~1S), kde posledn{ inkluze plyne piimo z definice
systému A. O

Definice 3.1 Bud'te (X,.A) a (Y, B) méfitelné prostory. Zobrazeni f: X — Y
je meéritelné (vzhledem k A, B), jestlize f~1B C A. Pfseme pak f : (X,.A) —
(Y, B). Je-li néktery z prostoru X,Y metrickym prostorem, pak za piislusnou
o-algebru bereme borelovskou o-algebru. Méritelné zobrazeni mezi dvéma me-
trickymi prostory nazyvame borelovsky méritelné nebo struéné borelovskeé.

Pozn.:
1. Slozeni dvou métitelnych zobrazeni je zfejmé métitelné.

2. Jsou-li (X, .A) a (Y,B) méritelné prostory a S C B libovolny generdtor
o-algebry B (tzn. plati-li ¢S = B), pak f : X — Y je méfitelné prave
tehdy, kdyz f~1S C A. (Plyne z Véty 3.1.)

3. Je-li (X,.A) méfitelny prostor a Y metricky prostor, pak zobrazeni f :
X — Y je métitelné prave tehdy, kdyz f~1(G) € A pro kazdou otevienou
mnozinu G C Y.

Tvrzeni 3.2 KaZdé spojité zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory je bore-
lovsky méritelné.

Dikaz: Plyne pfimo z predchozi poznamky a z faktu, ze f je spojité prave
tehdy, kdyz vzory otevienych mnozin jsou oteviené. O

Véta 3.3 Borelovskd o-algebra B"™ := B(R™) je generovand

1. oteviengmi kvddry (tj. mnoZinami (a1,b1) X -+« X (an,bp), —00 < a; <
b; <oo,i=1,...,n;
2. systémem S = {(—00,a1) X ... X (—00,an) : a1,...,a, € R}.

Specidlné, B* = o{(—00,a) : a € R}.



Dukaz: 1. Plyne ptfimo z faktu, ze kazdou otevienou mnozinu G C R"” lze
vyjadfit jako spocCetné sjednoceni otevienych kvadrua. Skuteéné, oznacime-li
symbolem ©Q systém vSech otevienych kvadru v R™ s raciondlnimi krajnimi
body, pak lze psat

G=Jreg:1cay}.
K ovéreni vlastnosti 2. staci ukdzat, ze kazdy otevieny kvadr lezi v oS. Ovérime
tuto vlastnost v R? (pifpad obecné dimenze je zcela analogicky). Pro otevieny
kvadr I = (al, bl) X (ag,bg) muzeme pSét
I = ((=00,b1) x (=00,b2)) \ (=00, a1] X (—00,b2)) \ ((—00,b1) X (=00, az]),
pritom
(*OO,al] X (7oovb2) - m(fooaal + kil) X (70071)2) € USa
i=1

a analogicky pro (—oo,b1) X (—00, as]. O

Pozn.: Jako generator B™ lze vzit rovnéz uzaviené ¢i polouzaviené kvadry.
Navic staci vzit pouze kvadry s racionalnimi koncovymi body.

Véta 3.4 1. Jsou-li f : (X, A) = R” a g: (X, A) — R™ méritelnd zobra-
zent, pak i (f,g) : (X, A) = R"™ je méritelné.
2. Jsou-li f,g: (X, A) = R™ méritelnd, jsou i f + g a f — g méritelnd.

3. Jsou-li f,g : (X, A) — R méritelné funkce, jsou i [ - g, max{f,g} a
min{ f, g} méritelné.

Diikaz: 1. Kazdy otevieny kvadr I C R*™™ je tvaru I = U x V, kde U C R",
V' C R™ jsou oteviené kvadry. Pak plati

(f,9) U x V)= fHU)NfTHV) € A,
a tedy (f,g) je méfitelné podle Véty 3.3.
2. Métitelnost f + g plyne z toho, ze soucet funkei muzeme psat jako slozeni
fHg=+0(f9),

kde + : (z,y) — x+y je operace s¢itani v R™ a (f, g)(x) = (f(x), g(z)) je spojeni
zobrazeni z prvniho tvrzeni. Métitelnost slozeni pak plyne z méfitelnosti obou
komponent. Mé&fitelnost zbyvajicich zobrazeni (funkef) se ukdze analogicky. O

Dasledek 3.5 Jsou-li f,g : (X, A) — R meéritelné funkce, pak lezi mnoZiny
{f <g}, {f <g} a{f =g} vo-algebie A.

Budeme znacit R* := R U {—o0,x}, B* := o(B* U {{—0c0},{c0}}). B* je
rovnéz generovana intervaly a pfedchozi tvrzeni pro redlné méfitelné funkce
plati i pro “numerické” métitelné funkce s hodnotami v R*.

Véta 3.6 Budle f, : (X, A) — R* méritelné, n € N. Pak jsou funkce sup,, fn,
inf,, fn, limsup,,_, . frn a liminf, o f, rovnéZ méritelné.



Dikaz: Oznacme g := sup,, f,. Pak pro libovolné b € R* plati
(oo}
g7 ([=00,0]) = [{fn < b} € A,
n=1

tedy g je méfitelnd, nebot intervaly [—oo,b]: b € R* generuji B*. Dale oznaéme
h :=limsup,,_, ., fn. Pak pro libovolné b € R* plati

h= ([0, b)) = {x € X: (Ve>0)3ng)(¥n >ng): fu(z) <b+e}
- NUn {fn§b+%}eu4,

k=1no=1n=ng
tedy i h je méfitelna. Pripad infima a liminf je analogicky. O

Pozn.: 7 predchozi véty plyne, ze limita méritelnych funkci je méfitelnd, po-
kud existuje.

Definice 3.2 Funkce s : X — [0,00) je jednoduchd, jestlize s(X) je konetnd
mnozina.

Véta 3.7 Je-li f: (X, A) — [0,00] méritelnd, ezistuji funkce s, : (X, A) —
[0,00) jednoduché meéritelné takové, Ze s, /' f (n — o0).

Dukaz: Polozme

kk
sn(x) = max{Qn Lo < fz), k :O71,...,n2”}, z e X.
Neni tézké ovérit, ze s, jsou jednoduché méfitelné funkce a ze s, * f. O

4 Abstraktni Lebesgueuv integral

Definice 4.1 Bud (X, A, i) prostor s mirou.

(a) Je-li s : (X, A) — [0,00) jednoduchd méfitelnd tvaru s = Zle QjXE;
(j > 0a E; € A), klademe

[ sau= [ st@aua :=§aju<Ej>.

(Je-li nékteré a; = 0, klademe a;pu(E;) = 0, tedy pouzivdme konvenci
0-00=0.)

(b) Je-li f: (X, A) — [0, 00] méritelna, klademe

/fdu:sup{/ sdu : Ogsgf,sjedn.méi".}.
X X



(c) Je-li f:(X,A) — R* méritelna, klademe

/;fdu:==/;f+du—-/;f‘du,

mé-li rozdil smysl. (Zde f*, f~ zna&f kladnou, resp. zdpornou &4st funkce

f)

Symbolem £*(u) zna¢ime mnozinu vSech méfitelnych funkef na (X, A), jejichz
integral podle p je definovan.

Pozn.:

1. V definici (a) je tfeba ovéfit korektnost, tedy ze integrdl z jednoduché
métitelné funkce nezavisi na jejim konkrétnim vyjadieni.

2. Je-li f méfitelnd a F € A, znacime

[ raw= [ ¢x)an

Misto [, fdu piSeme také pouze [ fdp.

3. Je-li f méfitelnd takovd, ze [ f*du = [ f~dp = oo, pak [ fdu neni
definovan. Rikdme proto, ze (abstraktni) Lebesguetv integrél je absolutné
konvergentni (na rozdil od Newtonova integralu).

Tvrzeni 4.1 (Monotonie integralu) Pro f,g : (X, A) — R* méritelné s
vlastnosti 0 < f < g plati 0 < [ fdu < [y gdp.

Véta 4.2 (Leviho véta) Jsou-li f, nezdporné méritelné funkce na X takové,

ze fo S, platt [ fadp 2 [ fdp (n— o0).

Diikaz: Oznacme a,, := [ f,dp € [0,00], a := lim,_,o ay, (posloupnost (ay,)
je neklesajici podle predchoziho tvrzeni). Ziejmé plat{ nerovnost a < [ fdpu.
Ukézeme, ze také a > [ fdp.

Je-li a = oo, nerovnost ziejmé plati. Pfedpoklddejme tedy déle, ze a < oco.
Ukédzeme, ze a > [ sdp pro kazdou jednoduchou méfitelnou funkei s < f. Pak
bude i a > [ fdu podle definice integralu.

Bud tedy 0 < s < f jednoduchd méfitelnd funkce. Zvolme 0 < 7 < 1 a
oznacme

B, = {I €X: fn(‘r) > TS(I)}.

Ziejmé E,, € A, E,, C Epy1,n €N, alJ, E, = X. Podle véty o spojitosti miry
plati
WANE,) S u(A), AecA



Zapisme s ve tvaru s = 25:1 ajxa,;, kde X = A; U---U Ay je rozklad prostoru
X. Pak plati

/an dp

Y

/En fudis > /E”(TS)du=T/(8xEn)du
k

= TZaju(AjﬂEn)—)T/sdu, n — 0o,

j=1
a tedy
a = lim fnd,uZT/sdu.

n—oo

Protoze nerovnost plati pro libovolné 7 € (0,1), plati i @ > [ sdpu, a dukaz je
hotov. O

Véta 4.3 (Fatouovo lemma) Pro funkce f,, nezdporné méritelné na X plati

/ (hminf fn) dy < liminf / o dya.
X n— 00 n— oo X

Dukaz: Oznaéme g,(z) := inf{fy(z) : k& > n}, z € X. Funkce g, jsou
meéfitelné (Véta 3.6) a plati g, ' g := liminf, _, f (z definice lim inf). Podle
Leviho véty plati [g,du [ gdu. Déle ziejmé g, < fpn, a tedy [ g, du <
[ fndp, n €N, a limitnim prechodem dostaneme [ gdy < liminf,, o [ f dp.
Il

Definice 4.2 Oznacéme
LX) = {f (X, A) = R* meér. : /fdﬂ je deﬁnovén},
L) = {f e [Ifldu< oo} .

Véta 4.4 (Linearita integralu) Jsou-li funkce f,g € L' (1) a o, B € R, pak
af + Bg € LY(n) a plati

[+ spdn=a [ rau+s [gdn

Dukaz: (i) Jelli f € L'(p) aa € Rpakiaf € LM(p) a [(af)dp=af fdu
(cviceni).

(ii) Bud'te f,g € L£'(p). Ukdzeme, ze i f+g € LY (n) a [(f+ g)du =
[ fdp+ [ gdp.

(a) Jsou-li f,g nezdporné jednoduché, rovnost integrali plyne snadno z de-
finice.

(b) Jsou li f, g nezéporné, pak podle Véty 3.7 existuji jednoduché métitelné

funkce s, t, takové, ze s, S fat, Mg, tedy [s,du 2 [ fdua [t,du 2
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[ g dp podle Leviho véty. Ze stejného divodu platii [(s,+t,)du 7 [(f+g) dp.
Vime jiz, ze [(sn +tn) dp = [ spdpu+ [ t, du, a limitnim prechodem (n — o)
dostaneme pozadovanou rovnost.

(c) Bud'te nyni f,g € £(u) libovolné. Z nerovnosti (f + g)* < f+ +g¥,
(f+9)” < f~ +g plyne f+g € L(n). Déle plati

fra=U+9 =+ =" =)+ -9,

tedy (f+9)"+f +9 =(f+g9)” +f"+g". Viechny zde vystupujici funkce
jsou nezaporné, tudiz plati

/(f+g)+du+/f’du+/g’du:/(f+g)’du+/f+du+/g+du7

z ¢ehoz pak vhodnym odeé¢tenim dostaneme pozadovanou rovnost [(f+g) du =
[ fdu+ [gdp. O

Pozn.: Plati dokonce, ze jsou-li f,g méfitelné, pak [(f + g)du = [ fdu+
[ gdu, mé-li pravd strana smysl. (Cvicen)

Dusledek 4.5 Pro nezdporné méritelné funkce f, na X plati

/(if) du=§:1/fndu-

Diikaz: Podle predchozi véty (a pozndmky) plati

/(zf) dﬂzé/m, neN.

Limitnim pfechodem a s vyuzitim Leviho véty dostaneme tvrzeni. O

Tvrzeni 4.6 f € LY () = |[ fdu| < [|f]dp.

Dikaz: Podle trojihelnikové nerovnosti a definice integralu plati

’/fdu‘z /f*du—/f_du‘S/f*du+/f‘du=/|f|du.

Cviéeni:
1. f,ge€ LY (p) = max{f, g}, min{f,g} € L' (n).

2. Je-li funkce f méfitelnd a |f| < g pro né&jakou funkci g € £1(u), pak i
fe ().

Véta 4.7 (Zobecnéna Leviho véta) Budte funkce f, méritelné na X (n €
N) takové, ze fn, /' f a [ frdp > —oc. Pak [ fodu 2 [ fdp.

11



Dukaz: Jeli [ fidpy = oo, tvrzeni ziejmé plati. Necht tedy [ fidp € R.

Protoze 0 < f, — f1 /' f — f1, podle Leviho véty plati [(f, — fi)du » [(f —
f1) du, a z aditivity integrdlu dostaneme [ f,, du 2 [ f dp. O

Dusledek 4.8 Jsou-li funkce f, méritelné, fn, \, f a [ f1dp < oo, pak
S fadp ™ [ fdp.

Definice 4.3 Bud (X, A, i) prostor s mirou. Rekneme, ze vlastnost V() majf
(u-)skoro vsechny body x € X (zkracené s.v.), jestlize

p{z e X : =V(x)}) =0.

Tvrzeni 4.9 Necht f,g jsou méritelné funkce na X takové, e f = g s.v. Pak
plati

/fdu = /gd,u, md-li jedna strana smysl.

Dtkaz: Predpoklddejme nejprve, ze f i g jsou nezaporné funkce. Je-li s < f
libovolnd méfitelnd jednoducha funkee, pak s’ := sxys—g} je rovnéz jednoduchd
meétitelnd a splije s < g a [sdu = [ & dp. Musi tedy byt [ fdp < [gdu.
Obracenda nerovnost plyne ze symetrie. Bez predpokladu nezdpornosti ukazeme
rovnost integralu z kladnych a zdpornych édst{ (plati totiz ziejmé také f+ = g+
sv.a fT =g sv.). O
Pozn.:

1. Pro ucely integréalu staci, aby funkce byla definovana skoro vsude.

2. Necht je prostor (X, A, p) tipiny. Pak z rovnosti f = g s.v. plyne

f je métitelnd <= g je métitelna.
3. Pii ziplnéni prostoru s mirou se integraly definované v puvodnim prostoru

nemeni.

Véta 4.10 (Lebesgueova; o konvergentni majoranté) Bud (X, A, ) pro-
stor s mirou a fn, f méritelné funkce takové, ze f, — f s.v. Necht ddle existuje
funkce g € LY(pn) takovd, Ze |fn] < g s.v. pro viechna n € N. Pak f € L*(u) a

[ fudp— [ fdp.

Dikaz: Predefinujeme-li funkce f,, f na mnoziné

{: ful@) A f@)} U ({2 [fal@)] > g(2)}

n=1

nulové miry, budou ptedpoklady véty platit pro viechna x € X. Oznacme

gn = nf{fn, fns1,--- },  hn:=sup{fn, fat1,..-}, neEN.
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Ziejmé plati

tedy f € LY(u), a g 7 f, hn N\« f, n — 00, tedy podle zobecnéné Leviho

vety plati [gndu — [ fdw a [hydp — [ fdp. Protoze [ g,dp < [ hy,dp <
[ hn dp, plati také [ f, dp — [ fdp podle véty o dvou straznicich. O

Dusledek 4.11 Jsou-li f; méritelné, Y oo, fi konverguje s.v., a g € L' () ta-
kovd, ze | Y"1, fi| < g s.v. pro vsechna n, pak > oo, fi € L' (p) a

/(iﬂ) d”_ii;/fidu.

5 Integraly zavislé na parametru

V nésledujicim textu budeme pracovat s funkcemi f : T x X — R. Symbo-
lem f(-,x) a f(t,-) budeme rozumét vzdy funkei jedné proménné (znizornéné
teckou) pfi pevné hodnoté (parametru) druhé proménné.

Véta 5.1 (Lebesgueova; o spojité zdvislosti integralu na parametru) Bud'te
(X, A, ) prostor s mirou, T metricky prostor a f : T x X — R funkce. Necht
ddle

(i) f(t,-) je méritelnd pro kazdét € T,
(ii) f(-,z) je spojitd na T pro s.v. x € X,
(iii) ezistuje g € L1 (n) takovd, Ze |f(t,-)| < g s.v. pro viechna t € T.

Pak f(t,-) € LY () pro viechna t € T a funkce

F:t»—)/f(t,a:)du
je spojitd na T.

Ditkaz: 7 predpokladu |f(t,-)| < g s.v. ziejmé plyne f(t,-) € LY(u), t € T.
Oznatme N C X mnozinu nulové miry takovou, ze f(-,z) je spojitd na T pro
vechna x € X\ N. Zvolime-li libovolnou posloupnost t; — t v T a libovolny = €
X \ N, plati podle Heineho véty lim;_,o f(t;,2) = f(t,x). Podle Lebesgueovy
véty (o konvergentni majoranté) plati lim; .., F'(t;) = F(t). Toto plati pro
kazdou posloupnost t; — ¢t € T, a tedy F' je spojitd na T', opét podle Heineho
véty. O

Véta 5.2 (Zaména integralu a derivace) Budte (X, A, 1) prostor s mirou,
I C R otevieny interval a f : I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je méritelnd pro kazdét € I,
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(ii) existuje N € A, u(N) = 0, takovd, Ze pro vSechna x € X\ N a pro vsechna
t € I existuje vlastni derivace L f(t, z),

(ili) ezistuje g € L () takovd, Ze pro viechna t € I, |4 f(t, )| < g(x) pro s.v.
re X,

(iv) exzistuje to € I takové, Ze f(to,-) € L1 ().
Pak f(t,-) € LY(n) pro viechna t € I, funkce

F:t»—)/f(t,a:)du(x)
je diferencovatelnd na I a plati

F'(t) = %f(t,x) du(z), tel.

Diikaz: Pro libovolné a,b € I, a < b,ax € X \ N existuje podle Lagrangeovy
véty o stFedni hodnoté ¢, € (a,b) takové, ze

f(b’m) — f(a7x)

d
b—a B ﬁf(cm,x)

Z predpokladu (iii) plyne, Ze funkce x +— %f(cz,x) lezi v prostoru L£!(u).
Zvolime-li za jeden z bodii a,b bod ty, dostaneme f(t,-) € £ (u) pro viechna
t € I. Uvazujme nyni libovolnou posloupnost t; =t € I, T > t; # t. Plati

i =T [ DO o) - [ L)

j—oo t - t
posledni rovnost plyne z Lebesgueovy véty o konvergentni majoranté a z definice
derivace. Protoze uvedend rovnost plati pro libovolnou posloupnost t; —t € I,
t; #t, dostdvame F'(t) = [ L f(t,z)du(z), t € I. O
6 Vztah Lebesgueova a Riemannova integralu

Véta 6.1 Je-li f > 0 na prostoru s mirou (X, A,p) a plati-li [ fdu =0, je
f=0 s

Dukaz: Oznaéme Ap i={x e X : f(x) > L} Ziejmé A, € A, xa, < nf, a
tedy w(An) = [xa,dp <n [ fdu=0,n €N Protoze {f > 0} = 2%, A,
platf M({f > 0}) < 30ty m(dn) =0.

Dusledek: Jsou-li f,g € L' (n), f<ga [fdu= [gdu, pak f =g s.v.

Disledek 6.2 Necht pro funkei f € L (1) platz’fE fdu =0 pro kazdou mnoZinu
E € A. Pak f =0 s.v.
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Dikaz: Zvolme nejprve E, := {f > 0}. Pak podle predpokladu plat{ f frdu=
fE+ fdu =0, aprotoze f* >0, je f* =0 s.v. podle Véty 6.1. Podobné volbou
E_ :={f < 0} odvodime, ze f~ =0 s.v. Pak ale musi byt f =0 s.v. O

Znaéeni: Budeme uvazovat restrikci (ztiplnéné) Lebesgueovy miry A! na ome-
zeny otevieny interval (a,b). Budeme znacit £!(a,b) pifslusny prostor integro-
vatelnych funkei a f: fd\' Lebesguetv integral z funkce f € L(a,b). Déle
symbolem R[a,b] zna¢ime mnozinu v8ech omezenych funkei na [a,b], pro néz
existuje Riemannuv integral (R) fj f.

Véta 6.3 Je-li f € Rla,b], pak f € £L'(a,b) a (R) [7 f = [ fdA .

Dikaz: Protoze f € Ra,b], existuje posloupnost (D,,) zjemnujicich se déleni
intervalu [a, b] takova, ze

b
s(f.D.) /' (R) / f FFDa) m— oo

(s(f,Dn) a Z(f,Dy) znaci dolni a horn{ Riemannuv soucet [ pres déleni D,,).
(n) (n)

Je-li D, = {a = a:g") < x” < - < x) = b}, zavedme funkce s,, Sy
predpisem
sn(@)= inf f Sp(@)= sup f, we @M i=1, .k,
(™) 2(™)] (™) (™)

a sp(x) = Sp(z) = 0 pro ostatni hodnoty = € R. Pak zfejmé plati

b b
s(f,Dy) = / snd\L,  P(£.D,) = / S, dAL.

Funkce f je dle pfedpokladu omezend, tedy |f| < M pro néjaké M € R. Plat{
“M<s1 <5< S f< <85 <5 <M.

Ozna¢me f1 := lim,— 00 Sp, fo := lim, o0 Sy (monoténni omezend posloupnost
vzdy konverguje). Pak plati

a podle zobecnéné Leviho véty tedy

b b b b
/snd)\lﬁ/ f1d\L, /Snd)\lﬁ/ fod\L.

Podle predpokladu ale také
b b b
/ snd\' = s(f, Dy) /‘(R)/ v L (f,Dn) :/ Sy d\',
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takze [7 frd\' = [V fod\! = (R) [* f. Podle dissledku Véty 6.1 je f1 = fa s.v.,
a ziejmé tedy také f = fi s.v. (nebot f1 < f < f3), a tedy také f;fd/\l =

(R) f: f- Métitelnost f plyne z méfitelnosti f; = lim s,, a z Gplnosti prostoru s
mirou. U

Véta 6.4 Bud f:[a,b] — R omezend. Pak
f € Rla,b] <= f je spojitda \*-s.v. na [a,b].

Dukaz: Bud (D,) posloupnost zjemiiujicich se délenf intervalu [a, b], se stejnym
oznacenim délicich bodu, jako v dikazu Véty 6.3, a predpoklddejme, Zze normy
déleni

IDall = max [2{” —a{")| =0, n—oc.

Bud'te s,,S,, fi, fo zvoleny stejné, jako v dikazu Véty 6.3.

= : Necht f € R[a,b]. Pak plati f; = fa s.v. (viz dikaz Véty 6.3). Oznac¢me

Ni={fi#fu{e™:1<i<k,n=12.._}

Podle predpokladu plat{ A'(N) = 0. Ukdzeme, Ze f je spojitd v kazdém bodé
z € (a,b) \ N. Necht jsou dany = € (a,b) \ N a e > 0. Protoze fi(z) = fa(z),
musi existovat n € N takové, ze S, (z) — sp(z) < €. Ozna¢me I,, ten otevieny
interval z déleni D,,, pro néjz je « € I,. Pak plati s,(z) < f(y) < Sp(x) pro
viechna y € I,,, a tedy |f(y) — f(z)| < e kdykoliv y € I,,. Tim je dokdzéno, ze
funkce f je spojita v x.

<=: Oznac¢me D mnozinu v8ech bodu z (a,b), v nichz f nen{ spojitd. Podle
predpokladu A}(D) = 0. Ukdzeme, Ze S, (z) — sn(z) — 0, n — oo, kdykoliv
x € (a,b) \ D. Pak bude podle Leviho véty platit fab(Sn — 8p)dN — 0, tedy
L (f,Dpn) — s(f, Dp) — 0, coz bude znamenat, ze f € Rla,b]. Necht jsou tedy
ddny = € (a,b) \ D a ¢ > 0. Z definice spojitosti existuje § > 0 takové, ze

|f(y) — f(x)] < e kdykoliv |y — x| < §. Zvolne ng tak velké, aby ||D,| < o
kdykoliv n > ng. Pak plati

Sn(@) = sn(@) < 2sup{|f(y) = f(@)]: |y — x| <6} <2, n=>no,
a dukaz je hotov. O

Piiklad: Je-li C C [0, 1] Cantorovo diskontinuum, pak x¢ je spojitd v bodech
x € ]0,1] \ C, nespojitd v bodech C, a plati xc € R[0,1].

7 Véta o jednoznac¢nosti miry

Definice 7.1 Rekneme, ze D C P(X) je Dynkintiv systém, jestlize
(i) X €D,
(i) DeD = X\DeD,

(i) Dy, € D, D,, po dvou disjunktni = |J,, D, € D.
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Pozn.:

1. Dynkinuv systém je uzavien i na vlastni mnozinové rozdily: Jsou-li A, B €

D, AC B,paki B\ AeD.
2. Kazd4 o-algebra je ziejmé Dynkinuv systém, ale ne naopak.

Tvrzeni 7.1 (a) Prunik libovolného systému Dynkinovych systémi je opét
Dynkintv systém.

(b) Pro kazdy mnozinovy systém S C P(X) existuje nejmensi Dynkiniv sys-
tém, obsahugjici S:

08 = ﬂ{D C P(X) Dynkindiv syst.,S C D}.

Véta 7.2 Nechl je mnoZinovy systém S C P(X) uzavien na koneéné priniky.
Pak 6§ = 0oS.

Dtkaz: Ukazeme, ze dS je uzavien na kone¢né priniky. Z toho jiz vyplyne,

7e dS je o-algebra, a tedy dS = oS. (Skutetné, neni tézké ovérit, ze kazdy

Dynkinuv systém, ktery je uzavieny na konec¢né pruniky, jiz je o-algebrou.)
Polozme

D:={De€dS: DnS €S pro kazdou S € S}.

Z predpokladu véty vime, ze S C D. Ukdzeme, ze D je Dynkintv systém. (i)
Ziejmé X € D. (ii) Je-li D € D a S € S, pak

(X\D)NS =5\ (SND)ess,

tedy X \ D € D. (iii) Jsou-li D,, € D po dvou disjunktni a S € S, pak

(JDn)nS=JD.n8) e ss,

tedy UU,, Dn € D. D je tedy Dynkinav systém a musi se tudiz shodovat se oS.
Déle polozme

E:={FEe€déS: END €S pro kazdou D € §S}.

Z dokézané rovnosti D = 08 plyne S C £. £ je rovnéz Dynkinuv systém (to se
dokédze stejné, jako pro systém D). Plati tedy také £ = S, coz znamend, ze 0S8
je uzavien na konecné pruniky, a dikaz je hotov. O

Véta 7.3 (Véta o jednoznacnosti miry) Nechl je mnoZinovy systém S C
P(X) uzavien na koneéné priniky a p,v necht jsou dvé miry na oS takové, Ze
wu(S) = v(S) pro kazdou S € S. Necht ddle existuji mnoziny A, € S (n € N)
takové, ze A, /' X a u(A,) < oo, n € N. Pak p=v naoS.
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Dikaz: (1) Predpokladejme, nejprve, ze p je koneénd. Mnozina
D:={A€oS: puAd)=v(Ad)}
je Dynkintv systém (vlastnost (i) plyne z u(X) = lim,, u(4,) = lim,, v(A4,) =
v(X), vlastnosti (ii) a (iii) pak ze (spocetné) aditivity miry). Protoze S C D
podle predpokladu, musi byt D = §S. Podle Véty 7.2 je ovsem 6S = ¢8, a tedy
u a v se shoduji na ¢S.
(2) Je-li p nekonecénd, polozime

D,:={A€oS: un(AnA,)=v(ANnA,)}, neN.

Stejné jako v ¢asti (1) se ovéri, ze D, je Dynkinuv systém obsahujici S, a tedy
D,, = 08, n € N. Ze spojitosti miry pak pro libovolnou A € ¢S dostaneme

wA) =limpu(ANA,) =limv(AnA,) =v(4),
¢imz je dukaz ukoncen. O

Piiklad: Je-li u mira na (R, B!) takova, ze u(I) = délka(I) pro kazdy ome-
zeny interval I, pak nutné pu = \'.

8 Soucin mér a Fubiniova véta

Mgjme dva prostory (X, A, u), (Y, B,v) se o-koneénymi mérami.

Definice 8.1 Méritelngm obdélnikem rozumime mnozinu A x B C X X Y, kde
A€ Aa B e B. og-algebru

A@B:=c{AxB: A€ A, Be B}
nazyvame soucinovou o-algebrou na prostoru X x Y.
Pro mnozinu F € A ® B zna¢ime

E, = {yeY: (x,y €FE}, zeX,
EY = {z€eX: (z,y) €L}, yevY

fezy mnoziny E.
Tvrzeni 8.1 Necht E € A® B. Pak
1. E, € B pro vsechna x € X,

2. funkce x — v(E;) je méritelnd na (X, A).

18



Dukaz: 1. Pro libovolné x € X je {E € A® B: E, € B} zfejmé o-algebra
obsahujici vSechny méfitelné obdélniky, tedy musi splyvat se souc¢inovou o-
algebrou.

2. Zvolme pevné libovolnou mnozinu By € B s mirou v(By) < co. Oznacme

D:={Ec A®B: z+— v(E; N By) je méfitelnd}.

Ziejmé D obsahuje vsechny méritelné obdélniky, a snadno se ovéri, ze D je Dyn-
kinuv systém. D tedy obsahuje d-obal vSech méfitelnych obdélniku, a protoze
méfitelné obdélniky jsou uzaviené na koneéné pruniky, jejich §-obal je totozny
se o-obalem, a tedy D = A ® B. Protoze v je o-konecna, existuji mnoziny
B, € B, v(B,) < o, B, /Y, n — oco. Pak pro libovolnou E € A ® B plati
v(E,) = lim, o v(E; N By,), a tedy funkce x — v(E,;) je métitelnd (jako limita
méfitelnych funkef). O

Véta 8.2 (Existence a jednoznaénost sou¢inové miry) FEzistuje prdvé jed-
na mira p@v na (X x Y, A® B) s vlastnosti

(p@V)(Ax B)=u(A)-v(B), A€ A BeB
(klademe 0 - 0o = 0).
Dukaz: Pro E € A® B polozme
(1) (E) = [ v(E:) du(a). (1)

Nejprve ukdzeme, Ze p ® v je mira na (X x Y, A® B). Zrejmé (u @ v)(0) = 0.
Jsou-li E,, € A® B po dvou disjunktni, plati

wonUe) = [sUE))duw) = [vJE)) duto)

n

[ vtE) dute) = Y v)(E,)

n

(vyuzili jsme faktu, ze fezy disjunktnich mnozin jsou opét disjunktni). Tedy
1 ® v je mira.

Z definice je zfejmé, Ze pro métitelny obdélnik A x B je (u® v)(A x B) =
p(A)v(B).

Zbyva ukazat jednoznacnost. Pouzijeme Vétu 7.3. Systém vSech méfitelnych
obdélniku je uzavien na koneéné pruniky a sou¢inovd mira je na méfitelnych
obdélnicich jednozna¢né urcena. Protoze p a v jsou o-kone¢né miry, existuji
mnoziny A, € A, u(4,) < oo, A, /X, a B, € B, v(B,) < o, B, MY,
n — oo. Métitelné obdélniky C,, := A, x B, pak spliuji (z ® v)(C,) < o0 a
C, /' X x Y, predpoklady Véty 7.3 jsou tedy splnény. O
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Definice 8.2 (Obraz miry) Bud ¢ : (E,£) — (F,F) méfitelné zobrazeni a
p mira na (E, ). Pak mnozinovéd funkce

pe~t B p(e”(B)), BeEF,
je mira na (F,F) a nazyvame ji obrazem miry p pii zobrazeni .

Tvrzeni 8.3 (Symetrie soué¢inové miry) Plativ @ u = (u@v)r~ L, kde 7 :
X XY =Y x X je zaména souradnic, tedy 7 : (z,y) — (y,x).

Ditkaz: Nejprve ovéifme, ze 771(A ® B) = B ® A. Toto snadno plyne z
Véty 3.1 (ii), nebot 771(08) = o(771S), kde S znaéi systém viech méfitelnych
obdélniku v X x Y.

Miry v@pu a (u®@v)T~! se shoduji na méfitelnych obdélnicich, tedy se rovnajf
podle ptedchozi véty. O

Dusledek 8.4 Plat7

(1@ v)(E) = /,u(Ey)dz/(y), EcAsB.

Dukaz: Plati
W®VME%:@®uﬂf*@3%:/u«f?@wdww:i/ME”dww,

vyuzili jsme predchoziho tvrzeni a vztahu (1). O

Véta 8.5 (Fubiniova véta) Pro kaZdou funkci f € L*(p ® v) plati:

fravon = ([ s~ ([ s

Dukaz:

1. Je-li f charakteristickou funkci mnoziny ze sou¢inové o-algebry, plyne rov-
nost z (1) a Dusledku 8.4.

2. Pro jednoduchou méfitelnou funkci s = Zle ;X E, mame

/sd(u@w) - zf: / =) dp(x)
/memmww

ﬂ]mmw@mm»

Z uvedeného vypoctu rovnéz plyne, ze funkce z — [ s(z,y) dv(y) je méfitelnd
pro libovolné y € Y. Druhé rovnost se odvodi analogicky.
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3. Bud f > 0 méfitelnd a s,, ' f jednoduché méfitelné funkce. Pak podle
Leviho véty

/sn(x,y) dv(y) /‘/f(x,y) dv(y), x¢€X.

Protoze integraly na levé strané jsou méritelnymi funkcemi proménné x,
i integral na pravé strané je méfitelnou funkei v x a opétovnym pouzitim
Leviho véty dostaneme

[ [sewatne) [ [ 10 dri) duto).

Podle jiz dokazané ¢ésti 2 se integral na levé strané shoduje s

/Snd(u®V)f/fd(u®V)

¢imz dostdvame prvni z obou dokazovanych rovnosti (a druhd opét plyne
analogicky).

4. Je-lli f = fT—f~ € L*(p®v), ovéiime rovnost snadno pomoci piislugnych
rovnosti pro f+ a f~.

O
Piiklad: Uvazujme X =Y =7, A =B = P(Z), u = v je aritmetickd mira.
Definujme funkci f : Z x Z — R nasledovné:

1 pokud zo = 21 > 0 nebo 29 =21 — 1 < —1,

f(z1,22) =< =1 pokud 20 = 23 <0mnebo zp =21 — 1 > —1,
0  jinak.
Plati
//f21,22 du(z1) dp(ze) ZZfZl,ZQ
P
ale
[ [ e mdnt dute) = S 1, z2) =2
21 2

pritom ovsem f & L*(p ® ).

Pozn.: Prostor se souc¢inovou mirou (X xY, A®B, p®v) nemusi byt tplny, ani
kdyz prostory (X, A, ) a (Y, B,v) jsou iplné. Zuplnény prostor se souc¢inovou
mirou znaéime (X x Y, AQB, u®v).

Disledek 8.6 (Fubiniova véta pro ziplnénou souéinovou miru) Bud'te
(X, A, p) a(Y,B,v) dva iplné prostory se o-koneéngmi mérami. Pak pro kaZdou
funkci f € L*(u®v) plati:

190~ (] e~ (o) s
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Diikaz: Rovnost nejprve dokdzeme pro pifpad f = x&, kde E € A®B. Podle
Véty 2.4 existuje F' € A® B takovd, ze EAF je nulovd, tedy

/ fd(pdw) = (uéw)(E) = (1@ v)(F).

Podle Fubiniovy véty plati (u ® v)(F) = [v(F,) du(x). Ukdzeme-li, ze

[ e dut) = [ v(r) duto)

dokézeme tim prvni z dvou dokazovanych rovnosti véty pro ptipad f = xg
(druhd rovnost plyne analogicky.) K tomu staé¢i ukdzat, ze v(E;) = v(Fy) p-s.v.
Z definice nulové mnoziny vime, ze existuje N C A ® B takovd, ze EAF C N
a (u®v)(N)=0.Ze vztahu (1) plyne v(N,) = 0 u-s.v. Déle zfejmé plati

E,AF, = (EAF), C N,,

tedy také v(E,AF,) =0 p-s.v., a tudiz v(E,) = v(Fy) p-s.v.
Déle 1ze postupné ukazat platnost rovnosti pro jednoduché méritelné funkce,

nezéporné méfitelné funkce a funkce z £*(u®v), stejné jako v dikazu Véty 8.5.
O

Véta 8.7 (Soucin Lebesgueovych mér) Pro p,q € N plati:
(i) Brte = Bre B,
(i) AWPT9 = )2P @ N1,

Dikaz: (i). Kazdy otevieny (p+ ¢)-kvadr je kartézskym soucinem otevieného
p-kvadru a otevieného g-kvadru. Necht QF znaéf systém vsech otevienych k-
kvadria. Pak plati

Bl —o{UxV:U€ecQ" VeQl}Co{AxB: Ac B, Be B} =B @B

Pro druhou inkluzi staéf ukdzat, ze A x B € BPT9 kdykoliv A € B a B € B4.
Oznatme

Dy :={AcB’: AxV € B’ kdykoliv F € Q1}.
Ziejmé QP C D; a snadno lze ukézat, ze D; je o-algebra. Plati tedy D; = BP.
Déle oznac¢me

Dy :={B € B?: Ax B e B kdykoliv A € BP}.

Plati Q, C D; (protoze D; = BP) a D je opét o-algebra, tudiz Dy = BI. o-
algebra BP*4 tedy obsahuje viechny méfitelné obdélniky v RP x RY, a musf{ tedy
obsahovat i BP ® B1.

(ii). Miry AP*4 a AP @ A se shoduji na otevienych kvddrech z QPT9. Systém
QPT4 je ugzavien na konecné primiky, generuje BPT? a existuje posloupnost
otevienych kvadra @Q;  RPTY koneéné miry, tedy APT7 a \? ® A4 se shoduji i
na BPT4 podle Véty 7.3. O

V dalsfm budeme symbolem £*(R¥) zkrdcené znagit prostor £L*(R*, BE, AF).
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Disledek 8.8 (Fubiniova véta v RPT) Pro kaZdou funkci f € L*(RPTY)

plati
/frfy (z,y) /(/fxydy>dx—/</f(x,y)dx>dy,

kde piseme struéné dx := dX\P(z), dy := d)\i(y), d(z,y) = d\PT9(z,y).

Disledek 8.9 Pro mnozinu A € BP9 plati

i) = [ JRUCREEE [ vy,

To A
kde 71 : (z,y) — x a ma : (x,y) — y jsou projekce.

Dusledek 8.10 Pro funkci f € L*(RPT?) a mnoZinu A € BPT? plati

frenson= [ (], row)an= [ (] s

Piiklad: Pro jednotkovou kouli By = {22 + y% + 22 < 1} v R? dostdvame
podle Dusledku 8.9

1 , 4
N3 (By) :/ m(l—2%)dz = 3™

—1

9 Veéta o substituci

Pfipomenuti: Pro funkei f: (o, 8) — R a diferencovatelnou surjektivni mo-
noténni funkei ¢ : (a,b) = (a, §) plati

/f D¢ (@ Idxf/f ) dy,

mé-li jedna strana smysl jako Newtonuv integral.

Pozn.: Lebesgueova mira A" je translacné invariantnf (tedy A" (B+z) = \"*(B)
kdykoliv B € B" a z € R™). To plyne z véty o jednozna¢nosti miry, nebot A" a
mira p(B) := A" (B + z), B € B", se shoduji na otevienych kvadrech.

Tvrzeni 9.1 Bud L : R® — R" reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B™ a plati \*(L(A)) = |det LI\"(A).
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Dukaz: Kazdé linearni zobrazeni mezi kone¢nérozmérnymi prostory je spojité.
Protoze L je reguldrni, existuje (spojité) inverzni zobrazen{ L™!, a tedy L(A) =
(L=Y)~1(A) € B™.

Podle znamé véty z linearni algebry lze kazdé regularni linedrni zobrazeni
L : R* — R" vyjadrit jako slozeni koneéné mnoha “elementarnich” linearnich
zobrazeni jednoho ze tii typu:

(i) Ly : (@1, @i, @, ) = (@1, .00, &, Ty, 2y) (tedy Ly
prohazuje i-tou a j-tou soufadnici vektoru);

(ii) Ly : (z1,...,%n) = (T1,...,Tpn_1,ZTn + bz1) (b € R) (Lo pricte k n-té
soufadnici b-ndsobek prvni soufadnice);

(i) Ly : (z1,...,2n) = (X1,...,Zpn_1,a2,) (@ # 0) (L3 vyndsobi n-tou
soufadnici nenulovym faktorem a).

Protoze slozené linedrni zobrazeni odpovidéa souc¢inu prislusnych matic, a deter-
minant soucinu je souc¢inem determinantu jednotlivych matic, stac¢i dokazovanou
udentitu ukazat pro piipady L = L1, Lo a Ls.

Miry A"L; a A" se shoduji na systému otevienych kvadru. Podle véty o
jednoznaé¢nosti miry se tedy shoduji i na Borelovské o-algebie, a mame tedy
A" (L1(A)) = \"(A) = |det L1|A"(A), A € B™.

Podle Fubiniovy véty plati

VL) = [ N (La) s ) ),
I, —1(A)
kde IT,,—1 : (z1,...,2n) — (21,...,Zp—1). Pro fez mnoziny Lo(A) pak z tvaru
Lo dostavame
<L2<A))(I1,...,zn,1) = A(mh'“’mn*l) + bx]"

a protoze A\! je translacné invariantn{ a II,,_; (L2 (A)) = II,,_1(A), mdme

N'(La(A)) = / M (Ay,zn ) A1, 2m1) = A (A).
II,—1(4)
Jelikoz | det Lo| = 1, ovérili jsme tim rovnost pro Ls.
Miry A" a u(A) := |a| = A"(L3(A)) se shoduji na systému otevienych kvadrii,
proto se shoduji podle véty o jednoznac¢nosti i na borelovskych mnozinach. Plati
tedy A"(L3(A)) = |a|]A"(A) = | det L3|A"(A). Tim je dikaz ukoncen. O

Dausledek 9.2 (Lebesgueova mira je izometricky invariantni) Je-li S : R™ —
R™ izometrie (tzn. [|S(x)— S| = 7 —yll, =,y € R"), pak A"(S(4)) = A" (A),
AeB".

Dukaz: Podle véty z linearni algebry Ize kazdou izometrii v R™ zapsat ve tvaru
S:z—b+ R(x), xe€R",

kde b € R™ (“posunuti”) a R je ortogonaln{ linedrni zobrazen{ (tzn. RT R = I).
Protoze |det R| = 1 a A" je transla¢né invariantni, dostavame A"(S(A)) =
A"(A) z Tvrzeni 9.1. O
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Disledek 9.3 Je-li W C R”™ afinni podprostor dimenze mensi nezZ n, plati
AM(W) =0.

Dikaz: Plyne z faktu, ze vhodné izometrické zobrazeni zobrazi W na linedrn{
podprostor generovany prvnimi k < n vektory kanonické baze R"™. U

Disledek 9.4 Twrzent 9.1 plati i bez predpokladu regularity zobrazeni L.

Dukaz: Je-li L singuldrni, je L(R™) podprostor dimenze mensi nez n, a zérovern
det L = 0. O

Dausledek 9.5 (Homogenita Lebesgueovy miry)
AM(rA) = |r"\"(A), reR, AeB".

Definice 9.1 Necht U C R” je oteviens a f : U — R"™ zobrazeni tiidy C*. Pak
Jf(x) :=det Df(x) je Jakobidn funkce f v bodé x, x € U.

Definice 9.2 Necht U C R" je oteviena. Zobrazeni f : U — R" je difeomorfis-
mus, je-li prosté, tifdy C* a plati-li Jf(z) #0, z € U.

Pozn.: 7 véty o inverznim zobrazeni plyne, ze je-li f : U — R difeomorfismus,
je obraz f(U) oteviena mnozina a f~! je tifdy C! na f(U).

Véta 9.6 (Véta o substituci) Bud U C R™ oteviend, ¢ : U — R™ difeomor-
fismus a f: o(U) = R Lebesgueovsky méritelnd funkce. Pak

/ﬂwmuwmm:/ f(y) dy,
U @(U)

ma-li jedna strana smysl.
[BEZ DUKAZU]

Dausledek 9.7 Je-li navic B C o(U) Lebesqueovsky méritelnd mnozina, plati

/ ﬂmmuwmm:/f@@7
o=1(B) B

mda-li jedna strana smysl.

Piiklad: Zobrazeni ¢ : (r,t) — (rcost,rsint) je difeomorfismus na U =
(0,00) x (—m,m), To(r,t) =r a plati \2(R?\ ¢(U)) = 0, proto

N (B) :/ rd(r,t), Be€B:.
¢~ 1(B)
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10 Konstrukce Lebesgueovy miry

Definice 10.1 (Vnéjsi mira) Nechf X je neprdzdnd mnoZina. Pak funkce u* :
P(X) — [0,00] je vnéjsi mira na X, jestlize

(i) p(0) =0,

(i) AC B = u*(A) < p*(B) (monotonie),

(ili) A, c X (neN) = p*(U, 4An) <>, 1" (Ayn) (spocetna subaditivita).
Priklady:

1. Nulova mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira jsou rovnéz
vnéjsi miry.

. 0 pokud A =1,
pr(A) =
1 pokud A#0

A*(A) = inf {Z délka(I,,) : A C | JIn, I otevi. int.} ,ACR,

je vnéjsi mira na R. (Cviceni)
Definice 10.2 Rekneme, 7Ze mnozina A C X je p*-méritelnd, jestlize
VI CX:p*(T)=p"(TNA)+p*(T\ A).

Znacime Ay« := {A C X : A je p*-méfitelna}.

Pozn.: Nerovnost p*(T) < p*(T'NA)+p*(T\ A) plati vzdy (ze subaditivity),
proto v definici lze ekvivalentné pozadovat

pi(T) Z p (T A) +p (TN A), TcCX

Pozn.: Je-li p* vngjsimirana X aY C X, pak restrikce p*|Y : A — p*(ANY)
je rovnéz vnéjsi mira na X a plati A,- C A,-|y.

Véta 10.1 (Caratheodory) A« je o-algebra, pn:= p*| A« je mira a prostor
(X, A=, 1) je tplny.
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Dikaz:
1. 0 € A, (ziejmé)
2. Ac Ay = X\ A€ A, (zfejmé z definice)
3. ABe A, = ANBec A,

Pro libovolnou mnozinu 7' C X plati:

pi(T) = p (TNA)+p(T\A),
pr(TnA) = p(TNANB)+p (T'NA)\B),
p(T\(ANB)) = p(T\(ANB)NA)+p*(T\(ANB)\ A4)
= W (TNA)\B)+p*(T\A).

Dosazenim z druhé a ¢tvrté rovnosti do prvni dostaneme
u*(T) = (T VAN B) + u*(T\ (AN B)),
tedy AN B € A,-. Z dokdzanych vlastnosti uz plyne, ze A+ je algebra.

4. p* je o-aditivni na Aj,-:

Bud'te A; € A~ po dvou disjunktni. Ukdzeme, ze | J;~, A; € A,~. Protoze
A je p*-méfitelnd, volbou T = A; U Ay dostaneme

p (A1 U Az) = p* (A1) + p"(Az).

Tedy p* je konecné aditivni na A,-. Plati tedy pro kazdé n € N

D oWt (A) = lim Y pt(A) = lim (U AZ-) <y (U AZ—> .
=1 =1 =1 =1

Opacna nerovnost plyne ze spocetné subaditivity, plati tedy Ufil A; €
A

5. Ay~ je uzavieno na disjunktni spocetnd sjednoceni:
Bud'te A; € Ay~ po dvou disjunktni a T C X. Plati (n € N)

w* (T\OAi> +u* (TﬂoAz)

p(T)

Il IV
t* 7;*
N N
~ ~
_— —
Cs 1z
= =
N—— ~—
+ +
M= =
=05
5 _
— 3
S

N———
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Vyuzili jsme faktu, ze A; € A7, a toho, ze pu*[T je (o-)aditivni na
A, |7, podle jiz dokdzané ¢asti 4. Limitnim pfechodem n — oo pak do-
staneme

w(T)

Y

pw (T\ U Ai> + Z(M* |T)(Ai)
i i=1

i=1
e (m[’in) e <m[‘in>.

Tedy Uso, Ai € A,+. Z dokdzaného jiz plyne, ze A, je o-algebra a p* je
mira na A«

6. W(A)=0 = Ac A,
Jestlize u*(A) = 0, pak

W (T) = (T A) = 1" (T' 0 A)+ (T A),

tedy A € A,~. Vsechny nulové mnoziny jsou tedy p*-méfitelné.

Piiklady:

1. p* je nulova mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira na mnoziné
X: Ay =P(X).

0 pokud A =0,

1 pokud A # 0 = Aw = {0.X)

2. u*(A) = {

Definice 10.3 (Metricka vnéjsi mira) Bud (X, p) metricky prostor. Rekne-
me, ze vnéjsl mira p* na X je metrickd, jestlize pro dvé mnoziny A, B C X
spliiujici dist(A, B) > 0 plati

W(AUB) = u*(A) + 1 (B),
Zde dist(A, B) := inf{p(a,b) : a € A, b € B}.

Véta 10.2 Necht p* je metrickd vnéjsi mira na metrickém prostoru (X, p). Pak
B(X)CAy-.

Diikaz: Bud F C X uzaviend. Ukédzeme, ze F € A,+. Oznacme
F.={zeX:p F)<e}, e>0.
Necht je ddna T C X. Ovéifme, 7e

(1) > (T AF) + ' (T\ F). (2)
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Muzeme predpokladat, ze p*(T) < oo (jinak nerovnosti ziejmeé plati). Protoze
dist(T'N F, T\ F.) > ¢ > 0, plati

W) = p(TAF) +p* (T\ ), &>0,
protoze p* je metrickd. Ukazeme, ze

T\ Fryj) = p(T\ F), j — oo. (3)
Z toho uz bude plynout (2). Oznac¢me

D= (Fi/i \ Fi/i41) NT, i€N.
Plati

r\F=@\Fy)ul D

a tedy ze spocetné subaditivity u* plyne
pHT\F) < p*(T\ Frz)+ > w(Dy).
i=j
Ukazeme, ze
St (Dy) < oo. (4)
i=1

Z toho jiz bude plynout (3), a tedy i (2). Je-li | — j| > 2 je dist(D;, D;) > 0 a
tedy

ZU*(DQZ‘) = p <U Dm) < pi(T) < oo,
ZM*(D%—I) = u (U D2i—1> < p*(T) < oo.

i=1 i=1
Z obou nerovnost{ jiz plyne (4) a dukaz je tedy hotov. O

Definice 10.4 Symbolem O,, budeme znacit mnozinu vSech otevienych ome-
zenych kvadra v R™ (véetné prézdné mnoziny). Objem kvadru I = (ay,by) X
- X (an,by) € Oy, budeme znadit

o(I):=(by —ay) - (bn — an).
Tvrzeni 10.3 Budte I,1,,...,I; € O,.
(i) Je-li I C 1 U--- Uy, plati v(I) < v(Ih) + -+ v(Iy).
(i) Je-li I = I, U--- Uy a jsou-li kvddry I, ..., I} po dvou disjunktni, plati
o(I) =v(l) + -+ v(lg).

29



Dikaz:

1. Necht I = (ay,b1)%- - X (an,by), D; je délen{ intervalu (a;, b;),i =1,...,n
a oznaCme symbolem J systém vsech otevienych kvadru Ji X -« X Jy,
kde J; je otevieny interval z déleni D;, ¢ = 1,...,n. Pak zfejmé

1= U J, o(l) = Z v(J).
Jeg Jeg
2. Jsou-li I, ..., Ij jako v (ii), pFevedeme situaci snadno na piipad uvazovany

v 1. Tim je dokdzén bod (ii).

3. (i) plyne z (ii): z libovolného pokryti kvadru I kvadry I,...,I; snadno
vyrobime disjunktni pokryti.
O

Definice 10.5 Pro mnozinu £ C R™ klademe

A" (E) := inf {Zv(m cEC|JL, LieO,,ic N} .

=1 i=1

Tvrzeni 10.4 Pro E CR" a6 > 0 plati \"*(E) = \J*(E), kde

A" (E) = inf {Z tEC U I, I; € O,, diam(I;) < 6,14 € N} .

=1 =1

Dikaz: Nerovnost A™*(E) < AJ*(E) je zfejmd. Dokazme opacnou nerovnost.
Necht A"*(F) < oo (jinak by nerovnost zfejmé platila), a zvolme € > 0. Z
definice \"*(E) existuji I, Is,--- € O, takové, ze AC |J, I; a

> u(l) < A™(A) +e.

)

Kazdy z kvadru I; muzeme rozdélit na konecny pocet disjunktnich kvadra

JH o Jf(i) s diametry mensfmi nez §, piitom I; = E u---u If(i). Podle
Tvrzeni 10.3 plat{ v(I;) = v(J}) +- +U(Ik( )) Ziejme existuji I! € O, takové,
ze J I/, diam I7 < §av(ll) <v(J))+e/(k(i)2),j=1,...,k(i), i € N. Pak
Ac Uz 1Uk()lj a tedy

oo k(7) o
<ZZ (1) <Zv ) +e < A™(A) + 2.
=1 j5=1

Protoze tato nerovnost plati pro libovolné e > 0, plati i A}*(A4) < A™*(4). O
Véta 10.5 \™* je metrickd vnéjsi mira na R™ a plati

N (D) =v(I), I€O0,.
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Ditkaz: Mnozinovd funkce A\™* je zfejmé monoténni a plati A* (@) = 0. Ukdzeme
spocetnou subaditivitu. Budte E; C R™ a predpokladejme, ze A" (E;) < oo,
i € N. Zvolme ¢ > 0. Podle definice \"* existuji I} € O, takové, ze E; C |J; I
ay; o(I]) < A" (E;) +¢/2¢, i € N. Pak ale plati |J, E; < U, U, I/, a tedy

i i

)\”*(U E;) < Z Z o(Il) <Y N(E) + e

3

Limitnim pfechodem ¢ — 0+ dostavame spocetnou subaditivitu. A™* je tedy
vnéjsi mira.

Ukézeme, ze \"* je metrickd. Budte A, B C R? takové, ze dist(A, B) > 0.
Ukazeme, ze

A"(AUB) > A" (A) + A" (B).

Je-li A"*(A U B) = o0, nerovnost ziejmé plati. Predpokladejme tedy nadéle, ze
A" (AU B) < 00. Zvolme ¢ > 0. Podle Tvrzen{ 10.4 existuji I; € O,, takové, ze
diam(/;) < dist(A,B)/2 a ), v(I;) < A" (AU B) 4 . Oznacme

Za={ieN: NA#£0}, Ip:={ieN: LNB#0}

Z4dny z kvadra I; nemuze zasdhnout obé mnoziny A, B, proto jsou Z4 a Zp

disjunktni. Dale ziejmé A C ;7 li @ B C Uz, i, proto

A (A) + A (B) < Y w(l) + Y o) < iv(m < A(AUB) +e.
1€ZA i€lp i=1

Limitnim prechodem ¢ — 0+ dostaneme pozadovanou nerovnost.

Zbyva ukézat, ze \"*(I) = v(I) kdykoliv I € O,,. Nerovnost A\"*(I) < v([I)
je ziejmd (staci zvolit pokryti Iy = I, I = I3 = --- = (}). Pfedpoklddejme pro
spor, ze AX"*(I) < v(I). Pak existuji I; € O,, takové, ze I C |J, I; a >, v([;) <
v(I). Ziejmé existuje J € O, takovy, ze J C I a Y ,v(l;) < v(J). Protoze
J je kompaktni, existuje k& € N takové, ze J C I; U--- U I;. Pak ale v(J) <
v(I1) + - -+ + v(I}) podle Tvrzeni 10.3, coz je spor. O

Pozn.: 7Z piedchozich ti{ vét plyne, ze B" C Axnx a A" = A" |Aynx je n-
rozmérnd Lebesgueova mira. Tim je dokdzdna existence ve Vété 2.5. Jedno-
znac¢nost plyne z Dusledku 7.3, dukaz Véty 2.5 je tedy kompletni.

Véta 10.6 (Regularita Lebesgueovy miry) Necht E C R". Je ekvivalentni:
(i) E € Apn-.

(ii) pro kaZdé e > 0 existuji G oteviend, F uzaviend, F C E C G, \"(G\F) <
€.

(iil) ewistuji mnoziny A,B € B", AC EC B, \"(B\ A) =0.
(iv) E € Bj.
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Dukaz: (i) = (ii): Predpoklddejme nejprve, ze A"(E) < co. Podle definice
A" existuji I; € O, takové, ze E C U, L; a Y ,v(l;) < A\"(E) 4 ¢/2. Pak
G = J, I; je oteviend mnozina obsahujici E a plati A\"(G \ E) < /2.

Je-li \*(E) = o0, plati E =J,, Em, kde E,, := [-m, m]” N E mé konetnou
miru, m = 1,2,.... Ke kazdé FE,, najdeme otevienou mnozinu G,, O FE,,
MG \ Enn) < g/2™F1. Pak oteviend mnozina G := |J,, G, obsahuje E a plati

n n €
MG\ E) < Zm:A (G \ Em) < 5.

Komplement EC mnoziny E je také méfitelny a existuje tedy oteviend
mnozina H O E© takovd, ze \"(H \ E€) = \"(E \ HY) < ¢/2. Mnozina
F := HC je uzaviens a plati F C E C G a

)\"(G\F):)\”(G\E)+/\”(E\F)<g+%:5.

(i) == (iii): Pro kazdé j € N najdeme otevienou mnozinu G; O E a
uzavienou Fj C E tak, ze \"(G; \ Fj) < j=' Pak A:=J; Fj a B :=(;Gj
jsou borelovské mnoziny a plati

1
A" (B\A) < N'(Gj\ Fy) < 7 jeN,

tedy A"(B\ A) =0.

(i) = (iv): Jsou-li A C E C B jako v (iii), je zfejmé symetrickd diference
EAA nulovad mnozina, a tedy E € By podle Véty 2.4.

(iv) = (i): o-algebra Axn+ obsahuje borelovské mnoziny i nulové mnoziny,
obsahuje tedy i ziplnénou o-algebru 5. O

Véta 10.7 (Luzin) Bud f: R™ — R lebesqueovsky méritelnd funkce a & > 0.
Pak existuje G C R™ oteviend takovd, Ze \"(G) < € a restrikce f|GC je spojitd.

Pozn.: Funkce f nemusi byt spojitda v zadném bodé, pouze restrikce na vhod-
nou mnozinu je spojitd (vzhledem k této mmnoziné) (viz Dirichletova funkce

f=xq)-

Ditkaz Bud Uy, Us,... posloupnost viech intervald s raciondlnimi koncovymi
body. Pak pro kazdé j € N je mnozina f~1(U;) lebesgueovsky méfitelnd, tedy
existuji mnoziny F; C f~1(U;) C G;, F; uzaviend, G; oteviend, \"(G; \ Fj) <
£/27. Mnozina E := |J(G; \ F}) je oteviend a spliiuje

AYE) <D NG\ Fy) <e.
j=1
Pro restrikci g : F|EC déle plati
g U) = U)NEC =GnEY, j=1,2,....

Tedy g~1(U;) je oteviend podmnozina v prostoru E€. Protoze systém (U;);en
tvori bazi topologie na R (tzn. kazd4 oteviend mnozina je sjednocenim intervali
z tohoto systému), je funkce g spojitd na EC. O
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11 Prostory L?

Definice 11.1 Bud (X, A, u) prostor s mirou a funkce f : (X, A) — R* méFi-

telnd. Definujeme
1
(furas)". 1<p<ce,

Ifllp =
[flloo = mf{a>0: pfze X |f(z)>a} =0}
LPXA ) = A (X A) = (RSB« || fllp < oo}, 1<p<oo.

(Casto budeme psét struéné pouze L£P (1) nebo L£P(X).)

Pozn.: Plati |f| < ||f|lcc p-skoro vsude.

Tvrzeni 11.1 (Holderova nerovnost) Nechf f € LP(u), g € L(u), 1 <
p,q < 00, %—}—%:1, Pak f-g € LP(u) a plat?

1F - glle < (17115 llglla-

Diukaz: Uvazujme nejprve piipad p =1, ¢ = co. Pak

9l [ 1£@)9(@)|du(o) < gl [ 17 dsta) = 17l

Déle predpokladejme, ze 1 < p,g < oo. K dikazu nerovnosti pouzijeme
pomocné lemma:

Lemma 11.2 (Youngovo lemma) Je-lia,b> ap,q > 1 takové, Ze %Jr% =1,

pak
a? bl
ab< — + —
p q

Diikaz: Necht ab > 0 jinak je nerovnost zfejma). Protoze logaritmus je konkdvni
funkce, plati

a?  b? 1 1

log| —+ — | > —loga” + —logb? = log a + log b = log(ab).
p q p q

Z toho jiz plyne dokazovans rovnost, nebot logaritmus je rostouci funkce. [

Dokonéeni dikazu Hoélderovy nerovnosti: Je-li || f||, = 0 nebo ||g|q =0,

musi byt f-g = 0 s.v. a nerovnost zfejmé plati. Necht dale ||f]|, > 0a ||g[l; > 0.
Podle Youngovy nerovnosti plati

@] lg@)] @7 lg@))
I, ligle = pIFIE * allld

z e X,
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a zintegrovanim dostaneme

J1f-gldu _ 1IFIE - llgllg
Ifllpllglle — PUfIE  allglld

coz je Holderova nerovnost. O

=1,

Véta 11.3 (Minkowského nerovnost) Jsou-li 1 < p < oo a f,g € LP(u),
pak také f 4+ g € LP(u) a plati

L+ gllp < 171l + llgll-

Dikaz: Je-li p = 1, nerovnost snadno plyne z trojihelnikové nerovnosti |f +
gl < |f| + |g| zintegrovdnim. Je-li p = oo, plati podle definice |f| < || f|loo s.v. &
g < llgllco s-v., tedy

|f + gl < 1fI+ 19l < [ flloe + llglloo s-v.,

z ¢ehoz plyne || f + glloo < [[flloc + l|9lloc-
Necht nyni 1 < p < co. Funkce x — P je konvexni na (0, 0o), tudiz

P p P p
<<f|;|g|> <

f+g
2

z ¢ehoz zintegrovanim dostaneme
Lf +glly < 2271 FIID + llgllh) < oo
Tedy f+ g € LP(u).
p

Polozme ¢ := -2 (plati tedy § + ¢ = 1). Funkce |f + g[P~" lezi v £9(u) a
podle Hoélderovy nerovnosti plati

/ UF1-1F + gl doe < IAIILS + 9171l
/ (gl 1f + 9P~ dye < gl Lf + g7l

Sec¢tenim obou nerovnosti a s vyuzitim identity

17 +gl"lg = 1IF + gl

dostaneme

/If +gl"dp < /(\fl +1gDIf + 9P~ dp < (Ifllp + lgllp)ILf + gllp ™,

coz je Minkowského nerovnost. O
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Pozn.: LP(u) je tedy vektorovy prostor a | - ||, je seminorma (tedy spliuje
vlastnosti normy, s tou vyjimkou, ze z ||f||, = 0 neplyne f = 0).

Definice 11.2 Nechf 1 < p < co. Na mnoziné £P (i) definujeme ekvivalenci
f~g < f=g u—skoro vSude.

Déle klademe
LP(p) = L7 () |~

(faktorprostor, formdlné mnozina t¥id ekvivalence ~).
Tvrzeni 11.4 Pro1 <p<oo a f,g € LP(u) plati
[f=glp=0 = f~g

Dikaz: Plyne z Véty 6.1.

Diusledek: (LP(p), | - ||p) je normovany linedrni prostor.

Véta 11.5 Prostor LP(u) je dplny.

Diikaz pro p = co:  Nechf nejprve p = oo a bud’ (f,,) cauchyovska posloupnost
v L>(u) (pFesnéji Feceno, f, jsou reprezentanti z piislusnych t¥id ekvivalence).
7 cauchyovskosti plyne:

(Vk € N)(3no(k))(Ym,n > no(k)) : | fm — fulleo < %

Oznaéme
N = {r € X 2 | fm(2) = ful@)] > £}
Podle vyse uvedeného plati u(N;""™) = 0 kdykoliv m,n > ng(k). Polozme
N=) U
k=1m,n>ng(k)
Ziejmé p(N) = 0. Déle pro kazdé z € X\ N je posloupnost (fy,(x)) cauchyovskd
(v R), a tedy existuje f(z) = lim, 00 fn(x) € R. Funkce f je méfitelnd (nebot

je bodovou limitou méfitelnych funkef s.v.) a pro kazdé kazdé x € X\ N, k € N
a m,n > no(k) plat

|fn(@) = f(2)] < [fnl() = frm (@) + | fn(2) = f(2)] <

a limitnfm pfechodem m — oo dostaneme |f, (z) — f(x)|
7e || fo = flloo < % tedy fu — f v L= ().
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Diikaz pro p < oo: Necht opét (f,) je cauchyovskd v LP(u). Pak existuje
vybrand podposloupnost (g;) C (f») takovd, ze

o0
s = Z g5 — gj+1llp < o0
j=1

(ke kazdému j najdeme n; tak, aby [|f, — fn,|lp < 277 kdykoliv n > nj, a
polozime g; = g,,). Polozme

o0
hi=>"lg;j — gj+l
j=1

S vyuzitim Leviho véty (druha rovnost) a Minkowského nerovnosti dostaneme

Jrwan = [{Slo-gl] du=tim [ (Y lo =gl | du
i=1 j=1

p p
n

n

= lim Z;|gj—gj+1| < lim ;IIgj—ngIIp < s? < oo,
Jj= Jj=

p

tedy h € LP(u) a plati h < oo p-s.v. Pro mnozinu
M:={zeX: gi1(z) < o0, h(z) < 00}
tedy plati (X \ M) = 0 a pro kazdé = € M je posloupnost (g;(z)) cauchy-

ovskd (v R). Z tplnosti R tedy plyne existence f(z) := lim;_,o gj(z), x € M.
Dodefinujeme-li f nulou na X \ M, je méfitelnd, a podle Fatouova lemmatu

plati
/\fl”du: / Lim [g;[” dp < liminf/lgjlpdu < o0
Jj—o0 Jj—o0
(kone¢nost plyne z toho, ze kazdd cauchyovskd posloupnost je omezend, tedy
sup,, || fullp < 00). Je tedy f € LP(u). Ukédzeme, ze f, — f v LP(u). Necht je

déno ¢ > 0. Z Cauchyovy vlastnosti, ze existuje ng takové, ze ||f, — fmllp < €
kdykoliv m,n > ng. Opét s vyuzitim Fatouova lemmatu mame

1= = [ 152 = 110 du < i [ 1, = g5 d < =
jakmile n > ng. Tim je dukaz ukonéen. O

Pozn.: Z dukazu predchozi véty plyne, ze pokud || fr,— fllp — 0, fn, f € LP(p),
pak existuje podposloupnost (f,;) takova, ze f,, — f p-s.v. (j — o0).
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12 Konvergence posloupnosti funkci

Rekapitulace: Pro redlné funkce f,,, f definované na neprazdné mnoziné X
méme konvergenci bodovou (f, — f) a stejnomérnou (f, = f). Je-li specidlné
(X, A, p) prostor s mirou, madme navic konergenci skoro vsude (f, — f s.v.) a

LP-konvergenci (fo 53 f <= |[fu—fll = 0), 1< p < oc.

Definice 12.1 Bud (X, A, u) prostor s mfrou a f,, f : (X, A) — R méfitelné
funkce, n € N. Rekneme, Ze funkce f,, konverguji k funkci f podle miry p (piSeme

fn B f), jestlize
Ve >0: ILm p{r e X |fu(z) — f(zx)] > e} =0.
Véta 12.1 Prol1 <p<oo a fn, f € LP(u) plati:
Il = f B
Tvrzeni 12.2 (Ceby3evova nerovnost) Nechf 1 < p < oo, f € LP(u) a

¢ > 0. Pak
_ 1£115
e e X [f(z)| =2} < — .

cpP

Dukaz: Plati

= [ e (1) -
plfl= o /{f|2c}1dug/{|fzc}<c dﬂg/ c an cP

O

Diikaz Véty 12.1:  Je-lip = co ae > 0, pak existuje ng takové, ze || fr— flloo <
g, a tedy M{lfn - f‘ > 6} = 07 pron > :n/O-
Je-li p < 0o, plyne tvrzeni piimo z CebySevovy nerovnosti. O

Véta 12.3 (Jegorov) Necht p(X) < 0o, fn, f jsou redlné mévitelné funkce na
X, fo = [ p-s.v., ae > 0. Pak existuje E € A takovd, Ze p(E) <e a f, = f
na X \ E.

Dikaz: Existuje mnozina N nulové miry takové, ze f,(z) — f(z), z € X\ N.
Polozme

App ={z € X : |fu(x) — f(z)| < & pro kazdé n > m}, m,keN.

Pak, z definice konvergence, pro kazdé k plati X \ A, x \y N, m — 00, a tedy
existuje m(k) takové, ze (X \ Apkyi) < €27 (pouzivame vétu o spojitosti
miry a konecnost ;). Polozme E := |~ (X \ Ay k),k)- ZFejmé pu(E) < e. Necht
x € X\ E. Pak © € A1), pro viechna k, a tedy | fn(2) — f(z)| < 1 kdykoliv
n > m(k). Tim je dokdzdna stejnomérnd konvergence f, k f na X \ E. O

Dausledek 12.4 Jestlize (X)) < 00 a fn, f jsou rediné méritelné funkce na X
takové, e fn — [ p-s.v., pak fr 2 f.
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Dukaz: Proe,é > 0 plati
p{lfn = f1 2 0t = p({lfn = f1 Z 0} N E) + p({|fn — ] =2 0} \ E),

kde F je mnozina z Jegorovovy véty. Prvni s¢itanec je pak mensi nez € a druhy
je roven nule pro dostatecné velka n. O

Pozn.: Funkce f, = X[n,00) konverguji bodové k nule, ale nikoliv podle miry
AL, Predpoklad koneénosti miry je tedy v Jegorovové vété nutny.

Tvrzeni 12.5 Jestlize f, - f na prostoru s koneénou mirou p, pak existuje
vybrand podposloupnost (fy;) takovd, Ze fn, — f p-s.v.

Ditkaz Ke kazdému j € N existuje n; € N takové, ze u{|f, — f| > 277} <277
kdykoliv n > n;. PoloZzme

Aj={z€X: |fy,(z)— flx)] >277}, A:= ﬂ UAj‘

k=1j=k
Plati

Z Z =2""F keN,
tedy p(A) = 0. Pritom f,, ( ) — f(z), j — oo, kdykoliv z € X \ A. O

Pozn.: Plati-li f, — f p-s.v. a|f,| < g, n € N, pro néjakou funkei g € L' (),
pak podle Lebesgueovy véty (Véta 4.10) plati f, g I

Pozn.: Pro kazdou funkci f € L'(u) plati

lim |f]dp = 0.
TS 126}

Definice 12.2 Posloupnost ( f,,) méfitelnych funkei na (X, A, u) je stejnomérné
integrovatelnd (s.i.), jestlize

lim sup/ | frldu = 0.
{lfnlzc}

c—00 n

Tvrzeni 12.6 Je-li posloupnost (f,) s.i. na prostoru s koneénou mirou p, plati
fa€L'(n),neN, a
sup || fn]l1 < oo.
n

Dikaz: Pro c dostatecné velké plati

/Ifnldu:/ Ifnldu+/ | fuldp < cp(X) + 1.
| fnl<e | ful>e
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Piiklad: Polozme
fi,j = X[(—1)2-1,52-] j=1,..., 2i, ieN.
1
Sefadme f; ; do jedné posloupnosti (f,). Pak f, 250, ale fn A 0s.v.

Piiklad: Pozménme funkce z minulého piikladu tak, ze funkci f; ; vyndsobime

. 1
hodnotou 2-%/2. Pak f, % 0, ale neexistuje g € L* takové, aby |fa| < g s.v.
Posloupnost (f,) je ovsem s.i.

Véta 12.7 Necht pu(X) < 0o a f, 5 f. Pak
L! L
fn = | = (fa) je s.i.

Dutikaz Nejprve dokdzeme implikaci <=. Predpoklddejme tedy, ze f, = f a
(fa) je sii.

(a) Podle Tvrzen{ 12.6 vime, ze f,, € L', n € N. Ukazeme, ze i f € L'. Bud
(fn;) vybrana podposloupnost takovd, ze f,, — f s.v. (viz Tvrzeni 12.5). Pak
podle Fatouova lemmatu a Tvrzeni 12.6 plati

1510 = [ g, de < vimind [ 170, < ox.
Jj—o0 j—o0

(b) Predpoklddejme nejprve, ze |fn| < ¢, n € N, a |f]| < ¢ pro néjaké ¢ < oo.
Pro libovolné € > 0 pak s § := ¢/(2u(X)) plati

/ua—ﬂzjn +/ < 6p(X) + 2ep{f — [ > 0} <<
[frn—FI<8 [ frn—=f]>6

pro n dostatecné velké, tedy f, — f v L.
(c) Bud'te f,, f bez omezeni z pifpadu (b) a bud déno € > 0. Plat{

/Uﬁ—ﬂ < /)Uh—ﬂ+ /‘Uh—ﬂ+./\h—f\
|fn‘§c ‘fn|>c ‘f|>c
[fl<e
= INO) + I2(0) + I3(0).
Odhadneme
12(0) < /uw+/Wﬂ+/”ms2/|m+/Wn
Ifn|>C ‘fn|>c |fn‘>c Ifn‘>C ‘f|>C
[fI<e [fI>c
13(c) < /|nH-/|nH /um /|M+2/Wn
‘fn|>c |f'rL‘SC ‘f|>c Ifn|>c |f‘>c
[fI>c [fl>c
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seCtenim pak dostaneme

pe+@<s| [+ [ ] <3

fnl>c [f1>e
pro dostatecné velké ¢ a vSechna n podle predpokladu stejnomérné integrova-

telnosti. Pro zvolené ¢ je pak I} (c) < § podle ¢asti (b). O

Ditkaz implikace =: Nechf u(X) < co a f, — f v L. Ukdzeme, ze (f,)
je s.i. Necht je ddno € > 0. Pro kazdé ¢ > 0 plat{

fal < /Ifn—f|+ / i+ / /]
|f'n|>c Ifn‘>c \fn|>c ‘fn|>c
[fI<e/2 [fI>c/2
< [l-sl+sullt-s1> 5+ [ 1
[fl>c/2

7 predpokladu f;, Ly f a z Cebysevovy nerovnosti existuje ng takové, ze
[t a1t sullt = 1> 5} <50 nzno e

Protoze f € L', existuje co > 0 takové, ze f\f\>6/2 |f]l < § pro ¢ > co. Rovnéz

pro kazdou z funkei fi,..., fy, existuje ¢; > 0 tak, ze f‘ |fil <&, ¢> ¢,

fil>e
i=1,...,n0. Pro ¢ > max{cg,c1,...,cn, } pak plati flf > |fn| < € pro vSechna
n € N. Tim je dokézdna stejnomérnd integrovatelnost posloupnosti (f,,). O

Véta 12.8 Necht u(X) < oo al < p < q < oo. Pak Li(u) C LP(pn) a pro
fo, f € L) plati:
fn® = fa S f

Dukaz: Je-li f € L9, plati

1= /f|§1|fp+ /|f>1|f|’° <)+ [ 1f17 < .

tedy f € LP. Necht déle f, =K fae>0.Prod>0je
[it=ar = [ Atamsvs [t sp < ou0 0 [ 1g, - gl
‘fnff‘g(s ‘f7t7f‘>6

Zvolme § > 0 tak malé, aby 6Pu(X) < 5. K tomuto § pak existuje ng takové,
ze 6P~4 ['| fn — f]9 < § pro vSechna n > ng. Pak je [ |f, — f|P <& pro n > ny,

a tim je f, L f dokézéno. O
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Piiklad: f(z) = 22 lezi v L1(0, 1), ale nikoliv v L2(0,1). Funkce f(z) =
lezi v L?(1,00), ale nikoliv v L(1,00).

13 Radon-Nikodymova véta

Tvrzeni 13.1 Bud (X, A, ) prostor s mirou a f > 0 méritelnd funkce na X.
Pak predpis
V:A»—)/fd,u, Ae A
A

definuje miru na (X, A) a pro kazdou méritelnou funkci g na X plat{

/gdl/=/g'fdu,

Dukaz: Zrejmé v(0) = 0 a v > 0. Ukdzeme o-aditivitu. Jsou-li 4,, € A po
dvou disjunktni, je

V(UAn):/(f'XUnAn)d:Uf:/Z(f'XAn>dN:Z/A fdu=> v(A,).

Rovnost [gdv = [g- fdu plati z definice, pokud g je charakteristickou funkef
méfitelné mnoziny. Standardnim zpusobem platnost rovnosti rozsitime postupné
pro jednoduché méritelné funkce, nezaporné méritelné a nakonec pro métitelné,
pro néz integral existuje. O

md-li jedna strana smysl.

Pozn.: Ziejmé plati: p(A) =0 = v(4) =0, A€ A

Definice 13.1 Bud'te y, v dvé miry na (X, A). Rekneme, 7e mira v je absolutné
spojitd vzhledem k mife p (piSeme v < ), jestlize

wA)=0 = v(A)=0, AecA

Tvrzeni 13.2 Bud'te p, v dvé koneéné miry na (X, A). Pak v < p prdvé tehdy,
kdyz
(Ve>0)(F0>0)(VAe A): u(A) <d = v(A) <e.

Diitkaz: Implikace <= je snadno vidét. UkdZeme opa¢nou implikaci. Necht
tedy v < p a predpoklddejme pro spor, ze neplati uvedeny vyrok, tedy ze
(Fe>0)(Vd >0)(FAe€ A): u(A) <6, v(4) >e.

Pro kazdé n € N tedy existuje mnozina A, € A takovd, ze u(A) < 27", ale
v(A) > e. Polozme A := (2, Up—p 41 An. Pak

u(z@éu( [j An>§ i p(A,) <275, k€N,

n=k+1 n=k+1
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tedy u(A) = 0. Pfitom ale, podle véty o spojitosti miry (mira v je koneénd)
plati

v(A) = lim v U Ay | > liminf p(Ag41) > € >0,
k—o0 et 1 k—o0

cOZ je spor. O

Véta 13.3 (Radon-Nikodym) Bud'te p,v dvé o-koneéné miry na (X, A) ta-
kové, Ze v < u. Pak existuje nezdpornd méritelnd funkce f na X takovd, Ze

V(A):/Afd,u7 Ac A

Definice 13.2 Funkci f z predchozi véty nazyvame (Radon-Nikodymovou) hus-
totou miry v vyhledem k p a piSeme

_dv

f(l")—@

(x), ze€X.

Tvrzeni 13.4 Bud'te u,v dvé konecné miry na (X, A) takové, ze v(A) < u(A),
A € A. Pak existuje méritelnd funkce f na X spliujici 0 < f <1 p-s.v. a

v(A) :/ fdu, AeA
A
Dukaz: Oznac¢me funkcional
Jg :=/92du—2/gdv7 g € L*(p).

(Funkcional je dobie definovan, protoze L?(u) C L'(u) C L(v).) Déle oznac¢me
c:=inf{Jg: g € L*(u)}. Plati

o= [ du-2 [laldu= [ (gl - 02— ) 2 —0),

tedy ¢ > —u(X) > —oo. Bud (f,) C L?(u) posloupnost takova, ze J fn, — c.
Ukézeme, 7e (f,) je cauchyovskd v L%(u).
Pro libovolné g, h € L?(p) plati

Jg+ITh

/(92+h2)d,u—2/(g+h)du,
gt = - [ du [+ nan

sectenim pak dostaneme

1 1
T+ Th-27(5) = 5 [t 0 du=llg - hl
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7 toho plyne, ze

V= fall = 2(Tfm+ T fo = 27 (22l
2(jf7rz+jfn—20)—>0, m,n — 00,

IN

tedy (fn) je cauchyovska v L2 ().
Daéle plati [ f2du — [ f*du (protoze norma je vzdy spojitd), a

‘/fndu/fdl/

protoze f, — fiv L*(u). Plati tedy J f, — f, takze Jf = c.
Bud'te nyni A € A a t € R libovolné. Protoze J f < J(f + txa), plati

g/|fn—f|dus/|fn—f|dwo,

0 < J(f+tXA)—Jf=/((f+tXA)2—f2)du—2/txAdv
= /f 22t 4 dp + 2 pu(A) — 2tv(A)

2t (/A fdu— V(A)) +t2u(A).

V poslednim féadku je kvadraticky polynom v ¢, ktery nabyva minima v ¢t = 0,
tedy jeho linearni ¢len musi byt roven nule, neboli

v(A) :/ fdu.
A
f je tedy hustotou Z—Z. Zbyvéa ukazat, ze 0 < f <1 p-s.v. Plati

_ 1\t — _ — _
0< (- 1" du /{f>1}(f 1) dy /{f>1}fdu /{f>1}1du
— w({f > 1) - s > 1) <0,

tedy (f —1)* =0 p-s.v., neboli f <1 p-s.v. Podobné plati
0< [fdu=-[ jau=-wvir<op<o,
{f<o}
tedy f~ =0 p-s.v., coz znamena, ze f > 0 p-s.v. O

Ditkaz Radon-Nikodymovy véty: Nechf nejprve u,v jsou koneéné miry
na (X, A), v < p. Pouzijeme Tvrzeni 13.4 pro miry v < p + v. Existuje tedy
méfitelnd funkce h, 0 < h < 1, takova, ze

V(A):/hd(M+V):/hdﬂ+/th, Ac A,
A A A
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a tedy

/(1—h)dl/=/hdﬂ, Ae A
A A

Standardnim postupem snadno odvodime, Ze pro kazdou nezdpornou méfitelnou

funkci g plati
/g(l —h)dv = /ghdu.

v{ih=1}= hd(p+v)=pu{h =1} +v{h =1},
{h=1}

Specielné dostaneme

tedy u{h = 1} = 0, a protoze v < u, také v{h = 1} = 0. Plat{ tedy h < 1
(1 4+ v)-s.v.
Volbou g := ﬁx A ve vySe uvedené rovnosti dostaneme

tedy f = % je hledana hustota Z—Z.

Jsou-li p, v o-konecné, existuje rozklad X = J; £; na méfitelné mnoziny s
w(E;) < oo, v(E;) < o0, i € N. Pro konecné restrikce v|E; < up|E; najdeme
hustoty f; na F;, a vyslednou hustotu sestrojime jako

f(x):= fi(z), z€FE, i=12,....

U
Pozn.: Hustota f = g—z je urcena jednozna¢né modulo ekvivalence ~. (Cviceni)

Definice 13.3 Rekneme, ze dvé miry p, v na témze méfitelném prostoru (X, A)
jsou vzajemné singuldrni (piSeme p L v), jestlize existuje mnozina S € A takové,
ze (S)=0av(X\S)=0.
Priiklady:

1. Je-li « # y, pak pro Diracovy miry plati 6, L d,.

2. Al L §, pro kazdy x € R.

3. A L p, kde u je aritmetickd mira na mnoziné celych ¢isel.

Véta 13.5 (Rozklad miry na absolutné spojitou a singularni ¢ast) Bud'te
w, v dvé o-koneéné miry na témze méritelném prostoru. Pak existuje rozklad

V = Vg + Vs na miry vy, Vs takovy, Ze v, < 1 a vs L p. Miry v, a vs jsou
jednoznacné urcéeny.
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Pozn.: Mira v, se nazyva absolutné spojitd ¢dst a mira vy singuldrni ¢dst miry
v vzhledem k p.

Dukaz: Bud f, := —% - Radon-Nikodymova hustota. Ozna¢me A := {f,, >
BT d(pty) I

0} a B :={f, = 0}; ztejmé X = AU B je rozklad. Déle polozme
ve(+) ==v(-NA), vs(-) :==v(-N B).

Ziejmé v = v, + vs. Déle plati v4(A) = 0 a u(B) =0, tedy vs L p. A pokud
u(E) = 0 pro néjakou méfitelnou mnozinu F, pak

0=u(B) = [ fd(u+v),

tedy f, = 0 v-s.v. na E, coz znamend, v(E N A) = 0 (podle definice A), tedy
ve(E) = 0. Je tedy vg < p.

Ukézeme jesté jednozna¢nost rozkladu. Nechf v = v/ + v, je jiny rozklad
takovy, ze v, < p a v, L u. Ukdzeme, 7e

vi(A) =0=1)(B). (5)

S

Z toho pak plyne pro kazdou FE € A
vi(E)=v.(ENB)=v.(ENB)+v,(ENB)=v(ENB) =vs(E),

S

vi(E)=v,(ENA)=V,(ENA)+ V. (ENA) =v(ENA)=uv,(FE).

a

Staci tedy ovérit (5). Protoze v L u, existuje méfitelnd mnozina S takovd, ze
u(S)=0avi(X\S)=0.Pak

0=pSNA) = [ fudptv)

Protoze f, > 0 na A, musi byt (u+v)(SNA) =0, tedy i v(SNA) =0a
vi(SNA) =0, tudiz v.(A) = v, (ANS)+ V. (A\S) = 0. Déle (z definice B) plati
w(B)=0av, < pu, tedy i v,(B) =0. Tim je (5) ovéfeno a dukaz ukonéen. O

14 Znaménkové miry

Definice 14.1 Rekneme, ze funkce o : A — R* je znaménkovd mira na méfitelném

prostoru (X, .A), jestlize
(i) o(@) =0,
(ii) o nabyvd nejvyse jedné z hodnot —oo, 0o,

(iii) (o-aditivita) pro libovolnou posloupnost po dvou disjunktnich mnozin

A, € A plati
o (U An> = o(An).
n=1

n=1

Konecénda znaménkova mira se téz nazyva ndboj.
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Pozn.: Jeziejmé, ze fada -, 0(A,) v (iii) bud konverguje absolutné, nebo
diverguje k +oo.

Piiklady:

1. Je-li 4 mira a v koneénd mira na (X, .A), pak ¢ = p — v je znaménkova
mira.

2. Je-li p o-konecnd mira na (X, A) a f € L'(u), pak o : A — [, fdu je

znaménkova mira.

Definice 14.2 Bud o znaménkova mira na (X, .A). Rekneme, Ze mnozina A €
A je kladnd pro o, jestlize pro kazdou méfitelnou mnozinu E C A plati o(A) > 0.
Mnozina A € A je zdpornd pro o, jestlize pro kazdou méfitelnou mnozinu £ C A
plati{ o(A) < 0.

Pozn.:
1. Nejvyse spocetné sjednoceni kladnych mnozin je kladnd mnozina.
2. Métitelnd podmnozina kladné mnoziny je kladnd mnozina.

Tvrzeni 14.1 Bud o znaménkovd mira na (X, A) a E € A mnoZina takovd,
Ze 0 < 0(E) < oco. Pak ezistuje kladnd mnozina A C E takovd, Ze o(A) > 0.

Dukaz: Kdyby sama E byla kladnd, polozime A := E. Pokud ne, definujeme
t;:=inf{o(B): BCE,Be A} <0

a vybereme E; C FE takovou, ze o(F1) < max{t;/2,—1}. Plat{ o(E \ Ey) =
o(E)—o(Ey) > o(F) > 0, a pokud je mnozina E\ F; jiz kladng, vybereme ji za
A a jsme hotovi. Pokud ne, pokracujeme stejnou konstrukei v mnoziné E \ Ej,
tedy polozime

to :=inf{o(B): BC E\ E1, B A} <0,

a zvolime Ey C E'\ E; takovou, ze 0(E3) < max{ts/2,—1}. Timto zptisobem
bud’ po koneéném poétu krokt najdeme kladnou mnozinu A C E kladné miry,
nebo sestrojime posloupnost disjunktnich méfitelnych mnozin Ey, Fs,--- C E
a posloupnost zdpornych &isel tq,ta, ... takové, ze o(F;) < min{t;/2,—1} < 0,
i€ N.

Polozme A := E\ | J;2, E;. Ze spocetné aditivity dostaneme

oo

o(A)+) o(E;) =o(E) >0,
=1

tedy o(A) > o(E) > 0 a fada Y _;-, o(E;) konverguje, tedy nutné o(E;) — 0.
Pak ale i t; — 0. Ukédzeme, ze A je kladnd. Pro libovolnou B C A méfitelnou
platf BNE; =0,i=1,2,..., tedy o(B) > #;,7=1,2,..., a protoze t; — 0, je
o(B) > 0. O
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Véta 14.2 (Hahn-Banachiv rozklad) Bud o znaménkovd mira na (X, A).
Pak existuje rozklad X = P U N takovy, Ze P je kladnd a N zdpornd mnoZina
pro o.

Dukaz: Bez Ujmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze o(E) < oo pro
kazdou FE € A. (Kdyby ne, pracovali bychom s mirou —o.) Polozme
A:=sup{o(F): E € A, FE kladnd pro o}.

Ziejmé X > 0 (D je kladnd). Budte A; € A kladné takové, ze o(4;) — A
(existence plyne z definice suprema). Pak mnozina P := (i, A; je kladnd a ze
vztahu

o(P)=0(A;)+0(P\4;) >0(4;), i€eN,

plyne o(P) = A. UkdZzeme ddle, Ze mnoZina N := X \ P je zdporni. Necht
B C N je méritelnd. Kdyby o(B) > 0, pak by podle Tvrzeni 14.1 existovala
méfitelnd kladnd mnozina B’ C B, pro niz o(B’) > 0. Pak by ale P U B’ byla
rovnéz kladnd mnozina s mirou

o(PUB')=0(P)+0(B')>a(B) =\,
coz by byl spor s definici . O

Definice 14.3 (Jordantuv rozklad) Bud o znaménkovd mira na (X, .A). Pak
(nezdporné) miry o (-) ;= o(-NP) a o_(-) := —o(- N N) nazyvame kladnou a
zdpornou ¢dsti o a plati

oc=o04—0_.

Miru |o| := o4 + o_ nazyvame totdlni variaci znaménkové miry o.

Pozn.: Alespon jedna z mér o, o_ je konecn4.

Tvrzeni 14.3 Je-li 0 = o/, — o’ jing rozklad znaménkové miry o na rozdil
dvou (nezdpornijch) mér, pak o, > oy a o’ > o_.

Dtikaz: Pro libovolnou E € A plati
or(E)y=c(ENP)=0¢' (ENP)—c (ENP) <o/ (ENP) <o (E).
Podobné se ukéze, ze o’ (E) > o(E). O

P#iklad: Necht f € L1(0,1). Pak
oc:Ew— / f(z)dz, E C[0,1] borelovské,
E
je znaménkova mira a plati

o4 (E) = /E (@) dz, o_(E) = /E (@) dz, [o|(E) = /E |£1(z) da.
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15 Veéta o rozsireni miry

Definice 15.1 Nechf X # () a A je algebra podmnozin X. Rekneme, ze funkce
i A —[0,00] je pramira, jestlize
(i) @@ =o,

(ii) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou disjunktn{ a takové, ze i | J;—, 4; €

A, plati
fi (U Ai> =) (4.
i=1 =1

Pozn.: [ je zfejmé monoténni.

Priklad: Mmnozinova funkce

. 0, A C N konecn4,
[i(A) = s
0o, A C N nekonecna

je kone¢né aditivni mnozinova funkce na P(N), kterd neni o-aditivni.

Véta 15.1 (Hahn-Kolmogorovova véta o rozsifeni miry) Bud’ ji pramira
na algebie A podmnozin mnoziny X . Pak ezistuje mira p na o0 A takovd, Ze i = p
na A. Je-li i o-konecnd, je u jednoznacéné uréena.

Dukaz: Pro E C X polozme

p*(E) := inf {Z[L(AZ—) A e A EC| AZ} .
i=1 i=1

(a) wu* je vnéjsi mira: Ziejmeé p*(0) = 0 a p* je monoténni. Ukdzeme
spocetnou subaditivitu (dukaz je stejny jako v pifpadé vnéjsi miry A™*). Ne-
cht E; € A, u*(E;) < 0o, i € N. K danému ¢ > 0 existuji A;; € A takové, ze
E; C Uj Eij a Zj ﬂ(AzJ) < H*(EL) 4+ 27" 4 € N. Pak Uz E;, C Ui Uj Aij a
D02y i(Aij) < 32, w*(E;) + €, z cehoz jiz plyna spocetnd subaditivita, nebot
€ muze byt libovolné malé.

(b) Pro kazdou A € A plati u*(A) = ji(A): Nerovnost p*(A) < a(A) je
ziejma. Pro ditkaz opacné nerovnosti predpokladejme, ze A C J, Ai, A; € A.
Indukel definujme By := A1 N A, By := (A2 NA)\ By, a

Bi::(AiﬂA)\(BlLJ"'UBi_l), 1€ N.

Ziejmé B; jsou po dvou disjunktni a plati A = J; B;, z vlastnosti pramiry tedy

dostaneme
fi(A) = Zﬂ(Bi) < Zﬂ(Av)
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To (podle definice p*) znamend, ze p*(A) > f(A).

() AC Ay: Necht A e A, T C X, pu*(T) < oo. Staci ukdzat, ze p*(T) >
p (T NA)+p*(T\ A). K danému ¢ > 0 existuje pokryti 7' C |J; A; mnozinami
A; € A takové, ze Y, fi(A;) < p*(T) +e. Protoze TN A C J;(A;NA), T\AC
U;(A4; \ A) a mnoziny A; N A1 A;\ A patif do A, plati

p(TnA) < Zﬂ(Ai NA4), w(T\A)< Zﬂ(Ai \A),

a sectenim dostaneme

wTOA) +pt(TNA) < Y RANA) +Y (AN A) = D As) < p(T) +e,

z ¢ehoz jiz plyne dokazovand nerovnost.

Podle Caratheodoryho véty je p := p*|A,- mira, kterd navic podle (b)
rozsifuje pramiru fi, a podle (c) je definovand na o A.

Jednoznaénost snadno plyne z véty o jednoznacnosti (Véta 7.3). Algebra A
je zfejmé uzaviend na koneéné pruniky a je-li ji o-konetnd, existuji mnoziny
A, € A takové, ze i(A,) < o0 a A, S X, n— . O

Tvrzeni 15.2 Bud ji: A — [0,00) koneénd, konecéné aditivni funkce na algebre
A spliugici i(0) = 0. Pak i je o-aditivnd prdvé tehdy, kdyz

Pozn: Vlastnosti (6) se fikd spojitost fi v prazdné mnozineé.

Ditkaz: =: Necht i je o-aditivni a A; € A, A; \, 0. Pak A1 = U=, (4; \
Ai+1) a mnoziny A; \ A;41 jsou po dvou disjunktni, tedy

Z \A'L+1
Rovnéz plati 4, = (J;=,, (4; \ Ait1), tedy
o0
= Zﬂ(Az' \Aiy1) >0, n— oo

<=: Nechf nynf plati (6), B; € A jsou po dvou disjunktni a A :=J;2, B; €
A. Pro mnoziny A4,, := A\ (B U---UB,) plat{ A, \( 0, tedy i(4,) — 0. Z
konecné aditivity i mame

(A) — i(An) = i(A\ Ay)

HM:

a limitnim pfechodem n — oo dostaneme ji(A) = Y o2, fi(B;), tedy fi je o-
aditivn{ na A. O
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Piiklady:

1. Oznaéme symbolem Ajg systém podmnozin R obsahujici prazdnou mnozinu
a vSechna konecna sjednoceni intervalt typu (a, b] a (a,00), a € [—00, 0),
b € R. Lze snadno nahlédnout, ze Ay je algebra, a definujeme-li mnozinovou
funkei @i na Ag jako soucet délek piislusnych (disjunktnich) intervald, je
jejfm rozsffenfm na 04y = B(R) Lebesgueova mira A\!. Abychom oviem
mohli pouzit Hahn-Kolmogorovovu vétu, museli bychom ukazat o-aditivitu
na .AQ.

2. Na algebte Ag z piedchoziho piikladu uvazujme mnozinovou funkci

0, A=,
ﬂ(A):{oo A;ég.

[i je zFejmé pramira, nemda ale jednozna¢né rozsifeni na oA4y. Jednim
moznym rozsifenim je mira definovana stenym pfedpisem jako j (tedy
0 pro prazdnou mmnozinu a oo pro vSechny neprdzdné mnoziny), jinym
rozsifenim je aritmetickd mira, nebo jeji libovolny kladny nasobek.

Pi#iklad. Polozme X := {0,1}" (posloupnosti 0 — 1) a pro n € N oznaéme
IT, : X — {0,1}" projekci do prvnich n soufadnic. Déle oznac¢me

A= L_Jl IT, Y (P{0, 1}™).

Systém A tvoii algebru a definujeme na ni mnozinovou funkci predpisem: Je-li
A€ A, pak A =11, (B) pro n&jaké n € N a B C {0,1}"; klademe
. card B
a(A) = TR
i je korektné definovana konecné aditivni mnozinova funkce.
Na mnoziné X zavedeme metriku

[eS)
Ti —Yi
d(l’,y) 22‘271‘7 'r7y€X
i=1

Pottfebujeme tyto znalosti z matematické analyzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X,d) je ekvivalentni{ konvergenci posloup-
nosti vSech soutradnic.

2. (X,d) je kompaktni metricky prostor.
3. Kazdd mnozina A € A je oteviend i uzaviend v (X, d).

Jsou-li A, € A takové, ze A, \ 0, pak z kompaktnosti A,, plyne, Ze exis-
tuje ng takové, ze A, = 0 pro n > ng. Pak ale jisté i(A,) — 0, je tedy
splnéna podminka (6) a tudiz i je pramira. Podle Hahn-Kolmogorovovy véty
tedy existuje jeji jednoznacné rozsiteni na miru g na B := oA. Mira u je
pravdépodobnostni mira a ma vyznam rozlozeni pravdépodobnosti pro posloup-
nost nezavislych opakovani pokusu hodu minci.
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16 Distribué¢ni funkce

Definice 16.1 Bud p koneénd borelovskd mira na R. Pak
Fu(@) = pl(~oc,a)), € R
je distribuénd funkce miry pu.
Tvrzeni 16.1 (1) F), je neklesajict,
(2) F(—o00) :==limy o Fju(x) =0, F(00) := lim,_,o0 Fl () < 00,

(3) F, je zprava spojitd.

Dikaz: Tvrzeni snadno plyne z monotonie a spojitosti miry. O

Véta 16.2 Necht funkce F : R — R md vlastnosti (1), (2) a (3). Pak ezistuje
prdvé jedna koneénd borelovskd mira p na R takovd, Ze F, = F.

Dukaz: Bud Aj algebra generovand intervaly (a,b], (a,00), a € [—o0,00),
b € R. Kazdou mnozinu A € Ay muzeme vyjadiit jako disjunktni konecné
sjednoceni A = U?Zl(ai, b;] a definujeme mnozinovou funkci na 4 predpisem

k

fi(A) == Z(F(bi) — F(ai)).

i=1

Snadno lze ovérit, Ze fi je korektné definovand a konecéné aditivni na Ag. Ukdzeme,
Ze [i je pramira. K tomu staéi ukdzat spojitost v prazdné mnoziné. Necht tedy
A, € Ag, A, 0, a bud € > 0 déno. Protoze F m4 kone¢né limity v —oo a oo,
existuje M > 0 takové, ze

F(=M) + (F(00) = F(M)) < .

a tedy omezené mnoziny B, := A, N (—M, M] € Ay spliuji

| ™

Vyjadieme B, ve tvaru disjunktniho sjednoceni B, := Uf;l (a},b?] (zde al', b} €
R). Protoze F je zprava spojitd, existuje d,, > 0 takové, ze pro mnozinu C,, :=
US, (a + 6, 07] plati

€

A(Ba\ Ca) < g

Mnoziny K, := C; N---NC,, jsou kompaktni a spliiuji
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tedy existuje n, pro néz je K, =0, a tedy i C;y N ---NC,, = . Pak plati

i(Bn) = ﬂ(&\ﬂ@)
i=1

< D B\ C) <Z%<%.
) i=1

Celkem tedy mame fi(A,) < €, a protoze e bylo zvoleno libovolné malé, dokézali
jsme, ze fi(Ay) \( 0. & je tedy koneénd pramira na Ay a podle Hahn-Kolmogo-

rovovy véty existuje pravé jedno rozsifen{ na miru g na oAy = B(R). O
Piiklady:
0, z<a,. .. .. _, . .
1. F(z) = je distribuéni funkce Diracovy miry 4,.
1 x2>a,
2. Jsou-li —o<a; <ag < <ap<ooaty,..., tp >0, pak
0, z < agp,

F(I): th+ -+, LL’E[ai,ai+1),i:1,...,k—1,
bt + il T2 ag,

je distribu¢ni funkce miry p = 104, + -+ + tx0q, -
3. Je-li f e LY(\), f >0, pak

x):/_x f@)dt, xeR,

je distribuéni funkce miry u(B) = [, f(t)dt, B € B(R).
Definice 16.2 Konec¢na borelovskd miry u na R je
o diskrétni, jestlize existuje spocetnd mnozina S C R takovd, ze u(R\S) = 0;
o neatomickd, jestlize p({x}) = 0 pro kazdy = € R.
Cvicenti:
1. Je-li p zaroven diskrétni a neatomickd, je nulova.

2. Kazd4 diskrétni mira je tvaru g = >, t;0,, pro néjaké t; > 0 a a; € R,
Zi t; < o0.

3. p je neatomickd <= F' je spojita.
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Priklad Bud C C [0,1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci F¢ defi-
nujeme nasledovné. Klademe Fe(x) =0 pro 2 < 0a Fo(z) = 1 pro x > 1. Déle
x € (0,1) vyjadiime v trojkové rozvoji

2 (a5 €40,1,2}),

J
1

xr =
j=
oznacime n(z) ;= inf{j € N: z; = 1} a klademe
. min{z;, 1}
Fo(z) =Y —2—=, z€(0,1).

2
j=1

Funkce F¢ je spojitd, neklesajici a je distribu¢ni funkei Cantorovy miry uc,

kterd je neatomickd, ale pfitom je singularni vzhledem k Lebesgueové mife.

Pozn.: Kazdou koneénou borelovskou miru 4 na R lze rozlozit na soucet
W= pfa + fhe + Ud,
kde pg < A, pg je diskrétni a p,. neatomickd s vlastnosti p. L A.

Tvrzeni 16.3 Necht distribucni funkce F koneéné miry u md viude vlastni
derivaci F' =: f. Pak p < X a f = Z—‘;.

Diikaz: Oznatme D :={B € B': u(B) = [, f(z)dz}. Z vlastnosti

b
u((a,b]) = F(b) — F(a) = / f() dz

plyne, ze D obsahuje vSechny intervaly typu (a,b]. Protoze systém téchto inter-
valll je uzavien na konec¢né pruniky a generuje borelovskou o-algebru, a protoze
D je Dynkiniiv systém, je D = B!, a tedy f je Radon-Nikodymova hustota s
vzhledem k A'. O

Pozn.:

1. Podminka existence derivace distribu¢ni funkce vsude neni nutnéd pro ab-
solutni spojitost (vzhledem k ). Napt.

je distribuéni funkef absoluitné spojité miry u(-) = A(- N (0,1)).

2. Kazdd monoténni funkce, a tedy i kazdd distribuéni funkce, mé derivace
v A-skoro vsech bodech.
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3. Nutnou a postacujici podminkou pro absolutni spojitost p < A je absolutnt
spojitost distribuéni funkce F: pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro vSechnan e Na z; <y < --- <z, <y, plati

n

STtyi—wi) <8 = > |F(y:) — Flai) <e.

i=1 i=1

Definice 16.3 (Lebesgue-Stieltjesuv integral) Je-li F’ distribu¢ni funkce koneéné
miry g a f € L'(u), piSeme

[ t@ar@) = [ 1@ duta

Je-li navic a < b, zna¢ime

b
[ t@ar@ = [ fa)dua),

(a;b]

Véta 16.4 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjesuv integral) Jsou-li F, G dvé
distribucni funkce a a < b, plati

b b
F(b)G(b) — F(a)G(a) :/ F(z_)dG(x) +/ G(z)dF(x)
kde F(xz_) :=limy_,,_ F(y).
Dikaz: S vyuzitim Fubiniho véty dostaneme

(F(b) - F(a)(G(b) - G(a)) = / . 4 1)

- //X{Ky}dF ) dG(y //X{x>y}dG ) dF ()
+ / / dG(y) dF ()

b
- / (F(y—) — F(a)) dG(y) + / (G(z) - Gla)) dF ()

I
L S 3
?\

b b
/ F(e_)dG(z) + / G(x) dF(x) - F(a)(G(b) — G(a)) - G(a)(F(b) — F(a)),

a odectenim dostaneme dokazovanou rovnost. O

Priklady:
1. Maji-li F'i G derivaci na R, dostaneme z véty 16.4 a tvrzeni 16.3

b b
[FG]Zz/ F(x)G’(w)dx—i—/ F'(2)G(x) dx,

coz je klasicky vzorec per partes.
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2. Pro Cantorovu funkci F¢ plati symetrie Fo(1—z) = 1— Fe(z), z € (0,1),
7 ¢ehoz snadno dostaneme fol Fo(x)dr = % Pouzitim vzorce per partes
pak dostaneme

- /01 v dFo(x) + /01 Fo() dz,

tedy fol zdFe(z) = 3.
Pozn.: Lebesgue-Stieltjesuv integral lze definovat i podle rozdilu dvou dis-
tribuénich funkci, coz jsou zprava spojité funkce s konecnou variact.

17 Dukaz véty o substituci

Véta 17.1 (Vitali) V kazdé oteviené mnozine U C R™ existuje spocetny dis-
Junktni systém otevienych kouli { B;} takovy, ze \(U \ |, Bi) = 0.

Dukaz: Vétu staci dokdzat pro omezenou otevienou mnozinu U. Oznaéme
F:={B CU: Bot.koule}, R :=sup{rad B: B € F} (rad B zna¢i polomér
koule B) a

Fo={BeF:radBec (27" 'R 27"R]}, ,n=0,1,2,...

Indukci déle sestrojimeme disjunktni systémy kouli: By je libovolny maximaln{
disjunktni podsystém systému Fy, a mame-li definovany By,...,B,_1, vez-
meme za B, libovolny maximdaln{ disjunktni podsystém systému {B € F, :
BNB =0,B" € ByU---UB,_1}. Pak F' := |J,_ By je disjunktni systém
kouli obsazenych v U. Pro kazdou kouli B € F, je-li B € F,, pak existuje
B' € ByU---UB, takovd, ze BN B’ # (), piitom

1
radB' >2 " 'R > 3 rad B,

tedy B C 5B’ (zde 5B’ znadi kouli se stejnym stiedem jako B’, ale s pétindsobnym
polomérem). Je tedy U C g/ 7 5B’, z cehoz plyne, ze A" (|J F') > 57" A"(U),
a tedy

MU\ Fy<1-5m
Stejny postup zopakujeme pro mnozinu U \ cl|JF’ a ziskdme novy disjunktni
systém kouli, a doplnék v U sjednoceni kouli z obou systému uz bude mit

miru maximdlné (1 — 57")2. Iterovdnim tohoto postupu nakonec pokryjeme
disjunktnimi koulemi skoro vsechny body z U. O

Definice 17.1 Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory X,Y je L-
lipschitzovské, jestlize pro vSechna z,y € X plati

dy (f(z), f(y)) < Ldx(2,y).

Véta 17.2 Je-li A C R"” lebesqueovsky méritelnd a f : A — R™ L-lipschitzovské,
pak
A(f(A)) < LA™ (A).

%)



Pozn.: Lipschizovsky obraz méfitelné mnoziny je méfitelny, coz ale nedoka-
zujeme, proto tvrzeni pracuje s vnéjsi mirou. (Pouze spojity obraz méfitelné
mnoziny ovéem nemusi byt méfitelny.)

Dikaz: (1) Je-li A C B, kde B = B(z,r) je koule, pak f(A) C f(B) C
B(f(x), Lr), a tedy A"(f(A)) < L"\"(B).

(2) Ukdzeme, ze pro nulovou mnozinu N C R™ je A"(f(N)) = 0. Protoze N
je nulovd, ke kazdému e > 0 existuji oteviené kvadry I; takova, ze N C |J, I; a
> ; A"(1;) < e. Lze pfitom zafidit, aby pro vSechna i

r(1;)
rRa) -~ "7

kde r(I) (R(I)) je polomér vepsané (opsané) koule kvadru I an > 0 je konstanta
zavisejici pouze na dimenzi n (lze toho dosdhnou pulenim “piilis dlouhych”
hran). Je-li B; koule opsana kvadru I;, plati tedy \"(B;) < n~"A"(I;), a tedy

A (LiJﬂBi)) < ;A”*(ﬂ&))
L”Z:A"(Bi) < (i)n;v(h) < <§>n€

Protoze £ muze byt libovolné malé, plati A™*(f(N)) = 0.

(3) Je-li A C R™ méfitelnd a € > 0, existuje oteviend mnozina G O A takové,
7e \"(G) < A"(A) + ¢ (vlastnost regularity Lebesgueovy miry). Podle Vitaliho
veéty existuji disjunktni koule B; C G a nulova mnozina N tak, ze G = | J; B;UN,
a tedy, s vyuzitim (1) a (2) dostaneme

A (f(N))

IN

IN

AT(f(A) < AT((G) <A™ (U f(Bi) Uf(N)>
< ) L'AY(B;) = L"AY(G) < L"A\"(A) + L',
a limitni pfechod ¢ — 0 déva zadany odhad. (]

Definice 17.2 Normu regularniho linedrniho zobrazeni L : R” — R"™ definu-
jeme jako
I := sup{{| Lul| : [luf <1}

Pozn.: Plati:
(L) [lull < [ Lull < L[ {[ull, ue€R", (7)
kde 0(L) := inf{||Lul| : ||u] = 1}.

Tvrzeni 17.3 Jsou-li L, M dvé reguldrni linedrni zobrazeni a v > 0 takové, Ze
| Lu|| < ~||Mul|, v € R™, pak

|det L] < ~|det M|.
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Dukaz: Nejprve tvrzeni dokdzeme pro piipad M = Id. Je-li | Lul|l < |,
u € R™, a B C R™ koule se stfedem v poc¢atku, pak L(B) C vB, coz implikuje

|det LIA"(B) = A"(L(B)) < A"(vB) =" A"(B),

a tedy |det L| <™.

Pro obecnd L, M pak z predpokladu || Lu|| < || Mul||, u € R™, plyne ||LM ~1v]|| <
vl[vl], v € R™ (klademe v = Mu), a tedy |det(LM~1)| < 4™, z éehoz plyne
|det L| < ~™|det M]. O

Véta 17.4 (Véta o substituci) Bud'te U C R" oteviend, g : U — R" difeo-
morfismus (C') a A C U lebesqueovsky méritelnd. Pak

[ 17gt@)]dz = (g )
A

Pozn.: Toto je specidlni pifpad Véty 9.6 s funkei f = x4(a). Obecny piipad
se dokdze standardnim postupem (postupné pro jednoduché méfitelné funkee,
nezéporné méfitelné a nakonec integrovatelné funkce).

Diikaz: Necht je ddno € > 0. Ke kazdému = € U existuje r, > 0 takové, ze
pro vsechna y € B(x,r,) plati

1Dg(y) — Dg(z)|| < el Dg(x)(y — 2)| (8)

lg(y) = g(x) = Dyg(x)(y — z)|| <el|Dg(z)(y — z)| (9)

(vyuzivdme definice a spojitosti diferencidlu a (7)). Existuje spoc¢etnd mnozina
S ={x1,29,...} C U takova, ze U = |J, B(x;,7,) (staci si uvédomit, ze existuji
kompaktni mnoziny K; /U a kazdou K; lze pokryt konecné mnoha koulemi).
Oznatme B; := B(z;,ry,) a L; := Dg(x;), i = 1,2,.... Z vlastnosti (9) plyne

(1 —¢)||Liu| < ||Dg(x)u|l < (1 +e¢)||Liu|, =€ B;, ueR". (10)

Je snadno vidét, ze existuje méfitelny rozklad A = J; ; Eij takovy, ze E;; C B,
diam E;; < j~tar, > ;71 o € E;j, i,j € N. Pro libovolné dva body z,y € E;;
pak plati

lg(y) — 9(@)ll < [1Dg(2)(y — )l + €| Dg(x)(y — 2)|| < (1 +&)*|[ Li(y — )|

lg(y) = 9(2)| = [|Dg(2)(y — 2)|| = el Dg(2)(y — 2)| = (1 - )| Li(y — 2)]I.

To znamend, ze zobrazeni go L, : L;(E;;) — g(E;j) je (1+¢)?-lipschitzovské, a
jeho inverze L;og~1! je (1—¢)~2-lipschitzovskd. S vyuzitim prostoty g, Véty 17.2,
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(10) a Tvrzeni 17.3 pak dostaneme

N'(g(4) = Uss | | =2ty
< W"ZA"W (i) =7 Z\detL A" (Eij)
= x5 Z/ |det Ly dz < 4™ Z/ " Jg(x)| da
= 7 [ gta))aa.
a podobné
Vo) = T SNE) 20 [ gl da

Limitnim pfechodem ¢ — 0 (tedy v — 1) dostaneme dokazovanou rovnost.
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