Pravdépodobnost a matematicka statistika

LS 2022/23

Michaela Prokesova






O ¢em to bude

> budeme matematicky popisovat ndhodné jevy
> vyvijet matematicky model ndhody (pravdépodobnost)

> zkoumat, jak pro pozorovana data (vysledek n&jakého nahodného
procesu) odpovédét na otazky, co nas zajimaji (statistika)

» prechod od matematického modelu k vytézeni informace z dat
pomoci limitnich vét



Co k tomu budeme potrebovat umét

» matematickou analyzu
> linearni algebru

> teorii miry



Technickosti

» poznamky k prednasce jsou na mém webu
> také v Moodle kurzu ke cviceni

» co jesté bude v Moodle kurzu

> jak je to s cviCenimi

> zapocet:

» zapocCtova pisemka streda 12.4.
» domaci zapoctova pisemka (tyden 14)

> dotazy a nejasnosti?



Pravdépodobnostni prostor (2, A, P)

Definice

Bud ©Q neprazdna mnozina a A c-algebra na mnoziné Q.
Pravdépodobnost P je mnozinova funkce P : A — [0, 1] spliujici

(i) P(A)>0,VAe A
(i) P(Q)=1
(i) jsou-li A1, Az, --- € A po dvou disjunktni, pak

P (;q A,-) _ i:;l P(AY).

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.



Priklady

v

klasicky pravdépodobnostni prostor

v

diskrétni pravdépodobnostni prostor

v

spojity pravdépodobnostni prostor

v

geometricka pravdépodobnost



Terminologie

Bud w € Q pFesné ten elementarni jev, ktery nastal.

» weEA.. nastal jev A

> Q ... jev jisty

> () ... jev nemozny

» AC B ... Aje podjev jevu B

» AN B ... nastaly oba jevy Ai B

» AU B ... nastal alespon jeden z jevi Aa B
> A<= Q\A ... jev opacny (doplikovy) k jevu A
> ANB =0 ... jevy vzajemné neslucitelné



Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti

Véta
Bud (€, .4, P) pravdépodobnostni prostor, A, B € A, {A,}5°; C A. Pak
plati:

(i) P() =0

(ii) P je kone€né aditivni

(iii) P(A°)=1-P(A)

(iv) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)

(v) P je monoténni, tj. AC B = P(A) < P(B)

(vi) je-li A1 C Ay C ..., pak lim P(A,) =P (U A>

n—oo i=1

(vii) je-li AL D Ay D ..., pak lim P(A,) =P ( A,-)

n—oo

(vii) BC A = P(A\B) = P(A) — P(B)



Véta - pokracovani

Bud (2, A, P) pravdépodobnostni prostor, A, B € A, {A,}5°; C A. Pak
plati:

(ix) princip inkluze a exkluze, tj.

P <U A,-) = Z P(A) = Y ) P(ANA)

1<i<j<n

+Y Y D PANANA) — ... + (-1)'P (ﬁA,).

1<i<j<k<n



Podminéna pravdépodobnost

Definice

Bud (£, A, P) pravdépodobnostni prostor a A, B € A splaujici P(B) > 0.
Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky (jevu) B definujeme

vztahem
P(ANB)

P(AIB) = gy

Véta
Bud (9, A, P) pravdépodobnostni prostor a B € A takové, ze P(B) > 0.
Pak zobrazeni P(:|B) : A — [0, 1] spliiuje definici pravdépodobnosti.



Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

Véta

Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a B € A takové, ze P(B) > 0.
Pro podminénou pravdépodobnost plati:

(i) P(AUC|B) =P(A|B)+P(C|B) — P(AN C|B)
(i) BCA = P(AB) =1
(i) AnB=0 = P(AB)=0
(iv) P(AIQ2) = P(A)
)

(v) pokud P({w}) > 0 pro néjaké w € Q, pak VA € A plati

P(Al{w}) € {0,1}.

POZOR! obecné P(A|BU C) # P(A|B) + P(A|C)



Véta o nasobeni pravdépodobnosti
Bud (£, A, P) pravdépodobnostni prostor, jevy Aj,...A, € A takové, ze
P(Al n---N A,,,l) > 0. Pak plati

P(AiN---NA,) =
P(A,,|A1 n---N A,,,l)P(A,,,1|A1 n---N An,2) e P(A2|A1)P(A1)



Véta o celkové pravdépodobnosti

Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor, A€ A a {B,} C A konena
nebo spocetna posloupnost vzajemné neslucitelnych jevi spliujicich
P(B,) > 0Vna P(B,) = 1. Pak plati

P(A) =) P(A|B,)P(B).



Bayesova véta

Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor, A€ A a {B,} C A konena
nebo spocetna posloupnost vzajemné neslucitelnych jeva spliujicich
P(B,) > 0Vn a P(UB,) =1. Bud navic P(A) > 0. Pak plati

_ _P(A[B)P(5)) < -
P(Bi|A) = S~ P(AIB,)P(By) pro viechna i.




Nezavislé jevy

Definice
Nahodné jevy A a B jsou nezavislé, pokud plati P(AN B) = P(A)P(B).

Véta
Jsou-li jevy A a B nezavislé, pak také jevy A a B€ jsou nezavislé. Pokud
navic P(B) > 0, pak P(A|B) = P(A).



Vzajemné nezavislé jevy

Definice

Bud {A;,/ € A} systém nahodnych jeva. Jevy nazveme vzajemné
nezavislé, pokud pro kazdé n € N a kazdou n-prvkovou mnozinu | C A

. P <ﬂ A,-) =[P4

i€l iel



Véta

Bud C ={Bi, Bs, ... B}, k € N, systém vzajemné nezavislych jevi.
Nahradime-li libovolnou podmnozinu téchto jevi jejich dopliky,
dostaneme opét systém vzajemné nezavislych jevi.

Véta
Jsou-li jevy Ay, ... An, By,...Bm, n,m € N vzajemné nezavislé a
P(BiN---NBy) >0, pak

P(AiN---NABIN---NByp)=PA1N---NA,) =P(A1)...P(An).



Nahodna veli¢ina

Definice

Bud (9, A, P) pravdépodobnostni prostor a (Q',.A4") méfitelny prostor.
Kazdé méFitelné zobrazeni X : Q — Q' nazveme nahodny element z Q’.

Definice

Bud (9, A, P) pravdépodobnostni prostor. Méfitelné zobrazeni
X (2, A) = (R, B) nazveme (realnou) nahodnou velicinou.



o-algebra indukovana nahodnou veli¢inou

Znaceni
Bud A € B. Misto {w € Q: X(w) € A} budeme psat {X € A}.

Definice

Bud X nahodna veli¢ina. Mnozinovy systém
(X"1(B),B € B}

nazveme o-algebrou nahodnych jevii generovanych ndhodnou veli¢inou X
nebo o-algebrou indukovanou nahodnou velicinou X, a zna&ime ji o(X).



Rozdéleni nahodné veliciny

Definice
Rozdélenim nahodné veliciny X : (Q2,.4) — (R, B) nazveme indukovanou
pravdépodobnostni miru Px na (R, B) definovanou jako

Px(B) =P({w e Q: X(w) € B}), BeB.

Definice (TMI)

Bud (M, A, i) prostor s mirou, g : (M, A) — (N, F) méfitelné
zobrazeni. Pak mnozinova funkce

pg ' B— u(g (B)), BeF,

je mira na (N, F) a nazyvame ji obrazem miry u pfi zobrazeni g.



Véta o prenosu integrace

Véta o prenosu integrace (TMI)

Bud (M, A, i) prostor s mirou, g : (M, A) — (N, F) méfitelné zobrazeni
a v = pug~! obraz miry ;1 v zobrazeni g. Bud h: (N,F) — (R, B)
méfitelna funkce. Pak plati

/ hy) duly) = / h(g(x)) du(x)
N M

kdykoli ma jedna strana smysl.

Véta o prenosu integrace pro Px

Bud X nahodna veli¢ina a bud h : (R, B) — (R, B) méfitelna funkce.
Pak plati

[ HX(@) dPw) = [ hx) dPx(x).
Q R

pokud ma alespon jedna strana smysl.



Radonova-Nikodymova véta (TMI)

Bud'te u, v o-koneéné miry na (M, A) a v < p. Pak existuje pravé jedna
(az na modifikace na mnozinach p-miry 0) nezaporna méfitelna funkce f
na M takova, ze

u(A):/fdu, VA€ A
A

Rikame, ze f = g—l’: je Radonova-Nikodymova hustota v vzhledem k .
Pokud je v kone¢na, je f integrovatelna.



Hustota nahodné veliciny

Definice
Bud X nahodna veli¢ina, Px jeji rozdéleni a i o-konecna mira na (R, B)
takova, ze Px < p. Potom
dPx
f —_ —
X =4

se nazyva hustota nadhodné veliciny X vzhledem k mire p.



Jak pocitat P(X € B)

Véta
Bud X nahodna velicina, Px jeji rozdéleni a B € B. Pak plati nasledujici
rovnosti

P(X € B)=P({w € Q: X(w) € B})
— [ 16(x(@) dP) = [ 1600 dPx(x) = [ 1dPx(x) =Px(8).

Pokud je navic fx hustota X vzhledem k o-konecné mire p, pak plati i

P(X € B) = /13 ) dPx(x /13 ) (x) dpa(x) = /fo(x)du(x).



Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny

Definice
Bud X nahodna veli€¢ina. Funkci Fx : R — [0, 1] definovanou jako

Fx(x) =P(X <x), x € R,

nazveme distribuéni funkci ndhodné velic¢iny X.



Véta o vlastnostech distribu¢ni funkce

Bud Fx distribuéni funkce ndhodné veliciny X. Pak
(i) Fx je neklesajici;

(i) Fx je zprava spojit;

(iii) x—liToo Fx(x) =0, Xll_)n;o Fx(x) =1.

Véta (TMI)
Bud F : R — R funkce spliujici body (i) — (iii) z véty vyse. Pak existuje
pravé jedna kone¢na borelovska (Lebesgueova-Stieltjesova) mira p na R
spliujici

/J/((_OO7 a]) = F(a)7 Va e R.

Véta
Bud F : R — R funkce splaujici body (i) — (iii) z véty nahore. Pak

existuje pravdépodobnostni prostor (2,.4,P) a nahodna velicina
X :(Q,A) = (R, B) takova, ze F = Fx.



Definice - Lebesguetv-Stieltjesav integral (TMI)

Je-li F distribu¢ni funkci koneéné borelovské (Lebesgueovy-Stieltjesovy)
miry p na R a g € L1(u), pak piseme

[etdre0 = [ gt dut)

Tedy pro distribucni funkci Fx nahodné veli¢iny X s rozdélenim Px

[ 9 = [ ex)dPx()

a specialné plati

P(X € B /13 dPX /13 dFX , Be B.



Diskrétni nahodna velic¢ina

Definice

Nahodnou veli¢inu X nazveme diskrétni nahodnou veli¢inou, pokud
existuje (kone€na nebo spocetna) posloupnost bodii {x;}ic; C R a
posloupnost Cisel {p;}ic; C (0,1], spliujicich D, , pi = 1, takovych, Ze

Px = Z pi Ox;,
icl
kde &, znaéi Diracovu miru v bodé u.

Odpovidajici distribuéni funkce tvaru

Fx(x) =Y pilgo)(X)= > pi

iel xi<x,iel

se pak nazyva diskrétni distribucni funkce.



Absolutné spojitd nahodna velic¢ina

Definice

Nahodnou veli¢Ginu X nazveme absolutné spojitou nahodnou veli¢inou,
pokud Px < A.

Odpovidajici distribuéni funkci Fx pak nazveme absolutné spojitou
distribuéni funkci.



Kvantilova funkce

Definice
Bud Fx distribuéni funkce nahodné veliciny X. Funkce

F;l(u) =inf{x: Fx(x) > u}, we(0,1),

se nazyva kvantilova funkce ndhodné velic¢iny X.



Stredni hodnota

Definice

Stredni hodnota nadhodné veli¢iny X je Cislo

EX:/QX(w)dP(w),

pokud ma tento integral smysl.

Znaceni

Prostor viech realnych nahodnych veli¢in na (2,4, P) s kone€nou stredni
hodnotou znagime L*(Q, A,P) = L.

Definice

Median rozdéleni nahodné velic¢iny X je Cislo q: spliujici

P(X<a)>: o P(Xzq)>



Véta
Bud X nahodna veli¢ina a g : R — R mé¥itelna funkce. Pak g(X) je také
nahodna velic¢ina a plati

Eg(X) = / £(x) dPx(x) = / £(x) dFx(x),

pokud jeden z nich existuje.

Specialné pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

Eg(X)=>_glx)pi,

i€l

a pro absolutné spojitou nahodnou veli¢inu

Eg(X) = / £(x)fe(x) dx.



Véta (o vlastnostech stredni hodnoty)
Budte X, Y nahodné veli¢iny a a, b € R. Pak plati:
(i) E(a+bX)=a+bEX, proX €L,

(i) EX+Y)=EX+EY, proX,YelLl
(ii) PX20)=1 = EX >0,

(iv) X e Lt = |X|ell

(v) X <Y P-sj. = EX<EY (pokud existuji).

Definice

Rekneme, Ze néco plati P—skoro jisté (P-s.j.), pokud to plati pro véechna
we Q\N, kde N je jevs P(N)=0.



Vyssi momenty

Definice
Bud n € N. Pak

n-ty moment nahodné veli¢iny X definujeme jako E X"
n-ty absolutni moment nahodné velic¢iny X definujeme jako E | X|"

n-ty centralni moment nahodné veli¢iny X definujeme jako E (X — E X)",
existuje-li EX

n-ty absolutni centralni moment nadhodné veli¢iny X definujeme jako
E|X — EX|", existuje-li E X.

Znaceni
Je-li n-ty moment konecny, piseme X € L"(Q, A, P), resp. X € L".



Rozptyl

Definice
Rozptyl nahodné veli¢iny X je definovan jako

var X = E(X — EX)2.

Véta
Bud X nahodna veli¢ina s koneénym rozptylem a a, b € R. Pak plati

var (a + bX) = b? var X.



Cebysevova nerovnost

Bud X nahodna velicina z L' a a > 0. Pak plati

var X
2

P(IX—-EX|>a) <

Markovova nerovnost
Bud X nahodna veli¢ina z L",n € N a a > 0. Pak plati

E[X|
<

= an

P(IX| = a)




Nerovnost mezi LP normami na pstnich prostorech
Bud' X nihodna veli¢ina, 0 < a < 8 a E|X|? < co. Pak

(ExI7)" < EIX17)*

a specialné E | X| < VE X2



Priklady rozdéleni ndhodné veliciny

Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni Alt(p)

Nahodna veli¢ina X s alternativnim rozdélenim nabyva pouze hodnot 1 a
0 s pravdépodobnostmi p a 1 — p, kde p € (0,1) se nazyva parametr
alternativniho rozdéleni. Takze

Px = pd1 + (1 — p)do

Pro momenty plati

EXf=p, keN varX = p(1—p)



Binomické rozdéleni Binom(n,p)

Nahodna veli¢éina X ma binomické rozdéleni s parametry p, n, kde
p € (0,1), n € N, pokud plati

P(X = k) = (:)pk(l —p)" %, ke{01,...n}

Pro momenty plati

EX=np var X = np(1l — p)



Geometrické rozdéleni Geom(p)

Nahodna velic¢ina X ma geometrické rozdéleni s parametrem p, kde
p € (0,1), pokud plati

P(X =k)=p(1-p), keNg

Pro momenty plati




Poissonovo rozdéleni Pois(\)

Nahodna velic¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \, kde
A € (0,00), pokud plati

)\k

— — AN
PX=k)=c 5.

k € Ng

Pro momenty plati
EX=varX =2\



Rovnomérné rozdéleni R(a,b)

Nahodna velicina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b), kde
a < b eR, pokud ma hustotu

1
fx(x) = b3 1..6)(x), xeR
tj. distribuéni funkci
« 0 x<a
Fx(x) */ fx(t)dt = ¢ =2 x<b
> 1 b
Pro momenty plati
AV
EX:szra, var X = b—2a)




Exponencialni rozdéleni Exp(\)

Nahodna veli¢ina X méa exponencialni rozdéleni s parametrem )\, kde
A > 0, pokud ma hustotu

fx(X) = e M l(o’w)(x), xeR

tj. distribuéni funkci

Pro momenty plati

EX = var X =

> =



Normované normalni rozdéleni N(0,1)

Nahodna veli¢ina X ma normované normalni rozdéleni, pokud ma hustotu

—
N‘XN

x €R

Pro momenty plati

EX?+1 =0, keNp varX =1



Obecné normalni rozdéleni N(u, o2)

Nahodna veli¢ina Y ma normalni rozdéleni s parametry 11 a 02, kde
pu€Rao?>0, pokud ma hustotu

1 x=n)?
f = - 202 R
o=

Véta
Bud nahodna veli¢ina Z ~ N(0,1). Bud Y =aZ + b, kde a #0,b € R.
Pak Y ma normalni rozdéleni N(b, a2).

Dasledky

EY=pu var Y = o2

g

Fy(t):cb(t_“), teR



Rozdéleni funkce nahodné veliciny

Véta o rozdéleni funkce ndhodné veliciny

Bud X nahodna veli¢ina s distribu¢ni funkci Fx a g : R — R méfitelna
funkce. Pak Y = g(X) je nahodna veli¢ina s distribuéni funkci

Foly) = / dFx ().
{x:g(x)<y}



Véta o monoténni transformaci
Bud X nahodna velicina s distribuéni funkci Fx a bud Sx nosi¢ rozdéleni
Px (tj. P(X € Sx) = 1). Bud g : Sx — R méfFitelna funkce a polozme
Y = g(X). Pak plati:
(i) pro g ryze rostouci Fy(y) = Fx(g~*(y)), pro y € g(Sx),

(i) pro g ryze klesajici Fy(y) =1 — Fx(g~1(y)-), pro y € g(5x)-

Dasledek

Bud X absolutné spojita nahodna veli¢ina s hustotou fx a g: Sx = R
ryze monoténni funkce diferencovatelnd A-s.v. na Sx. Pak nidhodna
veli¢ina Y = g(X) ma hustotu

) = e 0) \dgdy(”] 1,50(0).

vzhledem k )\ na R.



Nahodny vektor

Definice
Bud (9, .4, P) pravdépodobnostni prostor. Méfitelné zobrazeni
X:(Q,A) — (R",B") nazveme (n-rozmérnym) nahodnym vektorem.

Definice
Rozdélenim nahodného vektoru X : (2,.4) — (R", B") nazveme
indukovanou pravdépodobnostni miru Px na (R", B") definovanou jako

Px(B) = P({w € Q: X(w) € B}), B € B

Definice
(Sdruzena) distribuéni funkce nahodného vektoru X je definovana jako

Fx(x)=P (ﬂ{X; <X,-}>, x=(x1,...%,)" €R"

i=1



Marginalni rozdéleni

Definice
Rozdéleni Py podvektoru Y = (Xj)jcs,J C {1,...,n} =1, se nazyva
marginalni rozdéleni.

Véta o marginalni distribuéni funkci

Bud X n-rozmérny nahodny vektor s distribuéni funkci Fx. Pak pro
kazdé x € R" plati

x,,llnoo F)((Xl7 SR ,X,.,) = F(Xl,...X,,,1)T(X17 “ee ,Xn_l),

kde Fx,,..x,_,)7 je distribu¢ni funkce (n — 1)-rozmérného ndhodného
vektoru (Xi,...,X,1)7.



Véta o vlastnostech sdruzené distribuéni funkce
Distribuéni funkce F x nahodného vektoru X spliuje:

(i) lim Fx(x1,...,xp) =1

xj—00,1<i<n

(i) lim Fx(x,...,x,) =0, Vje{l,...,n}
Xj——00
VX1, Xjm1, Xj1, -+ s Xn €ER

(iii) Fx je zprava spojita v kazdé proménné
(iv) pro (a, b] neprazdny interval v R" plati

n

S1F Y Fx(e) 0.

k=0 CEA,,Y/(

Znaceni

Bud (a, b] neprazdny interval v R", A, x znaéime mnozinu bodid ¢ z R”
takovych, ze ¢; € {a;, b} Vi€ {1,...,n} a |{i: ¢; = a;}| = k (tedy c se
rovna a presné v k soufadnicich).

Véta
Necht F : R" — [0, 1] spliuje body (i)—(iv) z véty vyse. Pak existuje



Definice

Nahodny vektor X méa diskrétni rozdéleni, pokud existuje (konecna nebo
spocetna) posloupnost bodil {x;}jc; C R” a posloupnost Cisel

{pj}jer C (0,1], spliujicich Zje, pj = 1, takovych, ze

PX = Z pj 5Xj.
jel

Odpovidajici distribuéni funkce F x se pak nazyva diskrétni distribucni
funkce.

Definice
Nahodny vektor X méa absolutné spojité rozdéleni, pokud existuje
nezaporna méfitelna funkce fx spliujici

Fx(X)Z/ / fx(tl,...,tn)dtn...dtl, Vx e R

Funkce fx se nazyva hustota rozdéleni X. Odpovidajici distribucni funkce
F x se pak nazyva absolutné spojita distribucni funkce.



Véta o hustoté P x vzhledem k soucinové referenéni mire

Bud P x rozdéleni n-rozmérného nahodného vektoru X.

Necht P x < 11 ® - - ® v,, (souin o-konecnych mér na R).

Pak Px. < v, Vi € {1,...,n} a existuji nezaporné méfitelné funkce
fx :R"—=[0,00), fi : R—[0,00),i € {1,...,n} takové, ze:

Px((—00,x]) = Fx(x) = /( | fx(ti, ..., tn)d(1® - -@u,)(t), VxeR"
a :
Px(B) :/fo(t)d(ul % @up)(t), VBEB.
Navic pro kazdé i € {1,..., n} plati
Fx.(x) = / £(t)dvi(t), Vx €R,

kde fi(y;) =

/ fx(Vis- s Yn)d(1®- - - QUi 1@V 1@ - -@Un) (Y1, - -+, Yie1s Yitls-- > Yn)
Rnfl

pro vi-s.v. y; € R.



Nezavislé nahodné veliciny

Definice

Bud {X;,i € I} systém nahodnych veli¢in na (Q,.4,P), kde | # 0 je
libovolna indexova mnozina. Nahodné veliciny {X;,i € I} nazveme
(vzajemné) nezavislé, pokud pro kazdou kone¢nou mnozinu J C / plati

P (ﬂ{x,- € B,-}) =[[PXieB), VB eBicJ

ied i€l

Véta o rozdéleni vektoru s nezavislymi slozkami
Bud X = (Xi,...,X,)T nadhodny vektor. Pak {X;}"_; jsou nezavislé
nahodné veliciny pravé tehdy, kdyz

PX:PX1®"'®PX,,~



Véta o distribucni funkci vektoru s nezavislymi slozkami
Bud X = (Xi,...,X,)T nadhodny vektor. Pak {X;}"_; jsou nezavislé
nahodné veliciny pravé tehdy, kdyz

Fx(x) =[] Fx(x), ¥x € R".
i=1

Véta o hustoté nahodného vektoru s nezavislymi slozkami

Bud Px rozdéleni n-rozmérného ndhodného vektoru X spliujici
Px < 11 ® -+ ® v, (souin o-koneénych mér na R) a fx jeho hustota.
Pak nahodné velic¢iny {X;}7_; jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

fx(x1, ., %) = H fx.(xi), pov1® - Qv,—sv. xcR"
i=1

dPx .
dlj:’,lE{l,...,n}.

kde fX; =



Véta

Bud {X;,i € I} systém nezavislych nahodnych veli¢cina g, : R — R, i € /,
méfitelné funkce. Pak {g;(X;),i € I} je opét systém nezavislych
nahodnych velicin.



Momenty nahodného vektoru

Znaceni
Vektor stfednich hodnot nahodného vektoru X znacime

EX=(EXy,....,EX,)T

Tvrzeni
Bud' X nahodny vektor a g : R” — R méfitelna funkce. Pak je g(X)
nahodna veli¢ina a pro Px < 11 ® - - - @ v, plati

E£() = [ yePyon = | £(x)dPx(x)
~ [ & & dor e @ )x)



Definice
Bud'te X, Y nahodné velic¢iny definované na tomtéz pravdépodobnostnim
prostoru. Pak kovariance X a Y je definovana jako

cov(X,Y)=E[(X -—EX)(Y —EY)].
Koeficient korelace je definovan jako

cov(X,Y)

cor(X,Y)= ————~—,
(X.Y) v var XvarY

pokud var X >0 avarY > 0.

Tvrzeni
Kovariance spliuje

cov(aX + b,cY +d) =accov(X,Y) Va,b,c,d € R



Véta - Holderova nerovnost
Bud'te X, Y nahodné veli¢iny na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru a
necht E | X|P < oo, E|Y]9 < o0, kde p,g > 1, %—i— % = 1. Potom

E[XY| < (E[X])7 (E|YI%)7,
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuji a, b € [0, 00) (alespon jedno

z jich nenulové) takové, ze a|X|P = b|Y'|? P-skoro jisté.

Diisledek
Specialné pro p = g = 2 dostaneme
E|XY|<VEX2EY?
takze
lcov (X, V)| < E[(X —EX)(Y —EY)]
<VEX-EX)2E(Y -EY)2=VvarXvarY

acor(X,Y)e[-1,1].



Véta
Bud'te X1, Xz nezavislé nahodné veli€iny a bud E|X;| < co,i = 1,2. Pak
E ‘X1X2| < o0 a plati EX1 X, = EX{EX>.

Véta o cov a var pro nezavislé ndhodné veliciny

Budte Xi,..., X, nezavislé nahodné veliciny a bud
E|Xi| <oo,i=1,...,n Pak

cov (Xi, X;) =0, Vi #j

a pro kazdé a € R" plati

n n
var <E a,-X,-) = E a,-2 var X;.
i=1 i=1

Definice
Nahodné veliciny X a Y definované na tomtéz pravdépodobnostnim
prostoru nazveme nekorelované, pokud plati cov (X, Y) = 0.



Disledek (ditkazu predchozi véty)

Budte Xi,..., X, nahodné veliciny a necht EX,-2 < oo, Viedl,...,

Pak plati rovnost

r <ia,-X,-> Za var X; +22 Z ajaj cov (Xi, X;).
i=1

i=1 j=i+1

pro kazdé a € R".

n}.



Varianéni matice

Definice
Varian¢ni matice ndhodného vektoru X je matice n x n s prvky

a"J:COV(XI’u)(j)? i,j=1,...,n

t].
VarX = E(X —EX)(X —EX)T

Korelacni matice ndhodného vektoru X je matice n x n s prvky

aj j = cor (X;, Xj), ihj=1,...,n.



Véta o vlastnostech varianéni matice
Bud X = (Xi,...,X,)" nahodny vektor takovy, ze
EX? <ocoVi=1,...,n. Pak

(i) VarX je symetricka a positivné semidefinitni
(ii) pro libovolna a € R™ a matici B typu m x n je

Var(a+ BX) = B VarX B

(iii) |cov (Xi, Xj)| < 4/ var X var X;

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuji a, b € R takové, ze
Xi = a+ bX; skoro jisté, nebo Xj = a+ bX; skoro jisté

(iv) jsou-li Xq,..., X, vzajemné nezavislé, pak je Var X diagonalni

(v) VarX je singularni pravé tehdy, kdyz existuji as, ... a, € R, alespon
jedno z nich nenulové, a k € R takové, ze

Z a;X; = k skoro jisté.

i=1



Véta o momentech vybérového priiméru

Budte Xi, ... X, nezavislé (a nebo jen nekorelované) nahodné veliciny a
budte

EXi=p varX;=02 Vi=1,...n, peR, ¢2>0.

Pak pro

plati



Rozdéleni transformovaného ndhodného vektoru

Véta
Bud'te X, Y nezavislé nahodné veliciny a W : R? — R méfitelné
zobrazeni. Pak nahodna velicina U = W(X, Y) ma distribuéni funkci

[ dFy (y) dFx(x)

R J{y: W(x,y)<u}

// dPy(y)dPx(x)

R J{y: W(x,y)<u}

[ dFx(x) dFy (7)

R J{x: V(x,y)<u}

// dPx(x)dPy(y), ueER,
R J{x: V(x,y)<u}

EU= [ [ Wiy)dPy () dPx().

pokud ma E U smysl.

Gu(u)



Véta o rozdéleni souctu nezavislych nahodnych velicin
Bud'te X, Y nezavislé nahodné veliciny. Pak jejich soucet U = X + Y ma
distribu¢ni funkci

Fulu) = / Fx(u— y)dFy(y) = / Fy(u— x)dFx(x), u € R.

Fy se nazyva konvoluce distribuénich funkci Fx a Fy a znacime ji
FU = FX * Fy.

Definice

Bud W : (x,y) — (x + y). Pravdépodobnostni rozdéleni (Px ® Py )W 1
se nazyva konvoluce pravdépodobnostnich rozdéleni Px a Py a znacime
_]I PU == PX * Py.



Dusledek véty o rozdéleni souctu nezavislych nahodnych velicin

Bud'te X a Y nezavislé absolutné spojité nahodné veliciny. Pak nahodna
velicina U = X + Y je také absolutné spojita a jeji hustota je

fu(u) = /R fx(u—y)fy(y)dy = /Rfy(u — x)fx(x)dx, ueR.

Véta
Bud'te nahodné veliciny X a Y nezavislé a &itaci (to jest
P(X € Ng) =1=P(Y € Np)). Pak U= X+ Y je také ¢itaci a

P(U = u) :iP(X: nP(Y =u—n), ue Ng.
n=0



Véta o transformaci hustot

Bud X n-rozmérny absolutné spojity nahodny vektor s hustotou fx
vzhledem k A". Bud' Sx otevfena takova, ze P(X € Sx) =1 a

g : Sx — R" difeomorfismus. Pak rozdéleni nahodného vektoru

Y = g(X) ma vzhledem k A" hustotu

A(y) = fx(g M (y)) [Je 7 (¥)| 1g(s)(¥): ¥ € R™.

Véta o substituci (TMI)

Bud M C R" oteviend a ¢ : M — R" difeomorfismus. Bud
h: ¢(M) — R lebesgueovsky méfitelna funkce a N C ¢(M)
lebesgueovsky méritelnd mnozina. Pak

/ h(x) dx = / h6(t)) [ o(b)] dt,
N 6-1(N)

pokud mé alespon jedna strana smysl.



Véta o rozdéleni soucinu a podilu nezavislych nahodnych
veli¢in

Budte X, Y, nezavislé ndhodné veli¢iny s hustotami fx, fy vzhledem k A
na R. Pak U = XY je také absolutné spojita nahodnéa veli¢ina s hustotou

(o) = [ e (2) 20 7 0)

Pokud navic P(Y > 0) =1, pak V = é je absolutné spojita nahodna
veli¢ina s hustotou

_ /0 (v fy (x)x dx.



Mnohorozmérné normalni rozdéleni

Definice

Bud Z = (Z;,...,Z)7", r €N, kde Z; jsou vzajemné nezavislé a maji
N(0,1) rozdéleni. Bud A,x,, n € N, matice a x € R" pevny vektor.
Nahodny vektor definovany jako

X=AZ+

ma n-rozmérné normalni rozdéleni s parametry ;1 a ¥ = AAT. Znacime
Np(p, X).



Disledky definice n-rozmérného normaélniho rozdéleni:
Bud'te X a Z jako v definici.

(i)

(ii)
(iii)

(iv)

Volime-li v definici A =1, jednotkova matice a u = 0 nulovy vektor,
pak dostaneme, ze Z ma rozdéleni N,(0,1,).

Plati EX=p aVarX = %.

Pro k € N a matici By, plati, ze ndhodny vektor Y = BX ma
normalni rozdéleni Ny(Bu, BEBT).

Specialné pro vektor ¢ = (¢y, ..., ¢,) € R” ma nahodny vektor X
jednorozmérné normalni rozdéleni N(cu,cXc).

Marginalni rozdéleni X; je N(yu;,0?), kde
g".z :Z’-”- :VarX;,iI 1,...,”.

Pokud je p; = cor (X;, X;) definovana, pak ma podvektor (X;, X;)"

rozdéleni )
N, ((Hi IRRLCANY
i) \pioioj  o;



Véta o hustoté n-rozmérného normalniho rozdéleni

Bud X nahodny vektor s rozdélenim N,(u, X), kde X je regularni matice.
Pak Px < A" a
x(x) = v e*%(xf“)-rz_l(x*"), x € R".

(27)2v/det ™

Tvrzeni

Necht ma nahodny vektor (X, Y)T dvourozmérné normalni rozdélent.
Pak majii X a Y (jednorozmérné) normalni rozdéleni. Pokud je navic
cor (X, Y) =0, pak jsou X a Y nezavislé.



Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni

Definice
Budte Xi, ..., Xy, n € N nezavislé nahodné veli€iny s rozdélenim N(0, 1).

Pak nadhodna veli¢ina .
Yo=> X7
i=1

ma x2-rozdéleni o n stupnich volnosti (zna&ime x?2) s hustotou

-1

N3 <
—| n~I=

gn(y) = m ez 1(y>0), yeR

NIS



Definice
Budte X ~ N(0,1) a Y ~ x2,n € N, nezavislé ndhodné veliciny. Pak
nahodna velic¢ina

ma Studentovo t,-rozdéleni (neboli t-rozdéleni o n stupnich volnosti)
s hustotou

Specialné pro n = 1 rozdéleni s

1
hi(t)= ———, teR
= Tarey '€
° 1
T
FT(X)—;(arctan(x)—i—§>7 xeR

se nazyva Cauchyho rozdéleni.



Limitni véty

Znaceni
Budte Xi, Xa, ..., X, nahodné velic¢iny definované na tomtéz
pravdépodobnostnim prostoru. Znacime

_ 1<
x,,:;;x,-

Znaceni
Bud'te Aj, Az, ... nidhodné jevy (ze o-algebry A). Znacime

limsup A, = ﬁ GA"’ li:vnchan”: [j ﬁAk,

n—roo n=1 k=n n=1 k=n

coz jsou také jevy ze o-algebry A.



0-1 zakony

Cantelliho véta .

Budte A1, Az, ... nahodné jevy (ze o-algebry A). Pokud > P(A,) < oo,
n=1

pak

P (Iim sup An) =0.
n—oo

Borelova véta (Boreliiv 0-1 zakon)
Bud'te Aj, Ay, ... nezavislé nahodné jevy (ze o-algebry A). Pak

> P(A) <o & P (IimsupA,,) =0

n
n=1 — 00

o0

> P(A) =00 « P (IimsupA,,) =1
n=1

n—oo



Konvergence posloupnosti nahodnych velicin

Definice

Budte Yi, Ya,... nahodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (Q,.4, P). Rekneme, ze posloupnost ndhodnych velicin {Y,,}°;
konverguje v pravdépodobnosti k nahodné veli¢iné Y (zna€ime

Y, —— Y), pokud
n—-o00
lim P(]Y,—Y|>¢€)=0, Ve>O0.
n—oo

A fekneme, ze posloupnost nahodnych velic¢in {Y,}5°; konverguje skoro

jisté k nahodné velicing Y (znacime Y, —~— Y), pokud
n—oo

P({weq: lim Yo(w) = Y(w)}) =1



Tvrzeni (TMI)

Budte Yi, Ys,. .. nahodne veliGiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru. Pak Y, —> Y =Y, Py,

n—o0

Tvrzeni (TMI)

Bud 1 < p < oo a budte Y3, Y2,... a Y nahodné veli€iny na stejném
pravdépodobnostnim prostoru, patfici do LP. Pak

v, Lavoy, Py

n—oo n—oo



Véta o konvergenci v pravdépodobnosti a souctu

Budte Y1, Ya,... a Z1, Z5,... nahodné veli¢iny na stejném
pravdépodobnostnim prostoru (2, A4, P). Pak plati

Y,——0 a Z,,%O = (Yo+2Z)) ——0.
n o0

n—oo n—oo

Bud navic {a,}%2; redlnd omezens posloupnost. Pak plati

n—
P
Y —— 0 = a,Y, ——

P
0.
n—oo n—oo

Véta o spojité transformaci

Budte Y, Y2,... nahodné veli€iny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (£2,.4,P) a g : R — R funkce spojita na oteviené mnoziné Sy,
nosiéi rozdéleni nahodné veliciny Y (tj. plati P(Y € Sy) = 1). Pak

. P P
) Yo ——=VY = &(Yo) ——&(Y)

(i) Yo —25 Y = g(Y,) —— g(¥).
n—oo n—oo



Slaby zakon velkych cisel

Cebyseviiv slaby zakon velkych éisel

Budte Xi, X2, ... vzajemné nezavislé nahodné veliciny spliujici
E X2 < 00,Vn € N. Necht

. 1<
nln;o <n2 ;varX,) =0.

Potom plati
X, — EX, % 0.



Silny zakon velkych cisel

Terminologie
Rekneme, Ze posloupnost nahodnych velicin {X,}5, spliuje silny zakon
velkych cisel (zkracené SZVC), pokud plati | X, — E X, —=— 0.

n—o0

Silny zakon velkych Cisel pro nestejné rozdélené n.v.

Bud {X,}5°; posloupnost vzajemné nezavislych nahodnych velicin,
spliujicich E X2 < oo Vn € N. Necht

> var X,
Z 7 <>
n

n=1

Potom plati | X, — E X,| LN
n— oo



Kolmogorovova nerovnost
Bud'te Xi, X, ... vzajemné nezavislé nahodné veliciny, splaujici
E X2 < 0o Vn € N. Oznaéme

k

Sk=Y_ XikeN.

j=1
Pak

varS, > jvar X

5 , Ye>0, VneN.

P(max |5k—E5k|26> <
1<k<n

€ €



Silny zakon velkych Cisel pro stejné rozdélené n.v., L; verze
Bud {X,}5°, posloupnost vzajemné nezavislych, stejné rozdelenych
nahodnych velicin. Pak

Y,,S—jut pro ngjakée peR < E|X;i| < 0.
n— oo

V takovém pripadé EX; = p

Lemma
Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X plati

o o0
SP(X[=n) =) (n+1)P(n< [X]<n+1)
n=0 n=0

> P(IX| = n) 71<E|X|<ZP IX| > n).
n=0 n=0



Centralni limitni véta

Definice

Bud {Y,}5°, posloupnost nahodnych velicin na libovolnych
pravdépodobnostnich prostorech a bud Y nahodna velicina. Rekneme, ze
nahodné veliciny Y, konverguji v distribuci k ndhodné veli¢iné Y, pokud

lim Fy,(x) = Fy(x)

n

v kazdém bodé x € R, ve kterém je Fy spojita.
. d
Znacime Y, —— Y.

n—oo

Znaceni
Y, 4 N(0,1) znamena, ze Y, 4 syav~ N(0,1)
n— 00 n— o0



Lemma (charakterizace konvergence v distribuci)
Bud {Y;,}5°, posloupnost nahodnych veli€¢in. Pak

pravé tehdy, kdyz
Eh(Y,) —— Eh(Y)

n— o0

pro kazdou spojitou a omezenou funkci h: R — R.



Centralni limitni véta

Bud'te X1, X, ... vzajemné nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny,
EX;=peR, varX; =o€ (0,00), Vi e N.

Potom pro nahodné veli¢iny

plati Z, —— Z, kde Z ~ N(0, 1).
n—00



de Moivreova—Laplaceova centralni limitni véta

Bud'te {Y,,}52; nahodné veli¢iny spliujici
Y, ~ Binom(n, p), 0O<p<l

Pak
Y, — np d

Vnp(l—p) n=eo

N(0, 1).



Odpovéd na zvédavy dotaz — netfeba si pamatovat

Berryho-Esseénova nerovnost

Za predpokladti a znageni CLV a pokud X; € L3, tak pro kazdé n € N
plati
E(|X: — E(X1)P)

[Pz, — @l <08 =22

Sl



Lemma o spojité transformaci a konvergenci v distribuci
Bud {X,}5°; posloupnost nahodnych veli¢in takova, ze

X, — X

n— o0

kde X je n&jaka nahodna velicina. A bud g : R — R spojita funkce. Pak
pro nahodné veli¢iny
Y,.=g(Xs), neN

plati
Y, —2 Y
n—oo
kde Y = g(X).
Véta

Bud {X,}5°; posloupnost nahodnych veli¢in definovanych na stejném
(92, A, P). Pak
Xo—X)—F—>0 = X,—25X.

n— 00 n—oo



Cramérova—Sluckého véta
Budte {X,}5°,,{VY,}32;, X nahodné veli¢iny a necht

X,—4 X a Y,—FPiceRr
n—oo

Potom J
(Xn+Yn) — (X+0¢)

n— o0

X, .Y, —4 5 cX.
n—oo



Mezi pravdépodobnosti a statistikou

> aneb co Ize z pozorovani realizace nahodné veliCiny zjistit o jejim
rozdéleni

» aneb jakym zpiisobem pozorovat ndhodné veliciny

> a co s tim maji spole¢ného limitni véty



Definice
Budte Xi,..., X, vzajemné nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny.
Empiricka distribuéni funkce je definovana predpisem

~ R 1 <
Fo(x,w) = - D Lixen(w) = - Y lxwe), XERweQ
k=1 k=1



Statistika

Jak odpovidat na otazky, které nas zajimaji o realné situaci ktera

zahrnuje nahodu?

Postup:
» vytvofime pravdépodobnostni model
> na zakladé pozorovani (empirickych dat):

» odhadneme parametry

> testujeme hypotézy
» posuzujeme shodu modelu



Definice

Necht n € N a Xi,..., X, jsou nezavislé a stejné rozdélené nahodné
veli¢iny (nebo vektory) s rozdélenim Px, resp. s distribu¢ni funkci F.
Pak Xi,..., X, nazveme nahodny vybér z rozdéleni Px, resp. nahodny
vybér z rozdéleni s distribucni funkei F.

Cislo n se nazyva rozsah vybéru.

Definice

Modelem pro pozorovani Xi, ..., X, rozumime pfedem stanovenou
mnozinu pravdépodobnostnich rozdéleni F, do niz nezndmé rozdéleni Py,
resp. jeho distribu¢ni funkce F, patfi.



Uloha bodového odhadu

Definice
Borelovsky méfitelné zobrazeni g : © — R nazveme parametrickou funkci.

Definice

Bodovy odhad ¢, parametrické funkce g(0), je borelovsky méritelné
zobrazeni ¢, : R" — R, jehoz predpis nezavisi na 6 (tedy ani na Py &i Fy)
a jehoz defini¢ni obor obsahuje obor hodnot (X,..., X,).

Znaceni R
Zkracené znacime odhad ¢, (X, ..., X,) symbolem 0,,.



Vlastnosti dobrého odhadu

Definice
Bodovy odhad ¢, parametrické funkce g(6) se nazyva nestranny, pokud
V0 € © plati

Eo Qon(Xla cee 7Xn) = g(g)

E ¢ znadi stfedni hodnotu poécitanou vzhledem k rozdéleni Py @ - -+ ® Py.

Definice
Posloupnost bodovych odhadti ¢, parametrické funkce g(f) se nazyva
silné konzistentni, pokud V8 € © plati

P(lim_pn(Xs,-. Xs) = &(6)) = 1

neboli kdyz ,(X1, ..., X,) konverguje ke g(6) skoro jisté.



Vlastnosti dobrého odhadu

Definice
Posloupnost bodovych odhadii ¢, parametrické funkce g(f) se nazyva
asymptoticky nestranna, pokud V0 € © plati

Eg ga,,(Xl,...,Xn)ﬁ\—>g(9), V@G@



Statistika

Definice

Statistikou nazveme libovolnou borelovsky méfitelnou funkci

T, :R" = R, jejiz definiéni obor obsahuje obor hodnot ndhodného
vybéru (X1,...,Xy).

Definice
Statistika
_ 1<
Xp==
iy
k=1
se nazyva vybérovy priimér.
A statistika
1 « -
52 — X, — i 2
n n— 1 ( k X )
k=1

se nazyva vybérovy rozptyl.



Véta o vybérovém priiméru a rozptylu

Bud Xi,..., X, ndhodny vybér z rozdéleni se stfedni hodnotou
u=EX €R a rozptylem 02 = var X < co.

Pak vybérovy priimér je nestranny a konzistentni odhad y =E X a
vybérovy rozptyl je nestranny a konzistentni odhad rozptylu o2 = var X.



Konstrukce bodovych odhadi

Znaceni
Bud Xi,..., X, nahodny vybér z rozdéleni Py. Oznaéme

m(0) =EX", reN,

r-ty moment nahodné velic¢iny X s rozdélenim Py (pokud existuje).

A oznacme
1 n
m, = EZX[, reN,
k=1
r-ty vybérovy moment spocitany z nadhodného vybéru Xy, ..., X,.
Tvrzeni

Kdyz pro nahodnou veli¢inu X s rozdélenim Py plati E |X|" < oo, pak
r-ty vyb&rovy moment m, je nestranny a silné konzistentni odhad m,(6).



Metoda momenti

Momentovy odhad @ parametru 6 najdeme jako feSeni soustavy
momentovych odhadovacich rovnic

m.(0) = my, r=1,2,...,d.

Zde d je typicky dimenze 6, a nebo kolik je potfeba, abychom mohli
soutavu vyresit.



Metoda maximalni vérohodnosti

Definice

Bud F = {Py,0 € ©} parametricky model, kde Py maji hustoty fy
vzhledem ke stejné referencni mife v.

Hustotu fy(xi, . .. x,) nahodného vybéru Xi,..., X, z Py, nahlizenou jako
funkci 6, nazveme vérohodnosti L(¢; x) (pfipadné vérohodnosti pro
pozorovani x), tj.

L(6;x) = fo(x1, .- Xn Hfbx, x=(x1,...x,) ER", 0 €0O.

1(0;x) = log(L(#;x)) se nazyva logaritmickou vérohodnosti.

Maximalné vérohodny odhad je definovan jako

©n(x) = arg max L(6; x).
e



Intervalovy odhad

Definice
Bud Py z modelu F, X = (Xi,...,X,) ndhodny vybér o rozsahu n z Py

a a € (0,1). Intervalovym odhadem parametrické funkce g(6)
o spolehlivosti (1 — a) nazveme dvojici borelovskych funkci 7, : R — R
any:R"— R, jejichz predpis nezavisi na 0, a V0 € © plati

Po(n.(X) < g(0) <nu(X)) >1-a.



Definice

Bud Py z modelu F, X = (X, ..., X,) ndhodny vybér o rozsahu n z Py
a a € (0,1). Dolnim intervalovym odhadem parametrické funkce g(6)

o spolehlivosti (1 — &) nazveme borelovskou funkci np : R” — R, jejiz
predpis nezavisi na 6 a V8 € © plati

Po(np(X) < g(0)) =21 —a.

Hornim intervalovym odhadem parametrické funkce g(6) o spolehlivosti
(1 — @) nazveme borelovskou funkci iy : R" — R, jejiz pfedpis nezavisi
na 6 a V0 € © plati

Po(g(0) < nu(X)) > 1 —a.



Definice
Bud F distribuéni funkce, spojita a ryze rostouci na F~1(0,1), a bud
B € (0,1). S-kvantilem rozdéleni s distribu¢ni funkci F nazveme hodnotu

ag = F_l(ﬁ)

Znaceni

B-kvantil normovaného normaélniho rozdéleni znacime ug

B-kvantil x?-rozdéleni o n stupnich volnosti znacime X7 , = x5 (/)
(B-kvantil Studentova t-rozdéleni o n stupnich volnosti zna¢ime

tﬂ.n = tn(ﬁ)



Intervalovy odhad v normalnim modelu

Véta

Bud X = (Xi,...,X,) nahodny vybér z modelu F = {N(u,0?), u € R},
kde 02 > 0 je znama konstanta. Pak

(oo gz or s )

je oboustranny intervalovy odhad parametru 1 o spolehlivosti (1 — «).



Véta

Bud X nihodny vektor s rozdélenim N,(0, o%L,), kde o> > 0. Bud C
ortonormalni matice rozméru n x n (tj. plati CCT = CTC =1,).
Polozme Y = CX. Pak Y ~ N,(0, 0L,).

Tedy {Y;}7_, jsou vzajemné nezavislé se stejnym rozdélenim N(0,0?).

Véta
Bud X = (Xi,...,X,) ndhodny vybér z rozdéleni N(u,0?), u € R,
o2 € R*. Pak plati:

(i) XpaS2=

1 n g N 2 PRI P4 z P s
—7 > iz1(Xi — X,)? jsou nezavislé nahodné veliciny,

. . . N _ Xi—X,)? . o
(i) n&hodna velicina 25152 =37 ( = L ms X2_; rozdélen,

(iii) nahodna veli¢ina T, = Xo— “4—\/n ma Studentovo t,_1 rozdéleni.



Véta
Bud X = (Xi,...,X,) ndhodny vybér z modelu
F ={N(u,0?),u € R,0% > 0}. Pak

(i)

(X,, —ty-1(1 — a/2)j%,Xn +tp_1(1— a/2)\5/”ﬁ)

je oboustranny intervalovy odhad parametru p o spolehlivosti
(1-a).

(ii)

( (n—1)S7 (n— 1)53>
Xao1(1— 3) Xﬁ—l(%)

je oboustranny intervalovy odhad parametru o o spolehlivosti
(1-a).



Intervalovy odhad zalozeny na CLV

Definice

Bud Py z modelu F, X = (X, ..., X,) nahodny vybér o rozsahu n z Py
a a € (0,1). Intervalovym odhadem parametrické funkce g(6)

o asymptotické spolehlivosti (1 — a) nazveme dvojici borelovskych funkci
n:R" = R any:R" = R, jejichz predpis nezavisi na 0, a V0 € © plati

Jim Py (X) < £(8) < ny(X)) =1~ .

Véta

Bud X = (Xi, ..., X,) ndhodny vybér z rozdéleni, jez je prvkem modelu
F = {Pg,0 € ©}, ve kterém plati vary X; € RT. Potom intervalovym
odhadem stfedni hodnoty, tj. odhadem parametrické funkce p = Eg Xy,
o asymptotické spolehlivosti (1 — «) je interval

<X,, —ui_g 5n ,Y,,+ up_a 5n ) .




Intervalovy odhad v normalnim modelu Il

Véta

Budte X = (X1,...,X,) ndhodny vybér z N(ux,o?)

aY =(Yy,...,Yn) na ném nezavisly nahodny vybér z N(uy,a?),
kde 02 > 0 je znamé.

Pak oboustranny intervalovy odhad parametrické funkce (ux — py)
o spolehlivosti (1 — &) ma tvar

(X,,—Ym—ulaa m+n,yn—7m+U1,gU m+n>.
2 mn 2 mn



Véta

Budte X = (Xi,...,X,) ndhodny vybér z N(ux,o?)

aY =(Y1,...,Yn) naném nezavisly nahodny vybér z N(uy, o2).
Oznacme

- — 1 & —
5)2( = n_1 Z(Xk - X")zv 532’ = m Z(Yk - Ym)2°
k=1 k=1

Pak oboustranny intervalovy odhad parametrické funkce (ux — py)
o spolehlivosti (1 — o) ma tvar

N

kde

1
2

S* = (m+1nz ((n=1)S% + (m— 1)53))



Testovani hypotéz — tvod

Postup:
1. Formulace statistického modelu X = (X1,...,Xp) ~ Py, € F = {Py : 0 € ©}
2. Formulace nulové hypotézy a alternativni hypotézy ©® = ©g U ©;

princip: 6 € ©g < 0 uspokojivé
6 €©1 & 0 problematické

testuji nulovou hypotézu Hp : 0 € ©g proti alternativni hypotéze H; : § € ©4
3. Volba hladiny testu o, 0 < a < 1

Rozhodnuti
Skutecnost | nezamitdme Hop zamitame Hp
Hp plati OK chyba 1.druhu
Hi plati chyba 2.druhu OK

hladina testu o« = maximalni pst chyby I. druhu
Asymetrie mezi Hp a Hy !
4. Volba rozhodovaciho pravidla / kritického oboru testu W C R”

nahodny vybér X e W = zamitame Hp
X¢W = nezamitame Ho

5. Provedu experiment



kriticky obor W C R" je nendhodna mnozina
nadhodny je jev {X € W} = {T,(X) € C}
hladina testu je
sup Po(X € W) = sup Po(Th(X) € C) <

0€0o (SIS

Funkce
B(0) =Py(X € W), 0¢€ 0O,

se nazyva sila testu proti alternativé
Test s kritickym oborem W™, ktery spliiuje hladinu testu « a zaroven
Po(X € W*) > Po(X € V) VOeEOBy,

pro kazdy jiny test na hladiné « s kritickym oborem V/,
je stejnomérné nejsilnéjsi test Ho proti H; na hladiné a.



Jak zkonstruovat test, resp. jeho kriticky obor?

O testova statistika T,(X):

0 za platnosti nulové hypotézy Ho je rozdéleni Pr,(x) znamé
a nezavisi 0

O ale zaroven je rozdéleni Pr,(x citlivé na skute¢nou hodnotu 6

O kriticky obor C volime tak, aby:
O byla dodrzena hladina testu «

O a byly v ném zahrnuty ty hodnoty T,(X), které jsou za platnosti Ho
méné pravdépodobné, nez za platnosti Hy



Priklad - chceme porovnat priimérnou vysku chlapci a dévcat:

1. Model: X; ~ N(ux,az), Y; ~ N(uy,az) ux, by € R,0? € R*
X=(Xt,...,Xp) a¥Y =(Y1,..., Yn) vzijemné nezavislé nadhodné vybéry

2. Ho:px = py proti Hi:ux # py
3. hladina napf. & = 0.05
4. Test: najit statistiku T(X,Y) a kriticky obor C



Vime L
Xn = Ym— (px — py) mn

~Y
t _
(n—1)S3+(m—1)S2 m-+n mn—2
n+m—2
ale za platnosti Ho je pux — py = 0, takze plati
mn

T(X,Y) =

~ tmin—2
(D2 (m-1)52 \| m+n e

n+m—2

za kriticky obor volime
= (rmton (1 )]0 e (1 3). )

Test (dvouvybérovy t-test): T(X,Y) € C = zamitam Ho (ve prospéch Hi)
T(X,Y) ¢ C = nezamitam Ho



Odvozeni testu z intervalového odhadu

Intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot v normalnim modelu spliuje
— — m+n _ — m-+n
Pux,my (WX —Khy) € (X" = Ym— t17%,m+n725*\/ o Xn=Ym+ t17%,m+n—25* o >> =l-a

za platnosti Ho je ux — py = 0, takze plati

— — m-+n — — m-+n
P (X,, —Ym—ti_ o myn—2S™4/ <0< Xn—Ym+t_a m+n25*,/> =1l-«
2’ mn 2’ mn

< - a « [Mm+n
Pho <|X,,Ym|<tm+,,2 (175)5 > —1-a

mn

Pro (TOOY) € (~tmin2 (1= 5 ) stmen2 (1-5))) =1-a

Rozhodovaci pravidlo testu tedy vypada:
T(X,Y) € C = zamitame Ho,
T(X,Y) ¢ C = nezamitame Hp



Odvozeni testu z intervalového odhadu - obecné

Bud (n.(X), nu(X)) intervalovy odhad pro parametrickou funkci g(6) se
spolehlivosti (1 — «) (pFesnou nebo asymptotickou)

Pak test Ho : g(6) = g(6o) proti Hi : g(6) # g(6o)

urceny rozhodovacim pravidlem:

g(00) ¢ (n(X),nu(X)) = zamitame Ho,
g(00) € (n(X),nu(X)) = nezamitame Ho

ma hladinu « (pfesné nebo asymptoticky)



