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Kapitola 1
Uvod

Charakteristika: MCMC je tiida algoritmu umoznujici simulovat slozité stochastické systémy.

Idea: Kdyz chceme generovat z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni, tak zkonstruujeme markovsky
fetézec, jehoz staciondrni rozdéleni je pozadované rozdéleni. Simulujeme markovsky fetézec a po do-
statetné velkém poctu kroku dostaneme piiblizné vybér z daného rozdéleni, pokud jsou splnény jisté
predpoklady na fetézec, které zaruci, ze limitni rozdéleni existuje a splyva se stacionarnim.

Otazky: Kolik je dostatecné velky pocet kroku? Jak zkonstruovat takovy markovsky fetézec?

Odpovédi: Konstrukce markovského fetézce s danym stacionarnim rozdélenim neni tézka, existuje fada
Existujil MCMC algoritmy, které daji presny vybér z limitniho rozdéleni (tzv. perfektni simulace), a to
v konetném case, ktery je ovsem nahodny. Navic je to za cenu dodateénych vypoctu.

Pouziti:
e moznost generovat vybéry z komplikovaného modelu, ktery nas zajima,

e kromé toho lze MCMC metody vyuzit k vypoctu slozitych (typicky vicerozmérnych) integralu.
Dejme tomu, ze chceme numericky spocitat fx h(z)f(z) dz, kde h je néjakd funkce a f je hustota
néjakého rozdéleni na prostoru X. Vytvoiime markovsky fetézec se staciondrnim rozdélenim f
a simulujeme jeden béh X;, Xo,... tohoto fetézce. Po jistém case T mame hodnoty z rozdéleni
pfiblizného f. Dany integral pak aproximujeme pomoci % 15T;T1Y+1 h(X¢). Vyuzivdme silny zdkon
velkych ¢isel pro markovské Fetézce (X; nejsou nezdvislé, jisté predpoklady jsou nutné — ergodicita).
Vypocty takovychto integrilu se objevuji pii statistické analyze modelu (maximélni vérohodnost,
bayesovska statistika).

e Metoda simulovaného zihan{ se pouziva pro optimalizaci (hleddn{ argumentu maxima néjaké funkee).

Teoreticky zaklad: K pochopen{ simulace metodami MCMC je tfeba rozumét vlastnostem markovskych
fetézcu s diskrétnim ¢asem a obecnou mnozinou stavu (prostor X je vétsinou nespocetny). K analyze
generovanych dat jsou potfebné postupy matematické statistiky.

Historie:

e Prvni MCMC algoritmus byl vyvinut pro aplikace ve statistické fyzice — Metropolis a kol. (1953)
[23] simulovali tekutinu v rovnovéze s plynnou fdzi. Aby mohli zkoumat rovnovazny stav, simulo-
vali dynamiku systému, ktery k nému vede. Nédpad: mohu simulovat i jinou dynamiku se stejnym
rovnovaznym stavem.

Zobecnéni algoritmu — Hastings (1970) [13], tzv. Metropolis-Hastingsuv algoritmus.

e Resen{ optimalizacnich problému metodou simulovaného zihdni — Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi
(1983) [19], Cerny (1985) [3].

e Aplikace na statistické problémy poprvé az v 80. letech 20. stoleti (Gibbsuv vybérovy plén, nezdvisle
na piedchozim): Geman, Geman (1984) [8] — restaurovani digitdlnich obrazku. Gelfand, Smith
(1990) [7] — rozsifeni mimo oblast prostorové statistiky do obecné bayesovské statistiky.

e Teorie MCMC az v 90. letech: Geyer (1992) [9], Tierney (1994) [37].



e Zobecnéni pro simulovani z rozdéleni definovaného na sjednoceni prostori ruzné dimenze
— Green (1995) [11], tzv. Metropolis-Hastings-Greenuv algoritmus.

e Propp, Wilson (1996) [28] — tzv. perfektni simulace umoznuje simulovat vzorky piimo ze sta-
cionarniho rozdéleni, ne jen z jeho aproximace.

e V poslednich 25 letech nejvétsi rozmach diky lepsi vykonnosti pocitacu a sirokému mnozstvi aplikaci
v ruznych oborech.

Aplikace: vsude, kde se vyskytuji pravdépodobnostni modely, které vedou k slozitym rozdélenim (vétsinou
na prostorech velké dimenze) pfindSejicim vypocetni problémy.

(a) statistickd fyzika: modely ruznych fyzikélnich systémi, studium fazovych prechodi.
Tlustracni priklad: Isinguv model (1925) [14] — matematicky model pouzivany ve statistické me-
chanice. Uziva se jako zjednoduSeny model feromagnetismu nebo k modelovani chovani kapa-
lin a plynu. Uvazujme étvercovou koneénou miiz. Kazdému vrcholu x mfize je pfifazena hod-
nota {(z) € {—1,+1} (orientace rotace atomu). Definujme hamiltonidn H(§) = =3, _, £(2)€(y),
kde = ~ y znaci, Ze x a y jsou sousedé na miizi (uvazujeme periodické okrajové podminky).
Pravdépodobnost konfigurace £ je mg(§) = Z%e’BH ()| kde parametr 8 > 0 se nazjvé inverzni
teplota a Zg je normujici konstanta. Pro 8 = 0 mé kazd4 konfigurace stejnou pravdépodobnost,
jednd se o ndhodné piifazeni —1 a +1 vrcholum mfize. Pro f > 0 mé vétsi pravdépodobnost kon-
figurace, kde se sousedi pfitahuji. Pro 8 — oo pfevlada jeden stav. Na levém obrazku je simulace
modelu na miizi 10 x 10 pro 8 = 0, zatimco na pravém pro S = 0.5, ¢erné kolecka predstavuji
vrcholy s hodnotami +1, bilé s hodnotami —1. Pro Isingliv model v Z2 je kritickd hodnota, kdy
dochézi k tzv. fazovému prechodu, rovna 8 = G, = %1og(1 +v/2) = 0,441 (analyticky spoctena
Omnsagerem [27], 1944). Pro 8 > f. je kov magnetizovany, pro 8 < f. je neuspoiddany (vice
ruznych rovnovaznych stavi, oba spiny zastoupeny stejné). Zobecnéni: obecnéjsi graf nez miizka;
energie odpovidajici dvojici spinu (hrané grafu) muze byt obecnéjsi nez £(z)&(y); vétsi dimenze;
vnéjsi magnetické pole (v definici H).
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(b) informatika: pfiblizné uréeni{ poctu prvku velké mnoziny (¢itaci problémy), uméld inteligence,
optimalizacn{ problémy (napi. problém obchodniho cestujiciho), studium zndhodnénych algoritmu
(chovéni pro rostouci velikost problému).

Tlustraéni priklad: hard-core model — méjme graf G = (V, F), kazdému vrcholu grafu je pfifazena
hodnota 0 nebo 1. Zajimaji nas takové konfigurace, kde dva vrcholy spojené hranou nemaji hodnotu
1 zaroven. Kolik je piipustnych konfiguraci? Jaky je stfedni pocet jednic¢ek v ndhodné piipustné
konfiguraci? Pro n vrcholu je vSech moznych ptitazeni 0 a 1 celkem 2™. Pro velké n nemozné pocitat
pifmo. Napft. pro n = 64 (mifz 8 x 8) je 264 = 1,8 - 109, coz presahuje moznosti poéitaéii. Proto se
simuluje ndhodné pfipustna konfigurace metodami MCMC.

Tlustracéni priklad: ndhodna g-obarveni — kazdy vrchol grafu mé jednu z ¢ barev tak, aby sousedé
neméli stejnou. Pro rovinny graf stac¢i ¢ = 4, aby mnozina v8ech g-obarveni byla neprazdné. Kolik
je v8ech g-obarveni?

(¢) prostorova statistika: vzorky z prostorovych stochastickych modeli — bodové procesy, ndhodnd pole.



(d) aplikovand statistika: pfedevsim bayesovsky kontext — lze formulovat statistické modely, které by
jinak nebylo mozné efektivné analyzovat (pouziti v obrazové analyze, grafickych modelech nebo pfi
detekci zmény). Uplatnén{ pro statistickou inferenci pro problémy v biostatistice, genetice, epide-
miologii nebo finanéni matematice (GARCH modely).

Tlustracni priklad: dekédovani Sifrovanych vézenskych zprav dle [4]: hledd se spravna dekédovaci
funkce f: {Sifrovaci abeceda} — {normdlni abeceda}. Jazyk je modelovan jako markovsky fetézec.
Pravdépodobnosti pfechodu mezi pismeny odhadnuty pomoci ¢etnosti pies néjaky standartni text
a ulozeny v matici M. Funkce PI(f) = [], M(f(si), f(si+1)), kde s; postupné probihd symboly
zakdédované zpravy, definuje tzv. piijatelnost funkce f. Dobra dekédovaci funkce f by méla mit
vysoké hodnoty PI. f maximalizujici Pl se najde pomoci nasledujictho MCMC algoritmu:

e Zacni s néjakou pocatecni hodnotou f

e Spocti PI(f).

e Zmén f na f* tim, ze prohodis dekédovani dvou nahodné zvolenych symbolu.

e Spocti PI(f*); pokud je vétsi nez PI(f), pfijmi f*.

e Pokud je PI(f*)/PIl(f) <1, piijmi f* jen s psti PI(f*)/Pl(f), jinak zustan v f.
Funguje to. Pro¢ a dalsi podrobnosti viz dalsi kapitoly.

Literatura: Literatura o MCMC je velmi rozsdhla, zminime tedy jen nékolik zakladnich zdroju. Vyborna
je prehledové kniha [2], kde lze rovnéz nalézt odkazy na dalsi literaturu. Pro bayesovské aplikace jsou
dobré [29], [6], pro pouziti v prostorové statistice [25], [26]. [18] obsahuje pékny ivod do perfektni simulace,
[12] je dobfe citelnd kniha vysvétlujici MCMC algoritmy pro problémy na koneénych stavovych prostorech.



Kapitola 2

Simulace

Zde zminime pouze zdklady, zdjemce o podrobnosti mohou nav§tévovat prednasku prof. Antocha
Simulacéni metody.

Pii ndhodnych simulacich se vyuzivd generdtor pseudondhodnych cisel (jsou vytvorend determi-
nistickym algoritmem, ale majf{ vlastnosti jako ndhodn4 ¢isla). Budeme predpokladat, ze mame dobry ge-
nerator z rovnomeérného rozdéleni na [0, 1], mél by mit tyto vlastnosti: ndhodnost (rovnomérnost a nekore-
lovanost), dlouhd perioda, vypocetn{ efektivita, opakovatelnost (nastaveni seed), pienositelnost (na ruzné
pocitace), homogenita.

2.1 Primé metody

1. simulace ndhodnych veli¢in s diskrétnim rozdélenim: (zg,px), k= 1,2,...

(a)

(b)

obecnd metoda: interval [0, 1] rozdélime na disjunktni podintervaly

n—1 n
L =[0,p], In= (Zpk,z:pk] pron > 1.
k=1

k=1

Tedy kazdé hodnoté z;, piislusi interval I délky odpovidajici pravdépodobnosti py. Necht
U ~ R(0,1), pokud U € I, pak x, je vybér z daného rozdéleni. V praxi je podstatné, kolik
porovnani provedeme pro nalezeni takového n. Nejpfirozenéjsi je pouziti while cyklu (syntaxe
jako v R):

k <= 1; u <- runif(1); s <- pl[1];

while (s<u) { k <- k+1; s <- s+pl[k]; }; print(x[k]);

Predpokladame, ze ve vektorech p a x jsou ulozeny pravdépodobmnosti py a hodnoty zj. Pro
tuto situaci je nejvyhodnéjsi, kdyz xj jsou sefazeny od nejvétsi pravdépodobnosti k nejmensi.
Pokud veli¢ina muze nabyvat spocetné mnoha hodnot, nelze mit p a x ulozeno jako vektor. Je
mozné pravdépodobnosti pi, pocitat v kazdém kroku cyklu (¢asto se s vyhodou pouzije znalost
predchozi hodnoty pravdépodobnosti).

Priklad: simulace z Poissonova rozdéleni.

vyuziti interpretace nebo vlastnosti daného rozdéleni.

Priklady: binomické (soucet alternativnich), geometrické (¢ekdni na prvni uspéch), Poissonovo
(definice Poissonova procesu pies exponencidlni pirustky).

2. simulace ndhodnych veli¢in se spojitym rozdélenim: hustota f(z), distribuéni funkce F(z), kvanti-
lové funkce F'~1(u)

(a)

inverzn{ metoda: pokud U ~ R(0,1), pak F~Y(U) ~ F.

Diikaz: P(F~Y(U) < z) =P(U < F(x)) = F(z).

Pozn.: metoda (a) u diskrétniho rozdéleni odpovida této metodé.
Priklad: —%logU ~ Exp(\).



(b) vyuziti interpretace daného rozdéleni.
Priklady: T'(n, \) pro n € N lze simulovat jako soucet exponencialnich, 2 jako soucet druhych
mocnin nezdvislych normélnich (jednd se o I'(n/2,1/2)).

(c) transformaéni metoda: vhodnd transformace ze zndmych.
Priklad: normalni N (u, 0?) — Box, Muller: v/—2log U; cos 2mUs, /—21log Uy sin 27Us ~ N(0,1)
nezavislé, kdyz Uy, Us ~ R(0,1) jsou nezdvislé. Jde vlastné o to, ze se dvojrozmérnd hus-
tota normélnfho rozdélen{ piepise do poldrnich soufadnic. Kdyz X ~ N(0,1), tak g+ oX ~
N(u,0?). Zména polohy a méiftka je jednoducha transformace, kterd se dd vyuzit v mnoha
jinych rozdélenich.

3. simulace ndhodnych vektoru

(a) transformace: vhodnd transformace z ndhodného vektoru, ktery umime simulovat (nejcastéji
s nezavislymi slozkami).
Priklad: normélni Ny(p,¥) — nalezneme-li matici A (tzv. odmocninovd matice) takovou, ze
¥ = AAT | pak mizeme vyuzit toho, ze pokud X ~ Ny(0, 1), tak Y = p+ AX ~ Ng(p, 3).
K nalezeni odmocninové matice lze uzit Choleského rozklad (A bude dolni trojihelnikovd).
(b) vyuziti interpretace daného rozdéleni.

Priklad: Wishartovo rozdéleni (zobecnéni I'-rozdéleni) — kdyz X7, ..., X,, je vybér z Ng(u, %),
tak > i (X —pu)(X; — )T ~ Wa(n/2,571/2). Pro d = 1 se jednd o 02x2, obecné je Wi (o, )
presné I'(«a, B).

2.2 Zamitaci metoda

Uvazujme méfitelny prostor A’ se og-kone¢nou mirou p. Chceme simulovat ndhodny element z rozdéleni
dané hustotou f vzhledem k p.

Lemma 2.2.1. Simulace X ~ f je ekvivalenind simulaci (X,U) z rovnomérného rozdéleni na mnoZiné

{(z,u) : 0 <u< f(x)}.

Diikaz: Kdyz (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(z)}), pak margindlni rozdéleni X je f(x). Naopak kdyz
méme X ~ f a vygenerujeme U ~ R(0, f(X)), tak (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(z)}), protoze
[ u) = flu|2)f(x) = 1.

Y

O

Pokud neumime generovat rovnomérné z oblasti {(z,u) : 0 < u < f(x)}, tak muzeme generovat z vétsi
a omezit se jen na body, které padnou dovnitf.

Predpokladejme, ze zname hustotu f az na normujici konstantu, tj. zndme f* = c¢f a ¢ nezndme.
Méjme pomocnou hustotu g spliwujici f*(z) < Mg(x) pro vsechna z € X. Predpoklddejme, Ze zndme
konstantu M a ze z hustoty g umime jednoduse simulovat. Potom muzeme definovat nésledujici algoritmus
simulace z rozdéleni s hustotou f.

Algoritmus 2.2.2. Zamitaci metoda (rejection method):
1. generuj X ~ g,
2. generuj U ~ R(0,1) nezdvisle na X,

3. kdyz U < %ﬁ%, tak poloz Z = X, jinak se vrat na 1.



x

Pozn.: Pro omezené hustoty na omezené mnoziné lze volit g konstantni (jako na obrdzku). Potom staci
v prvnim kroku generovat z rovnomeérného rozdéleni. Tato volba ovSem muze byt velmi neefektivni.

Véta 2.2.3. Hodnota Z z algoritmu 2.2.2 predstavuje vybér z f. Pocet iteraci predchdzejicich jejimu

vygenerovani md geometrické rozdéleni s parametrem ;. To znamend, Ze ocekdvany pocet iteraci pro

M

vygenerovdni Z je <.

Diikaz: Ukdzeme, ze podminéné rozdéleni [X | U < Ajjg((XX))] m4& hustotu f:

(X —
“(X) ) IP’(U < Mg((X)) | X —x) g(x)
)

f _
Mg(X)

g (x U= P (U < £ 1 X= w) 9(z) p(dz)

) f A’j;g((‘?)g(x
@
J (@) pda)

Vyuzili jsme Bayesovu vétu. Z véty o uplné pravdépodobnosti pak dostaneme pravdépodobnost ptijeti

P(v=in0) = /2 (V< a0 1 X =) s

— [ {2t utan) =

O

Pozn.: U g rovnéz neni nutné znat normujici konstantu. Dulezitd je znalost konstanty M, kterou neni
vzdy lehké urcit! Urcuje efektivitu algoritmu (¢im bliz ¢, tim 1épe). Aby bylo mozné zamitaci metodu
pouzit, tak f/g musi byt omezené, to znamend, ze g musi mit tézs{ chvosty nez f, napi. simulace N(0,1)
pomoci Cauchyho rozdéleni (ne naopak).

Priklad: simulace ndhodného vektoru s FGM (Farlie, Gumbel, Morgenstern) rozdélenim, které je dané
hustotou f(x,y) = g1(2)g2(y)(1 + A(2G1(z) — 1)(2G2(y) — 1)), kde —1 < A < 1 a g; resp. G; jsou hustota
resp. distribuéni funkce néjakych ndhodnych velicin (i = 1,2). Plat{ f(z,y) < 2g1(x)g2(y), tedy M = 2,
¢ =1 a pravdépodobnost pfijeti je 1/2.

2.3 Smeésovaci metody

Na rozdil od zamitaci metody ted cilovou hustotu f ,aproximujeme zespodu“. V podstaté vyuzivdme
rozkladu f(z) = > p;fi(x), kde Y p; =1 a f; jsou hustoty, ze kterych umime simulovat.

Priklad: dvojné exponenciélni rozdéleni — f(x) = (f1(z)+f1(—x))/2, kde fi(x) je hustota exponencidlniho.
Priklad: studie robustnosti: X ~ N(u,0?) s psti (1 —¢€) a N(u + a,0?) nebo N(u, ko?) s psti e.

Obecné jsou smésovaci metody zalozené na vztahu f(z,y) = f(x | y)f(y). Pokud je smés Y diskrétni
dostavame predchozi vyjadieni. Vsimnéme si, Ze nepotiebujeme znit marginalni rozdéleni f(zx).
Priklad: pro t-rozdéleni s n stupni volnosti je X | Y =y ~ N(0,n/y), Y ~ x2. Pro d-rozmérné t-rozdélen{
s n stupni volnosti a matici ¥ je X | Y =y ~ Ng(u,nX/y), Y ~ x2.



2.4 Monte Carlo integrace a Importance sampling

Cilem je vycislit integral E¢h(X) = [, h(x)f(x) u(dz). Monte Carlo integrace je zaloZena na simulaci
Xi,...,X,, iid. s hustotou f a aproximaci daného integrdlu primérem h,, = L E;nzl h(X;), ktery
podle silného zdkona velkych ¢isel konverguje k Erh(X).
Vime, ze var hy, = - var h(X1) lze nestranné odhadnout pomoci
- 1 i L )2
”m—m;( (@) = hn) "

7Z centrélni limitni véty a Sluckého lemma plyne, ze pro velkd m mé hon B/ MX)

ptiblizné N (0, 1) rozdéleni.
Muzeme tak sestrojit pfiblizné intervaly spolehlivosti pro aproximaci integralu E h(X). Nasimulovany
vybér Xi,...,X,, se d& pouzit opakované pro ruzna h.

Ovsem ne vzdy je optimdln{ simulovat pfimo z f (nékdy to ani neumime). Alternativni pfistup je
tzv. importance sampling zalozeny na vztahu

Um

E(x) = [ (0@ 22 o) utao),

Pro vy¢isleni E¢h(X) se nyni pouzije aproximace

ih(xj)f(Xj), (2.1)

kde X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou g (tzv. importance hustota). Pokud suppg 2
supp f (f(z) > 0= g(z) > 0), tak (2.1) konverguje k E;h(X) podle silného zakona velkych ¢isel.

Hustota g muze byt teoreticky libovolnd, ale je vhodné, aby méla nasledujici vlastnosti:

1. jednoduse se z ni simuluje (nebo mame k dispozici vybér z g),

2. jednoduse se da spocitat g(x) pro libovolné z,

3. f h(m)g%“;))2 u(dz) < oo, coz zajist{ koneény rozptyl (2.1). D4 se ukédzat (z Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti), ze rozptyl (2.1) je minimalni (dokonce roven 0) pro g(x) o h(z)f(z), kde o< znaci
rovnost az na multiplikativni konstantu. Proto je dobré, kdyz g je blizkd ch(x)f(x).

4. Kdyz sup f/g = o0, tak velky vyznam je ddvén nékolika mélo hodnotam X, pro které je podil f/g
velky, proto neni dobré, kdyz g méd lehké chvosty (napf. norméln{ rozdéleni). Kdyz
sup f/g = M < oo, tak lze uzit zamitaci metodu pro simulaci pfimo z f.

Pokud nezndme normujici konstanty u f a g, tak lze pouzit samonormugici (selfnormalised) importance
sampling:

(2.2)

Podle silného zdkona velkych ¢éisel konverguje (2.2) k

S @) f @)9@)/g" () plda) _ (er/eoBh(X) _ g oy

[ (@)g(x)/g*(x) p(dx) cr/eq

kde ¢y = f*/f a ¢y = g*/g. Misto nestrannosti ted mame pouze asymptotickou nestrannost (2.2).

Vyhoda MCMC je, ze misto generovani nezédvislych vzorku (= realizaci X;), coz muze byt tézké,
generujeme markovsky Fetézec. Zavislosti v markovském Tetézci zpusobi véts{ rozptyl statistiky (2.1)
resp. (2.2), ovéem ten muze byt snizen vétsim poctem m vygenerovanych vzorka.



Kapitola 3

Bayesovska statistika

Existuje specidlni prednaska Bayesovské metody.

3.1 Bayesova véta

Ve statistice obvykle pracujeme s pozorovanim x, které se povazuje za realizaci ndhodného elementu X
v néjakém méritelném prostoru (X, X). Predpokladd se, ze X md rozdéleni s hustotou f(z | ) vzhle-
dem k o-konecné mife p. O funkei f(x | §) se mluvi také jako o vérohodnosti (likelihood). V klasickém
parametrickém piistupu je # € © € B(RY) vektor neznamych hodnot. Oproti tomu bayesovsky pifstup
povazuje 0 za d-rozmérny nahodny vektor s hustotou vuci néjaké o-koneéné mire v. Bayesovsky pristup
je zalozen na kombinaci historické informace o parametru 6 a pozorovanych dat. Informace o moznych
hodnotéch 6 pfed experimentem ur¢uje apriorni (prior) hustota w(6). Aposteriorni (posterior) rozdéleni
0 za podminky X = z je pak dano Bayesovou vétou

B (CI 1)) N

pokud je jmenovatel nenulovy. Pro uzit{ zamitac{ metody nebo importance samplingu znalost 7(6 | z) az
na normujici konstantu staci, tedy pro tyto metody neni nutné znat jmenovatel presné.

Pokud bychom nyni uvazovali nové nezavislé pozorovani y spojené s 6, pouzijeme 7 (6 | ) jako apriorni
hustotu pro 6 a opétnou aplikaci Bayesovy véty dostaneme nové aposteriorni rozdéleni. Neni tézké ukézat,
7e vysledek nezdvisi na potradi, v jakém pozorovani zpracovavame (viz cviceni).

Muzeme si vSimnout, Ze u 7(6) se nemusi specifikovat normujici konstanta — ve vypoétu «(6 | )
se zkrati. Pokud je jmenovatel koneény pro p-s.v. & € X, lze pouzit i nevlastn{ hustotu = (0), tj.
Jm(0)v(df) = .

Pokud neméame predstavu o apriornim rozdéleni, je obvyklou volbou neurcité apriorni rozdéleni
(m(0) je konstantni). Ne vzdy je ale mozné ho pouzit, protoze neurcité nevlastni apriorni rozdéleni muze
vést na nevlastni aposteriorni rozdéleni.

Priklad: X | 6 ~ R(0,0), 7(d) = 1,0 > 0, pak [ f(z | §)7(6)df = [ d6.
Jak vypada neurcité rozdéleni rovnéz zavisi na parametrizaci.

Ptiklad: Bud X | @ ~ Binom(6,n), () = 1,0 € (0,1). Po reparametrizaci ¢ = 6% dostanu m(¢) = ﬁ,

coz neni rovnomérné rozdéleni.

Neurcité apriorni rozdéleni, které nezavisi na parametrizaci 6, je dano tzv. Jeffreysovou hustotou

(Jeffreys’ density) ©(0) = +/det I(6), kde

1(0);; = —Eq (31%59(;3 16) 310gafg(f | 9))

je Fisherova informaé¢ni matice o 6.

V bayesovské statistice je statisticka inference zalozena na aposteriornim rozdéleni §. Jakmile ho
mame, tak nas vétsinou zajimaji jeho charakteristiky, které shrnuji informaci o rozdéleni 6, napf. apo-
steriorni strednd hodnota (posterior mean) je E[f | X = x| nebo aposteriorni rozptyl (posterior variance)
jevar[f | X = z]. K vypoctu aposteriorn{ sttedni hodnoty néjaké funkce 6 je tieba se vyporadat s (vétsinou



vicerozmérnym) integralem typu [ h(0)m (0 | z) v(df). Ten lze analyticky spocitat jen v nekterych specidlnich
pripadech, proto se musi vyuzit numerické integrace, Monte Carlo integrace, asymptotické aproximace
nebo nejéastéji MCMC metod.

3.2 Konjugovana rozdéleni

Definice 3.2.1. Rekneme, Ze P je systém hustot konjugovanych (conjugate) s f(z | 0), pokud pro kazdé
w(8) € P jem(0|x) € P pro s.v. x.

Pozn.: Ziejmé systém vSech hustot je konjugovany s libovolnym modelem pro pozorovani. Definice kon-
jugovanych rozdéleni je uzite¢na pouze pro rozumné velké t¥idy hustot.

Priklad: Ti{da normalnich rozdélen{ je konjugovand pro normdln{ pozorovani se zndmym rozptylem (viz
cvicenf).

Vyhoda konjugovanych rozdéleni spo¢iva v tom, ze pfechod od apriorniho k aposteriornimu je pouze
zména parametru bez nutnosti dalsich vypocta. Neboli aktualizace rozdéleni 6 je jednoduché. Na druhou
stranu nevyhodou je jisté omezeni na volbu apriorniho rozdéleni. Konjugované rozdéleni nemusi byt
vhodnou volbou pro dany problém. Je tieba volit kompromis mezi realitou a vypocetni zvladnutelnosti.

Popiseme moznou konstrukei systému konjugovanych hustot pro exponencidlni rodinu (exponential
family) rozdéleni, tj. rozdéleni s hustotou tvaru

d
f]0) =exp{ Y e;(0)T;(x) + A(O) + B(x) . (3.1)

j=1
Tvrzeni 3.2.1. Systém hustot
w(0) = C(aq,...,aq4,8)exp Za]c] ) + BA(0)

je konjugovany s f(x | 0) dangm (3.1).

Dikaz:

d
m(0 | x) o< f(x|0)w(f) oxx exp ch(O)Tj(ar) + A(6) p exp Zajcj + BA(H)

j=1
d

=exp 4 > (a; +Tj(@)e;(0) + (8 + 1)A(6)

j=1
]

Mnoho pouzivanych rozdéleni je exponencidlniho typu (napf. normdlni, T', binomické, Poissonovo).
Do exponencialni rodiny nepatii napi. rovhomérné nebo t-rozdéleni.

S rostouci dimenzi a komplikovanosti modelu je tézsi obdrzet konjugovana rozdéleni. Pro vicepara-
metrické modely hraje v MCMC metodéch dulezitou roli tzv. podminénd konjugovanost (conditional
conjugacy). Pro 8 = (61,...,604) polozme 0_;, = (01,...,0;—1,0;41,...,04), i = 1,...,d. O podminéné
konjugovanosti parametru ¢; mluvime, pokud =« (6; | 0_;) a w(6; | =,0_;) jsou stejného typu pro i €

,...,d}.

Priklad: Kdyz apriorni rozdéleni m4 nezdvislé slozky (w(0) = m1(61) - - - m4(64)) a marginaln{ slozky m;(6;)
jsou konjugované s f(z | 6;), pak dostdvdme podminénou konjugovanost.

Pozn.: Existuji priklady podminéné konjugovanosti, kdy slozky apriorniho rozdéleni nejsou nezavislé.
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3.3 Hierarchické modely

V hierarchickych modelech (hierarchical models) je apriorni rozdéleni specifikovédno ve vice stupnich.

Priklad: Klasicky model linedrni regrese, kde nezavisla pozorovani Yi,...,Y, maji normalni rozdéleni,
ma tvar
2 .
}/i:xilﬂl+"'+mid/6d+0'€ia 221,...,71,

kde x;1, . .., xiq jsou vysvétlujici proménné pro i-té pozorovani, 31, ..., Bg jsou regresni koeficienty, chyby
£; jsou nezavislé s normovanym normalnim rozdélenim N(0,1) a 02 > 0 je rozptyl. Maticovy zdpis je

Y ~ N, (XB,77'1,,),

kde Y = (Y1,....Y,)", 8= (B1,...,Ba)", X = (wi;) je matice typu n x d, disperze 7 =02 >0 a I, je
jednotkova matice fadu n.

V bayesovském piistupu musi byt model doplnén o apriorni rozdéleni pro parametry (3, 7). Budeme
uvazovat, ze B a T jsou apriorné nezavislé, 3 ~ Ng(bo, Bo) a 7 ~ T'(ng/2,n002/2), coz je ekvivalentn{
tomu, ze ngod/o? ~ X7210‘ Aposteriorni rozdéleni, které muzeme vyjadiit z Bayesovy véty, je kompliko-
vaného tvaru. Nelze oc¢ekavat, ze v tomto piipadé budeme mit konjugovanost. OvSem dostat podminéna
aposteriorn{ rozdélen{ nenf tak slozité (viz cviceni):

B ‘ Yy, T~ N(blaBl) a T ‘ yvﬁ ~ F(n1/27nlo’%/2)7

kde by = By (B *bo +7XTy), By' = By' +7XTX, ny =ng+nanio? = (y— XB) (y — XB) + nood.

Apriorn{ rozdéleni bylo uréeno pomoci hyperparametrii by € R%, By € R¥*4 ng € N, 02 > 0, které
se poklddaji za zndmé konstanty. Nékdy muze byt vhodné tyto parametry povazovat rovnéz za ndhodné.
Apriorni rozdéleni je pak dano ve vice krocich. Jako ptiklad budeme nyni uvazovat dvoustupiiovy model
normdln{ regrese (two-stage normal regression model). Predpokladejme, ze vektor S je specifikovén pomoci
regresniho modelu s vysvétlujicimi proménnymi Z;;, ¢ = 1,...,d, j = 1,..., da regresnimi koeficienty
Bi,..., de Cely model (viz [21]) mé potom maticovy tvar

Y | B,7 ~ No(XB,771,),
B| B~ Na(XB,Co),
T~T (T;O’ n020(2)) )
)

B ~ Nj(bo, Bo),

kde Cy € R¥*4 B, € R‘ixg, no € B, 03 > 0 jsou znamé hyperparametry. Sdruzend hustota (Y,B,B,T)
proto spliuje R o
fy,8,8,7)=fy | B,7)m(B | B)m(B)m(T),
coz bohuzel neumoziuje analyticky zvlddnout analyzu modelu. Margindlni aposteriorni rozdéleni para-
metru 8, § a 7 neni mozné analyticky vyjadrit, ale s plnymi podminénymi aposteriornimi rozdélenimi lze
pracovat:
B ‘ y7B7T ~ Nd(b7 Cl)a
2
ny nio
T|y,8,8~ F< 7 21>,
ﬁ ‘ yvﬁvT ~ NJ(thl)7
kde b = Cl(CngB:FTXTy), crl = Cgl —‘rTXT~X, ny = n+no, n1o? =nood + (y— XTB) T (y— XTP),
by = Bi(By'bo + XTCy'8) a By = (By' + XTCy ' X)~!. Vidime tedy, ze viechny parametry jsou
podminéné konjugované. Prvni dvé podminénd rozdéleni dostdvdme z toho, Ze podminéné pii 3 jsme
v situaci predchozfho modelu. Posledn{ se vypocte ze vztahu W(B | y,B,7) o< w(B | 6) (8). Vsimnéme
si, ze W(ﬁ | y,8,7) nezévisi na pozorovan{ y. To je disledkem hierarchické struktury modelu. Veskera

1nformace dand pozorovanim y se prenasi na ] prostiednictvim 5. Neboli Y a B jsou podminéné nezavislé
pri daném (.

Pozn.: Hierarchické modely maji ziidka vice nez t¥i stupné a obvykle je apriorni rozdéleni v nejvyssim
stupni neurcité.
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Kapitola 4

Priklady MCMC algoritmu

Ukézeme si nékteré MCMC algoritmy pro simulaci z cilového rozdélen{ (target distribution) 7, o kterém
predpokladdame, ze ma hustotou f vzhledem k néjaké o-konecné referenéni mife p na métitelném prostoru
(X,X). Oznacme X+ = {z : f(x) > 0}.

Nasim cilem je zkonstruovat markovsky fetézec, jehoz limitni rozdéleni bude 7. Mnozina stavi tohoto
fetézce bude obecné nespocetnd. Roli pravdépodobnosti pfechodu z markovskych fetézcu se spoc¢etnymi
stavy bude nyni hrét tzv. prechodové jdadro (transition probability kernel) P(x, A), které urcuje pravde-
podobnost pirechodu ze stavu x do stavu v mnoziné A. Predpokldadame, ze P je markovské jadro na X.

Definice 4.0.1. Meéritelné zobrazeni P : X x X — [0,1] nazveme markovskym jadrem (Markov kernel)
a (X,%), pokud

(i) pro kazdé A € X je P(-, A) nezdpornd méritelnd funkce na X,

(ii) pro kazdé x € X je P(x,-) pravdépodobnostni mira na X.
Existuje-1i limitn{ rozdélen{ fetézce, je staciondrni (invariantni), tedy spliuje
= / P(z,A)w(dz) VAe€X. (4.1)
x

Postacujici podminka (nikoli vsak nutnd) pro invarianci 7 je reverzibilita (reversibility) markovského
fetézce vzhledem k 7:
m(dx)P(z,dy) = 7(dy) P(y, d),

coz lze prepsat pomoci hustot jako

f@)p(z,y) = fy)ply,x) Vr,y € X, (4.2)

kde p(z,y) je tzv. pfechodové hustota. Je to hustota pfechodového jadra P, tj. P(z, A) = [, p(z,y) u(dy).
Podminka (4.2) je zndmé jako detailni podminka rovnovdhy (detailed balance condition). Neni tézké se
presveédcit, ze (4.1) je splnéna, kdyz (4.2) plati:

/ Pz, A) n(dx) // p(z,y) u(dy) f(z) p(dx) //f ) p(dy) p(dx)
Z/Af(y) (/Xp(yw) (dz ) (dy) = /f p(dy) = m(A).

Ke konstrukci markovského fetézce s danym staciondrnim rozdélenim proto sta¢i nalézt prechodové jadro
splnujici detailni{ podminku rovnovdhy. To je vzdy mozné (napi. Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus).
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4.1 Gibbstav vybérovy plan

Budeme predpokladat, ze prostor X ma sou¢inovy tvar H?Zl X;, nejcastéjsi pifpad je X = R?. Cilové
rozdélen{ pifslusi néjakému ndhodnému vektoru (Xy, ..., Xq).

Algoritmus 4.1.1. Gibbsiv vybérovy pldn (Gibbs sampler):

1. zvol pocdtecnt stav x(®) = (xgo), . mgo)) € X+, polozt =0,

2. simuluj x(lH_l) z podminéného rozdéleni X1 | zgt), . ,x((jt),
simulug x(2t+1) z podminéného rozdéleni X | xgtﬂ), xgt), . 71’5;),
simulugj J:SH) z podminéného rozdéleni X | J;?H), e ,x((itjll),

3. pokud t+ 1 < T, tak t zvétsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukonci algoritmus.

Pozn.: Gibbsuv vybérovy plan predpokladé, ze umime simulovat ze vSech plné podminénych rozdéleni
flx; | ;). I pro vicerozmérné problémy tak muzou byt vSechny simulace jednorozmérné. Jak jsme jiz
vidéli, pokud v bayesovskych metodach dochézi k podminéné konjugovanosti, tak z plné podminénych
rozdéleni neni tézké simulovat, zatimco sdruzené rozdéleni muze byt pomérné komplikované a je obtizné
z ného simulovat. Jedna se tedy o situaci vhodnou pro Gibbstuv vybérovy plan.

Vidy d kroki algoritmu d4 novou iteraci vektoru. Vystupem je realizace z(?), ..., z(T) markovského
fetezce X (). Piechodova hustota (pokud existuje) je rovna sou¢inu plné podminénych rozdéleni f:

d

p(x,y) = Hf(yz ‘ Y1y Yi—1,Tig1y--- 7xd)'
=1

Prislusné prechodové jadro P se nazyva Gibbsovo jddro (Gibbs kernel).

Muzeme si polozit otdzku, zda X®) konverguje pro t — oo slabé k nidhodnému vektoru X bez
ohledu na volbu pocétecniho stavu (%), Jednoduchy priklad ukazuje, ze tomu tak nemusi byt. Za jistych
piedpokladi se ale d4 dokazat, ze cilové rozdéleni je staciondrni pro markovsky Fetézec X ).

Priklad: Nechf (X7, X3) md rovnomérné rozdéleni na mnoziné A U B, kde A = A; x Ay a B = By x By
jsou obdélniky v R? s disjunktnimi projekcemi. Potom plné podminénd rozdéleni jsou rovnomérna:

R(A;) pokud zo € Ao,
X1 | To ~

R(By) pokud zs € Bs,

R(As) pokud z1 € Ay,
Xg | Ty ~

R(B3) pokud x; € By.

V zévislosti na volbé poéateéniho rozdéleni zistdva fetézec bud v A nebo B, nikdy se nedostane z A do
B ani z B do A. Je tedy rozlozitelny a limitni rozdélen{ je rovnomérné na A nebo B (podle volby z()).

Lemma 4.1.2. (Besag [1]) Necht fi(z;) > 0 pro kazdé i € {1,...,d} implikuje f(z) > 0, kde
x=(z1,...,24) a fi jsou margindly f. Potom
d
) FWilys, - ¥im1, iv1, -+, Ta)
= reXt.
f(x) Hf(

)
T xi|yl?"'ayi—laxi-‘rh"'axd)

i=1
Duikaz: 7, definice podminéného rozdéleni mame:

fW) = falys- - ya—1)f (W -, Ya—1),
f(yla .. 'ayd—hxd) = f(xd | Yi,-- 'ayd—l)f(ylv cee 7yd—1)7

a odtud o )
JWd Y1y Yd—1
f(y)_ f(xd|y17---,yd_1) f(ylv"‘vydflvxd)
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Dale
fi, o ya—1,2a) = fWa—1 | y1s- - Yd—2,%a) f(y1, - -, Ya—2, Ta),
SWis e ¥a—2,2a-1,2q) = f(a—1 | Y1, Ya—2,2a) f (Y1, - - Ya—2,Ta),

COZ znamena, ze

falyr, - sya) fWar | y1,- Y2, a)
fly) = Ffy, . Ya—2,Ta—1,Ta)-
( fxa |y, ya—1) f(@a—1 | y1, .-, Ya—2,%a) ( )

Takto postupné dostaneme pozadované tvrzeni.
O

Z lemmatu plyne, ze f(x)p(z,y) # f(y)p(y, z), tedy Gibbsuv vybérovy plén neddva reverzibilni reté-
zec. Mizeme vsak uvazovat prechodové jadro s hustotou p*(y, x) = H;izl fl@ilyr, - oy Yio1, Tig1s .- Td)
odpovidajici simulaci ,odzadu®“ — od d-té soufadnici k prvni. Potom se da ukdzat invariance f vzhledem
k P. Proto existuje-li limitni rozdéleni fetézce, je to nutné m.

Véta 4.1.3. Za predpokladi lemmatu 4.1.2 je w invariantni mira vzhledem ke Gibbsovu jddru, tedy
splnuge (4.1).

Diikaz: VyuZijeme toho, ze f(y)p*(y,x) = f(z)p(z,y) pro kazdé z,y € X, viz lemma 4.1.2. Pro A € X

je
| P ayn) = [ [ vy ptan wian) = | / p(o,9)f () p(dy) pu(de)

//f p(x,y) p(dz) p(dy) = //f w(dz) p(dy) = /f u(dy) = w(A).

O

Algoritmu 4.1.1 se také tiké systematicky (systematic) Gibbsuv vybérovy pldn, protoze slozky vektoru
se prochazeji systematicky od prvni k posledni. Modifikaci tohoto algoritmu je tzv. ndhodné prochdzeni
(random scan), kdy slozky vektoru, ze kterych simulujeme, vybirdme ndhodné (kazdou s pravdépodobnost{

1/d).

Algoritmus 4.1.4. Ndhodné prochdzeni v Gibbsové vgbérovém pldnu (random scan Gibbs sampler):

1. zvol poédtecni stav x(© = (x§°>, . ,méo)), poloZt =0,
2. vygeneruj k z rovnomeérného rozdéleni na mnoziné {1,...,d} a simuluj ac](fﬂ) z podminéného rozdélend
X | xgt),.. x,(c)l, Efll,.. a:l(i), poloZ x(tH) = xg-t) pro j # k,

3. pokud t+1 < T, tak t zvétsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukondci algoritmus.

Tento algoritmus jiz vede na reverzibilni markovsky fetézec.

4.2 Metropolistv-Hastingstuv algoritmus
Bud @Q markovské jadro na X. Necht Q(z,dy) = q(z,y)n(dy) pro ngjaké ¢ a Q(z, X*T) =1proz & X+.

Funkce ¢ se nazyva ndvrhovd hustota (proposal density).
Definujme pravdépodobnost prijeti ndvrhu (proposal acceptance probability) jako

a(z,y) = min{%»l} pro f(z)q(z,y) >0,
1 jinak.
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Algoritmus 4.2.1. Metropolisiv-Hastingstv algoritmus (Metropolis-Hastings algorithm):

1. Zwol (9 € Xt libovolné, poloz t = 0.
2. Generuj y z rozdeéleni Q(z™®,-). S pravdépodobnosti a(z®),y) je kandiddt y prijat (x(tD = y),
s pravdépodobnosti 1 — (x| y) je zamitnut (x+D = z®) ),

3. Pokudt +1 < T, tak zvétsi t o jednicku a jdi na 2., yinak ukonci algoritmus.

Pozn.: Vygenerovany fetézec skoro jisté neopusti{ XT, protoze kdyz f(y) = 0, tak a(x,y) = 0.

Algoritmus zavisi na f jen ptes podil f(y)/f(x), proto neni nutné znét normujici konstantu u hustoty
f. Podobné neni nutné znat normujici konstantu u ¢. Dalsi vyhoda Metropolisova-Hastingsova algoritmu
spoCiva v tom, ze simulujeme z rozdéleni ¢, které si volime libovolné. Na rozdil od Gibbsova vybérového
plénu tedy nemusime znét podminéné hustoty cilového rozdéleni (a umét z nich generovat). Nevyhodou
je, ze pokud ¢ je nevhodné zvoleno, muze byt pravdépodobnost prijeti ndvrhu casto mald (tudiz pocet
zamitnuti je velky a Fetézec dlouho zustdva v jednom stavu), coz snizuje efektivitu algoritmu.

Definujme

qQ\zr,y)alz,y) prox #vy,
po(x,y){ (@ y)el®:) ’
0 pror =1y

Potom po(z,y) f(x) = po(y,z)f(y), protoze a(z,y) < 1 znamend a(y,x) = 1 a naopak. Tedy po spliuje
detailni podminku rovnovéhy (4.2). Polozme

r(z)=1- /po(%y)u(dy),

pravdépodobnost, ze X*) neopusti = v jednom kroku. Potom piechodové (Metropolisovo-Hastingsovo)
jadro je
P(z,dy) = po(z,y)u(dy) + r(z)d.(dy),

kde §; je Diracova mira v bodé z, tj.

1, z€A,
{7

Véta 4.2.2. Cilové rozdéleni m s hustotou f je invariantni pro Metropolisovo-Hastingsovo jddro.

Diikaz: Pro A € X je
[ Pl ynan) = [ Pla.A)f(a) o
X
- /X /A po<x,y>u<dy>) f(z) p(dz) + /X r(2)30(A) f(z) p(de)
/ p0<x,y>f<x>u<dx>) ) + [ 1)) utao)
/X po(yyw)f(y)u(dw)> p(dy) + / r(z) f(x) p(dx)

A

(1 - () /() pldy) + /A r(@) (@) p(dz) = /A F(9) puldy) = 7(A).

Ve tieti rovnosti jsme pouzili Fubiniovu vétu a ve ¢tvrté podminku detailni rovnovahy pro pg. O

Pozn.: Alternativni dikaz véty spociva v dikazu, ze Metropolis-Hastingsovo jadro P je reverzibiln{ vzhle-
dem k 7, nebot reverzibilita vzhledem k 7 implikuje invarianci vzhledem k 7. Reverzibilita je oviem
splnéna, nebof pro spojitou ¢ast jadra P plyne reverzibilita z podminky detailni rovnovahy pro po,
a diskrétni ¢ast jadra r(x)d,(dy) je trividlné reverzibilni vzhledem k libovolnému pravdépodobnostnimu
rozdéleni (ovéite).

15



Priklady:

(a)

ndhodnd prochdzka (random walk): X = R?, q(x,y) = qo(y—=). Tedy pro dané z je ndvrh Y = 2+ 7,
kde Z ma hustotu gg. Typicka volba pro gg je hustota d-rozmérného normalniho rozdéleni nebo
rovnomérné rozdéleni na d-rozmérné kouli.

Je-li qo(z) = qo(—x), mluvime o symetrické ndhodné prochdzce (symmetric random walk)
a a(x,y) = min{f(y)/f(z),1}, tedy kandiddta s véts{ hodnotou cflové hustoty prijmeme vzdy.
Nen{ proto nutné vyéislovat ¢g. Algoritmus se symetrickou ndvrhovou funkei (¢(z,y) = ¢(y,x)) se
nékdy nazyvéd kratce Metropolisuv. Byl poprvé uvazovén v ¢lanku Metropolise a kol. [23], kde
lze rovnéz nalézt heuristicky dukaz konvergence. Piinos Hastingse ([13]) spocivd v zobecnéni na
nesymetrické navrhy, rigor6znim dikazu konvergence a zaméreni na statistické problémy.

multiplikativni ndhodnd prochdzka (multiplicative random walk): X = R, q(x,y) = iqo (log ).
Odpovida situaci, kdy navrh je Y = ze?, kde Z m4 hustotu go.

nezdvisly vybér (independent sampler): q(x,y) = qo(y) pro vSechna x € X (ndvrhova hustota
nezdvisi na souc¢asném stavu). Definujme w(x) = f(z)/qo(x), potom je a(z,y) = min{w(y)/w(x),1}.
Je-li g9 = f, je w = 1 a algoritmus dava ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f. Situace pfipomina
importance sampling, kazdému stavu je pfifazena véha (podil cilové a pomocné hustoty). Navrhy
s vétsi vahovou funkei jsou castéji prijimany. Opét je vhodné, aby vahova funkce byla omezend
(jinak fetézec muze po dlouhou dobu zustdvat ve stavech s velkou vdhou) a co nejblizsi konstantn{
jednicce. Aby se zajistila omezenost w, je dobré volit g s tézkymi chvosty (napf. mnohorozmeérné
t-rozdéleni pro X = R9).

autoregresni Tetézec (autoregressive chain): X = R% q(x,y) = qo(y — a — b(x — a)), kde a € R?
a b € R jsou pevné. Ndvrh je Y = a + b(z — a) + Z, kde Z m4 hustotu go. Jednd se o prostiednika
mezi ndhodnou prochézkou (b = 1) a nezavislym vybérem (a = b = 0). Pro 0 < b < 1 tato strategie
stahuje soucasny stav smérem k a. Volba b < 0 vede na zaporné korelace v fetézci, coz snizuje
rozptyl odhadu stfednich hodnot funkei stavi.

zamitaci vgbér (rejection sampler): Pripomenme, Ze pii simulovéni zamitaci metodou (algoritmus
2.2.2) potiebujeme, aby platilo f(z) < Mg(z) pro viechna z a néjakou konstantu M. Casto je
konstanta M tak velkd, ze pravdépodobnost pfijeti je velmi mald. Pokud neplati f(z) < Mg(z)
a pouzijeme zamitac{ metodu, dostdvame vybér z rozdéleni s hustotou ¢o(z) < min(f(z), Mg(z)).
Nyni{ muzeme uzit Metropolisuv-Hastingstuv nezdvisly vybér s go. Oznacme C = {z : f(z) <
Mg(x)}, pravdépodobnost prijeti je potom

1 pro z € C,
a(m,y)zmin{mvl} = prox ¢ C.y €C,
0 : z
(1) s vorec

Hlavni ¢ast celého algoritmu se tedy sklddd ze dvou kroku. V prvnim se generuje navrh z rozdéleni
s hustotou dmeérnou min(f(y), Mg(y)) pomoci zamitaciho vybéru a v druhém se tento ndvrh prijme
s pravdépodobnosti a(z,y).

Langeviniv algoritmus (Langevin algorithm): X = R4,

1 ly — = — 0®Vlog f(2)/2||?
q(z,y) = Wexp{_ 952 )

kde o je vhodny parametr a V oznacuje gradient. Algoritmus uzivéa informace o gradientu cilové hu-
stoty f, ndvrh neni centrovan v soucasném stavu, ale je nasmérovan tam, kde bude pravdépodobné
cilova hustota nabyvat vyssi hodnoty.

hybridni algoritmus (hybrid algorithm): kombinace Metropolisova-Hastingsova algoritmu a Gibbsova
vybérového plénu. Dejme tomu, Ze chceme simulovat ndhodny vektor (X7, X5), pfitom simulace
z X5 | X2 je jednoduchd, ale z X5 | X7 nelze piimo simulovat. Misto toho pouzijeme pro aktualizaci
druhé slozky Metropolisovo-Hastingsovo jadro se staciondrnim rozdélenim X, | X;. Tento hybridn{
algoritmus se nékdy také oznacuje jako Metropolis-within-Gibbs algorithm.
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Ruzna markovskd jadra definovana na tomtéz prostoru s timtéz stacionarnim rozdélenim 7 lze kombi-
novat pomoci sklddédni a michdn{ (nezdvislého na aktudlnim stavu) a vytvaret tak novd markovskd jadra
(a jim odpovidajici MCMC algoritmy) s timtéz staciondrnim rozdélenim 7. Podrobnéji s k tomuto tématu
vratime v dalsich kapitole.

Hlustracnd priklad: dekédovdni Sifrovangjch vézenskych zprdv, édst 2:

Méme k dispozici fetézec S = {s1,... s} znaku sifrovaci abecedy, ktery obsahuje zasifrované sdéleni. Na
prostoru X moznych dekédovacich funkef f: {gifrovaci abeceda} — {normdini abeceda} se snazime najit
tu spravnou. Pokud je velikost Sifrovaci abecedy m a normalni abecedy n > m, tak moznych f z X je
n!/(n—m)!. Tedy prostor X je velky. Pro nalezeni té spravné f zadefinujeme vhodny pravdépodobnostni
model a provedeme jeho bayesovskou analyzu.

Model: pozorovand zasifrovand zprava S (data) je kus anglického textu pirekédovany pomoci f. Anglicky
text budiz realizace markovského fetézce s hodnotami v normélni abecedé, po¢atetnim rozdélenim danym
vektorem v a matici pravdépodobnosti prechodu M. Pro M a v pouzijeme jejich odhady pomoci ¢etnosti
pres né&jaky standartni (a dost dlouhy) text a budeme je povazovat za zndmé. Desifrovaci funkce f budiz
nezndmy parametr. Vérohodnost pozorovanych dat S je pak rovna

l

L(S[f) = v(f(s1)) HM(f(Si)v f(siv1))-

i=1

Apriorni rozdéleni pro f volime rovnomérné na X. Aposteriorni rozdéleni f|S bude potom az na kon-

stantu rovno L(S|f).

V feSeni dle [4] zanedbali poc¢dteéni pravdépodobnosti v, resp. podminili data prvnim pozorovanym zna-

kem s;. Tento rozdil ma ale na vysledek dekédovéni zanedbatelny vliv. Aposteriorni rozdéleni f potom

pfesné odpovida piijatelnosti PI(f) =[], M(f(si), f(si+1))-

Pro generovani z rozdéleni daného PI( f) se pouzije Metropolisuv algoritmus symetrické ndhodné prochdzky
na X s ndvrhovym jadrem

1

Q(f, f*) = {m(m_l)(n—m+1)(n_m+2)

pro f, f* ruzné v max. dvou symbolech

0 jinak

Pravdépodobnost prijeti pak bude a(f, f*) = min{PI(f*)/PI(f),1}. Coz piesné odpovid4 algoritmu ze
strany 3. Pokud je nds zasifrovany tetézec S dostatecné dlouhy, bude aposteriorni rozdéleni dané PL(f)
silné unimodalni a koncentrované v okoli spravné desifrovaci funkce f. Generovany MCMC fetézec se
tedy po néjaké dobé ustéli v okoli tohoto modu a popsany postup nalezne spravnou desifrovaci funkcei f.
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Kapitola 5

Markovské retézce

V této kapitole zopakujeme zakladni vlastnosti markovskych fetézcu s diskrétni mnozinou stavu a poté
prejdeme k situaci s obecnou mnozinou stavi. Stavovy prostor budeme opét znaéit (X, X).

5.1 Diskrétni mnozina stavu

Predpoklddejme, Ze mnozina stavii X = S je nejvyse spocetna.

Definice 5.1.1. Méjme posloupnost ndhodnyjch veli¢in {X,,n € No} definovanijch na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, A,P) a nabjvajicich hodnot v prostoru S. Rekneme, Ze {X,,n € Ny} je markovsky
fetézec (Markov chain) s mnoZinou stavi S, jestlize plati

]P)(Xn—‘ﬂ =J | Xn=0,Xpn1=0p1..., X0 = Z.0) = ]P)(Xn+1 =J ‘ Xn = Z)

pro vSechna n € Ng, i, ip-1,...,90 € S, pro kterd P(X, = i, X1 = tn-1,...,X0 = ig) > 0. Kdyz
navic P(Xpimi1 =7 | Xnem =) = P(Xp41 =7 | Xon = ©) pro libovolné m € N, n € Ng ai,j € S, tak
mluvime o homogennim (homogeneous) Tetézci.

Uvazujme homogenni Markovuv fetézec {X,,,n € Ny} a pripomenme zdkladn{ definice a vlastnosti
z prednasky Ndahodné procesy I, které rozsitime o nékteré dalsi poznatky.
Pro koneénérozmérnd rozdéleni {X,,,n € No} plati

P(XO = i07 ey Xn - Zn) = PigPigir * " " Pip_1in> (51)

kde p; = P(Xo = j) jsou poédteéni pravdépodobnosti (initial probabilities) a p;; = P(Xp41 =7 | X, =1)
jsou pravdépodobnosti prechodu (transition probabilities).
Pravdépodobnosti pfechodu fadu n jsou

) =P(X,=j| Xo=4), ije€S.
Chapmanova-Kolmogorova rovnost mé tvar

pi =3P p ™, i e Synym e Noym < .
kesS

Stav j fetézce {X,,} je:

o trvaly (recurrent), pokud P(7;; < o00) =1, kde 7;; = min{n > 0: X,, = j | Xo = j} je doba prvniho

ndvratu do j. Ekvivalentné, kdyz plati Y7 pg-?) = 00.

o trvaly nenulovy (positive recurrent), pokud E1j; < oco.

o neperiodicky (aperiodic), pokud nejvétsi spoleény délitel prvku mnoziny {n > 0 : pé?) > 0} je
roven 1.
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(n)
o> 0.

Rikéme, ze nerozlozitelny fetézec je ergodickyj (ergodic), pokud néjaky stav j € S (a potom viechny stavy)
je trvaly nenulovy a neperiodicky.

Retézec {X,,} je nerozloZitelnyj (irreducible), kdyz pro viechna i, j € S existuje n € N tak, Ze p

V nerozlozitelném fetézci je existence trvalého nenulového stavu ekvivalentni existenci stacionarniho
rozdéleni. Pravdépodobnostni rozdéleni 7 se nazyva staciondrni rozdélent (stationary distribution), jestlize
Tj = ics m-pl(;) pro véechna j € S a n € N. Pokud existuje {n; > 0,j € S} splaujici n; =3, ¢ mpgl)
pro véechna j € S a n € N, pak se nazyva invariantni mira (invariant measure). Pokud je poc¢atecni
rozdélen{ staciondrni, tak {X,,} je striktné staciondrni proces (specidlné X,, ma rozdéleni 7 pro kazdé n).

Jsou-li v nerozlozitelném fetézci vSechny stavy trvalé nenulové a neperiodické (ergodicky fetézec), tak
staciondrni rozdéleni existuje, je jediné a splnuje

lim p(n)

ij, = Tj pro vsechnai,j € S,
n—oo

neboli je limitni (limitting). Dokonce plati

lim " [p? — 7 =0.

n—roo -
jeSs

Navic pro ergodicky fetézec plati tzv. ergodicka véta. Je-li Ex|h(X)| = >, g |h(i)|m; < oo, potom
lim h, =E h(X) P-sj.,

n— 00

kde Vh je redlnd méfitelnd funkce na S, h, = 2 3" | h(X;) a Eh(X) = > jes h()m;.
Rekneme, Ze markovsky Fetézec se staciondrnim rozdélenim 7 je reverzibilni (reversible), spliuje-li
TiDij = T;Pji, Vi, j € S.
Ergodicky Tetézec je geometricky ergodicky (geometrically ergodic), existuje-li 0 < A < 1 a funkce V
tak, ze
ST —m| S V(AT Vie S,neN. (5.2)
jes
Nejmensi A, pro néz existuje funkce V' spliujici (5.2), se znaéi A* a nazyvé se geometricky rdd konvergence
(geometric rate of convergence).

Necht existuji vlastni éisla [Ao| > [A1] > ... a vlastni levé vektory eg, €1, ... matice P = (p;;), tj.
> en(Dpi; = Awer(5).
i€s

Ziejmé Ag = 1 a ey = . Pro geometricky ergodicky fetézec jsou {\;,i € N} stejnomérné odrazené od +1
a plati A* = sup;cy [N < 1, tj. A* je druhé nejveétsi vlastni éislo v absolutni hodnoté — SLEM (second
largest eigenvalue modulus). Toto tvrzeni je dusledkem Perronovy-Frobeniovy véty, kterd udéva tvar
matice P".

Bud funkce h takovd, ze E h?(X) < co. Potom za piedpokladu geometrické ergodicity plati centralni
limitn{ véta pro ergodické praméry h,, = % S h(X):

Vi (hn = E-h(X)) 25 N(0,0%),

n—oo

kde pro limitni rozptyl plati o2 < % var, h(X).

5.2 Obecna mnozina stavu

Necht X je obecnd mnozina a o-algebra X je spocetné generovani. Podrobnosti k teorii markovskych
Fetézci s obecnym prostorem stavi lze nalézt v [24]. Dobrym zdrojem asymptotickych vysledki se
zietelem k jejich vyuziti pro MCMC jsou také prehledové ¢lanky [37, 15, 32].

Mnoho vysledkt pro diskrétni prostor stavu se dé zobecnit na situaci s obecnym prostorem stavu.
Misto pravdépodobnosti pirechodu je tfeba pouzivat markovska ptfechodova jadra. Nasledujici véta je
zobecnén{ vztahu (5.1), ve kterém jsou koneénérozmérnd rozdéleni vyjadiena pomoci pravdépodobnosti
prechodu.
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Véta 5.2.1. Bud’ ddno markovské jadro P na (X,X) a pravdépodobnostni rozdéleni o na X. Pak existuge
ndhodny proces {X,,,n € No} takovy, Ze

P(Xo € Ag,..., X, € Ay) :/ / P(yn—1,An)P(yn—2,dyn—1) - - - P(yo,dy1)o(dyo) (5.3)
Ao A

n—1
pro v§echna n € Ny, Ag,..., A, € X.
Diikaz: (ndznak) Projektivnost se ovéri polozenim A,, = X. Existence plyne z Danielovy-Kolmogorovovy

vety.
O

Definice 5.2.1. Rekneme, Ze ndhodny proces {X,} s obecnou mnoZinou stavi X je homogenni markovsky
Tetézec (homogeneous Markov chain) s prechodovym jadrem P a pocdtecnim rozdélenim o, pokud jeho
koneénérozmérnd rozdélent spliuji (5.3) pro kazdé n € Ny a pro vSechna Ay,..., A, € X.

Pro libovolnou méfitelnou funkci f na X a o-konetnou miru p na X budeme psét
Pf@) = [ 1) Plady), wP() = [ Plo.4) u(do),
X X

neboli Pf je funkce na X a uP je mira na X.

Markovsky fetézec lze ekvivalentné zavést pomoci markovské vlastnosti.

Tvrzeni 5.2.2. Necht {X,} je homogenni markovsky retézec generovany prechodovym jadrem P a h je
omezend meéritelnd funkce na X. Potom pro kazZdé n € Ny plati

Eh(Xns1) | Xn, ..., Xo] = Ph(X,,).

Pozn.: Prava strana je vlastné E[h(X,,11) | X,].

Definice 5.2.2. Polozme P°(x, A) = §,(A). Prechodové jadro n-tého Fddu (n-step transition probability
kernel) je ddno induktivné vztahem

P, 4) = [ Py A) P (wdy), meN.
X

Tvrzeni 5.2.3. (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost) Pro n,m € Nog a m < n plati

P*(x,A)= [ P" ™ (y, A) P™(z,dy).
/

Dukaz: V (5.3) staci polozit 9 = 6, 4, =X,i=0,...,n—1a A, = A. Definice P"™ a P"™ ™ se pouzije
pro prvnich m a poslednich n — m integrandu.

O

Definice 5.2.3. Pravdépodobnostni rozdéleni m na X nazveme limitni rozdéleni (limiting distribution)
markovského tetézce {X,} generovaného P, jestlize

lim P"(xz,A) =7(A) prow-sw.x € X, pro vSechna A € X.

n—oo

Pro dané pocatecni rozdéleni ¢ je P(X,, € A) = [, P"(x, A) o(dz), tedy pokud p < 7, bude platit i
lim, 00 P(X,, € A) = w(A).

Na definici staciondrniho rozdéleni jsme jiz narazili, viz (4.1).
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Definice 5.2.4. Rekneme, Ze o-konecénd mira m na X se nazjvd invariantni (invariant), jestlize m = wP,
tj.
T(A) = / Plz, A)r(dz) VA€ X.
X

Pokud je 7 pravdépodobnostni rozdélent, nazgjvd se staciondrni (stationary) rozdéleni markovského retézce
s prechodovym jadrem P.

Pokud zvolime stacionarni rozdéleni 7 jako pocateéni, pak X, je striktné stacionarni proces.

Tvrzeni 5.2.4. Je-li  limitni rozdéleni, potom je i staciondrni.

Diikaz: Pro A € X je

m(A) = 7}1—{20 P*(x,A) = nlggo P(y, A) P" (z,dy) = /P(y7A) m(dy) = 7 P(A).
X X

O

Definice 5.2.5. Markovsky tetézec generovany prechodovgm jddrem P je reverzibilni (reversible) vzhle-
dem k m, jestlize pro kazdé A, B € X plati

/P(&B)w(dx) = /P(l‘,A)ﬂ'(d{B). (5.4)
B

A

Tvrzeni 5.2.5. Je-li markovskyj retézec reverzibilni vzhledem k w, potom 7 je staciondrni rozdélend.

Diikaz: Staci polozit A = X v (5.4).
O

Definice 5.2.6. Markovsky cas 74 = min{n € N : X,, € A} se nazgvd doba pruniho ndvratu do A (first
return time on A). Oznacéme L(z, A) = P(14 < 00 | Xo = z) pravdépodobnost ndvratu do A.

Definice 5.2.7. Necht ¢ je pravdépodobnostni mira na X. Rekneme, Ze markovsky Fetézec {X,} je
p-nerozloZitelny (p-irreducible), jestlize pro kazdé x € X a A € X s p(A) > 0 je P"(x, A) > 0 pro néjaké
n € N, neboli L(x, A) > 0.

Retézec je nerozloZitelny (irreducible), je-li p-nerozloZitelny pro néjaké .

Piiklad: Retézec se spocetné mnoha stavy, ktery neni nerozlozitelny v diskrétni definici, muze byt
p-nerozlozitelny. Uvazujme ndhodnou prochazku s absorpénim stavem 0, tedy poo = 1, pii+1 =p € (0,1)
a pii—1 =1—pproie€N, p;; =0 jinak. Potom v diskrétni definici jsou stavy 1,2,... piechodné a stav
0 je nenulovy trvaly (absorpénf). Ve spojité definici je Fetézec p-nerozlozitelny pro ¢ = do.

Definice 5.2.8. Pro 0 < ¢ < 1 a markovsky tetézec s prechodovym jddrem P definujeme rezolventu
(resolvent) jako K.(z, A) = (1 —¢) > " e"P"(x, A).

Pozn.: Snadno nahlédneme, 7ze K (z,A) > 0 pravé tehdy, kdyz L(z, A) > 0, a to plati pro vSechna
e>0,xre X, AeX.

Véta 5.2.6. Necht je markovsky Fetézec {X,,} p-nerozloZitelny. Potom existuje pravdépodobnostni mira
¥ na X tak, Ze

(i) {Xn} je y-nerozlozitelny,
(ii) pro libovolnou pravdépodobnostni miru ¢’ na X plati: {X,} je ¢'-nerozloZitelny prdvé tehdy, kdyz
¢’ je absolutné spojitd k 1.
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Diikaz: Bud Ae X a¢(A) = [, K1(y, A) ¢(dy). Oznacme Ak) ={y: Zn 1 P"( A) > 11}

ad i) Proy € X takove, ze y §Z A(k) pro zadné k, je Zszl P"(y,A) < ¢ pro kazdé k € N, tedy
P"(y, A) = 0 pro kazdé n € N. Proto

b(A) = / S Pr(a, 4)2~ D) (dr) = / S P(a, 4)2- 04D o (da).

Y n=0 UA(k) n=0
k

Tedy ¥(A) > 0 implikuje existenci k takového, ze p(A(k)) > 0. Potom z p-nerozlozitelnosti (pro kazdé =
mus{ existovat m takové, ze P™(z, A(k)) >0 ) je
k
ZP"H'" x, A) /ZP" y, A) P"(x,dy) > — Z Pm(m A(k)) >
Y n= 1

pro néjaké m, a tudiz je fetézec -nerozlozitelny.

ad ii) Necht {X,,} je ¢'-nerozlozitelny. Je-li ¢’(A4) > 0, je Y77  P"(y, A) > 0 a tedy i ¢»(4) > 0 pro
kazdé y € X, tedy ¢’ < 1.
Necht {X,} je ¥-nerozloZitelny a ¢’ < 1. Je-li ¢'(A) > 0, je ¥(A) > 0 a z t-nerozlozitelnosti plyne
Ki(x,A) >0 pro kazdé x € X, tudiz {X,} je ¢'-nerozlozitelny.

O

Pozn.: Vzdy, kdyz budeme v dalsim mluvit o ¥-nerozlozitelném fetézci, mdme na mysli, ze fetézec je
p-nerozlozitelny pro néjaké ¢ a mira v je maximalni ve smyslu predchozi véty.

Pokud v nerozlozitelném fetézci existuje stacionarni rozdéleni, tak je jediné.

Véta 5.2.7. Necht m je staciondrni rozdéleni a existuje mira ¢ tak, Ze {X,} je p-nerozloZitelny.
Potom {X,} je m-nerozloZitelny a w je jediné staciondrni rozdéleni. Navic 7 je také mazimdlni mira
nerozloZitelnosti {X,}.

Diikaz: [37]
Definice 5.2.9. Markovsky retézec, ktery je y-nerozloZitelny a ve kterém existuje staciondrni rozdélent,
se nazgvd nenulovy (positive).

Pozn.: Pro obecnou definici aperiodicity viz [24], v piipadé existence stacionarniho rozdéleni 7 ndm staci
nasledujici:

Definice 5.2.10. Markovsky tetézec {X,} se staciondrni rozdélenim w je periodicky (periodic), jestlize
existuje ¢ € N, ¢ > 1 a neprdzdné disjunktni mnoZiny Ao, ..., Aq—1,Ay = Ag € X tak, Ze P(x,Aiy1) =1
pro kazdé x € A;, i €{0,...,q—1}. V opacném pripadé je {X,} neperiodicky (aperiodic).

Pozn.: Je-li markovsky fetézec m-nerozlozitelny a periodicky, pak nutné m(X\ [J{_, A;) = 0 nebot jinak
dostaneme spor s nerozlozitelnosti pro jakékoli z € ngl A;.

Definice 5.2.11. Nechf v1 a vo jsou dvé pravdépodobnostni miry na X. Definujeme jejich vzddlenost
v totdlnd variaci (total variation distance) jako

1 = vallrv = sup |v1(A) —v2(A)].
AeXx
Pozn.: Pokud existuji hustoty fi1, fo mér vy, vy vzhledem k néjaké o-konecné mife p, tak

Ion = vallrv = 5 [ 1@) = fo(o)] ).
X

Véta 5.2.8. Méjme markovsky retézec se staciondrnim rozdélenim m, ktery je w-nerozlozZitelny a nepe-
riodicky, potom
|P"*(z,:) = w(:)[lry — O prom-s.v.z € X.
n—oo
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Diikaz: [37]
Tvrzeni opravdu neplati pro vSechna x, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad: Bud X =N, P(1,{1}) =1, P(z,{1}) = &, P(z,{z +1}) = 1 — 25,z > 2. Staciondrn{ rozdélent
je ziejmeé () = §1(+) a Fetézec je m-nerozlozitelny. Ale pro xg = x > 2 je

- 1
PX,=z4+nV¥n]= H (1—,2> >0,
e J
takze ||P™(z, ) — 7(-)||lrv # 0. Tvrzeni véty 5.2.8 tedy plati jen pro z = 1, coz je ale w-skoro vsude.

Abychom neméli vyjimeéné body, pro které konvergence neplati, potfebujeme specidlni podminku na
trvalost.

Definice 5.2.12. Pro A € X polotme na =Y ., I1x, ea) pocet navstiveni mnoZiny A, tzv. cas obsazeni
(occupation time). Rekneme, Ze mnoZina A je trvald (recurrent), jestlize

U(x,A)=Ena| Xo=2a] = ZP”(:@A) =00
n=1
pro kazdé © € A. Markovsky tetézec {X,} nazveme trvaly (recurrent), je-li 1-nerozloZitelny a kazZdd A
s(A) > 0 je trvald.
Véta 5.2.9. Nenulovy markovsky retézec je trvaly.
Diikaz: [37]
Definice 5.2.13. Rekneme, Ze mnoZina A je harrisovsky trvald (Harris recurrent), kdyz
L(z,A)=PEn: X, cA| Xo=2)=1

pro kazdé x € A. Markovsky Tetézec {X,} nazveme harrisovsky trvaly (Harris reccurent), jestliZe je
Y-nerozloZitelny a kazdé A € X spliugici 1(A) > 0 je harrisovsky trvald mnoZina.

Pozn.: Lze ukéazat, ze ekvivalentné je mozné harrisovsky trvalou mnozinu definovat vlastnosti
Qz,A) =P(na =00 | Xo=x) =1

pro kazdé z € A. Odtud je vidét, ze U(z, A) = E[na | Xo = x] = o0, a tudiz je A i trvald.

Definice 5.2.14. Je-li fetézec {X,} harrisovsky trvaly, neperiodicky a nenulovy, nazjvd se ergodicky
(ergodic).

Podle tvrzeni 5.2.4 je stacionarni rozdéleni ptirozeny kandidat pro limitni rozdéleni. Pro ergodicky
fetézec je stacionarni rozdéleni limitni. Na rozdil od véty 5.2.8 mame konvergenci pro vSechna x.

Véta 5.2.10. Necht je markovsky fetézec {X,,} se staciondrnim rozdélenim w ergodicky, pak

1P (x,-) — m()|lTv e 0 pro vsechnax € X.

Diikaz: [24], Theorem 13.3.3.
Pozn.: Predpoklady jsou postacujici a nutné — viz [37].

Harissovské trvalost ndam zajisti neexistenci vyjimeénych bodu ve vété 5.2.10, je proto dobré umét ji
identifikovat. V tom muze byt ndpomocné nasledujici véta.

Definice 5.2.15. Nezdpornd funkce h je harmonickd (harmonic) pro markovské jidro P, pokud h = Ph.
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Veéta 5.2.11. Trvaly tetézec je harrisovsky trvaly, prdvé kdyz kazdd omezend harmonickd funkce pro
prechodové jadro Tetézce P je konstantni.

Diikaz: [37]

~ Uvazujme nyni méfitelnou funkci h : X — R. V praxi jsou casto vystupem MCMC prumeéry
hn = 2370 h(X;), proto nés zajimd vySetfovéni asymptotickych vlastnosti h,. Uvedeme si limitn
véty pro konvergenci prumeéra ke stfedni hodnoté Erh(X) = [ h(z)n(dx) vzhledem ke staciondrnimu
rozdéleni.

Véta 5.2.12. (silnyg zdkon velkych é&isel, ergodickd véta) Necht {X,} je ergodicky markovsky Fetézec,
potom pro libovolnou funkci h spliujict E;|h(X)| < oo platé

P ( lim h, = E,,h(X)) =1 pro libovolné poédteéni rozdélent . (5.5)
n—oo
Diikaz: [24]
Pozn.: Véta 5.2.12 plati i bez predpokladu aperiodicity. I ve vété 5.2.10 je mozno aperiodicitu vypustit —
dostaneme potom tvrzeni pro ||% S pi(g, ) — w(-)||py misto |P™(z,-) — 7(-)|7v.

Pokud bychom chtéli kontrolovat i rychlost konvergence v (5.5) (tj. chtéli bychom mit CLV), potie-
bujeme néjaky silnéjsi pojem ergodicity nez z definice 5.2.14.

Definice 5.2.16. Ergodicky retézec {X,} nazveme stejnomérné ergodicky (uniformly ergodic), pokud
[P (x, ) — w()|lrv konverguje k nule stejnomérné v x pro n — oo.

Definice 5.2.17. Rekneme, Ze ergodicky markovsky tetézec {X.} se staciondrnim rozdélenim w je
geometricky ergodicky (geometrically ergodic), existuje-li A € [0,1) a redlnd m-integrovatelnd funkce V
na X tak, Ze

| P (z,) —w()||lry < V(x)A" pro kazdéz € X, n € N. (5.6)

Infimum takovijch A se nazjvd geometricky 7dd konvergence (geometric rate of convergence) markovského
retézce.

Pozn.: Stejnomérnd ergodicita je ekvivalentni tomu, ze v definici geometrické ergodicity je V' konstantni.
Proto stejnomérnd ergodicita implikuje geometrickou ergodicitu a ta pro zménu implikuje ergodicitu
(a ano, stejnomérna ergodicita zarucuje, ze ||P™ — 7|7y jde k 0 geometricky rychle).

Pro geometricky ergodické retézce plati centralni limitni véta, kterd ndm umoziuje statistickou infe-

renci vystupti z MCMC.

Véta 5.2.13. Necht {X,,} je geometricky ergodicky markovsky vetézec. Bud E.|h(X)|?*T¢ < co pro néjaké
e >0 nebo {X,,} je reverzibilni a Exh(X)? < oo, potom

Vi (hy — B h(X)) 25 N(0,07)

n— oo

pro libovolné pocdtecni rozdélens.

Diikaz: [24]

Pozn.: Existence O’%L je zajisténa geometrickou ergodicitou, a za tohoto pfedpokladu lze vyjadrit nékolika
zpusoby. Pokud plat{ CLV pro {h(X,)}, pak

n 2
o2 = lim ~E (Z(h(xi)_w(h))> , (5.7)

n—oo N
i=1
a to pro libovolné pocéatecni rozdéleni. Rovnéz plati

o} = var, h(Xo) + 2 Z covy (h(Xo), h(X;)),

i=1
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pro silné stacionarni fetézec s pocatetnim rozdélenim rovnym staciondrnimu. Alternativné lze pséat
o2 = 1, var, h(X), kde

m=1+ 22 Corr, (h(Xo), h(X5;)),

i=1
se nazyva integrovany autokorela¢ni cas.

Pozn.: o} uréuje velikost takzvané MCMC chyby, které se dopoustime, kdyz pouzivime MCMC aproxi-
maci h,, misto E;h(X).

Ze pro CLV nestaci obyéejné ergodicita, ale je tfeba silngjsi vlastnost, ukazuje nésledujici véta.

Véta 5.2.14. Bud {X,} markovsky Fetézec s pocédtecénym rozdélenim rovngm staciondrnimu rozdélent
7w a bud r(z) = P[Xpy1 = Xu| X, = x]. Pokud

lim 7 / (h(z) — (k)%™ (2)m(dz) = oo,

n—00
X

pak neplati CLV pro {h(X,)}.

Diikaz: Spocitejme (5.7) (pokud plati CLV, tak tato limita musi existovat):

n 2 n 2
o7 = lim lg (Z(h(}g)ﬂh))) > lim L E (Z(h(XQTr(h))) I(Xo=X1=--=X,)

n—o0o N, n—o0o nN
i=1 =1

= lim S E {(n(h(Xo) —7(h)))? (r(Xo))”} = lim n/(h(ac) —m(h))?r"(x) m(dz) = oo,

n—oo N n—00
X

a tedy CLV nemuze platit. O

Pomoci této véty lze napiiklad dokéazat, ze MH-algoritmus s nezavislymi navrhy pro generovani
z Exp(1) s ndvrhy Q(x,-) ~ Exp(A\) s A > 2 nespliuje CLV pro h(X,) = X, (viz [30]).

Pozn.: Pro stejnomérnou ergodicitu staci pro platnost CLV 7(h?) < oc.

Abychom zformulovali postacujici podminky pro geometrickou a stejnomérnou ergodicitu budeme
potfebovat zavést minorizacéni podminku a malou mnozinu.

Definice 5.2.18. Rekneme, Ze p-nerozlozitelny markovsky fetézec spliiuje minorizacni podminku (mino-
rization condition) M (m,e,C,v), jestlize pro m € N, € > 0, mnoZinu C € X a pravdépodobnostni miru v
plati P™(x, A) > ev(A) pro vSechna x € C a A € X.

Definice 5.2.19. Rekneme, e C € X je mald mnoZina (small set), kdyz retézec spliuje M(m,e,C,v)
pro néejaké m € N, pravdépodobnostni miru v a € > 0.

Véta 5.2.15. Necht {X,,} je 1-nerozloZitelnsj, potom pro kazdé A € X s (A) > 0 existuje mald mnoZina
C C A tak, zZe Y(C) >0 a v(C) > 0.

Diikaz: [24]

Pozn.: Heuristicky minoriza¢ni podminka fikd, ze vSechny m-krokové prechody z C' maji e-ovy pirekryv
(komponentu miry e spolecnou).

Pozn.: Uvédomme si, ze pro spocetné X a pokud

eny = D inf P"(z,{y}) >0,
yeX

pak C je (ng, €y, v)-mald, kde v({y}) = €, infzec P™ (z,{y}). Samoziejmé pro nerozlozitelny a neperi-
odicky fetézec na koneéném prostoru mame vzdy €,, > 0 pro ng dost velké.
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Pozn.: Obdobné, pokud ma P™ hustotu vzhledem k né&jaké mife n(-) (tj. P™(x,dy) = pn, (z,v) n(dy)),
pak muzeme vzit €,, = fyex(infmec Do (2, y))n(dy).
Priklad: Uvazujme ndhodnou prochdzku na polopiimce [0, 00): Xp41 = max(Xg+Zk+1,0), k € No, kde Z,
jsou nezdvislé redlné ndhodné veliciny s distribuéni funke{ F' a X je nezavisld na {Zy}. Predpokladejme,
ze F(z) = e > 0 prongjaké z < 0. Pro A C (0,00) je P(z,A) =P(Xo+Z1 € A| Xo =2) =P(Z; € A—2x),
kde A—x ={y—=x:y € A}. Dile P(z,{0}) = P(Xo+2Z1 < 0| Xo =2) =P(Z; < —x) = F(—=z).
Potom pro kazdé = je P"(x,{0}) > €™ > 0, kde n = Lﬁj + 1. Tedy {X,.} je do-nerozlozitelny markovsky
Fetézec. Protoze P(0,{0}) = F(0) > 0, je ¥({0}) > 0. Kazdy kompakt [0,c], ¢ > 0, je mald mnoZina.
Staci zvolit m = [ﬁj + 1, pak P™(z, B) > £™dy(B) pro kazdé x € [0, ¢] a kazdou borelovskou mnozinou
B (pro 0 ¢ B plati trividlné, pro 0 € B plati diky F(z) = > 0).
Priklad: Nyni uvazujme nahodnou prochazku na piimce: X1 = Xi+Zi+1, k € Ny, kde Zj; jsou nezavislé
stejné rozdélené realné nahodné veli¢iny s distribuéni funkci F' a nezavislé na X,. Predpokladejme, ze F
mé absolutné spojitou slozku vzhledem k Lebesgueové mite A! s hustotou splitujici f(x) > § pro |z| < 3
pro n&jaké 4,3 > 0. Potom P(Z, € A) > [, f(z)da. Polozme C = {z : |z| < g} Jeei BCCazeC,
potom

P(x,B)=P(Zy € B—x)> [ f(y)dy >3\ (B), (5.8)

B—

kde A! znaéi Lebesgueovu miru. Z libovolného = mizeme dosdhnout C v nejvys n = L%J krocich

s kladnou pravdépodobnosti, tedy A\!|c je mira nerozlozitelnosti. Navic C' je mald mnozina diky (5.8),
1

splije M(1,03,C, <),

Vlastnost geometrické ergodicity zdvisi na exkurzich z centrdlni (néjaké malé) mnoziny.

Definice 5.2.20. Nechf V je méritelnd nezdpornd funkce na X. Operdtor driftu (drift operator) A pro
V' a markovsky retézec s prechodovym jddrem P je definovdan jako AV (x) = PV (x) — V(z). Hodnota
AV (x) se nazyvd drift.

Definice 5.2.21. Nechtf C' je mald mnozina. Rekneme, Ze Fetézec splivuje podminku geometrického driftu
(geometric drift condition), pokud existuje funkce V : X — [1,00) takovd, Ze
AV(z) < (A=1V(z) + blc(z), (5.9)

pro néjaké konstanty 0 < b < oo a0 < A <1.

Pozn.: Podminka (5.9) iikd, Zze mimo C se V chova jako supermartingal (EV (z) klesd), AV (x) je mimo
C zépornd. V se tedy miize obnovit jen v C' (nebot V > 1 a nemuZe tedy klesat potdd) a {X,} je proto
nucen malou mnozinu C' opakované navstévovat.

Pozn.: Pro X = R? jsou ¢asto omezené podmnoziny X malé pro P. Potom pro splnéni (5.9) staci ukazat,
. L. /s PV (z)
ze pro né&jakou V' plati lim|, o0 Yy < 1.

Véta 5.2.16. Markouvsky tetézec je geometricky ergodicky, prdvé kdyz spliuje podminku geometrického
driftu pro néjakou malou mnozinu C. Je-li V. omezend, pak je retézec stejnomérné ergodicky.

Dukaz: [24], Chapter 15 nebo pomoci couplingovych metod v [32].

Véta 5.2.17. Markovsky fetézec je stejnomérné ergodicky prdvé tehdy, kdyz X je mald mnoZina. Rdd
konvergence je mensi nebo roven (1 — )t/™,

Diikaz: [37]
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5.3 Ergodicita MCMC algoritmu

Vime, Ze pro ergodicky markovsky fetézec mame konvergenci ke stacionarnimu rozdéleni. V kapitole 4
jsme uvedli piiklady konstrukce fetézcu s predepsanym stacionarnim rozdélenim. Abychom méli zajisténu
konvergenci tohoto fetézce, potfebujeme ovéfit nerozlozitelnost a neperiodicitu. Ty se u vétsiny MCMC
algoritmu ovéff snadno. O dost hors{ je to u ovérovani geometrické (resp. stejnomérné) ergodicity, které
nam zajistuji platnost CLV pro ergodické pruméry.

Zacénémé nékterymi postacujicimi podminkami, za kterych dostaneme konvergenci k cilovému rozdéleni
v pifipadé Gibbsova vybérového planu a Metropolisova-Hastingsova algoritmu.

Chceme tedy simulovat z pravdépodobnostniho rozdéleni m na prostoru X s hustotou f vzhledem
k o-koneéné mife p a pfipomeiime, Ze zna¢ime X+ = {z € X : f(x) > 0}.

Véta 5.3.1. Predpoklddejme, Ze X+ = Hle Xiap= H?:l Wi, kde u;(X;) > 0. Potom markovsky retézec
generovany Gibbsovym vybérovym pldnem (algoritmus 4.1.1) je u-nerozloZitelny a neperiodicky.

Diikaz: Podminénd hustota f(z; | 2—;) je dobfe definovéna pro kazdé x € X' a kazdé i € {1,...,d}.
Proto prechodova hustota Gibbsova jadra P je dobie definovana a spliiuje

d

p(asy) = [ £ | 9o svimts@irts - s a) > 0
=1

pro kazdé x,y € X7T. Tudiz pifslusny markovsky fetézec je p-nerozlozitelny a neperiodicky, nebof
P(z,A) = [, p(z,y) p(dy) > 0, jakmile p(A) > 0. Protoze 7 je absolutné spojitd vuci j, je pochopi-
telné fetézec i m-nerozlozitelny. Podle véty 4.1.3 je w stacionarni rozdéleni a podle véty 5.2.8 je rovnéz
limitni.

O
Pozn.: Existuji i jiné postacujici podminky pro nerozlozitelnost Gibbsova vybérového planu. Napiiklad
Gibbstv vybérovy plan pro cilové rozdéleni definované na X+ C R?, které ma na X+ kladnou hustotu
vzhledem k Lebesgueové mife a pro které je Int(X 1) souvisld mnozina, je m-nerozlozitelny.

Véta 5.3.2. Uvazujme markouvsky tetézec {X,,} generovany Metropolisovgm-Hastingsovym algoritmem
(algoritmus 4.2.1). Oznacme P prislusné prechodové jddro Tetézce a 7 staciondrni rozdélend. Predpokld-
dejme, Ze hustota q ndvrhového jddra Q je nulovd mimo X+ x X+.

(i) Necht je ndvrhové jidro Q neperiodické nebo necht w({z : P(z,{xz}) > 0}) > 0, potom je {X,}
neperiodicky markovsky Tetézec.

(i) Pokud je jadro @ m-nerozlozitelné a q(xz,y) = 0, prdvé kdyz q(y,x) = 0, potom {X,} je -
nerozlozitelny.

Diikaz: Cést (i) je ziejma. V ¢asti (ii) podminka ¢(z,y) = 0 < q(y, ) = 0 znamend, 7e a(z,y) > 0 pro
vSechna z,y € XT. Pripomenme, ze P(x,A) = [, q(x,y)a(z,y) p(dy) pro © € A a P(x,{z}) = r(z) =
1-— fy 4z q(z,y)a(z,y) u(dy). Podobné piechodové jadro n-tého fadu mé absolutné spojitou a atomickou
¢ast (P™(x,{z}) > 0). Nynf si sta¢i uvédomit, ze @"(z, A) > 0 implikuje P"(z, A) > 0 pro libovolné
neN,z e Xt aAe X takové, ze 7(A) > 0. Pro n = 1 je to ziejmé diky tomu, ze a(z,y) > 0. Pron > 1
je tieba si rozmyslet, ze skldddni jader nic nezkazi: Q™ (xz, A) znamend, Ze s kladnou pravdépodobnosti
se ze stavu x po n navrzich dostaneme do mnoziny A, pritom pravdépodobnost, ze pfijmeme vsech n
névrhu je kladnd, proto i pravdépodobnost pirechodu fetézce z & do A je kladna.

O

Pozn.: Pokud g(z,y) > 0 pro kazdé =,y € X, potom {X,} je m-nerozlozitelny.

Priklad: Necht je m rovnomérné rozdéleni na [0, 1]% U [1,2]? a ¢ je definovana na [0, 2]? nésledovné:

proy; =x1 a0 <y <2,

1
Q((30179€2)7 (yh :Uz)) = {411

proys =z2 a0 <y <2.

Lehce se presvédéime, ze Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus je v této situaci rozlozitelny. Proto v predchozi
vété predpokldddme, ze nosi¢ hustoty g(x, ) je obsazen v nosiéi cilové hustoty.
V tomto piipadé i Gibbsuv vybérovy plin dava rozlozitelny fetézec.
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Priklad: Piikladem nerozlozitelného a neperiodického Metropolisova-Hastingsova algoritmu je symetrické
nahodné prochézka. Napf. pokud je X = R? a ¢o je kladnd véude na X, nebo pokud je XT oteviend
souvisld podmnozina R? a gy je kladna na néjakém okoli nuly, potom Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus
symetrické ndhodné prochazky dava m-nerozlozitelny a neperiodicky fetézec.
Priklad: Nezavisly Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus je w-nerozlozitelny a neperiodicky, pravé kdyz
qo(z) > 0 pro p-s.v. v € X7t

Abychom meéli zajisténu konvergenci algoritmu pro vsechna pocétecni rozdéleni, potiebujeme jesté
harrisovskou trvalost. Nastésti v nasich aplikacich se da ukézat, ze vétsina p-nerozlozitelnych Gibbsovych

vybérovych planu a vsechny @-nerozlozitelné Metropolisovy-Hastingsovy algoritmy jsou harrisovsky tr-
valé. K ovéfeni tohoto tvrzeni se vyuzivd véty 5.2.11.

Dusledek 5.3.3. Necht {X,,} je p-nerozloZitelny markovsky vetézec se staciondrnim rozdélenim w. Pokud
prechodové jadro P je

(i) Gibbsovo a P(z,-) je absolutné spojité vzhledem k m pro vSechna x € X,
(i) Metropolisovo-Hastingsovo,

potom je Tetézec harrisovsky trvaly.

Diikaz: [37]

Ke zkoumani rychlosti konvergence se v konkrétnich situacich pouziji vysledky uvedené v predchozi
podkapitole. Napiiklad Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus pro simulaci z hustot na kompaktni mnoziné
je stejnomérné ergodicky.

Tvrzeni 5.3.4. Pokud p(X%) < oo aq i f jsou omezené a odrazené od nuly na X, pak fetézec ziskany
Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem je stejnomérné ergodicky.

co < oo takové, ze ¢ < f(x) < co a1 < g(z,y) < c2 pro véechna
2
a P(x, A) > %N(A) pro véechna x € X*. Odtud vidime, 7e Fetézec

S . N . Au(x™) w(-) . P . ‘
spliiuje minoriza¢ni podminku M (1,&, X T, v), kde € = o av= (¥, COZ zZnamena, ze X1 je mald

Diikaz: Existuji konstanty 0 < ¢;

S IA

x,y € XT. Proto a(z,y)q(z,y) >

C2

mnozina a tvrzen{ plyne z véty 5.2.17.
O

Tvrzeni 5.3.5. Nezdvisly Metropolisiv-Hastingsiv algoritmus s omezenou vdhovou funkei w = f/qo

spliiuje minorizacni podminku M (1,e, Xt ,w), kde ¢ = m, a je tudiz stejnomérné ergodicky.

Rdd konvergence je nanejuys 1 — e.
Diikaz: Vse plyne z véty 5.2.17:

q(®) _ Jal(y) pro w(y) > w(x) 1
) }_{ < 27

fy)
(z) f®)uim  pro w(y) SUp,¢ x+ w(x)

a(z,y)q(z,y) = qo(y) min {1’ q0(y

O

Pro ovétovani geometrické ergodicity lze pouzit podminku geometrického driftu nebo couplingovych
metod. Pro mnohé standardni algoritmy je dokazéno, kdy je geometrickd ergodicita splnéna. Napf. v [22]
bylo dokazano, ze Metropolistiv algoritmus symetrické nahodné prochézky na R? je v principu geometricky
ergodicky pravé kdyz ma 7 kone¢né exponencidlni momenty. Pro algoritmy, které nejsou geometricky
ergodické, je mozné studovat tzv. polynomidlni ergodicitu, kterda umi rovnéz zajistit platnost CLV.

Pozn.: Je dobré mit na paméti, ze geometrickd ergodicita je kvalitativni vlastnost a jako takovd mé jen
omezenou vypovidaci schopnost o konvergenci daného MCMC algoritmu. Vzdy zalezi na konstantach
v (5.6). Uvazme tieba nésledujici piiklady z [32].

Priklad: MH-algoritmus s nezdvislymi navrhy pro cflové rozdélen{ m ~ Exp(1) s ndvrhovym rozdélenim
Q(z,-) ~ Exp(X), A > 0. Chovéni algoritmu zdvisi na hodnoté A (viz napi. [31]). Pro 0 < A <1 je algo-
ritmus geometricky ergodicky s geometrickym fddem konvergence (1 — ), plati CLV a simulace se chovaji
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rozumneé i pro malé hodnoty A. Pro A > 1 neni algoritmus geometricky ergodicky a pro A > 2 dokonce
ani neplati CLV pro ergodické pruméry {X,,}. Tedy algoritmus je prakticky nepouzitelny. Na simulacich
to ale nemusi byt vidét, pokud nenechame tetézec bézet dostatecné dlouho. Pokud ano, objevuje se
7 zasekdvani” ve stavech s vyssi hodnotou z,, a to na libovolné velky pocet iteraci (viz cvicenf). V tomto
ptipadé tedy geometricka ergodicita odpovida rozumnému chovani MH-algoritmu.

Priklad: ” Carodéjnicky klobouk”. Bud X = [0,1],§ = 107 (feknéme), 0 < a < 1—6 a uvazujme cilovou
hustotu 7(x) o« 0 + Ijq 4+ (x). V tom pifpadé m([a,a + d]) ~ 5. Uvazujme Metropolisiiv algoritmus se
symetrickou ndhodnou prochézkou. Pokud neni Xy € [a, a+ 4] nebo pokud nem4 algoritmus to stésti, ze se
ndvrh treff do miniaturniho intervalu [a, a + 0] pro néjaké rozumné malé n, pak cely (koneéné dlouhy) béh
algoritmu zustane mimo interval [a, a + ¢]. Bude se tedy prostému oku (i jakémukoli statistickému testu
aplikovanému na vystup z algoritmu) jevit jako dobfe mixujici algoritmus konvergujici k rovnomérnému
rozdélen{ na [0, 1], coz je ale rozdéleni velmi rozdilné od 7. Pfestoze je algoritmus geometricky ergodicky
(dokonce stejnomérné ergodicky), v tomto piipadé nefunguje dobre.

Priklad: Bud X = R, 7(z) ﬁ a uvazujme Metropolisuv algoritmus s ndhodnou prochédzkou (napf.
Xo0=0,Q(z,:) ~ Rlx— 1,z +1]). Ten je ergodicky, ale neni geometricky ergodicky. A opravdu, simulace
vypadaji, ze konverguji velmi pomalu. Pokud ale zadefinujeme nenormované cilové rozdéleni 7’(z) =
7(x)]|z|<10100, pak ten samy algoritmus pro generovani z 7’ bude geometricky (dokonce stejnomérné)

ergodicky, oviem béhy obou algoritmu budou (v kazdém reédlné dosazitelném poctu iteraci) nerozlisitelné.

A potom samoziejmé existuje mnoho MCMC algoritmu na koneénych stavovych prostorech (a tedy
stejnomeérné ergodickych) (napt. Gibbsuv vybérovy plan pro Isingiv model s nizkou teplotou a velkou
miizi), které konverguji extrémné pomalu. Bylo by tedy dobré mit k dispozici kvantitativni vysledky
o rychlosti konvergence — viz napf. [15]. Bohuzel, pro vétsinu redlnych aplikaci nejsou takové vysledky
zatim dostupné.
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Kapitola 6

Praktické aspekty MCMC

Algoritmy

K dispozici mdame nékolik MCMC algoritmu. Je vhodné uvazovat rizné algoritmy a vybrat ten, ktery je
nejlepsi pro dany problém.

Konvergence

Je dilezité ovéiit, ze pifslusny markovsky Fetézec je nerozlozitelny a neperiodicky. To zajisfuje konver-
genci ke stacionarnimu rozdéleni.

Pokud to je mozné, je zadouci nalézt algoritmus, o kterém lze ukazat, ze je geometricky ergodicky.
To zajistuje geometricky rychlou konvergenci a platnost CLV pro ergodické priméry. Rovnéz to typicky
odpovidd ,rozumnému® chovéni algoritmu (viz konec predchozi kapitoly).

Diagnostika konvergence, ladéni algoritmu

Neexistuje zadné absolutni ¢islo, které by udavalo, kolik iteraci je potfeba k dosazeni stacionarniho
rozdélen{ (s danou pfesnosti). Ovéfeni konvergence trvé (mnohem) déle nez samotnd konvergence fetézce.
Kdyz nelze urcit fad konvergence pfesnymi ani pfibliznymi metodami, uziva se néjaka metoda pro diagno-
stiku konvergence. V literatufe l1ze nalézt ruzné empirické metody (viz napf. [2, Chapter 6]), které vsak
nemuzou zaruc¢it dostateéné dobrou konvergenci, protoze jsou zalozeny na pozorovanich retézce. Diagno-
stika zaloZena na teoretickych vysledcich byvé velmi obtiznd a v praxi se piilis nepouziva (ale srovnej
napf. [15]).

Protoze zadné ,diagnostika konvergence“ nedokaze zarucit skutecnou konvergenci, zahrnujeme dale
popsané jednoduché metody spise pod pojem ladéni MCMC algoritmu. A je dobré, pred tim, nez spustime
findlni béh fetézce, takovéto ladéni provést. Diulezitou empirickou metodou je monitorovani vystupu
fetézce — tj. vykresleni prubéhu celého fetézce, jeho margindli nebo jinych charakteristik, pokud je sta-
vovy prostor piili§ slozity. Pro predstavu o autokorelacich v fetézci se odhadne klasickym zpusobem
autokorelaén{ funkee a kroskorelaén{ funkce mezi jednotlivymi margindly {X,}. Pomaly pokles autoko-
relaci implikuje pomalé mixovani Fetézce, coz neni vhodné pro odhady (je potfeba dlouhy béh fetézce,
aby byl prozkoumdn cely prostor). Pro predstavu o tom, jak dlouho nechat fetézec bézet, je také mozné
spustit nejprve vice krat§ich fetézcl z ruznych startovacich hodnot a provést vizualni kontrolu vystupu.
To dava lepsi ndhled na konvergenci a mixovani fetézce.

Pro ty, ktefi budou MCMC skute¢né pouzivat, doporucujeme piecist velmi péknou diskusi o konver-
genci, pseudokonvergenci a ,black box MCMC* od Ch. Geyera v [2, Chapter 1.11]. Alternativné jsou
tyto ivahy dostupné i na webu Ch. Geyera.

Nebezpeci MCMC

Pomoci MCMC je mozné pocitat s prakticky libovolnym modelem, ktery si vymyslime, bez ohledu na
to, jestli je statisticky rozumny. ,Nerozumnost“ pouzitého modelu, resp. jeho nevhodnost pro analyzo-
vand data se muze projevit i Spatnou konvergenci MCMC algoritmu (zbyteéné multimoddlni aposteriorni
rozdéleni atp.). Je-li to mozné, je vhodné porovnat vysledky nasi analyzy tieba s pfedchozimi vysledky
v jednodussim modelu, nebo provést ,fake data check®.
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Druhé velké nebezpeci spociva v tom, ze MCMC algoritmus nefikd nic o ¢dstech stavového prostoru
nenavstivenych fetézcem — takze jsme zpatky u otazky konvergence a pseudokonvergence.

Reparametrizace, rozsiteni dat, skalovani navrhové hustoty, ...

Rychlost konvergence MCMC algoritmu muze byt ovlivnéna i parametrizaci statistického problému, ktery
je analyzovén. Silné korelace v aposteriornim rozdélen{ totiz u mnoha algoritmu (Gibbstuv vybérovy plén,
MH s ndhodnou prochézkou ...) implikuji i silné autokorelace v generovaném MCMC fetézci a tedy
i pomalou konvergenci. Reparametrizace puvodniho problému, pak automaticky zlepsi i konvergenéni
vlastnosti vysledného MCMC fetézce.

Priklad: Uvazujme centrovany linedrni model, kdy pozorovand data Y; ~ N(0;,02), i = 1,...,n jsou
nezdvisla pii danych 6;, kterd jsou rovnéz nezavisld a 0; ~ N(u,02), i = 1,...,n a parametr p ma
nevlastni neinformativni rozdéleni na R. Pouzijeme-li Gibbsuv vybérovy plan pro simulovéni z aposteri-
457 (viz [33]). Takze bude
konvergovat pomalu, pokud jsou chyby méfeni o2 velké v porovnani s variabilitou o2. Pokud pouzijeme
necentrovanou parametrizaci Y; ~ N(0; + p,02), i =1,...,n, 0; ~ N(0,02), i = 1,...,n, pak bude fad
toho samého Gibbsova algoritmu (1 — k).

orniho rozdéleni pro ({6;}7, 1), pak bude geometricky ergodicky s fadem x =

Pro ptipad Gibbsova vybérového planu (ale 1ze s vyhodou uzit i v situacich dalsich MCMC algoritmu)
je jesté tfeba zminit pojem rozsifeni dat. To se hodi v pripadé, ze mame chybéjici data, a rozdéleni
pozorovanych dat by bylo nutné ziskat integraci vérohodnosti pies data chybéjici, coz ale muze byt v praxi
Spatné proveditelné. A nebo v situaci, kdy vérohodnost neni vypocetné zvladatelna, ale podminéné na
nécem nepozorovaném se stane jednoduchou. Pak je dobré ony chybéjici/nepozorované veli¢iny zahrnout
do modelu jako dalsi odhadované parametry, ¢imz se zjednodusi simulované hustoty a tedy i pouzité
MCMC algoritmy.

Obecné budiz ypozor pozorovana data, ycnys chybéjici data, 6§ nezndmy (obecné vektorovy) para-
metr s apriorni hustotou p(#), a budiz hustota 7(Ypozor|Ycnys,€) dostupnd, ale hustota 7(ypozor|6)
nedostupné. Pokud bereme y.ny jako dalsi parametr, pak

7(-(9» ydzyb|ypozor) X ﬂ-(y;)ozor |Y¢:hyb7 Q)W(ychyb|9)p(9)v

a Gibbsiv vybérovy pldn umoziuje generovat piiblizny vzorek ze sdruzené hustoty. Vzorek z 7(0|ypozor)
potom dostaneme prosté pouzitim jen 6,, z vygenerovaného MCMC fetézce — to odpovida vyintegrovani

7T(9|ypozor) :/77(07YChyb|ypozor)N(dY(:hyb)-

Priklad: Bud {Y;}_, pozorovand ¢asovd fada, kde ¥y = 0 a podminéné rozdéleni Y; za podminky
predchozich Yy, ...Y;—1 je Vi1 + Z;, kde {Z;}, jsou vzajemné nezdvislé a nezdvislé na Yp,...Y;_1
s Beta(0, 0) rozdélenim. Apriorni rozdéleni parametru 6 budiz rovnomérné na (0, 1). Pozoruji-li kompletn{
casovou fadu {Y;}7, je aposteriorni hustota pro 6 jednoduché (soucin Beta-piirustki). Ale pokud napf.
pozorovani Y;« chybi?

Potom je dobré zahrnout Y;« do nezndmych (odhadovanych) parametri, nebot tiplné podminéné rozdéleni
Y;- mé pii daném 6 hustotu oc ((yi= — Yix—1)(Yir—1 + 1 — yi= ) (Yir — Yir 11 — 1) (i1 — ¥i+))? %, na mnoziné
(yix—1,Yir—1 + 1) N (ys=+1 — 1, ¥5+41), a Gibbsuv vybérovy plén je jednoduchy.

Priklad: Bud'te {Y;}" , iid data z hustoty 2\/15 (e_12/2 —|—e_(z_9)2/2>, tj. smésové hustoty kde data
1

pochdzi s pravdépodobnosti 5 ze standardniho normdlniho rozdéleni a s pravdépodobnosti % z N(6,1).
Apriorni rozdéleni pro 6 budiz standardni normélni. Vérohodnost

L(0) x ﬁ (e—yfﬂ + e—(yi—9)2/2)
i=1

se §patné maximalizuje, stejné tak jako aposteriorni hustota pro 6 — zlogaritmovana hustota ma 2n ¢lenu,
coz je pro velka n vypocetné nezvladatelné.
Zavedme ale Y py, posloupnost alternativnich veli¢in, které budou indikovat, jestli bylo Y; generovdno
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z N(6,1) nebo ne, a jejich apriorn{ rozdéleni{ budiz neinformativni (rovhomérné na {0,1}"). Potom je
podminéné aposterirni rozdéleni pro 6 rovno

v (Zeati 1
n+1l "n+1

a podminénd aposteriorni pravdépodobnost pro i € A je

ef(yi*9)2/2

e_(yi—9)2/2 —+ e*y?/2 ’

a Gibbsuv vybérovy plan umoziuje snadno generovat piiblizny vzorek ze sdruzené hustoty.

Pro urcité algoritmy existuji pokyny, jak volit parametry méfitka v ndvrhovém rozdélen{ (napft. ¢etnost
prijatych ndvrhi kolem 25% pro vicerozmérné problémy) (viz napt. [37] a citace v ném). OvSem prilisné
ladéni ndvrhového rozdéleni neni nutné.

Tvorba vzorku

Burn-in — tento pojem by mél oznacovat tsek, kde se jesté projevuje startovaci hodnota. Vynechéni tohoto
tseku znamena, ze vlastné generovany fetézec startujeme z jiné hodnoty Xj. Urcuje se na zakladé vizualni
inspekce vystupu generovanych v ladici fazi. V koneéném dusledku je to jedno z feSeni problému volby
vhodného pocateéniho bodu pro simulace. Neni optimalni, jsou i jind feSeni — napf. néjaky bod, kam jsme
se dostali béhem ladicich simulaci, hodnota odhadi pro dand data a statisticky problém s jednodussim
modelem z pfedchozi analyzy atp. Zhruba feceno, vhodny startovaci bod je takovy, ktery se nachazi
v oblasti, kde cilové rozdéleni mé nezanedbatelné velké mnozstvi hmoty (vzhledem k cilovému rozdéleni
lze startovaci bod nazvat typickym, nikoli vyjimeénym). Ale v principu to muze byt jakykoli bod, ktery
nam nevadi mit ve vysledném vzorku. Pro podrobnéjsi diskusi této otdzky viz napf. [2, Chapter 1.11].

Statistickou analyzu vystuput MCMC zakldddme na vzorku vzniklém jako vystup z jednoho dostateéné
dlouhého béhu zvoleného MCMC algoritmu. Tento vzorek je korelovany, ale jeho pouziti je zalozeno na
ergodickych vétach pro markovské fetézce. Vyssi korelace je tieba kompenzovat vétsi délkou Tetézce.
Pokud by pro nas potiebné dlouhy fetézec byl prili§ dlouhy z hlediska naroku na jeho skladovani v paméti,
je mozné uklddat jen kazdou feknéme k-tou iteraci (uvédomme si, ze to vlastné odpovidd pouziti jiného
markovského jadra P¥). Skladované iterace z podietézce pak budou méné korelované. Nicméné vydatnost
odhadu se timto postupem snizuje (vygenerovat musime stdle stejné mnozstvi hodnot, jen ne vsechny
ukldddme a pouzijeme).

Pouziti vzorku

Ergodickd véta 5.2.12 zajistuje konzistenci ergodického priméru. Chyba, které se dopoustime pouZitim
MCMC aproximace, tedy rozdil h,, — E h(X), se nazyvd MCMC chyba. Abychom dostali MCMC chybu
pod kontrolu pottebujeme CLV 5.2.13. Vzdy, kdyz pouzivime MCMC je dobré mit predstavu o tom, jak
velké MCMC chyby se dopoustime. S vyuzitim centralni limitni véty pro geometricky ergodické fetézce
lze sestavit i pfiblizné intervaly spolehlivosti. Je vSak tfeba odhadnout neznamy limitni rozptyl.

A také je dulezité zopakovat, ze pokud nemame teoretickou vlastnost MCMC algoritmu, kterd CLV
implikuje (napf. geometrickou ergodicitu), tak nemame zadnou jistotu, ze MCMC chyba konverguje k 0.
Samoziejmé muzeme ,odhadnout® asymptoticky rozptyl podle metod nize a néjaks ¢isla nam vyjdou.
Nicméné pokud CLV neplati, pak tato ¢isla nemaji zadny smysl!

Velikost ,dostatecné malé“ MCMC chyby také zavisi na problému, ktery chceme pomoci MCMC
vytesit. V praxi se vyskytuji dva typy tkolu:

a) statistickd inference o aposteriornim rozdéleni 4

b) odhad integralu = nezndmé konstanty E 6.

Ukol typu (a) se typicky vyskytuje v bayesovské statistice, tikol typu (b) ve statistické fyzice, ve statistice
pii vypoctech napf. normalizaénich konstant nebo v grafovych aplikacich pfi odhadu poétu prvku néjaké
(velké) mnoziny. Pro kol typu (b) je potfeba mnohem vétsi presnost nez pro kol typu (a).

Priklad: Méjme skaldrni parametr 6 s aposteriornim rozdélenim které je pfiblizné normélni s (pomoci
MCMC) odhadnutou stfedni hodnotou 3.47 a odhadnutou smérodatnou odchylkou 1.83. A budiz odha-
dnutd MCMC smérodatnd odchylka pro odhad stfedn{ hodnoty 0.1. Potom pro tikol typu (a) muzeme nase
simulace ukon¢it. Odhadnutd MCMC chyba je zanedbatelnd vzhledem k nejistoté o 6 v aposteriornim
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rozdéleni. Pokud nés ale zajimé presnd hodnota E6 (plnime tkol typu (b)), musime pouzit dels{ béh
MCMC retézce, abychom zjistili, jestli je E# rovno 3.53 nebo 3.53840 nebo nétemu jinému.

Odhad limitniho rozptylu

Predpoklddejme, Ze plati centralni limitn{ véta 5.2.13 pro ergodické priméry h, = > h(X;)
markovského fetézce { X, }. Limitni rozptyl je

? <1+2Zpk>7
k=1

kde 02 = var, h(X) je rozptyl pii limitnim rozdélenf 7 a pr = corr(h(X;), h(X¢1x)) jsou autokorelace
radu k. Existuje nékolik metod odhadu limitniho rozptylu.

Prima metoda

Pouzijeme klasické vybérové odhady pro odhad rozptylu o2 = v a kovarianci v, = cov(h(Xy), h(X;41)):
n—~k ~
k== > (X)) = ha)(M(Xjsx) = hn), k20,
j=1

_’Yk

Polozime py, pro k <m, pr =0 pro k >m a

oo m
i = 4o <1+2Zﬁk> =90 +2) A
k=1 k=1
Hodnota m by méla byt volena tak, abychom zahrnuli do sou¢tu vSechny podstatné ¢leny. Pro velké
hodnoty k jsou totiz odhady 4 velmi nepfesné a je proto lepsi je nahradit nulou. Na druhou stranu
piilis mald hodnota m muze pro silné korelovany fetézec {X,,} znamenat velké zadporné vychyleni (velké
podhodnoceni) odhadu o7.

Batch means

Rozdélime simulovany fetézec o délce n = mk na k podietézcu (batch) o m po sobé jdoucich hodnotach.
Uvazujeme priuméry podietézcu, tedy:

r) = — Zh (Xom(io1)4); i=1,....k.

Snahou je volit k tak, aby prumeéry B(l), ..., h¥) byly pFiblizné nezavislé. Hodnota k se obvykle voli mezi
20 a 30. Aby byl predpoklad nezévislosti opravnény, je u pomalu mixujicich fetézcl tfeba brat dostatecné
dlouhé batche. Jinak se opét objevuje zdporné vychyleni.
Pro m dost velké je (z CLV pro markovké fetézce) rozptyl h(?) priblizné 7= a muzeme ho odhadnout
vybérovym rozptylem, tedy
O 1Z<h()_ )

i=1

Metoda pocatecni sekvence

Pro reverzibilni fetézce plati, ze posloupnost {I'; }7° ), definovana jako I'y = yar+72k+1, je striktné kladnd,
striktné klesajici a striktné konvexni (diukaz viz [9]). Toto tvrzeni umoznuje zavést t¥i dalsi odhady li-
mitniho rozptylu: pomoci pocateé¢ni kladné, po¢atetni monoténni a pocatecéni konvexni sekvence. Vsechny
jsou konzistentnimi overestimates limitniho rozptylu — tj. pro libovolné € > 0 jde pravdépodobnost, ze
zdporné vychyleni odhadu bude mensi nez —e, s rostouci délkou fetézce k nule Nejlepsi z téchto tii
odhadii (protoze nejmensi) je odhad pomoci pocatecni konvexni posloupnosti 62,,,. Oviem nejhiife se
pocitd (1ze ale pouzit funkci initseq z R knihovny meme). Odhad se spocitd nasledovné: najde se ma-
ximélni m splaujici Iy >0 pro vsechny k£ < m. Polozi se Fm+1 =0ak—TIyse definuje jako nejveétsi
konvexni minoranta od k — 'y, pfes 0,...m + 1. Potom 62, = —4o + 25 OFk Pro podrobnosti
viz [9] nebo [2, Chapter 1.10]. Tuto metodu je mozno kombinovat s metodou batch means v piipadé, ze
batche nejsou nezavislé.
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Implementace a numerika

Implementace: Interpretované jazyky jako R nebo Java jsou pomalé. Pro rozsdhlejsi vypocty je nutné uzit
néjaky vyssi programovaci jazyk (napf. C++), kde cely kéd je kompilovdn najednou. Kéd zkompilovany
v C lze volat v R, viz help(.C).
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Kapitola 7

Metropolisuv-Hastingsuv-Greenuv
algoritmus

Metropolisuv-Hastingsuv-Greentuv (MHG) algoritmus je zobecnéni Metropolis-Hastingsova algoritmu,
které umoznuje generovat markovsky retézec s pozadovanym cilovym rozdélenim i v pripadé, kdy nemame
k dispozici hustotu cilového rozdéleni a prechodovou hustotu vzhledem k referenénim mirdm p a pu x p
(kdyz je ndvrhové rozdélent singuldrni vzhledem k cilovému rozdéleni). To se ¢asto déje, kdyz je stavovy
prostor sjednoceni prostortt ruzné dimenze. Puvodn{ myslenka byla publikovdna v [11], kde bylo také
predstaveno michani jader zavislé na stavu, které se s MHG algoritmem casto kombinuje.

7.1 Michani zavislé na stavu

Meéjme konecnou nebo spocetnou mnozinu jader P;(x, A),i € I na X x X a michaci pravdépodobnosti
z4vislé na stavu p;(z). Definujme celkové jadro

P(z,A) =) pi(z)Pi(x, A) (7.1)
icl

a substochastickd jadra K;(x, A) = p;(x)P;(x, A). Pak mdme jednoznacéné piifazeni mezi K; a dvojici
(pi, ), nebot p;(z) = K;(z, X) a Py(z, A) = Ki(z, A)/K;(z, X).

Pokud je kazdé K; reverzibilni vzhledem k danému rozdéleni 7, pak je i soucet (7.1) reverzibilni
vzhledem k 7, a pokud je P stochastické jadro, plyne z tvrzeni 5.2.5, Ze 7 je stacionarni rozdéleni pro P.
Ale i pokud se K; nesectou na kompletni stochastické jadro, tj. >, ; Ki(z, X) < 1 pro néjaka x, mizeme
soucet doplnit na stochastické jadro nasledujicim zpusobem: definujeme defekt

dz)=1-Y Ki(x,X), z€X,
iel
a nové jadro ~
K(x,A) = d(x)d,(A), reX,AeX. (7.2)

Lemma 7.1.1. Jddro K je reverzibilni vzhledem k libovonému rozdélent .

Diikaz: Plati
/ K(z, B)n(dz) = / d(z)1l(x € A,z € B)n(dx),
A X

takze po prohozeni poradi A a B se hodnota vyrazu nezméni a podminka definice 5.2.5 je splnéna. [
Algoritmus 7.1.2. MCMC' s michdnim zdvislym na stavu:

0. Zvol (9 a polozt = 0.

1. Vyber index i s pravdépodobnosti p;(z™®)), s pravdépodobnosti 1 — D icr pi(z®) preskoé krok 2.
a poloz z(tt1) = z(®),
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2. Simuluj Y 2 rozdélent Py(x®), ).
3. Polozt=t+1 a jdi na 1.

Tento algoritmus mé piechodové jadro rovné P = K + > icr Ki a pokud je kazdé K; reverzibilni
vzhledem k 7, je i P reverzibilni vzhledem k 7 a 7 je tedy jeho stacionarni rozdéleni.

7.2 Metropolistiv-Hastingstuv-Greentv algoritmus

MHG algoritmus je zobecnéni MH algoritmu s mirami misto hustot. Uvazujeme tedy nenormovanou
cilovou miru 7 na ¥ a ndvrhové jadro Q(z,.). Navic potiebujeme symetrickou miru £ na X x X, aby
nahradila sou¢inovou miru g X u z obycejného MH algoritmu. £ musi dominovat w(dz)Q(x,dy), takze
existuje Radon-Nikodymova derivace

7(dz)Q(x, dy)

kterd nahrazuje f(z)q(z,y) z obytejného MH algoritmu. Definujeme tzv. Greentiiv pomér R = ;Eizg

Algoritmus 7.2.1. jeden krok MHG algoritmu:
1. simuluj y ~ Q(z,.),
2. spocéti Greentv pomér R,
3. prigmi y s pravdépodobnosti min(1, R).
Typicky se pouzivd v kombinaci s michdnim z4vislym na stavu. Méjme tedy mnozinu (kone¢nou nebo

spoCetnou) ndvrhovych jader Q;(x,.),7 € I, kterd mohou byt substochastickd. Pozadavky, kterd by méla
jadra splnovat:

— Qi(x,.) je zndmo pro vSechna i,
— > ier Qi(z, X) < 1 plati pro viechna z € &,

— pro vSechna 7 je
7(dz)Q;i(z, dy)
&i(da, dy)

znédmé a vycislitelné pro vSechna x,y € X' (pro ruznd ¢ je mozné pouzit ruzné &;),

fi(z,y) = (7.3)

— pro kazdé z € X a ¢ € I umime simulovat z ndvrhového rozdéleni s pfechodovym jadrem

Pia,) = 2T

Algoritmus 7.2.2. Metropolis-Hastings-Greenuv algoritmus:

0. Zvol (9 a polozt =0.

1. Vyber jddro Q; s pravdépodobnosti p;(z™®) = Q;(z®, X), s pravdépodobnosti 1 — Zielpi(x(t)) poloz
D = 2 ¢ jdi na 5.

2. Generujy ~ Pi(z®,.).

3. Vycisli Greemiv pomér R = ;ig’(f)(t;i, kde f; je ddno v (7.3).

4. Prijmiy s pravdépodobnosti min(1, R) a poloz z(+1) = y.
5. Polozt=1t+1 a jdi na 1.
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Tvrzeni 7.2.3. Markovsky tetézec generovany algoritmem 7.2.2 mda staciondrni rozdélend m.

Diikaz: Staci ndm ukdzat reverzibilitu piislusného jadra vzhledem k 7. Oznacme

o) =i (1 50

ri(x) = /X (1 - ai(e,9)) Qi dy),

pravdépodobnost, Ze algoritmus zustane v z kdyz se pouziva jadro @);. Potom je jadro MHG algoritmu
rovno (K + 3. ; K;) , kde

Ki(x, A) = ri(x >6m<A>+Aai<x,y>Qi<x,dy>, reX Ak

a jadro K je ddno rovnici (7.2). Potom

/A/BKz‘(x,dy)w(dx)Z/AmB m(dx) //az z,y)Qi(z, dy)m(dz)
_/AOB ri(@)( // file,y)ai(@, y)&i(dy, do)

Prvni ¢len je trivialné symetricky pro A, B a druhy ¢len je symetricky, protoze &; je symetrickd mira a
MHG algoritmus je navrzeny tak, aby platilo

filw,y)ai(z,y) = fi(y,x)ou(y,x)  pro véechna z,y € X.
Podminka (5.2.5) je tedy splnéna a reverzibilita plati. O

Metropolisuv-Hastingsuv-Greenuv algoritmus lze pouzit napf. pro bayesovsky vybér modelu ([11],
[29, Chapter 7], [2, Chapter 1.17]) nebo pro simulovani bodovych procest na omezeném okné. V téchto
piipadech je totiz stavovy prostor roven sjednoceni prostoru ruzné dimenze a pro piechody mezi nimi je
potieba pouzit konstrukci se symetrickymi referenénimi mirami &;.

Priklad: Simulace bodového procesu na omezeném okné

Méjme dén bodovy proces X na omezené mnoziné £ C RY, s hustotou p(x) vzhledem ke standardnimu
Poissonovu procesu (viz definice z kapitoly 8.1). Ozna¢me n = n(x) = z(E) pocet bodu konfigurace x
v mnoziné F. Pravdépodobnostni rozdéleni procesu X Ize pak popsat nasledovné:

. | & o) )
Pxer) -1 [ ploan) = 3 | px(a).

kde A je Lebesgueova mira na £ C R% a A" je Lebesgucova mira na E™.

Odvodime MHG algoritmus pro generovani z X. Pouzijeme michdn{ zdvislé na stavu a i = n(z) pocet
bodu konfigurace z. Jadro @; pouZzijeme jenom pro ty konfigurace x, kde n(x) = i (navrhneme pfidat
jeden bod rovnomeérné ndhodné na F, ostatni body = se neméni) nebo n(z) =i + 1 (navrhneme jeden
bod umazat — a pro ur¢itost budeme mazat posledni bod konfigurace, ostatni body x se neménf{). Michac{
pravdépodobnosti budou

pro n(x) = 1,

pron(z) =i+ 1,

jinak.

pi(z) =

O I= =

Pro pevné z je >, p;(z) = 1, jen pro n(z) = 0 ne. V tom pifpadé s pravdépodobnosti (1 — 3", p;(z)) = %

nebude algoritmus délat nic, tj. zustane v sou¢asném stavu.
Uvazujme nyn{ piidédni bodu do z. Sdruzené rozdéleni sou¢asného stavu a ndvrhu (z,y) je koncentrovdno
na mnoziné
+ % it+1 . — ; ;
D ={(z,y) e E' X """ s wj = y;,j <i},

coz ale neni symetrickd mnozina. Vyména z a y déa

Di ={(z,y) € EF x B' 12y =y;,j < i}.

37



D;r je izomorfn{ s E*T! ptes zobrazen{ (z,y) — y a D; je izomorfni s E**! pies zobrazeni (z,y) — .
Bud' &; symetrickd mira na X x X’ koncentrovand na D;” U D; a odpovidajicf A1 na E*+l. Mizeme
nyn{ spoc¢itat Radon-Nikodymovy derivace (7.3). Pokud navrhujeme ptidat bod, pak je

plz)e B p(x)
i\, Y) = - - ) 7.4
fey) = =onEm - < i) (74)
nebot rovnomérné ndhodné pfidany bod m4 hustotu % Pokud navrhujeme odebrat (posledni) bod,
pak je
—A\(E)
p(z)e p(x
filw,y) = (@) (@) (7.5)

c+r1)! S+

protoze odebrani nendhodného bodu mé hustotu 1. Greenuv pomér pro piridani bodu bude potom roven
podilu (7.5) s prohozenymi x a y a (7.4)

AE) p(y)

T i+ 1)p(z) (70

Pro umazin{ bodu bude Greentiv pomér roven pievrdcené hodnoté (7.6).

Pozn.: i-tice bodu se u bodového procesu nahlizeji jako neuspoirddané, p(x) je symetrickd vzhledem
k permutaci bodu. Pokud ovSem slozim vyse uvedeny mazaci krok s krokem, ktery jen permutuje body
v konfiguraci z, tak se Greentuv pomér nezméni, ale vymazu rovnomérné ndhodné vybrany bod. Upraveny
algoritmus bude potom rychleji mixovat.

Pozn.: Uvédomme si, ze kdybychom v nasem piikladé pouzili obecné pravdépodobnosti Q(z), resp.
1 — Q(y) pro piidéni, resp. vymazdni bodu, obecnou hustotu b(x,.) (normovanou) pro rozdéleni nové
navrhovaného bodu a obecné pravdépodobnosti d(y,.) (normované) pro vybér vymazdvaného bodu, do-

staneme misto (7.6)
po fily2) 1- Q) py) dy,v)
fi(z,y) Q(z) p(x) b(z,v)’
kde y = x Uwv. Takze dostdvame algoritmus totozny s Metropolis-Hastingsovym algoritmem rozeni a
zaniku 8.2.1.
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Kapitola 8

Bodové procesy

Kromeé bayesovské statistiky (kapitola 3) se metody MCMC na obecnych stavovych prostorech casto
vyuzivaji v prostorové statistice. Detailnéji jsou této problematice vénovany prednasky Prostorové mo-
delovani a Prostorovd statistika.

8.1 Bodové procesy

Bud (FE, g) separabiln{ tplny metricky prostor, B borelovska o-algebra na E a By C B systém omezenych
mnozin. Necht N' = {x C E : 2(B) < o0 VB € By}, kde z(B) oznacuje pocet bodit z N B. Symbol N tedy
oznacuje systém vsech lokalné koneénych podmnozin prostoru E. Na A lze zavést o-algebru ndsledovné:
N=c{{zxeN:2(B)=m},meNy,Bec B}

Definice 8.1.1. Bodovy proces (point process) na E je ndhodny element v méritelném prostoru (N, MN).
Necht A je difizni (tedy A({uu}) = 0 pro uw € E) a lokdlné koneénd mira na E (tedy A(B) < oo pro
B € By). Bodovy proces X takovy, Ze

(i) X(B) md Poissonovo rozdéleni s parametrem A(B) pro kazdé B € By,
(ii) X(B1),...,X(By) jsou nezdvislé pro kazdé n € N a By,...,B, € By po dvou disjunktni,
nazveme Poissoniv bodovy proces (Poisson point process) s mirou intenzity (intensity measure) A.

Pozn.: Obecnéji lze bodovy proces definovat jako ndhodnou celociselnou lokalné koneénou miru. Tento
pristup pripousti, ze nékteré body zapocitavame s vétsi nasobnosti. Pokud mé kazdy bod miru nanejvys
1, nazyva se bodovy proces jednoduchy. V nasi definici uvazujeme jenom jednoduché bodové procesy.

Mgjme Poissonuv bodovy proces X s diftizni (neatomickou) mirou intenzity A takovou, ze A(E) < co.
Lze vyjadrit rozdéleni Poissonova procesu (F € N):

II(F)=P(X € F) Z]P’ n)P(X € F| X(E)=n)

77;0 A<E/ / Herman}eF) AEY T TA(E)

- o 1
= AME) [1[@€F] + Z ] L T /E 1iga, .. znyer) A(dzy) -+ - A(dzy)
n=1""

Budeme se zabyvat bodovymi procesy X s hustotou p vzhledem k I1, tj. plati P(X € F) fF p(z) IM(dx).
Takovy proces X je koneény (diky podmince A(E) < o) a jednoduchy (diky tomu, ze A je neatomlcka)
Casto se uvazuje, ze E je omezend podmnozina R? a A je Lebesgueova mira, hustota p je potom vzhledem
ke standardnimu Poissonovu procesu (homogenni proces s jednotkovou intenzitou na F). Nejzndméjsim
piikladem koneéného bodového procesu s hustotou vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu je Straussuv
proces, ktery je modelem pro odpudivé interakce mezi body.
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Definice 8.1.2. Mé&jme rediné parametry >0, 0 <y <1 a R > 0. Straussiv proces (Strauss process)
je bodovyj proces X s hustotou p(z) = af*F)y3@)  Lkde S(z) = > it Yo(ws z)<R)-

Pozn.: Normujici konstanta o = (f/\/ [7(E)S(2) H(d:r))_1 je vétsinou neznama. Lze ji spocitat napiiklad
pro limitni ptipad v = 1, ktery odpovida Poissonovu procesu s mirou intenzity SA. Piipad v = 0 znamena,
7e S(x) = 0 (pokladame 0° = 1) a vysledkem je bodovy proces s pevnym jadrem (hard-core process),
tj. zddné dva body v  nemuzou byt bliz nez R. Strauss nazval tento proces modelem shlukovéni [36], to
by odpovidalo piipadu v > 1, pro ktery vsak p(z) neni integrovatelna.

Pokud bychom vsak uvazovali podminény Straussiuv proces (podminéné pii daném poctu z(F) bodu
procesu), hustota p(x) uz nezdvisi na parametru f a je integrovatelnd pro viechna v > 0. Tedy pro v > 1
muzeme dostat model pro shlukovani bodu, ktery ovSem neni moc vhodny, v praxi se pouzivaji lepsi
modely.

8.2 Metropolis-Hastingstiv algoritmus rozeni a zaniku

Pro simulaci bodovych procesu s hustotou vzhledem k Poissonovu procesu se s vyhodou uzije Metropolis-
Hastingsuv algoritmus zrozeni a zaniku. Normujici konstanta se zkrati a ndvrh lze volit zménou jediného
bodu v realizaci soucasného stavu.

Algoritmus 8.2.1. Metropolis-Hastingsiuv algoritmus zrozent a zdniku (birth-death Metropolis-Hastings
algorithm)
Prot=0,1,... a dané X; =x € N, generuj X;11 ndsledovné:

1. s pravdépodobnosti Q(x) navrhni piiddng bodu u s hustotou b(x,u) vzhledem k A, s pravdépodobnosti
1 — Q(z) navrhni ubrdni bodu v s pravdépodobnosti d(z,v),v € x,
2. ndvrh prigmi (bud X1 = zUu, nebo Xi11 = x\v) s pravdépodobnosti a(x, rUu) = min(1, h(z,u)),
a(r Uu,z) = min (1, ﬁ), kde
plzUu) 1-Q(zVu) d(zUu,u)
p(x) Q(z) b(x,u)

Poloz X411 = x, pokud je ndvrh zamitnut.

h(z,u) =

Déle volime specidlné Q(-) = 1, b(-,-) = ﬁ, dlzUu,-) = W, tedy
A(E)

kde A(z,u) = p(px(z;‘) je podminénd intenzita (conditional intensity).

Uvédomme si, ze algoritmus 8.2.1 neodpovidé definici 4.2.1 oby¢ejného MH algoritmu. Nenf to jeho
specialni pfipad — nemame totiz k dispozici prechodovou hustotu ¢ pro vypocet Hastingsova poméru.
Reverzibilita tohoto algoritmu vzhledem k cilovému rozdéleni se proto musi dokdzat - viz napt. dukaz
Theorem 7.2 v [26]. A nebo je mozné odvodit tento algoritmus jako specidlni pripad Metropolis-Hastings-
Greenova algoritmu 7.2.2 — viz piiklad z predchozi kapitoly.

Nyni definujeme podminku stability, ktera je postacujici pro geometrickou ergodicitu algoritmu 8.2.1.

Definice 8.2.1. Rekneme, e konecny bodovyj proces X s hustotou p je lokdlné stabilni (locally stable),
kdyz Az,u) < K pro néjakou konstantu K, neboli

p(zrUu) < Kp(z), pro viechnax € N,u € E. (8.2)

Pozn.: Z podminky (8.2) plyne, Ze pro p(z) = 0 je i p(z Uu) = 0, podminénd intenzita A(z,u) je tedy
dobfe definovana (pokldddme 0/0 = 0). Neni tézké ukazat, ze lokélni stabilita implikuje integrovatelnost
hustoty p vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu.

Uvazujme markovsky fetézec {X;} generovany Metropolis-Hastingsovym algoritmem zrozenf{ a zdniku
popsanym vySe. Protoze fetézec prechézi vzdy jen do piipustnych stavu, stavovy prostor je

Nt ={zeN:px)> 0}
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Tvrzeni 8.2.2. Pokud p spliuje podminku (8.2) lokdlni stability, potom je markouvsky Tetézec {X;}
p-nerozloZitelny na Nt a pro kazdé k € Ny je C = {x € Nt : z(F) < k} mald mnoZina.

Diikaz: Mé&jme déno k € Ng a 2 € NT, 0 < z(E) = n < k. Ozna¢me N,, = {z C E,z(E) = n}.
Pravdépodobnost ubrani bodu z x je

11 . n 1
Pz, Noo1) = (1= Q(x)) Y d(z, v)a(z,z\v) = 5 ) — {1’ Az \ UW)A(E)} ZOKAE) ©

vET vEX

za predpokladu, ze K z definice 8.2.1 je zvoleno dostatecné velké, aby ﬁ(bﬂ) < 1. Tedy pro z € C
am >k je P"(x,{0}) > ¢™. Zvolme miru v = &y, potom P™(x, A) > ¢"v(A) pro kazdé z € C a A € N.
Pron=x(E) =0 je P™(0,A) > (1 —Q(0)™dy(A) = (1/2)"v(A) > ¢™v(A). Celkem tak dostdvdme, ze
C je mald (¢ = ¢™). Podobné polozime-li ¢ = &y, tak P™(x, A) > ¢™ > 0 kdykoli m > z(E) a p(A) > 0.
Retézec je proto ¢-nerozlozitelny.

O

Véta 8.2.3. Markovsky tetézec pro simulaci bodového procesu s lokdlné stabilni hustotou p(x) MH-
algoritmem rozeni a zdniku je stejnomérné ergodicky prdvé tehdy, kdyz existuje m tak, Ze N = U _N,,.

Diikaz: Je-li N' = UM N,,, pak je Fetézec stejnomérné ergodicky podle véty 5.2.17 a tvrzeni 8.2.2. Naopak
nechf fetézec je stejnomérné ergodicky, tedy N je mald (véta 5.2.17). Existuje proto mira v a m € N tak,
ze P"™(x, F) > v(F) pro kazdé x € N a F € M. Predpoklddejme, Ze neexistuje m takové, ze N = UM N,,.
UkéZeme, 7e pak v(Nj) = 0 pro kazdé k, coz bude spor. Kdyby v(N}) > 0, tak vezmeme z € Ny ymi1
a P™(x,Ny) > v(Ng) > 0, coz je spor, nebot P™(z,Ny) = 0.

O

Véta 8.2.4. Je-lip lokdlné stabilni hustota, je prislusnyg Metropolis- Hastingstv algoritmus rozeni a zaniku
aperiodicky a geometricky ergodicky.

Diikaz: Ziejmé P(0,{0}) > 1—Q(0) = 1 > 0 a odtud plyne aperiodicita. K ovéieni geometrické ergodicity
pouzijeme vétu 5.2.16 s V(x) = ¢™, kde n = z(F) a ¢ > 1 je konstanta. Z piedpokladu véty je A(z,u) < K.
Pron > 1 plati
PV(z) = / V(y) P(z,dy) = " P2, Noy1) + " P2, N—1) + " Pz, {x}).
N

Odhadneme jednotlivé ¢leny:

Pla,Noi1) = Ox) /E Lavuent, b walz, © U u) A(du)

1 _ AE)\ A(du) _ 1 KAE) _ e
= 2/El[a:UuENn+1]mln{13)‘(1"“)”_1_1} A(E) < len{ Thr1 }S 9
kden+1 > %(E),
P(a,Nyo1) = (1 - Q@) Y d(x, v)a(z,z \ v) = %Z % min {1, W‘M}

vVET vET

1 . 1 1 1
= z%mm{n’m(m} =3
piin > KA(E),

P(x,{z})=1— P(x,Npt1) — P(x,N;,—1) <1 —P(x,Np_1) = % piin > KA(E).

Polozme Nk . = KA(B) potom pron > Ng. a0 <e<1je

I3 )

1 1 ce 1 1
< n+1§ n—1-" n_ _ |2 - Z).
/V(y)P(x,dy)_c 2+c 2+02 c <2+26+2>
Protoze i + % < 1, existuje 8 < 1 tak, ze pro € dost malé je [V (y) P(z,dy) < BV (z) pro = ¢ C, kde
C ={z € N :z(E) < Nk.} je mald mnozina (tvrzen{ 8.2.2). Déle pro z € C je [V(y)P(z,dy) <
cNe=t1 =} Je proto splnéna podminka geometrického driftu.
O
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Kapitola 9

Dalsi algoritmy zalozené na MCMC
metodach

9.1 Simulované zihani

Simulované zihani (simulated annealing) je piikladem stochastického optimaliza¢niho algoritmu. Nézev
je odvozen z toho, ze snahou je simulovat fyzikdlni proces zihani. Tato technika se pouziva v metalurgii,
kde kontrolované chlazeni materidlu vede k zvétseni velikosti krystalu a zmenseni jejich defektu. Pfi velké
teploté se atomy pohybuji viceméné volné, zatimco pii mensich teplotéch jsou pohyby spiSe do mist s nizsi
energif.

Nasim cilem je nalezeni globédlnfho minima (nebo maxima) realné funkce h na prostoru X. Budeme
postupovat tak, ze nechdme bézet markovsky fetézec, jehoz staciondrni rozdéleni je soustiedéno na stavech
s malou (nebo velkou) hodnotou h. Po néjaké dobé pieskoc¢ime na Fetézec, jehoz staciondrni rozdélen je
jesteé vice koncentrovéno na stavech s malou (nebo velkou) hodnotou h a takto pokracujeme déle. Volbu
fetézcu kontrolujeme pomoci parametru 7', ktery ve fyzikdlni interpretaci oznacuje teplotu. Pii dané
teploté mame kladnou pravdépodobnost prechodu do horsiho stavu (stavu s vétsi hodnotou funkce h),
tato pravdépodobnost vsak klesd se snizujici se teplotou. Moznost pohybu do horsich stavi je dulezita
v tom, ze nam zabranuje v uviznut{ v lokdlnim minimu.

Otézkou zustavd, jak pii dané teploté volit markovsky fetézec a jak piislusné stacionarni rozdéleni.
Pokud je h nezaporni a funkce h'/7 je integrovatelnd, lze uvazovat staciondrni rozdéleni s hustotou f
umérnou h/T. Pro velkd T je vétsina pravdépodobnostni hmoty rozlozena kolem maxima hustoty f.

Jind moznost (pro dlohu minimalizace) je ddna ndsledujici definici.

Definice 9.1.1. Boltzmannovo rozdéleni (Boltzmann distribution) mp 1 na X s funkce? energie h : X — R
a parametrem teploty T > 0 je ddno hustotou fyr(x) = 1= exp{—h(x)/T}, kde Zn 1 je normujict

Znh,T

konstanta.

Pozn.: Piedpokldddme, ze funkce exp{—h(z)/T} je integrovatelnd. Boltzmannovo rozdéleni lze
jednoduse modifikovat, aby se dalo pouzit pro tlohu maximalizace h, sta¢i uvazovat hustotu fj, r(z) =

ﬁ exp{h(z)/T}.
Nésledujici véta tikd, ze pro konetny prostor X Boltzmannovo rozdéleni s malou hodnotou 7" mé

pozadovanou vlastnost, ze umistuje nejvic pravdépodobnosti na prvky minimalizujici h.

Véta 9.1.1. Necht S je konecnd, h : S — R libovolnd funkce. Pro T > 0 bud a(T) pravdépodobnost,
Ze ndhodny element Y na S s Boltzmannovym rozdélenim mpr spliiuje h(Y) = mingeg h(s). Potom
limp_ o4 a(T) = 1.

Ditkaz: Bud M = {s € S : h(s) = minjesh(i)} a oznaéme minges = a = a; = h(i), i € M,
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b = minge g\ a7 h(s). Potom

. 1 e e F e T
S mnali) =Y e T 2 -

ieM i Zn.r Dwese T Zie_T—'_Zs/eS\Me_ T
Zieii ‘M|

> = @ b )
T T [S\M]e F M| +[S\M]e T
a tedy limp_o4 a(T) = 1.
O

Algoritmus simulovaného zfhani spoc¢ivd v konstrukei fetézce pro simulaci z 7, . Vétsinou se uziva
Metropolis-Hastingstv algoritmus, jeho vyhoda je, ze neni nutné znat normujici konstantu Zj 7. Zvoli
se klesajici posloupnost kladnych éisel (teplot) Ty, lim, o T3, = 0 a posloupnost pfirozenych ¢éisel N,, —
schéma zihdni (annealing schedule). Retézec bézi (z libovolného pocétecniho stavu) Ny éasovych jednotek
pii teploté Ty, N pii T» atd., dokud nenf splnéna podminka ukoncen{ (napt. probéhl zadany pocet iteract
nebo nedoslo k zddnému zlepseni po daném poctu iteraci). Stav Fetézce, ve kterém byla dosazena nejmensi
hodnota, povazujeme za feSeni nasi optimalizacni tlohy. Existuji véty uvadéjici, jak rychle musi jit T,
k nule (jak rychle musime ochlazovat), abychom méli zaruc¢enu konvergenci.

Véta 9.1.2. Necht S = {s1,...,s,} ah:S = R. Je-li T teplota v case n a

k (maxgeg h(s) — mingeg h(s))

7™ >
- logn
pro dostatecné velkd n, potom lim,, . a(T™) =1, kde a(T™) = P(h(Y,) = minses h(s)) a Y, je stav
retézce v case n.

Diikaz: [8]

Typicky ovSem splnéni podminky z predchozi véty vede na extrémné pomalé algoritmy. V praxi uziti
rychlejsiho ochlazovani nese nebezpeci, ze algoritmus skoné¢i v lokalnim a nikoliv globalnim minimu. Nutné
kompromisy mezi pomalym a rychlym ochlazovanim se hledaji piipad od piipadu. K volbé schématu
zihani vétsinou neni lepsi doporuceni nez metoda pokusu a omylu.

Priklad: Tento piiklad by mél varovat pred rychlym ochlazovacim schématem. Necht S = {s1, s2, 53, 54},
h(s1) =1, h(s2) =2, h(s3) =0 a h(sq) = 2.

S1 82

84 83

Hledejme minimum metodou simulovaného zihani. Navrh v Metropolisové-Hastingsové algoritmu
volime tak, Ze rovnomérné ndhodné vybereme stav mezi sousedy soucasného stavu, tedy ¢;; = d%_, pokud
s; je soused s;, kde d; je pocet sousedll s;. V naSem piipadé je d; = 2 pro vSechna ¢ a pravdépodobnosti
pfijeti zavisi pouze na podilu mp, 7(s;)/mh 7(s;). Celkové dostaneme matici pravdépodobnosti pfechodu

1 — 1T %e—l/T 0 1o-1/T
1 0 1 0
Pr = ’ 12—2/T 2—2/T 1,.-2/T
o e
2 0 2 0

Necht nehomogenn{ markovsky retézec {X,,} startuje v Xo = s; a bézi dle néjakého zfhactho schématu.
Znacime T teplotu v ¢ase n a A jev, ze Fetézec zistane v s navady. Potom je

]P(A) = ]P(Xl = 81,X2 = 81,...) = nlglgo]P)(Xl = 81,...,Xn = Sl)
= lim ]P(Xl = 51 | XO = Sl)IP(XQ = 81 | Xl = 81) . ]P(Xn = 851 | Xn,1 = 81)

n—00
_ " . —l/T(i)) _ i ( . _1/T(i))
nh_)rréo 1:[1 (1 e 1:[1 1—e .
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Pro 0 <w; < 1 platf [[52, (1 —u;) >0 Y00, u; < oo (viz [35], véta 15.5). Tedy pokud jde T k nule
dost rychle (tak, ze >0, eV < o0), potom je P(A) > 0 a fetézec muze zustat v s; navzdy (napf.
pro T = 1/n). Stav s; je lokaln{ minimum (ne globalnf).

Piikladem pouziti simulovaného zihani jsou ruzné NP-tézké kombinatorické optimaliza¢ni problémy
(napf. problém obchodniho cestujiciho nebo bisekce grafu).

9.2 Perfektni simulace

Jedn4 se o algoritmus, ktery dava na vystupu pfesné staciondrni rozdéleni a navic je schopen uré¢it, kdy je
staciondrni rozdéleni dosazeno (kdy algoritmus zastavit). Tedy neni tfeba zabyvat se fadem konvergence
ani otazkou, jak dlouho nechat fetézec bézet.

Vylozime metodu perfektni simulace zaloZzenou na myslence CFTP (coupling from the past), kterou
navrhli Propp a Wilson [28]. Pfi algoritmu nebézi pouze jeden ale vice fetézcu (coupling). Navic fetézce
nebézi od ¢asu 0 dopfedu, ale bézi z minulosti do ¢asu 0 (from the past).

Cilem je simulovat z rozdélen{ 7 na konetném stavovém prostoru S = {s1,...,s}. Necht P = {p;;}
je matice pravdépodobnosti prechodu nerozlozitelného, neperiodického a reverzibilniho fetézce vzhledem
k 7. Funkce @ : S x [0,1] — S splaujici p;; = P(®(s;,U) = s;), kde U ~ R(0,1), se nazyva prechodovd
funkce (update function). Takovato funkece existuje pro kazdy homogenn{ Markovuv fetézec ([16], Propo-
sition 8.6). Prechodovéa funkce se d& vyuzit pfi simulaci markovského tetézce {X,, }, pro n € N totiz plati
X, = ®(X,—1,U,), kde U, je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na
[0, 1]. Staci tedy specifikovat pocateéni stav X, simulovat z R(0, 1) a dopocitdvat hodnoty vygenerovaného

fetézce. Déle jesté uvazujme rostouci posloupnost piirozenych éisel Ny, No, ... (bézné se voli Ny = 281,
k € N) a Uy, U_1,U_s,... posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na
[0, 1].

Algoritmus 9.2.1. CFTP perfekini simulace (CFTP perfect simulation):
1. poloim =1,

2. pro kazdy stav s € S simuluj Markoviv Tetézec s matici pravdépodobnosti prechodu P, ktery startuje
v ¢ase —Ny, ze stavu s a bézl do casu 0 uZitim ® a U_N, +1,...,Uo (stejné pro viech k fetézci),

t] X_Nm =Ssa Xt = @(Xt—laUt); t= *Nm + 1,...,0,

3. pokud vsSechny Tetézce jsou v case 0 ve stejném stavu, je tento stav vystupem a algoritmus konci,
Jinak zvétsi m o jedna a jdi na 2.

Pokud vsechny fetézce skondi ve stejném stavu, fikame, ze doslo ke koalescenci (coalescence). V druhém
kroku se vidycky uzivéd stejnd posloupnost U;, coz vyzaduje jisté naroky na pamét pocitace.

Priklad: (na koalescenci) Bud S = {s1, s2,53}.

Ny =1, chod z ¢asu —1 do 0: necht ®(s1,Uy) = s1, ®(s2,Uy) = s2, ®(s3,Up) = s1, tedy nedoslo ke
koalescenci.

Jdeme na Ny = 2, necht ®(P(s1,U_1),Up) = D(s2,Up) = s2, ®(P(s2,U_1),Up) = P(s3,Up) = s1,
O(P(s3,U_1),Up) = ®(s2,Up) = sz, opét neni koalescence.

Jdeme na N3 = 4 a dostdvdme koalescenci (viz obrazek), vystupem je stav s.
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Kdybychom zaéinali v ¢asech —8, —16, ..., vzdy bude stejny vystup (jde o vystup z ).

Problém je, ze nemame zaruceno, ze algoritmus skonéi v konetném ¢ase (jsou tieba néjaké dodateéné
podminky na ®). Pokud ovSem skonéi v koneéném ¢ase, ddvé spravny vystup.
Véta 9.2.2. Predpoklddejme, Ze algoritmus skoncéi s pravdépodobnosti 1, bud Y wijstup algoritmu. Potom

pro kazdé i € {1,...,k} je P(Y = s;) = m;, kde 7 je staciondrni rozdélent.

Diikaz: Pro s; € S ukdzeme, ze |P(Y = s;) — m;| < € pro libovolné € > 0. Z predpokladu existuje M tak,
7e P(algoritmus nepotiebuje startovat z ¢asu menstho nez — Njs) > 1 — e. Uvazujme Markoviv fetézec
od ¢asu —Ny; do 0 se stejnou @ a U_y,, 41, - -, Uy, ale s poéatecnim rozdélenim «. Bud' Y jeho stav v 0
(mé rozdéleni 7). Potom z naseho piedpokladu plyne P(Y #Y) < e, a proto

IP(Y = 8;)—mi| = |P(Y = 8;,)—P(Y = s;)| < max ((]P’(Y = 5;) —P(V = ), (P(Y = ;) — P(Y = si)))
< max (IP’(Y =5;,Y #5),P(Y =5;,Y # 57)) <PY#Y)<e.
O

Priklad: Ukédzeme, ze metoda nefunguje, pokud provadime coupling doptedu a chceme pouzit vzorek Xy,
kde N je ¢as koalescence. Bud
_(1/2 1)2
po (12 1)

Lehce zjistime, ze 7 = (2/3,1/3)7. Uvazujme dva fetézce (ze stavu s; a ze stavu so) startujici ¢ase v nule.
Necht koalescence nastane v ¢ase N. V ¢ase N — 1 jsou rtzné, tedy jeden z nich je ve stavu so, z néjz jde
s pravdépodobnosti 1 do stavu s;. Tedy s pravdépodobnosti 1 je koalescence ve stavu s1, coz neodpovida
stacionarnimu rozdéleni.

Obdobné lze nahlédnout, ze je dulezité nezameénovat vystup algoritmu X s Xeas koalescence-

Priklad: CFTP algoritmus nefunguje, pokud nepouzivame stéle stejna Uy: Uvazujme fetézec z predchoziho
piikladu a oznatme M = max{m : algoritmus se rozhodne simulovat fetézec startujici v case — N,,}.
Necht se generuji vzdy nova Uy a Y je vystup algoritmu. Potom

P(Y=s1)=» P(M=mY =s)>P(M=1Y =s1) +P(M =2,Y = 51)

:IP(le)IP(Y:sl|M:1)+IP’(M:2)IP’(Y:51|M:2):%-1+g~§:%>§.
(s1,52)
/\
(s1,51) (s2,51)
( G ) ‘ﬁ‘ )

Pro dany markovsky fetézec muze existovat nékolik ruznych prechodovych funkci. Pro obyéejnou
MCMC simulaci je vybér piechodové funkce nepodstatny, ale pro perfektni simulaci je ¢asto velmi
zavazny. S ruznymi prechodovymi funkcemi muze dochézet ke koalescenci ruzné rychle nebo tieba vibec
ne.

Priklad: Uvazujme markovsky fetézec se stavovym prostorem S = {s1, s2} a matici prechodu
(172 1)2
P= (1 21 /2) '

sy prozx €[0,1/2),
sa prox € [1/2,1],

Dvé mozné volby piechodové funkce jsou

s2 prox €[0,1/2),
s1 prox € [1/2,1],

Dy (s1,x) = { Dy (s9,2) = {

0,1/2
Dy (s;,x) = 1 proz €[0,1/2), proi=1,2.
sa prox € [1/2,1],
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Pro algoritmus perfektni simulace volime N, = 2¥~1 k € N.
Pii pouziti prechodové funkce ®; algoritmus nikdy neskonéi, zatimco pii pouziti prechodové funkce
®, algoritmus skoné{ (s pravdépodobnosti 1) hned v prvnim béhu fetézce z casu —N; = —1 do ¢asu 0.

Pokud je prostor S obrovsky, je nidroéné nechat bézet fetézec ze vSech stavu. U nékterych tloh to
neni nutné, pocet simulovanych fetézci lze vyrazné snizit. Uvedeme si tzv. sendvicovou vlastnost, kterd
se uplatniuje pro markovské fetézce s uspordadanim na mnoziné stavu.

Priklad: Uvazujme zebiikovou ndhodnou prochdzku na S = {1,...,k}, tj. pravdépodobnosti pfechodu
jsou p;it1 = piy1; = 1/2 proi = 1,...,k —1 a p11 = prx = 1/2. Stacionarni rozdéleni je m; = %,
i=1,..., k. Pfechodovou funkci lze vzit tvaru

@(Lx):{l z €[0,1/2), @(k,x):{kl ze0,1/2),

2 zel1/2,1], k z € [1/2,1],
i—1 z€[0,1/2), ‘
b(i,2) = Z z€[0,1/2) 1=1,...,k.
i+1 xell/2,1],
Takto definovédna ® m4 vlastnost monotonie: pro kazdé x € [0,1], 4,5 € {1,...,k} plati i < j = ®(i,2) <
®(j,2). To znamend, ze fetézec, ktery startuje ze stavu i € {2,...,k — 1} vizdy zustane mezi Fetézci

startujicimi v 1 a k. Této vlastnosti se fikd sendvicovd vlastnost (sandwich property). Kdyz dojde ke
koalescenci dvou krajnich fetézcu, nastavéa koalescence vSech a algoritmus muzeme ukoncit. Staci tedy
spustit jen dva fetézce — ze stavu 1 a k.

Sendvicova vlastnost umoznuje vyuziti algoritmu v problémech s obecnou mnozinou stavu, na které
existuje ¢astetné usporaddni. Kromé Proppova-Wilsonova algoritmu existuji v literatufe ruzné dalsi va-
rianty CFTP metod. Pro dalsi ¢teni doporuc¢ujeme napt. [17], [18] a [2, Chapter 8].
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