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Tento postupné doplriovany ucebni text obsahuje prehled vSech defi-
nic, tvrzeni, vét a jejich diitkazii, i pozndmek probiranych v predndsce
»INMSA202 Pravdépodobnost a matematickd statistika“ v ramci bakaldr-
ského studia oboru ,Obecnd matematika“ na MFF UK. Text je rozsiteny
i 0 nékteré priklady a vysvétleni proc, co, a jak déldme, je tedy ponékud
»upovidanéjsi“ nez klasickd skripta.

Nejednd se o plnohodnotnou ucebnici, protoZe zde chybi nékteré priklady

a neni zde obsazZend ldtka probirand na cviceni. Pri pripravé na zkousku
je nutné si tento text doplnit pozndmkami z predndsek a cviceni




OBsAH

ZNACEN{

1 PRAVDEPODOBNOSTNI PROSTOR

1.1 Axiomatickd definice pravdépodobnosti . . . ... ... ... ......
1.2 Podminénd pravdépodobnost . . . . .. ... ... L.
1.3 Nezavislost ndhodnychijeva . . .. ... ... ... .. .........

NAHODNE VELICINY

21 Néhodnd veliCina ajejirozdéleni . . ... ... ... ...........

2.2 Momenty ndhodné veli¢iny . ................ .. ......

2.3 Neékterd rozdéleni ndhodné veli¢iny . . ... ...............
2.3.1 Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni . ... ............
2.3.2 Binomickérozdéleni ... ... ... ... ... ... ... ...,
2.3.3 Geometrickérozdéleni . . .. ... ... ... ... . ... ...,
2.3.4 Hypergeometrické rozdéleni . ... ... .............
23,5 Poissonovorozdéleni . . ... ... .. ... ... . ......
2.3.6 Rovhnomeérnérozdéleni . . ... ... ... ... ... ... ....
2.3.7 Exponencidlnirozdéleni . . ... ... . ... ... .. ... ...
2.3.8 Normované normalnirozdéleni . . . ... ... ... .......
2.3.9 Obecné normdlnirozdéleni . ... ... ..............

2.4 Rozdéleni funkce ndhodné veli¢iny . . . . . ... ... ..........

NAHODNE VEKTORY

31 Nahodnévektory . . ... ... .. ... ... ...

3.2 Nezavislé ndhodné veliciny . ........................

3.3 Momenty ndhodnéhovektoru . . . ... ... ... ... ... ...

3.4 Rozdéleni transformovaného ndhodného vektoru . ... ........

3.5 Priklady rozdéleni ndhodného vektoru . . . . ... ... ... ... ...
3.5.1 Multinomickérozdéleni . .. ... ... ... ... ........
3.5.2 Mnohorozmérné normalni rozdéleni. . . . . ... ... ... ..

LiMITNI VETY

41 CantellihoaBorelovavéta . ... ... ... ... ... ... ...,
4.2 Konvergence posloupnosti ndhodnych veli¢in . . ... ... ......
4.3 Slabyzakonvelkych¢isel . .. . ..o oo o o
4.4 Silny zdkon velkych ¢isel . . . . .. .. ... Lo oL,
45 Centralnilimitnivéta . . . .. .. .. ... ... . .. . .. e

==}

11
13

16
16
21
25
25
26
26
26
27
27
28
28
29
29

32
32
38
41
47
52
52
53



5 STATISTIKA 85

5.1

5.2

5.3

Bodovyodhad ... ... ... ... ... 86
511 Metodamomentl. . . . . . ... ... 90
51.2 Metoda maximdlni vérohodnosti . . . .. ... ... ... .... 93
Intervalovyodhad . . . . .. ... ... ... .. o L 97
5.2.1 Intervalové odhady v normdlnim modelu . . .. ... ... ... 99
5.2.2 Intervalové odhady zalozenéna CLV . . . ... ... ....... 107
Testovani hypotéz . . . . . . . . . . . .. . e 108






ZNACENT1

N Z2 B =

p<v

uLv

prdzdnd mnozina

mnozina redlnych c¢isel

mnozina pfirozenych ¢isel

mnozina celych cisel

transpozice vektoru a

eukleidovskad norma vektoru a
jednotkovéa matice n x n

prostor elementdrnich jevi, stavovy prostor
poten¢ni mnoZzina mnoziny Q

o-algebra ndhodnych jevii na Q
borelovska o-algebra na R

borelovska o-algebra na R"

indikdtor mnoziny M

doplnék mnoziny M

Diracova mira v bodé x

mira u je absolutné spojita vzhledem k mife v
miry u a v jsou vzdjemné singularni
obraz miry u v zobrazeni ¥
pravdépodobnost

rozdéleni nahodné veli¢iny X

nosic¢ rozdéleni ndhodné veli¢iny X
rozdéleni ndhodného vektoru X

nosic rozdéleni ndhodného vektoru X

X mé rozdéleni £

Lebesgueova mira na R

Lebesgueova mira na R”

mnozina ndhodnych veli¢in na (Q, A, P) s kone¢nym p-tym
absolutnim momentem

supremova norma funkce h

stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X
rozptyl ndhodné veli¢iny X

smérodatnd odchylka ndhodné veliCiny X
rozptyl ndhodné veli¢iny X

k-ty moment ndhodné veliciny X



cov (X1, X2)
cor (X,Y)
Var (X)

kovariance ndhodnych velic¢in X; a X»

korela¢ni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y
varian¢ni matice ndhodného vektoru X

hustota nahodné veli¢iny X

hustota ndhodného vektoru X

distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X

distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X

kvantilova funkce ndhodné veliciny X

a-kvantil ndhodné veliCiny X

normované normdlni rozdéleni

a-kvantil rozdéleni N (0, 1)

hustota normovaného normalniho rozdéleni
distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni
a-kvantil rozdéleni y2

a-kvantil Studentova f,,-rozdéleni

empirickd distribu¢ni funkce

vybérovy prumér ndhodného vybéru X, .. ., X,
vybérovy rozptyl ndhodného vybéru Xj, .. ., X,

r-ty vybérovy moment ndhodného vybéru Xxj, .. ., X,
pravdépodobnostni model pro pozorovanda data
odhad parametru 6 na zédkladé nahodného vybéru Xj, ..
vérohodnost 6 pro pozorovani x

logaritmickd vérohodnost 6 pro pozorovani x

konvergence v pravdépodobnosti
konvergence skoro jisté

konvergence v distribuci

‘7Xl’l



1 PRAVDEPODOBNOSTNI PROSTOR

1.1 AXIOMATICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI

Prvni objekt, ktery si musime definovat, pokud chceme matematicky popisovat na-
hodu, je pravdépodobnostni prostor.

Definice 1.1 (pravdépodobnostni prostor) Bud Q neprdzdnd mnozina a A o -algebra
na mnoZzin€ Q. Pravdépodobnost P je mnozinova funkce P : A — [0, 1] splnujici

(i) P(A) > 0, VA € A;

(i) P(Q) =1;
(iii) jsou-li Aj, A, - - - € A po dvou disjunktni, pak P (G Al-) = § P(A;).
i=1 i=1

Trojice (Q, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

MnoZina Q se nazyva stavovy prostor. Obsahuje vSechny mozné ,realizace ndhody*“
— to jest vSechny mozné vysledky popisovaného ndhodného experimentu, respektive
v8echny moZnosti, co se miiZe stat v popisované nahodné situaci. Prvky mnoziny Q
nazyvame elementdrni jevy a samotna Q se také nékdy nazyva prostor elementdrnich
jevil.

o-algebra A se nazyva o -algebra ndhodnych jevii a jeji prvky se nazyvaji (ndhodné)
jevy. o-algebra ndhodnych jevti je vlastné systém podmnozZin stavového prostoru Q,
kterym umime konzistentné pfifadit pravdépodobnost.

Pokud se snazime vytvofit pravdépodobnostni model pro néjakou ndhodnou si-
tuaci - to jest vymyslet pravdépodobnostni prostor, ktery by mohl jako tento model
slouzit — je volba Q a A Casto snadnd/zrejma. S volbou vhodné pravdépodobnosti P
o dané ndhodné situaci. To, jak ji zvolime, urci, jak dobry/pouzitelny bude nd3 model
pro popis dané ndhodné situace.

Pozndmka. Ty tfi podminky z definice 1.1 - nezapornost, normovanost a o -aditivita —
jsou pfesné ty tfi axiomy, jejichZ splnéni pozadujeme po objektu, ktery chceme nazy-
vat pravdépodobnosti. Zcela intuitivné by pravdépodobnost tyto vlastnosti mit méla.

Pozndmka. Pfi pouZiti znalosti z pfednasky Teorie miry a integrdlu (TM]I) zjistime,
ze pravdépodobnost definovand v definici 1.1 je vlastné konec¢nd normovand mira
(normovand tak, aby mira celého prostoru byla 1). V néasledujicim budeme znalosti



1 Pravdépodobnostni prostor

z prednasky TMI vyuZivat a nebudeme opakovat diikazy v ni probrané. Nékteré z vy-
sledk si ale explicitné pripomene.

Pripomenme si, Ze A je o-algebra na mnoziné Q, pokud A c P(Q) je neprazdny
systém uzavieny na doplnky a spocetnd sjednoceni. Disledkem definice je, Ze A
obsahuje prazdnou mnozinu 0, celé Q, mnozZinovy rozdil B\A, pro A, B € A, a kone¢na
i spocetna sjednoceni i priniky mnozin z A. VSem témto mnoZindm tedy umime
konzistentné pfriradit pravdépodobnost. V teorii pravdépodobnosti ovSsem prvky A
predstavuji ndhodné jevy a my je tak budeme v dal§im nazyvat.

Terminologie. Pokud je w € Q pfesné ten elementérni jev, ktery nastal, a A € A
takovd, Ze w € A, pak fikdme, Ze nastal jev A. Pokud w ¢ A, pak fikdme, Ze jev A
nenastal.

Bud i B € A. Pokud w € AN B, pak nastaly oba jevy Ai B. Pokud w € AU B, pak nastal
alespon jeden z jevii A, B.

Pokud plati A c B, pak A je podjev jevu B. 0 se nazyva jev nemozny, Q jev jisty.

A° = Q\A se nazyva jev opacny nebo dopliikovy k jevu A.

Pokud plati AN B = 0, pak jevy A, B nazveme vzdjemné neslucitelné.

Priklad (Klasicky pravdépodobnostni prostor). Bud Q konec¢nd, |Q = n € N,
A =P(Q), aP(w) = 1. Pak nutné
Al A
PA)=—="—, AcA.
(4) ol - n €A

Tento pravdépodobnostni model se hodi tfeba k popisu hodu spravedlivou kostkou,
pak n = 6.

Priklad (Diskrétni pravdépodobnostni prostor). Bud Q konecna nebo spocetnad,
A = P(Q), a méjme funkci p : Q — [0, 1] spliyjici p(w) > 0a Y ,cqp(w) = 1. Pak
nutné

P(A) = Z p(w), AeA.

wEeA

Pro popis jednoho hodu (ne nutné spravedlivou) minci se hodi diskrétni pravdépo-
dobnostni prostor s Q = {0,1}. p(1) bude pravdépodobnost, Ze padla panna,
p(0) =1- p(1) pravdépodobnost, Ze padl orel.
Pokud budeme hod nezavisle n-krat opakovat, pak bude vhodny popis pomoci dis-
krétniho pravdépodobnostniho prostoru s Q = {0, 1}”. Odpovidajici p(w) si laskavy
¢tendr odvodi sam.
Kdyby nads ale zajimalo jen to, kolikrat padla v n pokusech panna, pak Ize ten samy ex-
periment popsat i pomoci diskrétniho pravdépodobnostniho prostoru
sQ={0,1..., n} avhodné urCenymi p(w).
Vhodny pravdépodobnostni prostor po popis néjaké ndhodné situace nemusi byt
jednoznacné urceny, rizné (oviem smysluplné) volby pravdépodobnostniho prostoru
mohou mit rizné vyhody, vZdy by ale mély vést na stejné odpovédi.



1 Pravdépodobnostni prostor

Priklad (Spojity pravdépodobnostni prostor). Bud Q = R, A = B(R) borelovska
o-algebra na R, a méjme méritelnou funkci g : R — [0, o) takovou, Ze fR g(x)dx =1
Pak

P(A):Lg(x)dx, AeA,

je dobfte definovand pravdépodobnost.
Pokud volime specidlné g(x) = To1;(x), pak je P Lebesgueova mira omezend na in-
terval [0, 1].

Priklad (Geometricka pravdépodobnost). Bud Q € 8" takovd, ze 0 < A(Q) < oo.
Polozme A = B(Q) a

A(4)

Q)
Pak P je dobte definovana pravdépodobnost a takovyto pravdépodobnostni prostor
muiZe modelovat ndhodnou volbu bodu v mnozinég, ale i ndhodnou volbu slozitéj-
$ich geometrickych objektt (isecek, pfimek, kompaktnich mnoZin, ...). Vice o geo-
metrické pravdépodobnosti 1ze najit napt. v Dupac a Huskova (2013) v sekci 1.2.

P(A) = AcA.

Pripomenme si nékteré vlastnosti pravdépodobnosti, které se ndm budou hodit pfti
pocitani.

Véta 1.1 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor, A, B € A, {Ap}, € A. Pro P
plati:

@» P(0) =0
(i) P je konecné aditivni;
(iii) P(A°) =1-P(A);
(iv) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B);

(v) Pje monoténni, tj. Ac B = P(A) < P(B);

(vi) je-li A4y € 4y € ..., pak lim P(4,) = P (fj A,-);
n—oo i=1

(vii) je-liA; 2 A2 2 ..., pak lim P(4,) =P (ﬁ A,-);
n—oo i—1

(viii) Bc A = P(A\B) = P(A) - P(B);

(ix) princip inkluze a exkluze, tj.

P (U Ai) = Z P(A:) —Z ZP(A,-ﬂAj) +Z Z ZP(A,-mAijk) -+ (—1)"—1P(
i=1 i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

1

10

n
A)
=1



1 Pravdépodobnostni prostor

Diikaz: Dukazy bodi (i)-(v) a (viii) jsou snadné a zndmé z pifednasky TMI. Dikazy
bodut (vi) a (vii) pomoci triku zdisjunktnéni jsou také znamé z TMI. Diikaz bodu (ix)
je z ndm z predndsky Diskrétni matematika. ]

Poznamka. Specidlni piipad bodu (vii) z pfedchozi véty je tzv. ,spojitost pravdépo-
dobnosti v 0 tj. tvrzeni

(AIZ_)AZ:—) aﬂAi:@) = hmP(An):O
i=1

1.2 PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

KdyZ se zabyvdme pravdépodobnostmi riznych jevi, velmi ¢asto narazime na otdzku,
jak spolu pravdépodobnosti riiznych jevii souvisi. Pfesnéji feceno, jak vyskyt jednoho
jevu ovliviiuje pravdépodobnost vyskytu jevu druhého. Nebo jesté jinak, kdyz vime,
Ze nastal jev A, jakd je potom pravdépodobnost jevu B, a jestli se 1i8i od pravdépo-
dobnosti jevu B v piipadé, Ze bychom o vyskytu jevu A nic nevédéli. Ke zkoumani
takovych otédzek je uzitecnd nasledujici definice:

Definice 1.2 (podminéna pravdépodobnost) Bud (, A, P) pravdépodobnostni pro-
stor a A, B € A splnujici P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky
(jevu) B definujeme vztahem

P(ANB)

Ze je podminénd pravdépodobnost opravdu pravdépodobnost, ukazuje nasledujici
véta:

Véta 1.2 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a B € A takové, ze P(B) > 0. Pak
zobrazeni P(:|B) : A — [0, 1] spliiuje definici pravdépodobnosti 1.1.

Diikaz: Staci ovérit splnéni podminek (i) — (iii):

Podle definice je P(A|B) podil nezdporného a kladného ¢isla, a tedy je nutné > 0, a (i)
je splnéno.

Dosazenim do definice a snadnou tipravou mame

P(QNB) P(B) _
P(B) PMB)

P(Q[B) =

tedy i (ii) je splnéno.

11
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1 Pravdépodobnostni prostor

Méjme Ay, Ay, - - - € A po dvou disjunktni, pak

o p((Ga)ns) e(gwoen)
P (U A,‘|B) _ i=1 _ i=1
i=1

P(B) - P(B)
3, P(A; N B)
! P(A; N B)
= S " ; 5(5) Z P(4;|B),

kde ve treti rovnosti jsme vyuzili faktu, Ze i mnoziny {(A; N B)}:2, jsou po dvou dis-
junktni. Tedy i (iii) je splnéno. |

Pro podminénou pravdépodobnost plati nésledujici pozorovani.

Véta 1.3 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a B € A takové, ze P(B) > 0. Pro
podminénou pravdépodobnost plati:

i) P(AuC|B) = P(A|B) + P(C|B) - P(ANC|B);
(ii) Bc A = P(AIB) =1;
(iii) ANB=0 = P(A|B) =0
(iv) P(AIQ) = P(A);
(v) pokud P({w}) > 0 pro né€jaké w € Q, pak VA € A plati P(A[{w}) € {0, 1}.
Diikaz: Je snadny. Laskavy ¢tendr si ho udéla sam. |

Poznamka. Je velmi duleZité si uvédomit, Ze podminénd pravdépodobnost neni mira
v druhé proménné, tj. obecné neplati rovnost mezi P(A|BU C) a P(A|B) + P(A|C), a to
ani v pripadé, kdy jsou B a C disjunktni! Zkuste si néjaky protiptiklad najit.

Podminénd pravdépodobnost je velmi ucinny ndstroj pro vypocet pravdépodob-
nosti slozit&jsich jevi (jak uvidite i na cvi¢eni). Casto se v takovych vypoctech pouziva
nékterd z nédsledujicich tii vét.

Véta 1.4 (o0 ndsobeni pravdépodobnosti) Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor,
jevy Ay, ... A, € A takové, ze P(A; N --- N A,-1) > 0. Pak plati

P(Ain---NA,) =PA AN NA,)P(AalA N - N A 2) ... P(A2| A1) P(A).

Diikaz: 7 predpokladu P(A; N --- N A,-1) > 0 plyne P(A4 N --- N A,—x) > 0 pro kazdé
k=12 ..., n-1zmonotonie pravdépodobnosti. Tedy vSechny podminéné pravdé-
podobnosti na pravé strané€ rovnosti jsou dobte definované.

Dtikaz provedeme indukci. Pro n = 2 plati

P(A1 N Ap) = P(A2|A1)P (A1)

12



1 Pravdépodobnostni prostor

z definice podminéné pravdépodobnosti. Pro n > 2 plati

P(AiNn---NA,) P(Au A N NA, DPAN---NA,)

P(AnlAi N - NA1)P(An1lAi N - N Ag2) .. P(A2]| A1) P (A1),

kde jsme vyuZili nejdfive definici podminéné pravdépodobnosti a potom indukéni
predpoklad pro n — 1. |

Véta 1.5 (o celkové pravdépodobnosti) Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor,
A € A a({B,} c A konectnd nebo spocetnd posloupnost vzdjemné neslucitelnych
jevl spliyjicich P(B,) > 0 Vn a P(U B,,) = 1. Pak plati

P(4) = )" P(AIB,)P(By).

Diikaz: 7. predpokladu P(|JB,) = 1 plyne, Ze pravdépodobnost opac¢ného jevu

P((UB,)°) =0, takze
P(Am(UBn))+ P(Am(UBn) ) - P(U (AmBn))

D P(ANB,) = > P(AIB,)P(B,).

P(4)

V prvni rovnosti jsme pouZili konecnou aditivitu miry, ve tfeti rovnosti, Ze jevy
{(ANB,)} jsou po dvou disjunktni, ve ¢tvrté rovnosti jsme pouzili definici podminéné
pravdépodobnosti. |

Véta 1.6 (Bayesuv vzorec) Za predpokladii véty 1.5 a pfedpokladu P(A) > 0 plati

P(A|B;)P(B;) . .
P(B;|A) = ro vSechna i.
Gl =5 PaisP,) P
Diikaz: Pouzijeme postupné definici podminéné pravdépodobnosti a vétu 1.5. |

Priklad (Pélyovo urnové schéma). Podrobnosti viz pfednéska.

1.3 NEZAVISLOST NAHODNYCH JEVU

V predchozi kapitole jsme zkoumali podminéné pravdépodobnosti. Vyznamna je
situace, kdy je podminénd i nepodminénd pravdépodobnost stejnd P(A) = P(A|B).
Ta nastava, pokud jsou jevy A a B nezvislé.

Definice 1.3 (nezdvislost 2 jev(l) Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, pokud plati
P(A N B) = P(A)P(B).

13
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1 Pravdépodobnostni prostor

Poznamka. Nezdvislost dvou jevi interpretujeme tak, Ze vyskyt jednoho jevu neo-
vlivni §anci na vyskyt druhého jevu. Nejde tedy o kauzalitu, ale jen o proporcionélni
prekryv pravdépodobnosti téch dvou jevi.

Véta 1.7 Jsou-li jevy A a B nezdvislé, pak také jevy A a B¢ jsou nezdavislé. Pokud navic
P(B) > 0, pak P(A|B) = P(A).

Diikaz: Pocitejme a postupné pouzijme konecnou aditivitu pravdépodobnosti, ne-
z4avislost jevil A a B a pravdépodobnost opa¢ného jevu:

P(A N B°) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B").

Tedy i A a B¢ jsou nezavislé. Pouzitim definice podminéné pravdépodobnosti a neza-

vislosti A a B dostaneme

P(ANnB) P(A)P(B)
PB P(B)

P(AIB) = = P(A).
A co kdyZ mame vic jevil nez dva? Jak je to s nezavislosti?

Priklad. Méjme klasicky pravdépodobnostni prostor s Q = {1, 2, 3, 4} ajevy A = {1, 2},
B =1{2 3}, C =11, 3}. Plati

P(A) = P(B)=P(C)= %
P(ANB) = 111 = P(A)P(B)
P(ANnC) = i = P(A)P(C)
P(BNC) = }1 = P(B)P(C),
takZze jevy A, B, C jsou po dvou nezavislé. Ale

PANBNC)=0 # % = P(A)P(B)P(C),

tedy pro vSechny tfi jevy uz soucinovy tvar neplati. Pokud chceme, aby soucinovy
tvar platil pro vSechny kombinace jevii, potfebujeme silnéjsi pojem nez nezavislost
po dvou.

Definice 1.4 (vzdjemna nezavislost jevll) Bud {4, [ € A} systém nahodnych jevti. Jevy
nazveme vzdjemné nezdvislé, pokud pro kazdé n € N a kazdou n-prvkovou mnozinu

I c A plati
P(ﬂ Ai) =] [Pw).

i€l iel
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1 Pravdépodobnostni prostor

I pro vzdjemnou nezdvislost jevi plati, Ze se pfendsi na doplrky.

Vétal.8 Bud C = {By, By, ... Br}, k € N, systém vzajemné nezavislych jevii. Nahradime-
li libovolnou podmnozinu téchto jevii jejich dopliiky, dostaneme opét systém vza-
jemné nezavislych jevi.

Diikaz: Budte A, ..., Ay, By, ..., By, € C. Chceme dokdazat
P(AinAyNn---NA,NBfN---NBy)=P(A)...P(A,)P(B])...P(B},),

pro kazdé (pripustné) n, m € N.

Budeme dokazovat indukci podle m (pro libovolné n). Pro m = 1 rovnost plati
zvéty .7 s volbou A=A N---NA,.
Pro induk¢ni krok m — m + 1 pocitejme

PAaN---NnA, N B/ N---NB; )
= PAN---NA,NB N---NB;)=PA1N---NA,NB N---N Bpy1)
= P(A)...P(A,)P(B))...P(B;,)1 = P(Bns+1)
= P(A)...P(A,)P(B))...P(B;,)P(B; )
V prvni rovnosti jsme pouzili kone¢nou aditivitu pravdépodobnosti a vdruhé dvakrat
indukéni predpoklad pro m (nebot oba priiniky obsahuji jen m doplitkovych mno-
zin). |

Véta 1.9 Jsou-li jevy Ay, ... Ay, By, ...By, n,m € N vzijemné nezavislé a P(By N --- N
Bn,) > 0, pak

P(AN---NA,BiN---NBy) =PA4N---NA,) =PA)...P(4,).

Diikaz: Pouzijeme postupné definici podminéné pravdépodobnosti a vzijemnou ne-
z4vislost jevi. |
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2 NAHODNE VELICINY

Ne vzdy, kdyzZ modelujeme néjakou ndhodnou situaci nebo ndhodny experiment, po-
tfebujeme opravdu zndt/pifesné urcit cely slozity pravdépodobnostni prostor
(Q, A, P). Nékdy nés zajima jen néjaky aspekt ndhodné situace nebo jen nékteré cha-
rakteristiky vysledku ndhodného experimentu. Pak je dobré umét meénit ,pozorovaci
hloubku“ neboli umét pfechdzet mezi jemnym/presnéjSim stavovym prostorem Q a
hrub$im/méné presnym stavovym prostorem feknéme Q’. K tomu lze pouZit pojem
ndhodného elementu, resp. ndhodné veliciny.

2.1 NAHODNA VELICINA A JEJf ROZDELEN{

Definice 2.1 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a (Q’, A’) méfitelny prostor.
Pak kazdé méfitelné zobrazeni X : Q — Q' nazveme ndhodny element z Q)'.

Definice 2.2 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor. Méfitelné zobrazeni
X : (Q, A) — (R, B) nazveme (redlnou) ndhodnou velicinou.

Tedy ndhodn4 velicina je funkce.

Znaceni. Bud A € B. Misto {w € Q : X(w) € A} budeme psat {X € A}. A protoze
{X € A} je ndhodny jev z A, miZeme mu priradit P(X € A).

Definice 2.3 Bud X ndhodna velicina. MnoZinovy systém {X~(B), B € B} nazveme
o -algebrou ndhodnych jevii generovanych ndhodnou velicinou X nebo o -algebrou in-
dukovanou ndhodnou velicinou X, a znacime ji o (X).

Poznamky.
e Meritelnost ndhodné veliCiny X sta¢i ovéfit na generdtoru 8 napf. na
{(-o0, al, a € R}.
* o(X) je skutecné o -algebra.
e Pro kazdy mnozinovy systém S ¢ P(R) plati o(X1S) = X 1(0S), takze

o(X) = O'{X_l(—OO, al,a e R} =c{{w e Q: X(w) < a}, a € R}.
Zde konci

predn. 3

Definice 2.4 Rozdélenim ndhodné veliciny X : (Q, A) — (R, B) nazveme induko- 21.2)

vanou pravdépodobnostni miru Px na (R, 8) definovanou jako Px(B) = P(fw € Q :
X(w) € B}), Be B.

Pozndmka. TakZe Py = PX~! je obraz miry P v zobrazeni X a pravdépodobnostni
prostor (Q, A, P) se zobrazi na pravdépodobnostni prostor (R, B, Px).
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2 Ndhodné veliciny

Z teorie miry mame také vétu, kterd ndm umoznuje pfechdzet mezi integrovinim
vzhledem k pravdépodobnosti P a integrovanim vzhledem k jejimu obrazu Py. Je to
véta o prenosu integrace.

Véta 2.1 (o pfenosu integrace) Bud (M, A, u) prostor s mirou, g : (M, A) — (N, F)
méfitelné zobrazeni a v = ug~! obraz miry yu v zobrazeni g. Bud 1 : (N, ¥) — (R, B)
meéfitelna funkce. Pak plati

f n(y) dv(y) = f n(g () du(x)
N M

kdykoli m4 jedna strana smysl.
Diikaz: Standardnim postupem teorie miry — snadné cviceni. ]
Dosadime-li do véty o prenosu integrace ndsledujicim zptisobem:
(M, A, u) = (Q, A, P) (N, F) = (R, B) g=X v =Py
dostaneme specidlné vétu o prfenosu integrace pro rozdéleni Px ndhodné veliciny X.

Véta 2.2 (o prenosu integrace pro Pyx) Bud X ndhodnd veli¢ina a bud
h: (R, 8) — (R, 8) méritelna funkce. Pak plati

f h(X () dP(w) = f h(x) Py (x)
Q R

pokud m4 alespon jedna strana smysl.

Poznamka. TakZe pro préaci s ndhodnou veli¢inou nepotfebujeme znét celé (Q, A, P)
a X, ale staci ndm znat miru Px na (R, B)!

Poznamka. Navic miru Py miZeme vyjadfit v (pro nds) vyhodném tvaru, nebot z pred-
nasky TMI zname Radonovu-Nikodymovu vétu.

Definice 2.5 Bud X ndhodna veli¢ina, Py jeji rozdéleni a u o-konecnd mira na (R, B)
takova, Ze Py < u. Potom fy = ddilf se nazyva hustota ndhodné veliciny X vzhledem k
mite p.

Poznamky.
* fx je urCena jednoznacné u-skoro vsude.
e Pokud je méfitelnd g : (R, 8) — (R, B) nezdpornd, nebo pro ni plati

fR lg(x)] dPx (x) < oo, pak fR g(x)dPx(x) = fR g(x) fx (x) du(x) (dtsledek tvrzeni
12.1 ze skript Rataj (2022)).
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2 Ndhodné veliciny

Véta 2.3 Bud X ndhodna veli¢ina, Px jeji rozdéleni a B € B. Pak plati nasledujici
rovnosti

P(X € B) =P({w € Q: X(w) € B})
=fQ1IB(X(w))dP(w)=fRﬂB(x)dPx(X)=fBldPx(x)=Px(B)-

Pokud je navic fx hustota X vzhledem k o-kone¢né mife y, pak plati i

P(X € B) = fg 15(X () dP(w) = fg 1500 i (x) d(x) = f fi () du().

Diikaz: Véta je diisledkem véty o pienosu integrace 2.2, Radonovy-Nikodymovy véty
a tvrzeni 12.1 ze skript Rataj (2022). O

Takze pfti znalosti Px nebo fy jsme schopni urcit pravdépodobnosti vSech jevi ze
o (X). Véta 2.3 ndm déava névod, jak pocitat pravdépodobnosti typu P(X € B) riznymi
zpusoby, podle toho, jakou informaci o ndhodné veli¢iné X mame k dispozici.

Priklad. Bud Q = {1,2,3,4,5,6}, A = P(Q), P(w) = ¢, w € Q. A bud ndhodna veli-
¢ina X déna predpisem X(w) = Ti246)(w), w € Q. Tento pravdépodobnostni prostor
muZe popisovat napiiklad jeden hod spravedlivou kostkou a X je indikdtor toho, Ze
na kostce padlo sudé c¢islo.

Urcete o (X), Px a fx. Spocitejte pravdépodobnosti P(X = 0), P(X > 0), P(X > 0),
pomoci P a X, pomoci rozdéleni Px a pomoci hustoty fx.

Reseni — viz pfednéska.

Definice 2.6 Bud X ndhodna veli¢ina. Funkci Fx : R — [0, 1] definovanou jako
Fx(x) = P(X < x), x € R, nazveme distribucni funkci ndhodné veli¢iny X.

Pozndamka. Ziejmé Fx(x) = Px((-o0, x]), x € R. MnozZinovy systém {(—oo, x]), x € R}
je uzavieny na pruniky, pro A, = (-, nl, n € N plati 4, /' R, a Px je kone¢na mira,
takZe z véty o jednoznac¢nosti miry plyne, Ze distribu¢ni funkce jednozna¢né urcuje
rozdéleni Px ndhodné veliCiny X. Ale rtizné nahodné veli¢iny (at uz definované na
raznych pravdépodobnostnich prostorech, nebo definované na stejném pravdépo-
dobnostnim prostoru, ale s riznymi hodnotami pro stejnd w € Q) mohou mit stejnou
distribuc¢ni funkci (a tedy stejné rozdéleni).

Priklad. (pokracovani prikladu o hodu kostkou) Zjistili jsme, Ze rozdéleni ndhodné

veli¢iny X je Px = %(60 + 61), tedy odpovidajici distribu¢ni funkce je

Ee(@) = 5(10m () + @),

Uvazujme jeSté ndhodnou veli¢inu Y (w) = 1123(w), w € Q, tedy indikdtor toho, Ze na
kostce padl mensi pocet ok nez 4. Ndhodné veli¢iny X a Y jsou rtizné (jako funkce
z Q do R), ale kdyz ur¢ime Py, f; (hustotu vzhledem k ¢itaci mife na Z) a Fy, zjistime,
Ze jsou stejné jako pro ndhodnou veli¢inu X.
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2 Ndhodné veliciny

Véta 2.4 (Vlastnosti distribu¢ni funkce) Bud Fx distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny
X. Pak

(i) Fx je neklesajici;

(ii) Fx je zprava spojitd;
(iii) xl_i)rpoo Fx(x) =0, }1_r)r010 Fx(x) =1.
Diikaz: Snadno plyne z monotonie, spojitosti a normovanosti pravdépodobnostni
miry. Laskavy ¢tendf si podrobny diikaz udéld sam. ]

Poznamka. Z teorie miry vime, Ze ke kazdé funkci F spliujici pfedpoklady (i)—(iii)
existuje pravé jedna kone¢nd borelovskd mira x na R spliujici

u((-o0, al) = F(a), VaeR. (2.1

Tato mira se nazyva Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou pfislusnou funkci F. Z bodu
(iii) plyne, Ze tato u je pravdépodobnostni mira. Navic je rovna rozdéleni néjaké na-
hodné veli¢iny X, jak tvrdi nasledujici véta.

Véta 2.5 Bud F : R — R funkce spliiyjici body (i) — (iii) z véty 2.4. Pak existuje
pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodnd veli¢ina X : (Q, A) — (R, B) takova,
7e F = Fx.

Diikaz: Existenci miry y spliiyjici (2.1) médme z pfedchozi poznamky. Staci tedy nade-
finovat kompatibilni pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a funkci X z Q do R. M-
Zeme volit Q = R, A = B, P = u, a funkci X(w) = w, w € Q. Funkce X je identita,
a jako takova je méfritelnd, a tedy je to ndhodn4 veli¢ina. Navic pro a € R plati

Fx(a) =P(X <a)=PlweQ:X(w) <a}) =u({xeR:x < a}) = u((-o, al) = F(a),
takZe distribu¢ni funkce Fx ndhodné veliciny X je pfesné rovna F. |

Poznamka. Méjme distribuc¢ni funkci Fx néjaké ndhodné veliiny X. Je dobré si uveé-
domit, Ze z konec¢né aditivity pravdépodobnostni miry P lze snadno odvodit rovnost

P(X € (a, b]) = Fx(b) — Fx(a), a<beR.

OvSem pfi vyjaddreni pravdépodobnosti P(X € (a, b)) a P(X € [a, b]) nesmime zapo-
menout na moznou nespojitost distribu¢ni funkce Fx zleva a naopak musime vyuzit
spojitost pravdépodobnostni miry P:

P(Xe(a, b)) = PlweQ:X(w)E (a b)})

p({weQIX(w)EU(a’b_%]})

neN

rllim P(X € (a,b-1/n]) = tlirgl_ Fx(t) — Fx(a).
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2 Ndhodné veliciny

Obdobné odvodime
P(X € [a, b]) = Fx(b) — tlim_ Fx (1), a<beR.
Poznamka. Pro ndhodnou veli¢inu X (a ji prislusné rozdéleni Px a distribu¢ni funkci
Fy) plati
POce ) = [ 1) dPx() = [ 1a(x) (o)
R R

kde posledni vyraz je Lebesguetiv-Stieltjestiv integrél podle Fx. TakZe i z distribu¢ni
funkce Fx umime spocitat pravdépodobnosti vSech jevii ze o (X).

Poznamka. A jak vlastné mtiZze vypadat Px? Z teorie miry vime, Ze kaZdou Lebes-

gueovu-Stieltjesovu miru x mizeme rozlozit na tfi ¢4sti:

U= Ug + Uq + Usc, (2.2)

kde u, < A, p4 je diskrétni mira a ;. je neatomickd mira (tj. u({x}) = 0,¥x € R)
spliujici us. L A.

Definice 2.7 Ndhodnou veli¢inu X nazveme diskrétni ndhodnou velicinou, pokud
existuje (kone¢na nebo spocetnd) posloupnost bodti {x;};c; ¢ R a posloupnost ¢isel
{pitier € (0, 1], splnujicich Y ;¢; p; =1, takovych, Ze

PX = Z Pi 6xi,
i€l
kde 6, znaci Diracovu miru v bodé u. Odpovidajici distribu¢ni funkce tvaru
Fe(x) = ) pilige)(¥) = D i
iel xi<x,i€l

se pak nazyva diskrétni distribucni funkce.

Poznamka. Je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina jako v definici vySe a v ¢itaci mira
na {x;};e;, pak Px < v a pro hustotu fx ndhodné veli¢iny X vzhledem k mife v plati

Pis iel,
Xi) =
S {0, x ¢ {xitier

Definice 2.8 Ndhodnou veli¢inu X nazveme absolutné spojitou ndahodnou velicinou,
pokud Px <« A. Odpovidajici distribu¢ni funkci Fx se pak nazveme absolutné spojitou
distribucni funkci.

Pozndamka. Distribu¢ni funkce Fx absolutné spojité ndhodné veli¢iny ma derivaci Fy,
A-skoro vSude a pro hustotu fy ndhodné veli¢iny X vzhledem k A plati fx = Fy A-s.v.
Tedy plati také

F(x) = f " (2 dz.
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2 Ndhodné veliciny

Priklad. Piiklad, kdy je k modelovdni ndhodného mnoZstvi potfeba ndhodné veli-
¢ina, kterd ma jak diskrétni, tak i absolutné spojitou ¢dst, je modelovani mnoZzstvi
srazek (spadlych napt. za den). S kladnou pravdépodobnosti se mtzZe stat, Ze neprsi,

takZe naprsi 0 — to bude ta diskrétni ¢ast. A mnozstvi, které naprsi, kdyz prsi, je vy-
hodné modelovat spojité. Podrobnosti viz prednaska.

Priklad. V teorii miry jste vidéli Cantorovu funkci Fc, kterd je distribu¢ni funkci Can-
torovy miry uc. Nebot plati uc(R) = 1, je uc mira pravdépodobnostni, a tedy je to i
rozdéleni néjaké nahodné velic¢iny. OvSem uc md vrozkladu (2.2) diskrétnii absolutné
spojitou ¢ast nulovou. ¢ je spojitd singuldrni mira, to jest je neatomickd a singuldrni
vzhledem k A. Distribu¢ni funkce F¢ je spojitd, ale F/ = 0 A-skoro vSude na R.

Definice 2.9 Bud Fyx distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X. Funkce
Fl(u) =inf{x : Fx(x) > u}), u € (0, 1),
se nazyva kvantilovd funkce ndhodné veliCiny X.

Poznamka. Kvantilové funkce je neklesajici a zleva spojitd (laskavy ¢tenaf si dokaze
sam). Lze z ni jednoznacné urcit distribu¢ni funkci Fx — takZe také charakterizuje roz-
déleni Py. Pro Fx striktné rostouci a spojitou je F)gl inverzni funkci k Fy.

2.2 MOMENTY NAHODNE VELICINY

Rozdéleni Py ndhodné veliciny X ndm dav4 kompletni informaci o pravdépodobno-
stech jevil s touto ndhodnou veli¢inou souvisejicich. Casto ale potfebujeme i n&jaké
zjednoduSené charakteristiky, idedlné vyjadfitelné jednim cislem. Dvé zdkladni cha-
rakteristiky, které bychom chtéli definovat, jsou ,typickd hodnota“ ndhodné veliciny
a ,variabilita“ ndhodné veliciny, resp. ,rozptylenost“ (ndhodnych) hodnot ndhodné
veli¢iny kolem jeji typické hodnoty.

Nejprirozenéjsi je definovat typickou hodnotu ndhodné veliciny jako jeji primeér-
nou hodnotu — tak, jak to déld nésledujici definice.

Definice 2.10 Stredni hodnota ndhodné veliciny X je ¢islo E X dané vyrazem
EX = f X (w) dP(w),
Q

pokud ma4 tento integrdl smysl.

Znaceni. Jako L'(Q, A, P) = L! znacime prostor vSech redlnych ndhodnych veli¢in
na (Q, A, P) s konec¢nou stfedni hodnotou.

Poznamka. Jak pocitat E X? Ne nutné z definice — nepotiebuji znat celou pravdeé-
podobnost P, sta¢i mi Py, resp. Fx, nebot

EX:LX(w)dP(w):fodPX(x):fodFX(x),
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2 Ndhodné veliciny

z véty o pfenosu integrace pro Py a z definice Lebesgueove-Stieltjesova integrélu.
Specidlné pro diskrétni ndhodnou velic¢inu dostanu

EX = le-p,- = in P(X = xi)a

i€l i€l

a pro absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu dostanu

EX:ffo(x)dx.
R

Tedy E X je vlastnost rozdéleni Px ndhodné veli¢iny X. Pro ndhodné veliciny X a Y se
stejnym rozdélenim (resp. stejnou distribu¢ni funkci) je stejnd i sttedni hodnota.

Priklad. Modelovéni vyse plat a ,typického/primérného“ platu. Podrobnosti viz
prednaska.

Jind moznost jak definovat ,typickou“ hodnotu ndhodné velic¢iny, je pomoci me-
didnu.

Definice 2.11 Medidn rozdéleni ndhodné veliciny X je Ccislo q splnujici
1 1
P(XSq%) > 2aP(XZq%) > 3.

Poznamka. Median je tedy bod, ve kterém Fx dosdhne (nebo pieskoci) hladinu %
Nemusi byt definovédn jednoznacné, ale Fy'( %) také spliiuje definici medidanu.

Zde konct
A jak spocitdme stfedni h.odr.lotu funkce g néjaké ndhodné veliciny X? Je potieba pedn. 5
znat celé rozdéleni g(X)? Nikoli. (28.2.)

Véta 2.6 Bud X ndhodna velicina a g : R — R méfitelnd funkce. Pak g(X) je také
ndhodnd veli¢ina a plati

£500) = [ g dPx() = [ g0 dre(a),
pokud jeden z nich existuje. Specidlné pro diskrétni ndahodnou veli¢inu

Eg(X) =) glx)ps

i€l

a pro absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu

Eg(X) = fR g ()i (x) dx.

Diikaz: Slozeni dvou méfitelnych zobrazeni je opét méftitelné, takze g(X) : (@, A) —
(R, B) je nahodna veli¢ina. Plati

Eg(x) = fQ g (X () dP(0) = fR ¢ (x) dPx (x),

kde jsme nejdfiv pouzili definici stfedni hodnoty a pak vétu 2.2 o pfenosu integrace.
i
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2 Ndhodné veliciny

Terminologie. Rekneme, Ze néco plati P—skoro jisté, pokud to plati pro vechna
w € Q\N, kde N € A je mnoZzina pravdépodobnosti 0 (tj. P(V) = 0). Pokud je jasné,
jakou pravdépodobnostni miru P pouzivame, fikdme jen: plati skoro jisté. Zkracené
piSeme P-s.j., resp. jen s.j.

Primym dtsledkem vlastnosti Lebesgueova integrélu jsou nasledujici vlastnosti stfedni
hodnoty.

Véta 2.7 (Vlastnosti stfedni hodnoty) Budte X, Y ndhodné veli¢iny a a, b € R. Pak
plati:

(i) E(a+bX)=a+bEX, proXelLl,
(i) E(X+Y)=EX+EY, proX,Yell
(i) PX>0=1=>EX >0,
(iv) X e L' = |X| € L},
(V) X <Y P-sj. = EX < EY (pokud existuji).
Mimo stfedni hodnoty E X se ¢asto pouZivaji i vy$§i momenty ndhodné veliciny.

Definice 2.12 Bud n € N. Pak

n-ty moment ndhodné veliciny X definujeme jako E X";

n-ty absolutni moment ndhodné veliCiny X definujeme jako E |X|";

n-ty centrdlni moment ndhodné veli¢iny X definujeme jako E (X — E X)", existuje-li
E X;

n-ty absolutni centrdlni moment ndhodné veli¢iny X definujeme jako E|X — E X|",
existuje-li E X.

Znaceni. Je-li n-ty moment konec¢ny, piSeme X € L"(Q, A, P), resp. X € L".

Poznamka. Prvni moment je stfedni hodnota a pro prvni centrdlni moment vzdy
plati E(X —EX) = 0.

Definice 2.13 Rozptyl ndhodné veliciny X je definovén jako E (X — E X)?. Zna¢ime ho
var X.

Pozndmka. Rozptyl je stfedni ctvercovd odchylka od stfedni hodnoty EX
— méfeno/vazeno pomoci Px. Rozptyl tedy popisuje, jak moc jsou hodnoty ndhodné
veli¢iny X rozptylené kolem E X.

Pozndmka. Zfejmé je varX = E(X - EX)? > 0 a z vlastnosti Lebesgueova integralu
plyne, Ze var X = E (X — EX)? = 0, pravé kdyz X = EX P-s.j.

Véta 2.8 Bud X ndhodnd veli¢ina s kone¢nym rozptylem a a, b € R. Plati

var (a + bX) = b® var X.
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2 Ndhodné veliciny

Diikaz: Za pouZiti linearity integrélu postupné pocitame:

var (a + bX) = E (a + bX —E(a + bX))?> = E (a + bX — a — bEX)?
=E(b(X —EX))?=b?E (X - EX)? = b®varX.

Poznamka. Jak pocitat rozptyl? Bud piimo:

E (X — Ex)? = Sier(xi — Eg()2 Di pro diskrétnivn.v. )

fR (x —EX)® fx(x)dx pro absolutné spojitou n.v.
Nebo se mtiZze hodit pfepis

E(X-EX)’=EX?>-(EX)?=EX(X -1)+EX - (EX)2

Rozptyl a vy$§i momenty ndhodné veli¢iny je moZno pouZit i pro odvozeni horni
meze na pravdépodobnosti velkych odchylek ndhodné veli¢iny X od jeji stfedni
hodnoty E X, resp. od nuly. Nésledujici dvé véty ukazuji jak.

Véta 2.9 (Cebysevova nerovnost) Bud X ndhodné velicina z L' a a > 0. Pak plati

X
P(IX —EX| > a) < =~
a

Diikaz: Oznacme mnoZzinu, na niZ je splnéna podminka
x —EX|?
B:{xeR:|x—EX|2a}:{xeR:%21}.
a

Pak mtizeme psat

E(X -EX| > a)

lx —EX|?
fB dPy (x) = fB 1dPy (x) < fB dePX(x)

—EX)? E(X - EX)? X
f%dpx(x) _ E( : )" _ Varz ,
R a a a

_ 2
[x—EX| 0.

4 .. Cere w |x—EX|2 . .
U druhé nerovnosti jsme vyuzili, Ze =~ > Ona celém R, tedy i fR\ B 2 |

Analogicky je moZno dokdzat i Markovovu nerovnost:

Véta 2.10 (Markovova nerovnost) Bud X ndhodné veli¢ina z L, n € Na a > 0. Pak
plati

X"

E
P(X]| > a) <

an

Pozndmka. Oba vySe uvedené odhady jsou velmi hrubé.
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2 Ndhodné veliciny

V dal$sim vykladu se ndm bude hodit i nédsledujici nerovnost mezi momenty
rtiznych rada.
Véta 2.11 (Nerovnost mezi L” normami na pravdépodobnostnich prostorech) Bud X
nihodna velicina, 0 < o < 8 a E|X|# < . Pak

=

(E|X|“)% < (E|X|ﬁ) , (2.3)
a specidlné E |X| < VE X2

Diikaz: Diikaz provedeme dosazenim do Hoélderovy nerovnosti. Potfebujeme tedy
méfitelné funkce f, g z R, f € LP(Px), g € L1(Px), kde 0 < p,g < w a % + % =1
Volme f = |x|*, g =1, p= £, 4= 2.

Funkce g = 1 zfejmé patii do kazdého L°(Px), ¢ > 0, nebot Px(R) = 1. Déle
fR(f(x))g dPy (x) = [, Ix# dPyx(x) = E|X|? < oo z pfedpokladu véty. Predpoklady Hol-
derovy nerovnosti jsou tedy splnény. MiiZeme psat

EX = [ 1al dPy() = [ 1" 1dPx()
R R
a 1
B q @ @
< (L arxe) ([ 1rap) = )" 1= (E09)
R R
coZ je nerovnost ekvivalentni s nerovnosti (2.3). ]

Poznamka. TakZe jsme dokdzali, Ze pro pravdépodobnostni miru P plati
LA(Q, A, P) C LY(Q A, P),Y 0 < a < B. Neboli, je-li absolutni moment ¥addu n ko-
necny, tak je konecny i pro kazdé m spliujici 0 < m < n.

2.3 NEKTERA ROZDELENIi NAHODNE VELICINY

V této kapitole si ukdZeme nékolik zdkladnich a ¢asto pouZzivanych rozdéleni ndhodné
veliciny.

2.3.1 ALTERNATIVNT (BERNOULLIHO) ROZDELENT{

Né&hodna veliCina X s alternativnim rozdeélenim nabyva pouze hodnot1 a 0 s pravdé-
podobnostmi p al - p, kde p € (0,1) se nazyva parametr alternativniho rozdéleni.
Takze

Px = po1+ (1 - p)do.
Pro momenty alternativniho rozdéleni plati

ExF=p, keN, varX = p (1 - p).

Alternativni rozdéleni se pouZzivd k modelovani vysledku jednoho ndhodného po-
kusu, u kterého mohou nastat jen dvé varianty — ¢asto oznacované jako tispéch resp.
neuspéch. Zkracené znacime alternativni rozdéleni jako Alt(p).
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2 Ndhodné veliciny

2.3.2 BINOMICKE ROZDELENT

Nédhodna velicina X mda binomické rozdéleni s parametry p, n, kde p € (0,1), n € N,
pokud plati

P(X =k) = (Z)pk(l—p)"_k, kefol...n).

PouZijeme-li binomickou vétu, vidime, Ze })}_, P(X = k) = 1, tedy vySe uvedené prav-
dépodobnosti opravdu odpovidaji pravdépodobnostnimu rozdéleni. Zkracené ho bu-
deme oznacovat Binom(n,p). Pro prvni dva momenty binomického rozdéleni plati

EX = np, varX = np(l - p).

Binomické rozdéleni je odvozené od alternativhiho — pokud opakujeme n-krat neza-
visle pokus s pravdépodobnosti tispéchu p, ma celkovy pocet pozorovanych tspéchti
binomické rozdéleni s parametry n, p.

2.3.3 GEOMETRICKE ROZDELENT{

Néhodna veli¢ina X ma geometrické rozdéleni s parametrem p, kde p € (0, 1), pokud
plati
P(X =k) =p(l-p), keN

v vz

Snadno ovéiime, Ze soucet vySe uvedenych pravdépodobnosti je roven 1, a tedy opravdu
odpovidaji pravdépodobnostnimu rozdéleni. Zkracené ho budeme oznacovat Geom(p).
Pro prvni dva momenty geometrického rozdéleni plati

_{-p) Vaer(l—p)'

EX
p p?

I geometrické rozdéleni je odvozené od alternativniho — pokud sledujeme posloup-
nost nezavislych ndhodnych pokusti s pravdépodobnosti ispéchu p, pak pocet ne-
uspésnych pokust predchézejicich prvnimu tspésnému je ndhodn4 veli¢ina s roz-
délenim Geom(p).

2.3.4 HYPERGEOMETRICKE ROZDELENT

Nédhodné velicina X ma hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M, n,kde N, M, n €
N, M < N an < N, pokud plati

(o) (o)
()
Toto rozdéleni je vhodné pro popis situace, kdy mame (napf. v urné) N predmeétq,
z nichZ M je prvniho a N — M je druhého druhu. Z urny ndhodné (a najednou) vy-

bereme n predmétt. Pocet vybranych predmétti, které budou prvniho druhu, ma hy-
pergeometrické rozdéleni Hg(N,M,n).

P(X=m)= pro 0<m<M a 0<n-m<N-M.
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2 Ndhodné veliciny

2.3.5 POISSONOVO ROZDELENT{

Nédhodna velicina X mda Poissonovo rozdéleni s parametrem A, kde A € (0, o), pokud

plati
k

A
P(X=k)=e" k € No.

Kl
Snadno ovéfime, Ze soucet vySe uvedenych pravdépodobnosti je roven 1, a tedy sku-
te¢né odpovidaji pravdépodobnostnimu rozdéleni. Zkrdcené ho budeme oznacovat
Pois(2). Je znamou vlastnosti Poissonova rozdéleni, Ze se jeho stfedni hodnota a roz-
ptyl rovnaji, nebot plati

EX =varX = 1.

~s o2

Poissonovo rozdéleni se ¢asto pouZziva k modelovdani ndhodného poctu udélosti, které
nastaly v néjakém casovém intervalu. Parametr A se pak nazyvéa intenzita Poissonova
rozdéleni a mé vyznam stfedniho poctu pozorovanych udalosti.

Poissonovo rozdéleni je také mozno odvodit jako limitni pfipad binomického roz-
déleni Binom (n,p), kdyZ snizujeme pravdépodobnost uspéchu p = p, a zvySujeme
pocet pokusti n tak, Ze lim np,, = A. Pro podrobnosti viz proseminaf nebo Dupac a

n—oo
Huskova (2013), kapitola 2.4.
2.3.6 ROVNOMERNE ROZDELENT

Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu |a, b], kde a < b € R
(zkracené znacime R(a,b), pokud ma hustotu

1
fx(x) = T T(a,p) (%), xeR.

Snadno zjistime, Ze distribu¢ni funkce je

i °
Q

N]
IA
&

|
Q

Fe(x) = f fe(t)dr =

= =
|
s

a Px je rovno ﬁ nasobku Lebesgueovy miry omezené na interval [a, b]. Pro prvni

dva momenty rovnomérného rozdéleni plati

b+a (b - a)?

= 5 varX = T

Rovnomérné rozdélenti je absolutné spojité rozdéleni, které odpovidd generovani na-
hodného ¢isla z intervalu [a, b] a to ,rovnomérné“ ndhodné. Tim je minéno, Ze kazdé
dva poduseky intervalu [a, b] stejné délky maji stejnou pravdépodobnost, Ze se v nich
ono ndhodné c¢islo bude nachdzet — tento poZadavek na rozdéleni Py presné odpo-
vida tomu, Ze Py je ndsobek Lebesgueovy miry (na intervalu [a,b]). Rovhomérné roz-
déleni, napt. R(-0.5;0.5) nebo R(—0.005; 0.005) se pouzivé jako model pro ndhodnou
chybu vzniklou zaokrouhlovadnim.

EX
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2 Ndhodné veliciny

2.3.7 EXPONENCIALNI ROZDELENT

Nédhodna veli¢ina X mé exponencidlni rozdéleni s parametrem A, kde A > 0 (zkracené
znacime Exp(1)), pokud ma hustotu

fx(x) = le 1(0,00) (%), x € R.

Distribu¢ni funkce je

1—eAx x>0
Fx(x) = 0 <0

Pro prvni dva momenty exponencidlniho rozdéleni plati

EX=—, varX = —.
A A2
Exponencidlni rozdéleni se ¢asto pouzivd k modelovani ndhodné doby ¢ekani na né-
jakou udalost (doby trvani néjakého déje). Specidlni vlastnosti exponenciédlniho roz-
déleni je tzv. vlastnost ztraty paméti — fakt, Ze rozdéleni zbyvajici doby ¢ekani neza-
visi na tom, jak dlouho uz ¢ekdme.

Tvrzeni 2.12 Nezédpornéa absolutné spojitd ndhodna veli¢ina X mé exponenciélni roz-
déleni prave kdyz

PX>x+y|X>y)=PX>x), ¥x >0,y >0.

Diikaz: Viz napt. Billingsley (1995) str.190. |

2.3.8 NORMOVANE NORMALNI ROZDELENT

Nahodna veli¢ina X ma normované normalni rozdéleni (zkracené znacime N(0,1)),

pokud m4é hustotu
1 2

fx(x) = —e 7z, x €R.

2

Hustota normovaného normdlniho rozdéleni se tradi¢né znaci symbolem ¢(x) a dis-
tribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni se tradi¢né znaci symbolem ®:

Fye(x) = O(x) :f \/%e‘é dt, xeR.
—00 T

Hodnoty @ jsou tabelovény, resp. jsou obsaZeny ve standardnich statistickych soft-
warech. Pro liché momenty normovaného normélniho rozdéleni plati

E x2k+1 = , k € N,

a pro rozptyl var X = 1.
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2 Ndhodné veliciny

2.3.9 OBECNE NORMALNI{ ROZDELENT

Néhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni s parametry u a o, kde p e Rao? > 0
(zkrdcené znacime N(u, 0?)), pokud ma hustotu

1 _ap?
e 272 x € R.

fx(x) = o2

Linedrni transformaci normdlniho rozdéleni ziskdme op€t normalni rozdéleni, ovSem
S jinymi parametry.

Tvrzeni 2.13 Bud Z ndhodn4 veli¢ina s normovanym normélnim rozdélenim Z ~
N(0,1). Bud Y = aZ + b, kde a # 0, b € R. Pak Y ma normalni rozdéleni N (b, a?).

Diikaz: Viz ptiklad v néasledujici sekci. |

Snadnym dtisledkem tvrzeni 2.13 je i vzorec pro distribu¢ni funkci Fy rozdéleni N(u, o2)
— plati:
t —_
Fe () :cb(—”), teR,
(o

kde o = Vo2.
Za pouziti tvrzeni 2.13 nebo pfimo odvodime pro prvni dva momenty normdlniho
rozdéleni N(u, 02)

EX =y, varX = o2,

V kapitole o limitnich vétach uvidime, Ze soucet velkého poctu nezavislych nédhod-
nych veli¢in m4 priblizné normalni rozdéleni. Proto se normalni rozdéleni dobfe hodi
a Casto pouzivé jako model pro ndhodnou chybu — napt. (ndhodnou nikoli systema-
tickou) chybu fyzikdlnich méreni, a také jako model rozdéleni néjaké variabilni hod-
noty, kterd je vysledkem velkého mnozstvi drobnych ndhodnych vlivii — napft. rozdeé-
leni néjakého rozméru nebo charakteristiky nebo fyziologické hodnoty v homogenni
populaci jedincti.

Poznamka. Momenty vétSiny pfedstavenych rozdéleni budou spocitdny na cvic¢eni
(pfipadné srovnej s Dupac a Huskova (2013), kapitola 2.4.)

Znaceni. To, Ze md néjakd ndhodna veli¢ina konkrétni rozdéleni, znacime zkracené
pomoci symbolu ~, napt. X ~ Pois(3) znaci, Ze ndhodnad veli¢cina X mé Poissonovo
rozdéleni s intenzitou 3.

2.4 ROZDELENi FUNKCE NAHODNE VELICINY

Pro feSeni teoretickych i praktickych problémt je dobré umét z rozdéleni ndhodné
veli¢iny X odvodit i rozdéleni transformované ndhodné veliciny Y = g(X). Pomoci
distribu¢ni funkce to jde vcelku snadno.
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2 Ndhodné veliciny

Véta 2.14 (o rozdéleni funkce ndhodné veliciny) Bud X ndhodné veli¢ina s distri-
bu¢ni funkci Fy a g : R —» R méfitelnd funkce. Pak Y = g(X) je ndhodnd velicina

s distribu¢ni funkci
FO)= [ dE).
{x:g(x)<y}

Diuikaz: Plati
Fr(y) =P <y)=P(g(X) <y) =Px({x: g(x) <y}) = f dPy = f dFy,
{x:g(x)<y} {x:g(x)<y}

kde ve tfeti rovnosti jsme pouZili vétu 2.2 o pfenosu integrace pro Py. |

Pozndmka. Specidlné pro absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu X dostaneme

FO= [ kb
{x:g(x)<y}
Pro diskrétni nahodnou veli¢inu X dostaneme

Ey)= D>, s (2.4)

x;:g (i) <y
aziejmé Py = };c; pidg(x), kde ale Diracovy miry v sumé nemusi byt vSechny rtizné.

Poznamka. Pro X ~ R(0, 1) a Y absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu vzdy existuje
takova funkce g, Ze g(X) ma stejné rozdéleni jako Y. Toho se vyuziva napriklad u ge-
nerdtorti ndhodnych ¢isel z daného absolutné spojitého rozdéleni. Pokud za g volime
kvantilovou funkci F;!, pak g(X) md skutecné rozdéleni Py (ovéite).

Linedrni transformace X se vyskytuje nejcastéji, spoctéme si tedy rozdéleni
Y = aX + b podrobné:

Priklad. Bud X nahodna veli¢ina a bud Y definovand jako Y = aX + b, kde a # 0,
b € R. Pak

F()=P(Y <y)=P@X+b<y)

P (x < 22) = By (£22), a>0

a

P(x=52) =1-k((52) ), a<o

a

:P(aXSy—b):{

Pro Fx absolutné spojitou plati Fx(x-) = Fx(x), x € R a existuje derivace Fx pro 1-s.v.
x, takZe ndhodnd veli¢ina Y mé hustotu vzhledem k A na R a plati

fY(J/)=ifX(y;b), x € R.

lal

Uvédomme si, jaky je vztah mezi linedrni transformaci, momenty a parametry
normdlniho rozdélent:
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Priklad. Bud X ndhodna veli¢ina s normovanym normélnim rozdélenim X ~ N (0, 1).
A bud dale Y linearni transformace X, tj. Y = aX + b, kde a # 0, b € R. Pak podle
predchoziho ptfikladu md Y hustotu

—b)2

(
e 22 | yeR,

f) = —
Y _V27m2

tedy Y mé normalni rozdéleni N (b, a?).

Pokud je transformace g ndhodné veli¢iny X prostd, dostdvame jednodussi vyraz
pro distribu¢ni funkci ztransformované ndhodné veliciny:

Véta 2.15 (0o monoténni transformaci) Bud X ndhodnd veli¢ina s distribu¢ni funkci
Fx a bud Sy nosic¢ rozdéleni Px (tj. P(X € Sy) =1). Bud g : Sy — R méfitelna funkce a
poloZzme Y = g(X). Pak plati:

(i) pro g ryze rostouci Fy(y) = Fx(g'(y)), pro y € g(Sx),
(ii) pro g ryze klesajici Fy(y) =1 - Fx(g7'(y)-), pro y € g(Sx).
Diikaz: Dusledek véty 2.14 o rozdéleni funkce ndhodné veli¢iny. o

Pokud je ndhodnd veli¢ina X absolutné spojitd s hustotou, mtizeme odvodit vzorec
piimo pro hustotu ztransformované ndhodné veliciny:

Dusledek. Bud X absolutné spojitd ndhodn4 veli¢ina s hustotou fx a g : Sx — R ryze
monoténni funkce diferencovatelna 1-s.v. na Sy. Pak ndhodna veli¢ina Y = g(X) ma
hustotu .

)

£ O) = g 0) ‘ ‘ 1y ()
vzhledem k A na R.

I pro diskrétni ndhodnou veli¢inu dochdzi pro monoténni transformaci ke zjedno-
duseni vzorce (2.4):

Poznamka. Pro X diskrétni ndhodnou veli¢inu a g ryze monoténni na Sx je
Py = Yicr Pidg(x), ale narozdil od obecné g jsou nyni miry zahrnuté v sumeé navzajem
rizné.

Vyzkousime dusledek véty 2.15 na linedrni transformaci:

Priklad. RozdéleniY = aX + b, kde a # 0, b € R, je pro absolutné spojitou ndhodné
veli¢iny X také absolutné spojité a ma podle dusledku vyse hustotu

la|

fy(y)=—fx(y b) x €R,

(jak uz jsme zjistili v ptikladu za vétou 2.14).

31

Zde konci
predn. 7
(2.3.)



3 NAHODNE VEKTORY

3.1 NAHODNE VEKTORY

Pokud chceme pravdépodobnost pouzivat, nevystacime si typicky s jednou ndho-
dnou veli¢inou, ale potfebujeme jich mit na (Q, A, P) definovdno vic najednou.
K tomu se dobre hodi pojem ndhodného vektoru.

Definice 3.1 Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor. Meéfitelné zobrazeni
X: (@ A) - (R", B") nazveme (n-rozmernym) nahodnym vektorem.

Poznamka. Ziejmé, pokud je X n-rozmérny ndhodny vektor a @ : R” — R™ méfi-
telné zobrazeni, pak je ®(X) m-rozmérny ndhodny vektor.

Definice 3.2 Rozdeélenim ndhodného vektoru X : (Q, A) — (R", B") nazveme indu-
kovanou pravdépodobnostni miru Px na (R" 8") definovanou jako
Px(B) = P({w € Q : X(w) € B}), B € B".

Poznamky.
e TakZe opét Px je obraz miry P v zobrazeni X. VSe je obdobné jako u ndhodnych
velicin.
e Plati, ze X = (X3, ...X,)' je ndhodny vektor pravé tehdy, kdyz X; je ndhodnd
veli¢ina pro kazdé i € {1, ... n} (zopakujte si proc).
¢ Ndhodné vektory budeme uvazovat vzdy sloupcové.

I u ndhodnych vektorti mtizeme zavést jednodussi charakterizaci rozdéleni Px né-
hodného vektoru X. Jak uvidime ddle, vSechna informace definujici miru Px je obsa-
Zena i v distribu¢ni funkci Fx ndhodného vektoru X, tedy funkci z R" do R.

Definice 3.3 (SdruZend) distribucni funkce ndhodného vektoru X je definovédna jako
Fx(x) = P(m {(X; < x,-}), x = (x, .. .xn)T € R".
i=1
Zopakujme si:
Pozndmka. Z teorie miry vime, Ze 8" je generovana:
(i) méritelnymi obdélniky, tj. systémem S = {B; x---x B, :B; € B,i=1,...n},

(ii) otevienymi intervaly (a, b) = (a1, 1) X --- X (an, by), a, b € R”
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3 Ndhodné vektory

(iii) uzavienymi intervaly [a, b] = [a}, b1] X - - - X [ay,, b,], @, b € R”
(iv) polouzavienymi intervaly (a, b] = (a3, b1] X - - - X (an, by], a, b € R”
(v) systtmem S = {(—oo, a] : @ € R"} (znacime (—oo, @] = (—0c0, a1] X - - - X (=00, a,]).

Pozndmka. Systém S = {(-co, a] : a € R"} je uzavieny na konec¢né priniky a tak
z véty o jednoznacnosti miry a predchozi pozndmky mdame, Ze Fx jednoznacné
urcuje Px. Tedy Fx opravdu je ekvivalentni charakterizace rozdéleni X.

A jak z Px nebo Fx ziskat rozdéleni podvektorti, nebo jednotlivych v X zahrnutych
nahodnych veli¢in?
Véta 3.1 (o margindlni distribu¢ni funkci) Bud X n-rozmérny ndhodny vektor
s distribu¢ni funkci Fx. Pak pro kazdé x € R” plati

lim Fx(xy, ..., x,) = F(XL---Xn—l)T (x1, ...\ Xp21),

Xp—00

kde F(XLWXH_]%T je distribu¢ni funkce (n - 1)-rozmérného ndhodného vektoru
(X, ..., X"

Diikaz: Vyuzijeme Heineho vétu. Bud {y:};>, libovolnd posloupnost pro kterou
]}im ¥k = o0. Oznacme si

n-1
B=ﬂ{Xini}, Bk:(

i=1

n-1 00 c
{X; < xi}) N{Xn < vil, Dy = (U B;) , Pprok eN.
i=1

i= I=k

Ziejmé Dy C By C B = |Jg, Bt a Dy / B. Ze spojitosti miry P tedy mame
I}im P(Dx) = P(B). Z monotonie miry P mame P(Dy) < P(Bx) < P(B), tedy i

;}im P(Bx) = P(B), coZ jsme méli dokazat. O
Poznamka. Z definice distribu¢ni funkce zrejmé

Fx(xl, N xn) = F(Xna),-..,Xn(n))T (x,r(l), e, xﬂ(n))T, x € R",

pro kazdou permutaci = : {1, ..., n} — {1, ..., n}. TakZe z predchozi véty ziskdme li-
mitnimi pfechody z Fx distribu¢ni funkci libovolného podvektoru X.

Takze opravdu umime z Fx ziskat distribu¢ni funkci libovolného podvektoru X.
Pozndmka. Uvédomme si, Ze plati o ((Xi, . .., X,-1)7) € o (X) C A.
A jak ziskat z Px marginélni rozdéleni podvektoru?

Poznamka. Rozdéleni Py podvektoruY = (Xj)jcs, J € {L, ..., n} = I, se nazyva margi-
ndlni rozdéleni. Casto |J| = 1, pak je Y ndhodnd veli¢ina. Odvozeni Py z P x je ziejmé,
nebot

Py(B) = P({lw € Q: Y(w) € B, (Xi)ker s () e R™V1)),  Be sVl

Specidlné Py(B) = Px(BxR"™),pro J = {1, ..., m}.
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3 Ndhodné vektory

Bud X = (X, X2) " ndhodny vektor. Z pfedchozi poznamky vidime, Ze Px urcuje Py,
a Px,. Naopak to ale neplati! Uvazme nasledujici priklad:

Priklad. Uvazujme situaci hodu tfemi spravedlivymi kostkami a sledujme paritu vy-
sledki — pocet sudych cisel na kostkdch. Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu urcujici po-
Cet sudych cisel na kostce ¢islo 1, Y ndhodnou veli¢inu urcujici pocet sudych cisel do-
hromady na kostkach Cislo 2 a 3. Pak Py )7 je diskrétni mira s nosi¢em {0, 1} x {0, 1, 2}
a muzeme ji popsat tabulkou pravdépodobnosti pro dané hodnoty:

x\v|o 1 2]%
1 1 1 1

0 8 1 8 | 2
1 1 1 1
8 1 8| 2
1 1 1

) i 02 a1 |1

Ziejmé margindlni rozdéleni X je Py = $50 + 361 a pro Y je Py = 250 + 361 + 102

Uvazujme ted X stejné, ale Y bud ndhodna velic¢ina popisujici pocet sudych ¢isel do-
hromady na kostkach cislo 1a 2. Opét je Py )7 diskrétni mira s nosicem {0, 1}x{0, 1, 2}
a mUZeme ji popsat tabulkou pravdépodobnosti pro dané hodnoty:

x\v|o 1 2%

1 1 1

0 i 1 0] 3

1 1 1

1 0 3 1| 3
1 1 1

2 i 2 1|1

Tedy margindlni rozdéleni jsou stejna jako v predchozim pfipadé, ovSem sdruzené
rozdéleni je rizné.

Pokud zndme marginélni rozdéleni veli¢in zahrnutych v ndhodném vektoru X, zné-
me vlastné projekce miry Px do jednotlivych soufadnic. Vime z teorie miry, Ze tyto
projekce urcuji celou Px jen v nékterych velmi specidlnich pfipadech (viz kapitola 3.2),
obecné ale ne.

Vratme se ale nyni k otazce, jestli dokdzeme poznat, kdy je funkce F distribu¢ni
funkci néjakého ndhodného vektoru. A zda existuje sada pozadavki na F, které uz
zaruci, Ze musi existovat ndhodny vektor X s touto distribu¢ni funkci. To jest, jestli
mdame obdobnou situaci jako u ndhodnych velicin.

Znaceni. Méjme (a, b] neprazdny interval v R”, zna¢ime A, ; mnozinu bodt ¢ z R"

takovych, ze ¢; € {a;, b;} Vi€ {1, ..., n}a |{i : ¢; = a;}| = k (tedy c se rovnd a pfesné v k
souradnicich).
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3 Ndhodné vektory

Véta 3.2 (o vlastnostech sdruzené distribuc¢ni funkce) Distribuc¢ni funkce Fx ndhod-
ného vektoru X spliuje:

)] lim Fx(xl, e, xn) =1
x;j—00,1<i<n

(i) lim Fx(xy,...,x,) =0, Yje(l,...,n}, Y1, ..., Xj_1, Xjs1, ..., Xp € R;
Xj——00

(iii) Fx je zprava spojitd v kazdé proménné;

(iv) pro (a, b] neprdzdny interval v R” plati

i(—l)k > Fx(©) 2 0. (3.1
k=0

CEA,

Diikaz: (i) Uvédomme si, Ze x; — oo, ¥ 1 < i < n pravé tehdy, kdyz min;<;<, x; — oo,
a Ze z monotonie pravdépodobnosti mame

1> Fx(xy, ..., x,) = Fx(lrgigxi (L ...,1).

Staci tedy dokézat, Ze pro funkci H(x) = Fx(x(1, ..., 1)), x € R, plati lim,_,., H(x) = 1.
OvSem z monotonie pravdépodobnosti plyne, Ze H je funkce neklesajici, a z normo-
vanosti pravdépodobnosti plyne, Ze H(x) < 1, Vx € R. Tedy nutné musi existovat
lim,_, H(x), kterd je < 1, a kterd se rovnd limjen koo H(k). Oznacme

Bp = (=0, k(1, ..., 1)]. Plati By /" R" a tedy ze spojitosti miry Px mame

[e0)

kell\ll,Ikn—on(k) = lim Px(By) = Px (kU:l Bk) = Px(R") =1,

¢imz je (i) dokazéno.
(i) Budte xi, ..., xj_1, Xj41, . .., X, € R pevné. Ozna¢me

H(x) = Fx(x1, ..., Xj1, X, Xj41, . .., Xp), X € R,

Z monotonie pravdépodobnosti je H funkce neklesajici a nezdporna. Musi tedy exi-
stovat nezdpornd lim,_,_ H(x) a musi byt rovna limgen oo H(—k). Oznacme
Br = (=00, (x1, ..., Xj_1, =k, Xj41, ..., xp)]. Plati B \, 0 a tedy ze spojitosti miry Px
mame

lim H(x)= lim H(-k) = lim Px(B) = Px(ﬂ Bk) = Px(0) = 0,

X——00
k=1
¢imz je (ii) dokazano.

(iii) Budte xy, ..., xj_1, xj41, . .., X, € R pevné. UvaZujme opét funkci H z bodu (ii).
ProtoZe je funkce H neklesajici, musi existovat lim,_,., H(y) > H(x). Potfebujeme
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3 Ndhodné vektory

dokdzat, Ze nastava rovnost. Vime, Ze lim,_,, H(x) = limg_ H(x + %), staci tedy ur-
Cit limitu na pravé strané. Ozna¢me By = (-oo, (x1, ..., Xj_1, X + % Xj+1, - .-, Xn)]. Plati
B \y B = (=00, (x1, ..., Xj_1, X, Xj+1, - . ., X)) & tedy ze spojitosti miry Px mdme

. . 1 . ~
lim H(y) = lim H (x + E) = ]}1_1)1010 Px(Bx) = Px (;Ol Bk) = H(x),

yoXy keN, k—oo

¢imz je (iii) dokazéno.

(iv) Abychom dokézali (3.1), je tfeba dokdzat, Ze levd strana nerovnosti je rovna
P(X € (a, b]), coZ je nutné nezaporné. Podrobny dtikaz Ize najit napt. v Dupac a Hus-
kova (2013) str. 42 (je vcelku technicky). My si zde odvodime rovnost jen pro n = 2
(mtze byt uzite¢né si namalovat obrazek). V tom pripadé

2
D DF > Fx(e)
k=0

CEAZk

Fx (b1, b2) = [Fx(by, a2) + Fx(a1, b2)] + Fx (a1, az)

= [Fx(by, b2) — Fx(b1, a2)] — [Fx(a1, b2) — Fx (a1, a2)]
= P(X1 <b,a< X< bz) — P(X1 <@, ar <X < bg)
= P(a1<X1§b1, 6l2<X2Sb2)=P(X€ (a, b])

i
Poznamka. Méjme funkci F : R” — [0, 1] spliiujici body (i)—(iv) z véty 3.2. Pro kazdy
neprazdny interval (a, b] v R” definujme
ur((@bl) = > (-1 > F(o).
k=0 CEA,

Potom lze mnoZinovou funkci ur na intervalech jednoznacné rozsitit na pravdépo-
dobnostni borelovskou miru ur na R”. Tato mira se nazyva Lebesgueova-Stieltjesova
mira pfislusné funkci F. (Bez dikazu, viz teorie miry).

Pokud byla F = Fx distribu¢ni funkce néjakého ndhodného vektoru, pak nutné
Lebesgueova-Stieltjesova mira ur, je shodnd s rozdélenim Px vektoru X.

Véta 3.3 Necht F : R" — [0, 1] spliiuje body (i)-(iv) z véty 3.2. Pak existuje pravdépo-
dobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodny vektor X : Q — R” takovy, Ze Fx = F.

Diikaz: Polozme Q = R", A = 8", P = ur aX(w) = w, w € Q. PakX je zfejmé méritelné
a plati

Fx(X) =P({w:w; <xj,i€{l,..., n}}) = up((-o0, x]) = F(x), VYxeR"

a tedy ur = Px. O
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3 Ndhodné vektory

Poznamka. Disledkem véty (resp. jejiho dikazu) je, Ze pokud mame urceno rozdeé-
leni nahodného vektoru, at uz Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou ur nebo distribu¢ni
funkci F spliujici body (i)-(iv) z véty 3.2, tak vZdy vime, Ze existuje néjaky pravdépo-
dobnostni prostor (Q, A, P) a néjaky ndhodny vektor X : Q — R”, ktery mda presné
toto rozdéleni.

I pro nahodné vektory rozliSime dva specidlni pfipady Px:

Definice 3.4 Nahodny vektor X mé diskrétni rozdéleni, pokud existuje (konecnéd nebo
spocetnd) posloupnost bodii {X;};c; € R" a posloupnost ¢isel {p;};c; c (0, 1], spliiuji-
cich ¥ ;¢; pj = 1, takovych, ze

PX = Z p] 6X]"

JjeI
Odpovidajici distribu¢ni funkce Fx se pak nazyva diskrétni distribucni funkce.

Pozndmka. KaZzdé margindlni rozdéleni podvektoru vektoru X je také diskrétni
(ovérte).

Definice 3.5 Ndhodny vektor X ma absolutné spojité rozdéleni, pokud existuje neza-

pornd meéftitelna funkce fx spliujici

X1 Xn
Fx(X)=f f fx(tl,...,tn)d[n...dtl, VxeR"

Funkce fx se nazyva hustota rozdéleni X. Odpovidajici distribu¢ni funkce Fx se pak
nazyva absolutné spojitd distribucni funkce.

Poznamka. Ndhodny vektor X mé absolutné spojité rozdéleni pravé tehdy, kdyz Px <

A" (ovéite). Potom fx = 6x1{).fl6x Fx A"-8.V.

Poznamka. KaZzdé marginélni rozdéleni podvektoru absolutné spojitého ndhodného
vektoru X je také absolutné spojité (ovérte).

Vlastnost diskrétniho rozdéleni, resp. absolutné spojitého rozdéleni, pro marginéalni
rozdéleni nevynucuje takovou vlastnost pro sdruZené rozdéleni - umite najit
(proti)priklad?

Otazka. Umite najit nahodny vektor (X, X2) s absolutné spojitymi marginalnimi roz-
délenimi, ktery neni absolutné spojity?

Umite najit ndhodny vektor (X;, X») s diskrétnimi margindlnimi rozdélenimi, ktery
neni diskrétni?

Rozdéleni P x ndhodného vektoru (pravdépodobnostni mira na R”) mtiZe byt tedy

vvvvvv

u té jsme méli tiplny popis (viz pozndmka za vétou 2.5).

Jak jinak tedy jeSté muze vypadat Px ndhodného vektoru? — Rizné. Dobre popsa-
telny je jesté pripad, kdy Px je absolutné spojitd vzhledem k néjaké soucinové mire
na R".
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3 Ndhodné vektory

Véta 3.4 (0 hustoté Px vzhledem k soucinové referen¢ni mife) Bud P x rozdéleni
n-rozmérného ndhodného vektoru X. Necht Px < v; ® - - - ® v, (soucin o -konec¢nych
mér na R). Pak Py, <« v;, Vi € {l,..., n}, a existuji nezdporné méfitelné funkce
fx:R" > [0, ), fi : R — [0, ), i€ {l,...,n}, takové, Ze:

Px((=o0, X]) = Fx(X) = f fx(t, ..., ) dn®---®v,)(t), VxeR"

(—00,x]

a
Px(B) = j;fx(t) dwn®---®@v,)(t), VBeB"
Navic pro kazdé i € {1, ..., n} plati
Fx, (x;) = inﬁ(t) dvi(r), Vx; €R,
kde

i) =f 1fx(y1,-..,yn)d(V1®---63>vi_1f8>vi+1<8>---®vn)(y1, e Viels Vidls - - -5 Vn)s
Rﬂ—

pro v;-s.v. y; € R.

Diikaz: Existence a tvrzeni o fx plyne z Radonovy-Nikodymovy véty.
Existence a tvrzeni o f; plyne z Fubiniovy véty a véty 3.1 o margindlni distribu¢ni
funkci. =

Poznamka. Zrejmé je funkce f; rovna % a je to margindlni hustota Py, vzhledem
k Vi. I

Véta davd névod, jak odvodit margindlni hustotu, resp. margindlni pravdépodobnosti,
pro specidlni pfipad v; ® - - - ® v,, = A", resp. soucin ¢itacich mér.

Otazka. Umite najit néjaky ndhodny vektor X, aby nebylo moZzné Px < v;® --- ® v,,?

3.2 NEZAVISLE NAHODNE VELICINY

V této kapitole podrobnéji prozkoumdame situaci, kdy je rozdéleni Px ndhodného ve-
ktoru X = (Xi, ..., X,)" ve specidlnim soucinovém tvaru — tj. Px = Px, ® --- ® Px,.
Z teorie miry vime, Ze v takovém piipadé Px presné odpovida soucinu svych projekci.
A v pravdépodobnosti tento pfipad odpovidé situaci, kdy rozdéleni jednotlivych mar-
gindlnich veli¢in X; z X nenese v sobé Zaddnou informaci o rozdéleni ostatnich mar-
gindlt X;, j # i, z X. V pravdépodobnosti to tedy odpovida piipadu, kdy {X;} jsou
(stochasticky) nezavislé. Je to ten nejjednodussi pripad zavislosti ndhodnych veli¢in
—nezdvislost. A jak ji budeme definovat? Zatim jsme méli jen nezavislost pro ndhodné

jevy. A samozrejmé chceme, aby byla nase nové definice kompatibilni s tou starou.
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3 Ndhodné vektory

Definice 3.6 Bud {X;, i € I} systém nahodnych veli¢in na (Q, A, P), kde I # 0 je libo-
volnd indexovd mnozina. Nahodné veli¢iny {X;, i € I} nazveme (vzdjemné) nezdvislé,
pokud pro kazdou kone¢nou mnozinu J c I plati

P(ﬂ{xi € B,-}) = ]—[ P(X; €B;), VYBieBic].
ie] i€

Poznamka. Pro nezdvislé ndhodné veliciny jsou jevy {X; € B;} vzdjemné nezavislé
ve smyslu definice 1.4 nezavislosti pro ndhodné jevy.

Poznamka. Pokud je |I| < oo, pak stac¢i ovéfit P ();;{X; € Bi}) = [lie; P(Xi € By),
VB; € B, i € I, nebot platnost ostatnich podminek z definice 3.6 pro J c I dostanu
dosazenim R za B; proi € I\].

Odpovidé nase definice nezdvislych ndhodnych velicin tomu, co jsme chtéli? Tedy
soucinové mire pro Px? Ano:

Véta 3.5 (o rozdéleni vektoru s nezéavislymi slozkami) Bud X = (X, ..., X,,)T ndhodny
vektor. Pak {X;} | jsou nezavislé ndhodné veli¢iny prave tehdy, kdyz

PX:PX1®"'®PX,,-

Diikaz: Pro vSechny mnoziny By X --- X By, B; € B,i € {1, ..., n}, plati
n
Px(By X+ xBy) = l_[ Px, (B:)
i=1

z definice nezdvislosti. Tedy Px se rovnd soucinové mire na méfitelnych obdélnicich,
coZ je systém mnozin uzavieny na pruniky a generujici 8”. Protoze je Px(R") = 1
konecnd, dostavame z véty o jednoznacnosti miry rovnost obou mér na celém 8”. o

A jak poznat nezdvislost sloZek ndhodného vektoru pomoci distribu¢ni funkce Fx?

Véta 3.6 (o distribuc¢ni funkci vektoru s nezdvislymi slozkami) Bud X = (X3, ..., X,)"
ndhodny vektor. Pak {X;}" , jsou nezavislé ndhodné veliCiny pravé tehdy, kdyz

n
Fx(x) = | | Fx(x), ¥x e R". (3.2)
i=1
Diikaz: Pokud jsou veliciny {X;}! | nezdvislé, pak
n n n
Fx(x, ... xp) = P(ﬂ (Xi € (oo, xin) =[ [Pt € (—o0, x0) = | | B (i),
i=1 i=1 i=1
kde druhd rovnost plyne z definice 3.6.

Obréacené, pokud plati rovnost (3.2), tak Px se rovna soucinové mife Py, ® - - - ® Py,
na mnozinéach ze sytému S = {(—c0, X] : x € R"}. Systém S je uzavreny na priniky a
generuje B". ProtoZe je Px(R") = 1 konecnd, dostdvame z véty o jednoznacnosti miry
rovnost obou mér na celém 8" a tedy z véty 3.5 nezavislost {X;}" ;. O
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Poznamka. Tedy pro {X;}!, nezdvislé uz margindlni rozdéleni (resp. margindlni

distribu¢ni funkce) jednoznac¢né urcuji sdruzené rozdéleni Px, resp. sdruzenou
distribu¢ni funkci Fx.

V pfipadé, Ze je ndhodny vektor X absolutné spojity, 1ze vzajemnou nezavislost jeho
sloZek poznat i na hustoté fx:

Véta 3.7 (o hustoté nahodného vektoru s nezavislymi slozkami) Bud Px rozdéleni
n-rozmérného ndhodného vektoru X spliujici Px < v;®- - -®v,, (soucin o-konecnych
mér na R), a fx jeho hustota. Pak ndhodné veliiny {X;}!, jsou nezavislé prave tehdy,
kdyz

n
fx(xy, ..., x,) = ]_[fxl,(x,-), provi®---®v, —s.v. X € R”,
i=1

kde fx, = % je(l,..., n).

Diikaz: "=" Z véty 3.4 o hustoté Px vzhledem k soucinové referencni mife mame
Fx(x) = f fx(t, ..., t)dn®---®v,)(t), VxeR"™
(—00,x]

Z nezavislosti {X;}", plyne podle véty 3.6 rovnost Fx(x) = [], Fx,(x;) pro vSechna
x € R", a tedy

ﬁ&%hi”j&mm%h[jngﬁﬁmMmmmw

Jo TTm@ame - on
—oo.X] =1

Fx(x)

kde ve tfeti rovnosti jsme pouZili linearitu integralu a ve ¢tvrté rovnosti Fubiniovu

vétu. Kombinaci obou vyjadfeni Fx dostaneme, Ze fx(t,...,%:) = [l fx;(t:) pro
VI®: - Qv,-S.V.t € R",
"<" Dokdzeme obdobné obracenym postupem. ]

Poznamka. Pro X absolutné spojity, resp. diskrétni, ndhodny vektor v ® - - - ® v,,-s.v.
znamena 1"-s.v,, nebo jednoduse s.v. vzhledem k soucinu ¢itacich mér (pro konkrétni
aplikace viz cvi¢enti).

A co se stane, kdyZ mdme ndhodny vektor X s nezdvislymi margindlnimi rozdeé-
lenimi a transformujeme ho na jiny ndhodny vektor? Musi se zachovat nezavislost
margindlnich rozdéleni? Typicky ne, ale v jednom specidlnim (ovSem vcelku ¢astém)
piipadé ano:

Véta 3.8 Bud {X;, i € I} systém nezavislych ndhodnych veli¢ina g; : R —» R,i € I,
meéfitelné funkce. Pak {g;(X;), i € I} je opét systém nezavislych ndhodnych velicin.
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3 Ndhodné vektory

Diikaz: Bud J c I kone¢nd. Pak pro libovolné B; € B, i € J, plati

P(ﬂ{gxxi) € Bi}) = P(ﬂ{xi € g;l(Bi)}> =[ [P e &7 (B) = | | P(ei(X) € B,
ie] ie] ie] ie]

kde v druhé rovnosti jsme pouZzili nezavislost {X;, i € I}. Tedyi {g;(X;), i € I} je systém
nezavislych ndhodnych velicin. ]

Pozndamka. Véta mluvi o tom, Ze zobrazeni ndhodného vektoru ,po slozkdch“
zachovava nezavislost.

Priklad. Bud (X, Y)"T ndhodny vektor s nezavislymi slozkami. Pak je i (X2 Y?)T
ndhodny vektor s nezavislymi slozkami. Ale napf. (X + Y, X — ¥)" uZz nemusi mit
nezdvisld marginalni rozdéleni — viz kapitola 3.4.

3.3 MOMENTY NAHODNEHO VEKTORU

V této kapitole prozkoumdme momenty ndhodného vektoru. VyuZijeme to, co uzZ vime
pro ndhodné veliciny, ale pribude hodné informaci o tzv. smiSenych momentech,
tedy stfednich hodnotach ze soucinti riiznych margindlnich veli¢in vektoru X, a jejich
vlastnostech a vyznamu.

Stfedni hodnota pro ndhodny vektor X neni nic nového, nebot ji definujeme po
slozkach:

Znadeni. Budeme znacit EX = (EX;, ..., EX,)".

A jak to vypada se stfedni hodnotou ndhodného vektoru ve vztahu k transformaci
nahodného vektoru?

Tvrzeni 3.9 Bud X ndhodny vektor a g : R” — R méfitelna funkce. Pak je g(X) na-
hodna veli¢ina a pro Px < v; ® - - - ® v, plati

E5(0 = [ ydPyoo = [ g dPx0 = [ 500 KO d(m® -0 ,) ()

Diikaz: Slozeni méfitelnych funkci je zfejmé méftitelné, prvni a druhd rovnost plynou
z véty o pfenosu integrace 2.1, tfeti z Radonovy-Nikodymovy véty. |

Poznamka. Dilezité na pfedchozim pozorovani je, Ze k vypoctu EY = E g(X) neni
potreba znat rozdéleni ndhodné veliciny Y, staci znét Px.

A nyni postoupime k definici momentti pro kombinace rtiznych ndhodnych veli¢in.
Zac¢mene dvéma ndhodnymi veli¢inami a kovarianci:
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3 Ndhodné vektory

Definice 3.7 Budte X, Y ndhodné veli¢iny definované na tomtéz pravdépodobnost-
nim prostoru. Pak kovariance X aY je definovdna jako

cov(X,Y)=E [(X-EX)(Y -EY)].
Koeficient korelace je definovan jako

cov(X,Y)

Y var Xvar Y’

cor(X,Y) =

pokud varX > 0avarY > 0.

Poznamka. Ekvivalentni predpoklad k tomu, Ze X, Y jsou ndhodné veli¢iny na tom-
téZz pravdépodobnostnim prostoru, je, Ze (X, Y)T je ndhodny vektor.

Poznamka. Kovariance spliiuje cov (aX + b, ¢Y + d) = ac cov(X,Y), Va,b,c,d € R
(oveérte).

Abychom byli schopni odvodit vztahy mezi riznymi momenty ndhodného vektoru,
bude se ndm hodit z teorie miry Hélderova nerovnost. Pro jistotu ji zopakujme, uz ve
znéni pro ndhodné veliciny:

Véta 3.10 (Holderova nerovnost) Budte X, Y ndhodné veli¢iny na tomtéZ pravdépo-
dobnostnim prostoru, a necht E [X|P < oo, E|Y]9 < oo, kde p, g > 1, % + % = 1. Potom

EIXY| < (E[X|?)P (E|Y]%)7,

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuji a, b € [0, ) (alespon jedno z jich nenu-
lové) takové, Ze a|X|P = b|Y|7 P-skoro jisté.

Diuikaz: Viz TMI. O
A co nam Holderova nerovnost rika o kovarianci?

Poznamka. Specidlné pro p = g = 2 dostaneme

E|XY| < VEX2EY?

takze

lcov (X, V)| <E|(X —EX)(Y —EY)| < \/E (X -EX)2E(Y —EY)2=+VvarXvarY,

acor(X,Y) € [-1,1].
Navic tedy |cor (X, Y)| = 1 pravé tehdy, kdyZ X = aY + b P-skoro jisté pro néjaké
a # 0, b € R (overte).

Poznamka. Rovnéz z Holderovy nerovnosti dostaneme, ze pokud EX? < oo
aEY? < oo, pak cov (X, Y) € R (ovéite).
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Poznamka. Ndhodnou veli¢inu X nazveme degenerovanou, pokud existuje ¢ € R
takové, Ze X = ¢ P-skoro jisté. Neboli Px = 6. a X je tedy skoro jisté ,nendhodnd“.
Pokud je X nebo Y degenerovand ndhodna veli¢ina, tak také plati
cov (X, Y) = Vv var XvarY, ale koeficient korelace neni definovdn (ovéite).

A co nam fika kovariance o vlastnostech rozdéleni vektoru (X, Y) "2 Heuristicky fe-
¢eno mluvi o tom, jak moc jsou v primeéru (vdzeno pomoci Py 1) podobné/jak se
lisi odchylky (X — EX)(w) a (Y — EY)(w) pro obé ndhodné veliciny.

Poznamka. Ziejmé plati cov (X, X) = var X, cor (X, X) =1, cor (X, -X) = -1.
Kovariance je velkd, pokud maji odchylky (X -E X)(w) a (Y -EY)(w) tendenci ,jit stej-
nym smérem“. Nékdy se rikd, Ze korelace cor (X, Y) ,méfi miru linedrni zavislosti“.
Rozmyslete si to l1épe na nésledujicim prikladé.

P¥iklad. Bud (X, Y)" ndhodny vektor s rovnomérnym rozdélenim na jednotkovém
kruhu v R?. Pak cov (X, Y) = 0. Ndhodny vektor (X, X)" ma cor (X, X) = 1a Py qr
mé nosi¢ na hlavni diagonale v R?. Ndhodny vektor (X, —X)T md cor (X, -X) = -1 a
P(x,-x)T md nosic¢ na vedlejsi diagonale v R2.

A ted si rozmyslime, jak vypaji smiSené momenty nahodného vektoru, kdyz mé ten
vektor nezavislé slozky. Uvidime, Ze mnoho véci se zjednodusi. Zacnéme E X; X>:

Véta 3.11 Budte Xj, X» nezdvislé ndhodné veli¢iny a bud E|X;] < o,i = 12.
Pak E | X1 Xo| < 0 a plati EXiXo = EXIEXo.

Diikaz: Pokud je E X;X» definovana, pak plati

ExXe = [ xndPx(0= [ andPrePu) = [ [ xxdPyn) dPa)
R R R JR

fxldPX1(xl)fx2dPX2(x2),
R R

kde ve druhé rovnosti jsme pouZili nezavislost X; a X» (P x = Px, ®Pyx,), ve tfeti rovnosti
Fubiniovu vétu a ve Ctvrté rovnosti linearitu integralu.

Takze chybi ukazat, ze za pfedpokladi véty je E [X;Xa| < oo. Bud n € N, uvazujme
funkci g, : R2 - R definovanou jako gn(x1, x2) = |x1|1 [xl<n] [x2]1 [x2] <n]- Tedy gn (X1, X2)
je omezena ndhodn4 velicina a E g, (X3, X2) € R. Navic plati

E g.(X1, X2)

fz 1110 1y <y 1621 Ty <) A (P, ® Piy) (X)
R
EIXiITx<n E X2l T x,<n < EIXI|E X2, (3.3

kde jsme opét pouzili predpoklad nezavislosti X; a X», Fubiniovu vétu a linearitu
integralu. Nezaporné funkce g, (x1, x2) /' |x1x2| na R?, takze z Leviho véty E g, (X3, X2)
E | X1 X2 a E|X1X2] < E|X1]E |X32] < 00 Z nerovnosti (3.3). O
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3 Ndhodné vektory

Poznamka. Uvédomte si, Ze k dlikazu konec¢nosti momentu E X;X» z predpokladu
konecnosti E | X;| a E | X»| nelze pfimo vyuzit Holderovu nerovnost. Dokonce bez pred-
pokladu nezévislosti X; a X, nemusi byt E X; X» kone¢né (najdéte (proti)ptiklad). Neza-
vislost je tedy dtilezita nejen pro tvar E X; X», ale také pro to, aby pro konec¢nost E X; X,
stacila jen konec¢nost prvnich momentt X; a Xo.

Nezéavislost sloZzek ndhodného vektoru uz urcuje, jak vypadé kovariance mezi nimi,
i jak pocitat rozptyl linedrni kombinace nezavislych veli¢in:

Véta 3.12 (o cov a var pro nezavislé nahodné veli¢iny) Budte Xj, ..., X,, nezdvislé na-
hodné veli¢iny a bud E|X;| < o0, i =1,..., n. Pak cov (X;, X;) = 0, Vi # j, a pro kazdé

a € R” plati
n n
var (Z a,-Xl-) = Z al.z var X;.

i=1 i=1

Diikaz: Pocitejme:

cov (Xi’ X]) =E [(Xl - EXl)(X] - EX])] =
EXl'Xj -E ((EXL)X]) -E (X,EX]) + EXLEX] = EXl'Xj - EX,EX]

Pouzili jsme postupné definici kovariance, rozndsobeni a linearitu stfedni hodnoty.
Z predpokladii véty a véty 3.11 plyne, Ze EX;X; € R a EX;X; = EX; EX;, takze

cov (Xi, Xj) = EX,'EXJ' - EX,' EX]‘ =0.
Déle pocitejme

i=1 Li=1 i=1

2 2

|
m

=E [Zn:(ai(xi -EX;))
i

S

n-1 n
= E 6li2(Xl' - EX,')Z + 22 Z aia]-(Xi - EXI)(X] - EX])
i=1 i=1 j=i+l

n n-1 n
Z a;? var X; + ZZ Z a;a; cov (X;, X;),

i=1 i=1 j=i+l

kde jsme postupné sloucili sumy v mnohoclenu, roznésobili, a pouzili linearitu stfedni
hodnoty. AZ nakonec pouzijeme nezdvislost X; a X;, kdy z prvniho tvrzeni véty mame
cov (X;, X;) = 0 pro i # j. Tedy dvojnd suma je rovna 0 a

var (Zn: a,-Xi) = ZH: al.z var X;.

i=1 i=1
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3 Ndhodné vektory

Diusledek (diikazu véty 3.12). Budte X, ..., X, ndhodné veli¢iny a necht EX? < oo,
Vi € {1, ..., n}. Pak plati rovnost

n n n-1 n
var (Z a,-X,-) = Z ai2 var X; + 22 Z a;a; cov (X;, X;). (3.4)

i=1 i=1 i=1 j=i+l

Takze pro nezdvislé ndhodné veliciny je rozptyl jejich souctu roven souctu jejich
rozptylt var (Z?zl Xl-) = Yy, var X;. Ale obecné to neplati!

Definice 3.8 Ndhodné veli¢iny X a Y definované na tomtéz pravdépodobnostnim
prostoru nazveme nekorelované, pokud plati cov (X, Y) = 0.

Véta 3.12 1ik4, Ze z nezavislosti (a kone¢nych prvnich momentti) plyne nekorelova-
nost. Obréacené to ale neplati!

Priklad. UvaZujme ndhodné veli¢iny X = vysledek hodu korunou, a Y = vysledek
hodu dvoukorunou. Vhodny model bude takovy, ve kterém budou X a Y nezavislé a
vysledky obou hodt nabyvaji hodnot z {0, 1}, kazdého s pravdépodobnosti % Tedy

1
PaxnT = ;1(5(0,0) +0(0,1) +9(10) +0(1))-

Oznacme (U, V)T = (X +Y, X - Y)T. Rozdéleni ndhodného vektoru (U, V) napocitime
po jednotlivych moznostech, kterych (X, Y) T nabyva s nenulovou pravdépodobnosti.
Vysledek miizeme zapsat do tabulky

X-Y \ X+Y 0 1 2 marg VvV
-1 o I 0 :
1 1 1
0 i 0 3 3
1 o I 0 :
marg U 1
Ziejmé U a V nejsou nezavislé, napr.:
1 1 1 1
P(U,V)T(O’ 0) = Z * P(U = O)P(V = 0) = l_l . é = 5

Ale U a V jsou nekorelované (nebot rozdéleni obou vektort je diskrétni s nosicem
obsahujicim jen kone¢né mnoho bodq, existuji momenty libovolné vysokého radu,
tedy i rozptyly a kovariance). Pocitejme
cov(U,V) = cov(X+Y, X-Y)=E(X?*-Y?)-E(X+Y)(X-Y)
= EX?’-EY?-(EX)®+ (EY)?=varX —varY.
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3 Ndhodné vektory

Nebo jinak pocitejme

cov(U, V) = cov(X+Y,X-Y) =cov (X, X)—cov(X,Y)+cov (Y, X)—cov (YY)
cov(X,X)-0+0—-cov(Y,Y) =varX —varY.

Ale cov (U, V) = varX —varY = 0, nebot X a Y maji stejné rozdéleni a tedy i stejnou
hodnotu rozptylu.

Zatim jsme definovali jen kovarianci pro ndhodné veli¢iny. Ale pro ndhodné vektory
bychom chtéli také néco analogického k rozptylu pro ndhodné veliciny.

Definice 3.9 Variancni matice ndhodného vektoru X je matice n x n s prvky
a;j = cov (X;, Xj), ij=1...,ntj.

VarX=EX-EX)X-EX)".

Korelacni matice ndhodného vektoru X je matice n x n s prvky a;; = cor (X;, X;),
i,j=1...,n.

A jaké mad varian¢ni matice vlastnosti?

Véta 3.13 (o vlastnostech varian¢ni matice) Bud X = (X, ..., X,,)" ndhodny vektor
takovy, Ze EX? < oo Vi =1, ..., n. Pak

(i) VarX je symetrickd a positivné semidefinitni.
(ii) Pro libovolna a € R™ a matici B typu m X n je

Var (a+ BX) = BVarX B'.

(iii) |cov (X;, X;)| < 4/ var X;var X; a rovnost nastava praveé tehdy, kdyZ existuji a, b € R
takové, Ze X; = a + bX; skoro jisté, nebo X; = a + bX; skoro jisté.

(iv) Jsou-li Xj, ..., X,, vzdjemné nezdvislé, pak je Var X diagondlni.

(v) VarX je singularni praveé tehdy, kdyz existuji aj, .. .a, € R, alespon jedno z nich
nenulové, takové, ze 3. | a;X; = k skoro jist€, kde k je néjaka konstanta.

Diikaz: (i) Symetrie Var X je zfejmad. Pro positivni semidefinitnost potfebujeme ovéfit,
ZeaVarX a' > 0. Pocitejme:

n n n
aVarXa' = Z Z a;cov (X;, Xj)a; = var (Z a,-X,-) > 0,

i=1 j=1 i=1

druhd rovnost plyne z rozpisu (3.4).
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(ii) Rozepsanim po slozkach zjistime, Ze plati E BX = B EX. Déle pocitame

Var (a + B X)

E(a+BX-E(a+BX))(a+BX-E(a+BX)"
E [BX-EX)(B(X-EX))T]
EB(X-EX)(X-EX)"B" =B VarXB'.

(iii) UZ jsme ukazali jako dtsledek Holderovy nerovnosti 3.10.

(iv) Je zfejmé z véty 3.12.

(v) Positivné semidefinitni matice VarX je singularni pravé tehdy, kdyZ neni posi-
tivné definitni, ¢ili kdyz existuje a € R”, a # 0 tak, Ze a VarX a’ = 0. Ale

aVarXa' =var(aX) = E (aX - EaX)? =
pravé kdyz aX — E aX = 0 skoro jisté. o

Na zavér uvedeme jesté jedno tvrzeni o priméru nezavislych ndhodnych velic¢in,
které budeme potrebovat pozdéji.

Véta 3.14 (0 momentech vybérového priiméru) Budte Xj, . Xn nezavislé (a nebo jen
nekorelovane) nahodné Vehcmy abudte EX; = y,varX; = o2, Vi=1...n, u € R,

o> 0. PakproXn_z L X platlEXn—yavaan——.

n

Diikaz: Dostavame snadno rozepsanim z linearity stfedni hodnoty a véty 3.13 o vlast-
nostech varian¢ni matice, bod (ii). O

3.4 ROZDELENi TRANSFORMOVANEHO NAHODNEHO VEKTORU

Na konci kapitoly 3.2 jsme si rozmysleli, Ze mame-li ndhodny vektor (X, Y)' s nezé-
vislymi slozkami a g; : R — R, i = 1, 2, méfitelné funkce, pak (g1(X), g2(Y))" je také
néhodny vektor s nezavislymi slozkami, a rozdéleni P, (x) snadno ziskame jako rozdé-
leni prvniho marginélu. Ale co kdyz zobrazeni neni ,po slozkdch“? Jak potom ziskat
rozdéleni transformovaného vektoru?

Uvazujme nahodny vektor (X, Y)T s nezavislymi slozkami a méfitelné zobrazeni
¥ : R? - R.Bud U = ¥(X,Y). Rozdéleni Py je ziejmé (Px ® Py)¥~!, obraz souci-

nové miry Px ® Py. Ale jak tahle mira vypad4? Bude jednodussi odvodit distribu¢ni
funkci Fy, ta také charakterizuje rozdéleni ndhodné veliciny U.

Véta 3.15 Budte X, Y nezavislé ndhodné veli¢iny a ¥ : R?2 — R méfitelné zobrazeni.
Pak ndhodnad velicina U = ¥ (X, Y) ma distribu¢ni funkci

ww = [ [ ar ) ) = [ [ dPy (7) Py (x)

R J{y: ¥(x.y)<u} R J{y: ¥(x.y)<u}
ff de(x) dFy(y)fo dPX(x) dPy(y), ueR,
R J{x: ¥Y(x,y)<u} R J{x: ¥(x,y)<u}
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EU = f f W(x, y) dPy () dPy (x),
R JR

pokud m4 E U smysl.

Diikaz: Rovnost EU = fRZ Y(x, y)d(Px ® Py)(x, y) plati z véty o obrazu miry. Pokud
ma E U smysl, pak miizeme pouzit Fubiniovu vétu a prepsat

EU = fR ¥ ) d(Px ® Py)(x.y) = fR fR ¥ (x, y) dPy (y) dPx (x).

Specidlné pfi pouzitina U = 1(_«,4(U), kterd je integrovatelnd, dostaneme

Gy (u)

P(U < 1) = E 1) (U) = fR fR 1(¥(x. y) < u) dPy (y) dPx (x)

f f dFy (y) dFx(x), u € R.
R JHy:¥(x,y)su}

Verze integralti s prohozenymi X a Y vyjde pfi pouZiti opacného poradi integrovani
ve Fubiniové véteé. o

Nejcastéji se vyskytujici transformace je soucet W(x, y) = x + y.

Véta 3.16 (o rozdéleni souctu nezavislych nahodnych veli¢in) Budte X, Y nezavislé
ndhodné veli¢iny. Pak jejich soucet U = X + Y md distribu¢ni funkci

Fy(u) = LFX(U -y)dE(y) = LFy(u —x)dFx(x), u €R. (3.5)

Diikaz: Dosazenim do pfedchozi véty mame

Fo(u) = fR f‘ L AR - fR Fy (- x) dFy (x) = fR Fe(u-y) ARy (), u € R.

i
Rozdéleni souctu nezavislych ndhodnych veli¢in m4 i sviij specidlni ndzev.

Definice 3.10 Bud ¥ : (x, y) — (x+y). Pak pravdépodobnostni rozdéleni (Px ® Py)¥!

se nazyva konvoluce pravdépodobnostnich rozdéleni Px a Py a znacime ji Py = Px«Py.
Budte Fy a Fy distribu¢ni funkce. Pak distribu¢ni funkce F; definovand pomoci

vztahu (3.5) se nazyva konvoluce distribucnich funkci a zna¢ime Fy = Fx = Fy.

Dusledek (véty o rozdéleni souctu). Budte X aY nezavislé absolutné spojité ndhodné
veli¢iny. Pak ndhodnd veli¢ina U = X +Y je také absolutné spojitd a jeji hustota je dana

fi(ue) = fR Felu— )i () dy = fR frlu - ) fi(x) dx, w € R,
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Diikaz: Dosazenim do (3.5) mdme pro kazdé u € R

jﬂ;f:fo(J’)fx(x) dydx = Lﬁ:fY(z_x)fX(x) dz dx

[ [ mona]as

kde v druhé rovnosti jsme pouzili substituci z = y + x. Nebot Fy(u) = f_l; fu(z)dz

pro kazdé u € R, spliuje fR fr (z — x)fx (x) dx definici hustoty ndhodné veli¢iny U a
ndhodnd veli¢ina U je absolutné spojita.

Vyraz pro fy s prohozenymi X a Y ziskdme vyménou X a Y — soucet je komutativni.

i

Fy (u)

Poznamka. Predpoklad nezdvislosti X a Y neni pro odvozeni hustoty souc¢tu pod-
statny. Ovéite, Ze pro absolutné spojity ndhodny vektor (X, Y)" se sdruzenou husto-
tou fix )7 (x, y) plati, Ze ndhodna veliina U = X +Y je také absolutné spojitd a jeji
hustota je ddna vzorcem

fu(u) = LﬁX,Y)T (u-y, y)dy = fRf(X’Y)T (x, u—x)dx, u eR.

Uvédomme si, Ze jsou-li X a Y diskrétni ndhodné veliciny, tak také umime popsat
rozdéleni X + Y jednoduchym zptisobem.

Véta 3.17 Budte ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé a Citaci (to jest P(X € Ng) =1 =
P(Y € Ng)). Pak U = X +Y je také ¢itaci a

P(Uzu):zu:P(in)P(Y:u—n), u € Np.
n=0

Diikaz: Snadno z véty o tiplné pravdépodobnosti. |

Pro priklady pouziti viech vySe uvedenych vét odkazujeme na cviceni.

A co kdyZ nejsou slozky nahodného vektoru X nezavislé? Jak urcime Px¥~!2

Pokud mé X diskrétni rozdéleni Px = };¢; p; Ox;» kde I je spoCetnd indexovd mno-
Zina, pak prosté prepocitame

Pwx) = Px¥™' = Z Pj 0w (x))-
JjeI

Samoziejmé Dirakovy miry v sumé nemusi byt rtizné, pokud ¥ neni prostéd na nosici
Sx = {Xj}jes rozdéleni X.

Pokud m4é X absolutné spojité rozdéleni a ¥ je difeomorfismus, mZzeme vyuZit
vétu o substituci z teorie miry. Zopakujme si ji:
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Véta 3.18 (o substituci) Bud M C R” oteviend a ¢ : M — R”" difeomorfismus. Bud
h: ¢(M) — R lebesgueovsky méritelnd funkce a N c ¢(M) lebesgueovsky méritelna
mnozina. Pak

[ neax= [ new) L) de
N ¢7H(N)
pokud ma4 alesponi jedna strana smysl. Zde J ¢(t) je Jakobidn zobrazeni ¢.
Vyuzijeme ji v diikazu nasledujici véty.
Véta 3.19 (o transformaci hustot) Bud X n-rozmérny absolutné spojity ndhodny
vektor s hustotou fx vzhledem k 1". Bud Sx oteviend takovd, ze P(X € Sx) = 1

a g : Sx — R”" difeomorfismus. Pak rozdéleni ndhodného vektoru Y = g(X) ma vzhle-
dem k A" hustotu

AW = xE®) e )] Tas0 ), ¥ € R™ (3.6)

Poznamka. Pripomenme si, Ze zobrazeni g je difeomorfismus na oteviené Sy,
pokud je prosté, tiidy C' a plati-li Jg(x) # 0,x € Sx. Potom je i inverzni zobrazeni
g~ difeomorfismus na oteviené g(Sx). Pro y € g(Sx) navic plati

T = (Tem| ) 2 Pew|=Pem| |
x=g"1(y) x=g(y)| ~’

kde J g(x) znaci Jacobiho matici zobrazeni g v bodé x.

Diikaz: 7 véty o obrazu miry vime Px(A) = Py(g(A)) pro kazdé A € 8", resp. kazdé
g(A) € 8B". Pokud existuje hustota fy, pak také Py(g(A)) = fg( 2 fy(y) dy. Z predpo-

kladti véty a z poznamky méame, Ze g ! je difeomorfismus na oteviené g(Sx). Pouzitim
véty o substituci pro h = fx, ¢ = g7', M = g(Sx) a N = A dostaneme

Px(a) = [ fx(0dx - fg (e ) s oay,

pro kazdou A C g7'(g(Sx)) = Sx, resp. g(A) C g(Sx). Levy integrél ziejmé existuje,

tedy i pravy.
Z predpokladt vime

Ix)dx =0

[ Ao e w)] tim ay=o
g(Sx)°

a integrdly jsou nulové i pro podmnoziny Sy, resp. g(Sx)°.
TakZe pro kazdou B € 8" a funkci (3.6) dostdvame

Py(B) = Py(Bn g(sx))+Py(B\g(Sx)) = Px (g7(BN g(5x))) +0

dy+0= d dy = dy.
[ smavo= [ geays [ gdy= [ oy
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3 Ndhodné vektory

Funkce fy je tedy opravdu hustota rozdéleni Py vzhledem k Lebesgueové mife na R”.
i

Poznamka. To, co jsme v diikazu museli vyfesit navic oproti vété o substituci, bylo,
aby fy byla definovana na celém R”, a vyuzili jsme k tomu pfedpoklad, Ze mnoZina
Sx je nosic rozdéleni Px a zdroven je oteviend.

Jako priklad pouZziti véty o transformaci hustot si ukdZeme odvozeni rozd€leni sou-
¢inu dvou nezdavislych ndhodnych velicin. Pro dalsi pfiklady uZiti odkazujeme na cvi-
ceni.

Véta 3.20 (o rozdéleni soucinu a podilu dvou nezévislych ndhodnych veli¢in) Budte

X, Y, nezavislé ndhodné veli¢iny s hustotami fx, fy vzhledem k A na R. Pak U = XY
je také absolutné spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou

fo(u) = fR f (%)fy(x)ﬁﬂ(x + 0) dx. 3.7

Pokud navic P(Y > 0) = 1, pak V = £ je absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou

) = f(;oofx(vx)fy(x)x dx.

Diikaz: Uvazujme U = XY. Tvrzeni véty muZeme dokézat pres distribu¢ni funkce a
vétu 3.15 jako skripta Dupac a Huskova (2013) str. 57 nebo pouZijeme vétu o transfor-
maci hustot.

Rozdéleni (X, Y)T je absolutné spojité a hustota vzhledem k 12 na R? je z piedpo-
Kladit fiy vy (5, ) = fc(R)f (). (5, y) € R2.

Bud zobrazeni g definované jako g(x, y) = (xy, y), a oznacme (U, V)T = g((X, Y)T).
Pak g je difeomorfismus na oteviené mnoziné€ Syt = R?\R x {0}. Plati
Pxy)T ((S(X’Y)T))C) = P(Y = 0) = 0, nebot Y je z pfedpokladi absolutné spojita na-
hodna veli¢ina. Tedy Sx yyr je opravdu nosic¢ rozdéleni Py yyr.

Plati g(Sixyyr) = RAR x {0}. Inverzni zobrazeni g™ md piedpis
g H(u, v) = (% v) na R\R x {0}. Platf

Jg(x, y)I =

y 0 - 1
det(x 1)‘ =yl # 0, (x,¥) € Sx.yyTs |Jg Y(u, v)| = T (u, v) € R*\Rx{0}.
Predpoklady véty 3.19 jsou splnény a dostdvame

u 1
fry . v) = fi (5) ) 210 £ 0), (w.0) € B2
Margindlni hustotu U = XY dostaneme integraci podle véty 3.4
u 1
o) = [ (%) 50) 10 0
R™\V vl
Pro podil dokdZeme tvrzeni véty analogicky za pouZziti zobrazeni g : (x, y) — (£ x).

¥’
O
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3 Ndhodné vektory

Pozndmka. Vidime, Ze pfi pouZiti véty o transformaci pro dikaz neni nezdvislost
X aY zasadnim predpokladem. Pokud by X a Y nebyly nezavislé, ale (X, Y)T by byl
absolutné spojity ndhodny vektor s hustotou f x yy7, pak by U = XY byla stéle abso-
lutné spojitd ndhodna veli¢ina ovSem s hustotou

fo(u) = f';f(X,y)T (% V) %ﬂ (v #0)dv.

3.5 PRIKLADY ROZDELENTf NAHODNEHO VEKTORU

V této kapitole si ukdZeme dvé nejcast€jsi mnohorozmeérnd rozdéleni, jedno diskrétni
a jedno absolutné spojité.

3.5.1 MULTINOMICKE ROZDELENT

Bud X k-rozmérny nahodny vektor. Bud déle n € N a konstanty p; > 0,i = 1, ...k,
takové, Ze ¥ p; = 1.

Né&hodny vektor X ma multinomické rozdéleni s parametry n, { pi}l’.‘zl, pokud plati

_ _ _ _ n! x1 Xk
Px(x) =P(Xp = x1, ..., Xk = xx) = Al PP

pro kazdé x € Sx = {x € {0,...n}~ : 5:1 x; = n}. Z multinomické véty dostaneme,
ze Y xesy P(X = Xx) = 1, takZe Px je dobfe definované diskrétni rozdéleni ndhodného
vektoru.

Uvazujme situaci, kdy nezdvisle n-krat opakujeme pokus, ktery mze mit k rtz-
nych vysledki s pravdépodobnostmi p;, i =1, ... k. Pokud oznac¢ime X; pocet pokusti
s vysledkem i, pak X = (X, .. . Xx)T ma multinomické rozdéleni.

Plati, Ze margindlni rozdéleni X; jsou binomické s parametry n a p; (ovéfte bud
pomoci véty o tplné pravdépodobnosti nebo véty 3.4).

Plati

EX; = np; varX; = np;(1 - p;) cov (X;, Xj) = —npipj, i #].

Prvni dvé rovnosti plynou z binomického margindlniho rozdéleni, tfeti odvodime takto:

!

n!

EX; X = E Xix;——— p .. piF
" Tl xg! 1 Pr

OSxi+xj§n
i xi=n
(n - 2)' X (xi-1) (x;-1)
= —Dp;p; LoopT o opt
n(n=1)pip; NG I I A Pj

0<(x;-1)+(x;-1) <n-2 x
K xi—2=n-2

n(n =1)pip;j,
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3 Ndhodné vektory

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili fakt, Ze v sumé byly vSechny nenulové pravdé-
podobnosti odpovidajici multinomickému rozdéleni s parametry n — 2, {p;}~ , takze
tento soucet mé hodnotu 1. Tedy

cov (X;, Xj) =EX;X; ~EX;EX; = n(n-1)pip; - nzp,-pj = —np;pj.

Z nenulové kovariance je zifejmé, Ze slozky multinomicky rozdéleného vektoru ne-
jsou nezavislé ndhodné veliciny.

Ale soucet nezdvislych multinomicky rozdélenych vektorti ma opét multinomické
rozdéleni. Pfesnéji: Budte p; > 0,i = L, ...k, takové, ze X5 pi =1L anm, ..., ny €N,
kde m € N. Necht maji nahodné vektory Y;, j = 1, ..., m, multinomickd rozdéleni

k ) o 2o ~ s e 2 m z 2 .
s parametry {p;};_; a n; a necht jsou vzajemné nezavislé. Pak 3.7, Y; ma také multi-

nomické rozdéleni s parametry { pi}le an= ]”i | nj (oveérte).

3.5.2 MNOHOROZMERNE NORMALN{ ROZDELENT

V kapitole o ndhodnych veli¢indch jsme definovali normované normalni rozdéleni
N (0, 1) jako pravdépodobnostni rozdéleni s hustotou

22

1
fz(z) = —=e€7, z€eR,
z V2

vzhledem k A. Ma-li Z rozdéleni N(0,1) aje-li X = 0Z + u proné€jaké o > 0 a u € R,
pak X ma normalni rozdéleni N (u, o?) s hustotou

1 (x—u 1 _ew?
fx(x)=—fz( )= e 22, xeR,
o o \2ro2

aEX =pu,varX = o2
Nyni definujeme mnohorozmérnou verzi normélniho rozdéleni.

Definice 3.11 Bud Z = (2,...,2Z)", r € N, kde Z; jsou vzdjemné nezdvislé a maji
N (0, 1) rozdéleni. Bud A,x,, n € N, matice a u € R" pevny vektor. Ndhodny vek-
tor definovany jako X = AZ + y ma n-rozmérné normdlni rozdéleni s parametry u
aX = AA". Znac¢ime N, (i, X).

Pozndmka. Nahodny vektor Z z definice mé zfejmé EZ = 0 a VarZ = [, jednotkova
matice.

Definice vypadd ponékud komplikovanég, ale je vymySlend tak, aby zobecrnovala
rozdéleni ndhodné veliciny N (u, 0?), parametry byly opét shodné s prvnimi dvéma
momenty, tiida rozdéleni N (u, 0?) byla stabilni vzhledem k linedrnim transforma-
cim, a ty se hezkym zptisobem pifenésely do zmény parametr(i, a aby umoznovala
zahrnout do definice i degenerovana rozdéleni (extrémni pripad je napf. N (u, 0) = 6,
kde u € R" je pevny vektor).
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3 Ndhodné vektory

Dusledky (definice mnohorozmérného normdlniho rozdéleni)). Budte X a Z jako
v definici 3.11.

(i) Volime-li v definici A = [, jednotkova matice a = 0 nulovy vektor, pak dosta-
neme, ze Z ma rozdéleni N, (0, [,).

(ii) PlatiEX =y aVarX = X.

(iii) Pro k € N a matici Bix, plati, Ze ndhodny vektor Y = BX mé normalni rozdéleni
Ni(Bu, BEBT).

(iv) Specidlné pro vektor ¢ = (cy, . . ., ¢;) € R” ma ndhodny vektor cX jednorozmérné
normaélni rozdéleni N (cy, cZc').

Diikaz: (ii) Podle definice plati, Ze X = AZ + u, tedy dosadime za X a podle pravidel
pro vypocet stfedni hodnoty a varian¢ni matice (véta 3.13) pocitdme

EX=EMAZ+u)=AEZ+u=A0+pu=p,

VarX = Var (AZ + 1) = AVarZA" = AlLAT = AAT.

(iii) Podle definice plati, Ze X = AZ + u, tedy Y = BAZ + Bu a podle definice 3.11 méa
k-rozmérné normalni rozdéleni s parametry By a BA(BA)T = BZBT.
(iv) Specidlni pripad bodu (iii) pro matici 1 x n. o

Pozndmka. Bod (iv) fikd, Ze (vdZeny) soucet normélné rozdélenych marginalt

n

Z ciX;

i=1

ma opét normdlni rozdéleni N (X, c;ui, cxc'). To je veelku vyjimecné — soucet na-
hodnych veli¢in s néjakym rozdélenim nema4 typicky to samé rozdéleni. A dokonce
ty marginaly nemusi byt nezavislé (pokud neni X diagondlni, tak nejsou nezavislé).
OvSem predpokldddme, Ze sdruZené rozdéleni X je normdlni, nestaci predpoklddat,
Ze jednotlivé margindly X; maji normalni rozdéleni.

A jak rozdéleni N,(u, X£) vypadd? Je absolutné spojité? A jakou md hustotu?
— Odpovéd zavisi na tom, jaka je X.

Vime z linedrni algebry, Ze kazdou symetrickou positivné semidefinitni matici
T = X,xn lze rozepsat jako T = AAT pro néjakou A = Ay, r < n s plnou sloupco-
vou hodnosti. Tedy plati, Ze r < n pravé tehdy, kdyZ je X singularni. TakZe pro sin-
gularni ¥, existuje n-rozmérny normalné rozdéleny nahodny vektor X, ktery vznikl
linearni transformaci z r-rozmérného normadlné rozdéleného vektoru Z s nezavislymi

slozkami a r < n. Proto nelze o¢ekévat, Ze by Px <« A". A ono to také neplati:
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3 Ndhodné vektory

Méjme n-rozmérny nahodny vektor X s normélnim rozdélenim N,(y, £) a bud X
singuldrni. Z dsledk( definice (ii) plyne, ze VarX = X. Z véty 3.13 o vlastnostech va-
rian¢ni matice, bod (v) plyne, Ze existuje a = (ay, ..., a,) € R" takové, Ze aX = k skoro
jisté, kde k € R je né&jakd konstanta. Oznacme

={xeR":ax = k}.

Pak Px(E) =1 ale A" (E) = 0. TakZe opravdu neplati Px <« 1".

Extrémni pripad nastdva pro £ = 0,x, nulovou matici. Plati, Ze X ma rozdéleni
N, (1, 0,xp) prave tehdy, kdyz Px = 6.

Pro X reguldrni je ale rozdéleni N, (u, ¥£) absolutné spojité, jak ukazuje néasledujici
véta.

Véta 3.21 (o hustoté n-rozmérného normalniho rozdéleni) Bud X nahodny vektor
s rozdélenim N, (x4, X), kde X je reguldarni matice. Pak Px < 1" a

1 Ty-1
K(X) = —————— e 2Ty e R, (3.8)
(2r)zVdet =
Diikaz: Nejdiive uvazujme N, (0, I,,). Toto rozdéleni ma vektor Z = (Zy, ..., Z,)" s ne-

zavislymi slozkami a N (0, 1) rozdélenymi margindly. Z véty o hustoté vektoru s neza-
vislymi sloZkami je hustota Z rovna soucinu hustot

SN
fulz) = ﬂ Var (2n)ivdet

tedy (3.8) plati.

Bud X positivné definitni a u € R”. Pak existuje matice A = A,x, tak, Zze ¥ = AAT.
PoloZme X = AZ + u pro Z z predchoziho odstavce. Pak X ma rozdéleni N,,(u, X) z de-
finice.

Zobrazeni g : R" —» R", g(x) = AX + u je difeomorfismus na celém R”, |Jg| =
|det Al # 0 na celém R”. Z véty 3.19 o transformaci hustot dostaneme, Ze

e_%(x_ﬂ)Tﬂil(Z_y)’ 7 € Rn’

1 141 Ta!
~ -3(AN(z—w) T (AN (z-w))
X) = —— - €°?
A (x) (2r)2| det A|
_ 1 e 2@ ANy e mr,
(2n) Vet AAT
coZ je presné (3.8), nebot (A™)TA™ = (A7) =27 i

Znaceni. Symbolem ~ budeme znacit, Ze ndhodny vektor ma néjaké rozdéleni - napf.
X ~ NZ(H’ 2)

P¥iklad. Uvazujme ndhodny vektor Z = (7, Z,)" s dvourozmérnym normélnim roz-
délenim N, (u, X). Oznacme

varZ; = (rlz var Zp = cr% p = cor (Z1, Z»)
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3 Ndhodné vektory

pak

s - ( 012 pO'lo'z)
- 2
PO1072 o

Pokud volime u = (0,0)T a0y = 02 =1a |p| € [0, 1), dostaneme ¢astec¢né znormované
dvourozmérné normdlni rozdéleni s hustotou

1 _ x2+y2—2pxy

f(x,y)T(X, y)=———e 20 | x,y€R.

2141 — p?

Uvédomme si, Ze reguldrnost matice X je zajisténa volbou |p| € [0, 1). Integraci bychom
zjistili, Ze margindni rozdéleni X i Y je N(0,1) a X a Y jsou nezavislé pravé kdyz p = 0.

Plati
op 0\[X
Z=u-+ ~ No(u, 2),
u (0 02><Y) 2(u, X)

(Zl—ﬂl Zz—Hz)TNNZ 0\ (1 p
o1 o2 0/ \p 1

Dusledek (o marginalnich rozdélenich v N,). Bud X ndhodny vektor s rozdélenim
N, (u, £). Pak margindlni rozdéleni X; je N(u;, 0?), kde 02 = %;; = varX;, i =1 ..., n.
Podvektor (X;, X;)" ma rozdéleni

2
Ny Hi , 0 pijo'zio'j )
Uj Pijo 0 o

kde pij = cor (Xl', Xj), i,j=L...,n.

a obracené

Diikaz: Pouzijeme-li diisledek definice (iv) pro specidlni volbuc = (0,...,1,...,0) =
e;, pak X; = ¢cX ma rozdéleni N (e; u, eiZe;'—).

Obdobné pro (X;, X;) pouzijeme dtsledek definice (iii) s matici Boy, sloZenou
z vektoru e; a e;. O

Poznamka. Z prikladu pro N, (respektive pfimym dosazenim do véty 3.21 pro n = 2)
zjistime, Ze hustota fy vyt je v soucinovém tvaru pravé tehdy, kdyz p = cov (X,Y) =
0. Tedy hustota podvektoru (X;, X;)T z pfedchoziho dusledku je v soucinovém tvaru
pravé tehdy, kdyz p;; = 0. V tom pfipadé je hustota rovna

_l((xi_lgi)2+(xf_;j)2>

2

f(xi,xj)T(xh xj) = — e 7i Tl xi,xj e R
2m oo

Ovsem z véty 3.7 je hustota fiy, x,yr v soucinovém tvaru pravé tehdy, kdyz jsou X; a X;
nezavislé. Z toho dostdvame nasledujici tvrzent:
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3 Ndhodné vektory

Tvrzeni 3.22 Necht ma ndhodny vektor (X, Y)T dvourozmérné normalni rozdéleni.
Pak majii X a Y (jednorozmérné) normalni rozdéleni. Pokud je navic cor (X, Y) = 0,
pak jsou X a Y nezavislé.

Poznamka. Vime ze sekce 3.3, Ze nekorelovanost dvou ndhodnych veli¢in obecné
neimplikuje nezdavislost. Pfedchozi tvrzeni tikd, Ze ve specidlnim pfipadé, kdy maji
tyto dvé ndhodné veliciny sdruzené normaélni rozdéleni (to je velmi omezujici pred-
poklad), tak nekorelovanost implikuje nezévislost.

Ale pozor! Pokud jen vime, Ze margindlni rozdéleni ndhodné velic¢iny X a ndhodné
velic¢iny Y (kazdé zvlast) je jednorozmérné normalni a jsou nekorelované, neznamena
to jeSté, Ze jsou nezavislé (najdéte protipriklad).

Pokud totiZ vime jen, Ze margindlni rozdéleni X a Y jsou normadlni, sdruZzené roz-
déleni (X, )T jesté nemusi byt dvourozmérné normalni (najdéte protipriklad).

Ale pokud vime, Ze marginalni rozdéleni X a Y jsou normadlni a ony jsou vzdjemné
nezavislé, pak uz nutné (X,Y)" mé sdruzené normaélni rozdéleni (a korelace
cor (X,Y) =0).

Zde konci
V ¢asti prednasky o statistice, budeme pouzivat jesté dveé rozdéleni odvozena od nor-  predn. 13
malniho rozdéleni. Predstavime si je uz zde. (23.3.)
Definice 3.12 Budte X, ..., X,, n € N nezdvislé nahodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 1).
Pak ndhodnad veli¢inay, = ¥/, X? ma tzv. y*-rozdéleni o n stupnich volnosti (znacime

Xx2) s hustotou

yil

25T (%)
x?-rozdéleni je specidlni priklad T rozdéleni (viz cviceni nebo proseminar). Prvni

dva momenty y?-rozdéleni snadno spocitdime z jeho definice:

n n
EYn:E(ZXf):ZEszn-l:n.
i=1 i=1

Pouzili jsme linearitu stfedni hodnoty a fakt, Ze pro X; ~ N(0,1) je EX? = varX; = 1.
Dale plati, ze

gn(y) = ez T(y>0), yeR.

NS

n n
varY, = var (Z Xl-z) = Z vaer-2 = n(EX14 - (EX12)2) =n(3-1) =2n,
i-1 i-1
kde v druhé rovnosti jsme pouzili vzdjemnou nezévislost X? a ve ¢tvrté znalost mo-
mentt N (0, 1).

Definice 3.13 Budte X ~ N(0,1) aY ~ x2, n € N, nezévislé ndhodné veliciny. Pak n4-
hodna veli¢ina T = % md tzv. Studentovo t,-rozdéleni (neboli ¢-rozdéleni o n stup-

\/_

nich volnosti) s hustotou

n+l —nd
hn(t):M(l+f) 2, t € R.
nnF( ) n

IS
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3 Ndhodné vektory

Hustota t,-rozdéleni je symetrickd kolem 0, takze liché momenty (pokud existuji)
jsou rovny 0. Ony ale ne vzdy existuji.

Specidlni pripad f,-rozdéleni pro n = 1 mé hustotu

1

h(t) = m,

t eR,

a distribu¢ni funkci .
Fr(x) = — (arctan(x) + g) x €R,
T

a jmenuje se Cauchyho rozdéleni. Uvédomme si, Ze integral

o t
L
f_m A+ "

neni definovén a tedy neexistuje stfedni hodnota ET Cauchyho (resp. #) rozdéleni.
A ani Zadné vys$si momenty.

Rozdéleni r, uz ma stfedni hodnotu dobfe definovanou, ale ma nekonec¢ny rozptyl.
Obecné plati, Ze t,,-rozdéleni m4 kone¢né momenty jen do fddu n — 1 (ovérite).

Také si miizeme povSimnout, Ze pro kazdé t € R

. 1
lim h,(t) = — e 2,
n— oo T

coz je hustota N (0, 1) rozdéleni. K tomuto faktu se vratime, az budeme védét, co je to
konvergence nahodnych veli¢in v distribuci.

Pozndmka. Neni potieba si pamatovat hustoty y2 a t,, rozdélenti, ale je tieba je umét
odvodit jako priklad.
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4 LIMITNI VETY

Zatim jsme si predstavili zdkladni objekty, se kterymi teorie pravdépodobnosti pra-
cuje - pravdépodobnostni prostor, ndhodné velic¢iny a ndhodné vektory. KdyZ méame
néjakou (dostatecné jednoduchou) ndhodnou situaci, umime pro ni sestavit pravde-
podobnostni model, ktery ji matematicky popisuje. V této kapitole se budeme zaby-
vat situaci, kdy opakujeme néjaky ndhodny experiment mnohokrat a nezdavisle. Co
ndm nase matematickd teorie fikd o takové situaci, a jak to odpovida realité?

UvaZujme nezdvislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny X, . . ., X, a jejich primér

1 n
Xn=-— Z;Xi.
i=

Co nam fikd nase zkuSenost o chovani X,? Tfeba ve fyzice, kdyZ provadime n ne-
zéavislych identickych experimentti s namérfenym vysledkem X; (pozor, je ndhodny),
pak jejich pramér X, (také nahodny) se pro velké n ustali kolem néjakého ¢isla. Intu-
itivné bychom toto ¢islo nazvali o¢ekdvanou hodnotou vysledku. Tato zkuSenost také
umoziuje interpretaci pravdépodobnosti jako relativnich cetnosti

P(A) ~ %Zn:u(x,- € A)
i=1

tedy ,pravdépodobnost udélosti A odpovida relativni ¢etnosti vyskytu udalosti A pri
provedeni velkého mnoZstvi nezdvislych, stejné rozdélenych pozorovani X; “.

V této kapitole budeme zkoumat tzv. zdkony velkych cisel, které tvrdi

n—oo

_ 1<
Xn=_ZXi — EX,
i3

budeme si oviem muset vyjasnit, co znamena ta —.

vvvvvv

limitni veta. Ta tvrdi, ze
Vn ()_(n - EX1) — X,
n—oo

kde X ~ N(0, 0?), neboli ndhodn4 veli¢ina na pravé strané $ipky ma normalni rozdé-
leni se stfedni hodnotou 0 a néjakym (nenulovym) rozptylem. Centrdlni limitni véta
tedy mluvi o tom, jak moc se empiricky priimér X, 1isi od stfedni hodnoty E X;. I zde
si budeme muset vyjasnit, co znamena —.
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4 Limitni véty

4.1 CANTELLIHO A BORELOVA VETA

Zacneme ovSem jednoduseji:

Piiklad. Bud (X;}?, posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych velicin
na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. A necht X; maji alternativni rozdéleni
s pravdépodobnosti tispéchu p = 4, tj. pro vSechna i € N plati

P(Xl' = 1) = P(Xl = O) = %

Takové posloupnosti {X;}:?, se fikd posloupnost bernoulliovskych pokusti nebo jen
bernoulliovskd posloupnost (odpovidé to tfeba opakovanym hodim spravedlivou
minci). Jakd je pravdépodobnost jevu

{pro nekone¢né mnoho i je X; = 1} = {padne nekonec¢nékrat 1},
resp.
{jen pro konecné mnoho i je X; = 1} = {padne jen konecnékrat 1} ?
Nase fyzikdlni zkuSenost by navrhovala 1, resp. 0. A co na to teorie pravdépodobnosti?

Poznamka. Nékteré zvidavé cCtendre tu mohlo napadnout — a jak viibec vime,
Ze bernoulliovskd posloupnost existuje? Nebo obecnéji, jak vime, Ze existuje
pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) takovy, Ze z néj muze vést nekonecné mnoho
nezavislych ndhodnych velicin se stejnym rozdélenim?

Odpovéd na tuto otdzku si v této prednédsce neukazeme (neni na to prostor), takze
zvidavé Ctenafe musime odkazat na kurz Teorie pravdépodobnosti I, ktery se uci ve
tfetim ro¢niku zaméreni stochastika. A nebo na Proseminaf z pravdépodobnosti a
matematické statistiky. Naddle tedy budeme brat existenci nekone¢né posloupnosti
nezdavislych ndhodnych veli¢in jako fakt bez diikazu.

Znaceni. Budte A, Ay, ... ndahodné jevy (ze o-algebry A). Znacime

(o)

U Ag, 1191)2’1’[“14,1 = U Ag,
k=n n=1k

=n

D

limsup A, =

—00
n 1

S
Il

coZ jsou také jevy ze o -algebry A.

Pokud je w € limsup 4,, tak nutné musi byt v kazdém (J;__, A, tedy opravdu musi

n—oo

byt v nekonecné mnoha A,. Takze lim sup A, je pfesné mnoZzina téch elementdrnich

n—oo

jevli w € Q, ve kterych nastane nekone¢né mnoho z jevii A,,.
Podobneé, pokud je w € liminf A,, musi byt vnékterém z N, A, tedy mtze byt jen
n—oo

kone¢né mnoho mnoZin A,, do kterych w nepatfi. TakZe lim inf A, je pfesné mnoZina
n—oo

téch elementdrnich jevli w € Q, ve kterych nastanou vSechny jevy A, s vyjimkou jen
kone¢né mnoha z nich.
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4 Limitni véty

Pozndmka. VSimnéme si, Ze mnoZinové lim sup a lim inf odpovidaji lim sup a lim inf
pro funkce v tom smyslu, Ze

limsup 1,4, (w) Ta(w) pro A =limsupA,
n—oo n—oo

Tg(w) pro B =IliminfA,

n—oo

liminf 1,4, (w)

Poznamka. Ovérte, Ze plati

(lim sup An) = liminf AJ.

n— 00 n—oo
Tato rovnost muazZe byt uZite¢na pti vypoctech.

A jak tedy zjistit pravdépodobnost lim sup A,? Casto je to pfili§ sloZitd mnoZina na

n—o0

to, aby byla P (lim sup An) piimo vidét. Nékdy ji ovS§em miizeme odhadnout shora.

n—oo

Véta 4.1 (Cantelliho) Budte Aj, Ay, ... ndhodné jevy (ze o-algebry A). Pokud
Z P(4,) < oo, pakP(hmsupA ) 0.

n—oo

Diikaz: Pocitejme:

P (limsupAn) = P(ﬁ O ) = il_I}I‘}oP(U Ak) < hm Z P(Ar) =

n—oo

V druhé rovnosti jsme vyuzili spojitost pravdépodobnosti, nebot pro B, = U, Ak
plati B, \, lim sup A,,. Posledni rovnost plyne z pfedpokladu véty. ]

n—oo

Dusledek. Za predpokladi véty plati P [(lim sup An) ] = 1, cozZ je podle pozndmky

n—oo

vySe rovno P (lim inf A¢ |. Tedy s pravdépodobnosti 1 nastanou vSechny jevy A azZ na

n—oo

kone¢né mnoho vyjimek, tj. nastane jen kone¢né mnoho jevil A,,.
Pokud ptfidédme predpoklad nezavislosti jevli Ay, Ay, ..., situace se zjednodussi

Véta 4.2 (Borelova, Boreliiv 0-1 zakon) Budte A, Ay, ... nezdvislé ndhodné jevy (ze
o-algebry A). Pak

Z P(A)) <0 & P (hmsupA ) =0
Z P(A)) =0 & P (lim supAn) =1
=1 n—oo
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4 Limitni véty

Pozndmka. Implikace ,=“ v prvni fddce je Cantelliho véta, to uz vime, ta plati i bez
predpokladu nezévislosti. Nové je implikace ,=*“ ve druhé radce, k jejimu diikazu
budeme predpoklad nezavislosti potfebovat.

Boreltiv 0-1 zdkon ndm tedy fikd, Ze pokud jsou jevy Aj, Ay, ... nezdvislé, mtze byt
pravdépodobnost lim sup A, jen 0 nebo 1, nic jiného nemuzZe nastat. Bez predpokladu

n—oo

nezavislosti ovSem muze byt P (lim sup A,,) rovna ¢emukoli z [0, 1] (ovérte).

n—-oo
Diikaz: Potfebujeme dokézat implikaci ,=“ ve druhé radce. Plati

P (limsupAn) =1-P (limianZ) .

n—oo n—oo

Bude snaz$i omezit seshora P (lim inf A;) (a ukdzat, Ze je rovno 0). Ze spojitosti

n—oo

pravdépodobnosti a z B, = N, A, / li{lrl inf A} mame

P (h{gglmg) = P(O ﬁA;) = %@op(ﬁ A;) = ;%&%P(ﬁ A;).
k=n

n=1 k=n k=n

V posledni rovnosti opét pouZzivdme spojitost pravdépodobnosti. Z predpokladu ne-
zavislosti {A;}, a dle véty 1.8 tedy i nezavislosti {Af}, mdme

N N N
k=n k=n

k=n
kde v nerovnosti jsme pouzili odhad 1 - x < e, ktery plati Vx € R. Tedy dohromady

N
P (lim ianfl) = lim lim P(ﬂ AZ) < lim lim e Z¢=P@0) = lim e~ Zi-, PUA),
k=n

n—oo n—oo N—oo n—oo N—o0 n—oo

coZz je rovno 0 z pfedpokladu }7° | P(4,) = .
Nebot nic jiného nez ;> P(A,) < co nebo >, P(4,) = o nastat nemuze, jsou obé
implikace zaroven i ekvivalence. |

A jak je to tedy s nasi bernoulliovskou posloupnosti?

Priklad. Mé&jme posloupnost bernoulliovskych pokusii a jevy A, = {w € Q : X, (w) =
1}, tedy A, je jev, Ze v n-tém pokuse padla 1. Jevy {A,} jsou vzdjemné nezavislé a tedy
z Borelovy véty je

= 00.

N =

P (lim supAn) =1 nebot Z P(A,) = Z

n—eo n=1 n=1

Takze pravdépodobnost, Ze nekonec¢né krét padla 1, je, ve shodé s intuici, rovna 1.
A samoziejmé

P(,padne jen konec¢né krat1“) =1-P (lim sup An) =0.

n—oo
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4 Limitni véty

Pokud nemame nezdvislost a ), P(A,) = co nevime o P (lim sup An) obecné nic!

n—oo

Priklad. Méjme pravdépodobnostni prostor s Q = [0,1], A = B(Q) a P = A. Budte
A; = (0, %). Potom P(4;) = %, takze )72, P(4;) = oo, ale jevy A; zfejmé nejsou vzdjemné
nezavislé. Kazdé w je jen v konec¢né mnoha jevech 4;, takze

limsupA, =0 a P (lim supAn) =P(0) = 0.
n—oo n—oo

V predchozim prikladu jsme znali jevy = mnoziny A, presné. To je vyhodné pro
vypocet pravdépodobnosti, ovSem v praxi tato situace typicky nenastavd. Mnohem
castéji nezndme presné (2, A, P) a nezndme ndhodné veliCiny X,, jako funkce z Q.
Zname jen néco o rozdéleni X, jako tfeba v nédsledujicim prikladeé:

Priklad. Budte X, X, ... nezavislé nahodné veli¢iny definované na tomtéz pravdé-
podobnostnim prostoru, o kterych vime, Zze EX,, = 0 a varX,, = 1 pro kazdé n € N.
Nemuseji mit stejné rozdéleni. Jakd je pravdépodobnost jevu, Ze nastane jen kone¢né
krat |X,,| > n? To jest kolik je

P (liminf{|Xn| < n}) _p (hglglf{w €Q: X, ()] < n})?

n—oo

Z Cebysevovy nerovnosti 2.9 vime, ze P(|Xy| > n) < Va:l—zx", takze

(o0

iPme > n) SZ% < oo,
n=1

n=1

Jevy {|X,,| > n} jsou nezavislé, takZe mlizeme pouzit Borelovu vétu (druhd rovnost).

P (liminf{anl < n}) ~1-P (limsup{Ian > n}) —1-0=1.

n—oo n—oo
Toto 1ze dokézat i za slabsich predpokladti (viz cviceni).

Dalsi priklady na pouziti Cantelliho a Borelovy véty budou na cviceni.

4.2 KONVERGENCE POSLOUPNOSTI NAHODNYCH VELICIN

Vratme se ted k naSemu praméru X, z avodu kapitoly 4 a jeho konvergenci k E X;.
V jakém smyslu by méla posloupnost nahodnych veli¢in X, konvergovat (nékam) ?
Uvazujme opét nasi bernoulliovskou posloupnost s pravdépodobnosti tspéchu
p = 3. Nase fyzikdlni zkuSenost nam fikd, Ze ,i po velmi velkém mnoZstvi pokust
ma presnd shoda X, s E X zanedbatelnou pravdépodobnost®. A co teorie pravdépo-

dobnosti?
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4 Limitni véty

Pripomenme si Stirlingovu formuli, tj. tvrzeni
n! ~ V2rnn"e™ pro n — oo.
Trochu vice formdlné — plati:

. n!
lim ——=1.
n—o0 27-[-” nne—}‘l

A s vyuzitim Stirlingovy formule uréeme pravdépodobnost, Ze se X, piesné rovna

EX; = 1. Soucet ¥}?", X; ma binomické rozdéleni Binom(2n, 3), takze

2
piixizl =(2”)2—2n . @mPwom2n ., 1,
2n — 2 n (n”\/27rn)2 T n—eo

Tedy relativni Cetnost X, je pfesné rovna ; jen se zanedbatelnou pravdépodobnosti i
pro velkd n. ZkuSenost ukazuje, Ze relativni cetnost X,, se v nejlep$im ptripadé ,ustali
blizko %“. PoZadujme tedy radsi misto presné shody, aby

Ve > 0 P(\)_(n—Ex1|Se)—>1, (4.1)

n—oo

»prameér byl blizko stfedni hodnoté s velkou pravdépodobnosti pro velké n*.

Definice 4.1 Budte V), Y», ... ndhodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim pro-
storu (Q, A, P). Rekneme, Ze posloupnost nadhodnych veli¢in {Yu}, konverguje

. . . RO < P
v pravdépodobnosti k ndhodné veli¢iné Y (znac¢ime Y, —— Y), pokud
n—oo
lim P(ly, -Y|>¢€) =0, Ve>O0.
n—oo

Poznamka. Tuto konvergenci uz zndme z teorie miry — je to konvergence poslou-
pnosti funkci v, : Q — R v mife P. A je to presné ten zpusob konvergence, ktery jsme
pozadovali po X, v (4.1).

Definice 4.2 BudteY, Ys, ... ndhodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim pro-
storu (Q, A, P). Rekneme, Ze posloupnost nadhodnych veli¢in {Yu}, konverguje

s . . RO <o sj
P-skoro jisté k ndahodné veli¢iné Y (znac¢ime Y, —— Y), pokud
n—oo

P ({a) €Q: lim ¥, (w) = Y(w)}) -1,

Poznamka. I tuto konvergenci uz zndme z teorie miry — je to konvergence poslou-
pnosti funkci Y, : Q — R P-skoro vSude (ovérte).
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4 Limitni véty

Obé predstavené konvergence posloupnosti ndhodnych veli¢in jsou tedy opravdu
konvergence posloupnosti funkci na Q. VSechny zic¢astnéné ndhodné veli¢iny musi
byt proto definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru Q, a k rozhodnuti o
konvergenci ndm nestaci zndt jen rozdéleni Py, jednotlivych ndhodnych veli¢in Y,
musime je opravdu znat jako funkce z Q. Alternativné musime znat sdruzené rozdeé-
leni celé posloupnosti {Y,} ", - viz sekce 4.3 a 4.4

Z teorie miry také zndme nékteré vlastnosti konvergence v pravdépodobnosti a
P-skoro jisté. Zopakujme si ty, které budeme déle pottebovat.

Tvrzeni 4.3 Budte Vj, Y5, ... ndhodné velic¢iny na stejném pravdépodobnostnim pro-

P
storu. Pak v, Ay Y, — Y.

n—00 n—o00

Obracené tvrzeni neplati!

Tvrzeni 4.4 Bud'1 < p < o a budte 13, Y5, ... a Y ndahodné veli¢iny na stejném prav-

N

) p P
dépodobnostnim prostoru, patfici do L”. Paky, — Y =Y, — Y.

n—oo n—o0o

Konvergence P-skoro jisté ale z L” konvergence neplyne.

Priklad. Bud Q = [0,1], A = B(Q), P = 1 a ndhodné veli¢iny X; = 1, X, = T
X3 = ﬂ[%,l]’ Xy = 1][0,%], X5 = 1][1_1}’%], .... Plati
* Yw existuje nekone¢né mnoho indext takovych, Ze X, (w) = 1, takZe X,, nekon-
verguji k 0 P-skoro jisté.
* Pro e € (0, 1) je P(1X,| > €) = P(X, =1) — 0, takze X, o

n—oo

1
3l

P
e Také E|X,, — 0]» —— 0, takze X, 0 pro kazdé p € [1, «).
n—oo n—oo
A pri jakych operacich s ndhodnymi veli¢inami se konvergence zachovéavaji?

Véta 4.5 (o konvergenci v pravdépodobnosti a sou¢tu) Budte Y3, Yo, ... a 73, Zo, ...
ndhodné veliciny na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Pak plati

P P P
Y,— 0 a Z,—> 0 = (Y, +2,) — 0.
n—oo

n—0o0 n—0o0

Bud navic {a,}%  redlnd omezend posloupnost. Pak plati

P P
Y, — 0 = a,Y, — 0.
n—0oo n—oo

Diikaz: Bud e > 0. Pak
P(Y,+Z, >€) <P (lYnl > g) +P (lZn| > S) —— 0, z predpokladi Ve.

2 n—oo

Bud C > 0 takové, Ze |a,| < C, Vn € N. Pak

P(la,Y,| > €) <P (lYnl > g) —— 0, zpredpokladi Ve.
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Poznamka. Pro konvergenci skoro jisté plati tvrzeni véty také (ovétte).

Véta 4.6 (o spojité transformaci) Budte Y}, Y», ... ndhodné veli¢iny na stejném pravdé-
podobnostnim prostoru (Q, A, P) a g : R — R funkce spojitd na oteviené mnoziné
Sy, nosici rozdéleni ndhodné veliCiny Y (tj. plati P(Y € Sy) = 1). Pak

. P P
() Ynmy = g(Yn)mg(Y)

(i) Y ==Y = g(t) — g(1).

Diikaz: (i) Dikaz pouze z definice je technicky, vynechdme z ¢asovych dvodu.
Kratky diikaz vyuzivajici dal$ich vlastnosti konvergence v pravdépodobnosti 1ze najit
napt. v Kallenberg (2002), Lemma 4.3.

(ii) Bud A mnozina spliiujici P(A) = 1 takov4, Ze Y, (w) — Y (w) pro kazdé w € A.

Pak pro kazdé w € M = Y™}(Sy) N A uplatnime vétu o limité spojité transformované
posloupnosti redlnych ¢isel, abychom ziskali, Ze g(v,)(w) — g(¥)(w). Z pfedpokladii

véty oviem mdme, ze P(M) = 1, tedy g(V,) —— g(¥). O
n—oo
Poznamka. V predpokladech véty se pozaduje, aby nosic¢ Sy byl oteviend mnoZina.

V piipadé, Ze P(Y = ¢) =1, se tedy poZaduje, aby g byla spojitd na né€jakém otevieném
okoli Sy bodu c.

Poznamka. Lze definovat i vektorové verze konvergenci (tj. pro ndhodné vektory)
v pravdépodobnosti a skoro jisté. Staci v definici misto |Y, — Y| pouzit ||Y, - Y|,
eukleidovskou normu na R¥,

4.3 SLABY ZAKON VELKYCH CiSEL

A jak je to tedy s konvergenci priimért X ,2 Diky Cebysevové nerovnosti miizeme uka-
zat nasledujici:

Véta 4.7 (Cebyéevﬁv slaby zakon velkych ¢isel) Budte X, X, ... vzdjemné nezavislé
nahodné veliciny spliujici E X2 < oo, ¥n € N. Necht
1 n
’%I_I)rolo (ﬁ IZ:;‘ var Xi> =0. (4.2)

. — — P
Potom plati |X, - EX,| — 0.
n—o0

Diikaz: Pouzijeme postupné CebySevovu nerovnost z véty 2.9 a vzdjemnou nezévislost
{Xi}:

n

— — X 11
P(IX,-EX,| >e¢) < varz n =—— ) varX,
€ €E“n P
coz konverguje k 0 pfi n — oo pro kazdé € > 0 z predpokladu (4.2). ]
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Pozndmka. Ve vété staci misto nezavislosti pfedpokladat jen nekorelovanost X; a X;
pro kazdé i # j.

Slaby zdkon velkych cisel (budeme zkracovat jako ZVC) tedy iikd, Ze pfi splnéni
podminky na rozptyly, ¢astecné priimeéry centrované posloupnosti (X, —E X,,) konver-
guji v pravdépodobnosti k 0. Posun vSech X, o stfedni hodnotu je potteba, abychom
pramérovali jen ndhodné variace, nikoli systematické (nendhodné) vychyleni E X,,.

A co nam ZVC fiké o bernoulliovské posloupnosti?

Piiklad. Bud {X,}* bernoulliovskd posloupnost s pravdépodobnosti tispéchu p.
Tedy ndhodné veli¢iny X,, jsou vzdjemné nezavislé, alternativné rozdélené, spliujici
EX? < oVn € NaEX, = p,varX, = p(l1 — p). Podminka (4.2) je splnéna, nebot

#(np(l -p)) — 0. (Xl tedy spliuje Cebyseviiv ZVC a plati |X,, — p| —>’:m 0,

neboli
P(IX,-pl <€) — 1 Ve>D0.
n—oo

TakZe opravdu plati, Ze ,pramér X, je blizko stfedni hodnoté E X; s velkou pravdé-
podobnosti pro velké n“.

Poznamka. Pokud jsou ndhodné veliciny X,, nezdvislé, stejné rozdélené, s var X,, < oo,
pak splriuji Cebyseviiv ZVC. Dokonce by stacilo predpokladat jen EX,, = u € R (ne-
budeme dokazovat).

Pokud je ale E |X,,| = o, pak tvrzeni ZVC platit nemusi. Uvazujme napiiklad {Xnloy
nezavislé, stejné rozdélené s Cauchyho rozdélenim (neboli #-rozdéleni, viz str.53).
Pak E X,, neexistuje a plati % " | X; ~ Cauchy (ovéfte, resp. viz cviceni). Tedy X, urcité
nekonverguje ke konstanté.

4.4 SILNY ZAKON VELKYCH CiSEL

V piedchozi sekci jsme si dokézali, Ze pro bernoulliovskou posloupnost s p = 3 plati,
7e Getnost uspéchli X, bude pro velké n blizko p = % = EX; s velkou pravdépo-
dobnosti. Ale my bychom chtéli ukédzat jesté vic: kdyz hodime napft. 100x minci, tak se
muZe stat, Ze s malou pravdépodobnosti se X, bude hodné lisit od % Ale tato deviace

by pro velké n méla postupné vymizet. A o tom mluvi silny zédkon velkych cisel.

Terminologie. Rekneme, Ze posloupnost nahodnych veli¢in {X,}*, splituje silny z4-

kon velkych ¢isel (zkracené SZVC), pokud plati | X, — EX,| 5o

Véta 4.8 (Silny zdkon velkych cisel pro nestejné rozdélené ndhodné veliciny) Bud
{Xn},., posloupnost vzijemné nezavislych ndhodnych velic¢in, spliujicich

E X2 < oo Vn € N. Necht

o var X

3E < 4.3)
n

n=1
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4 Limitni véty

Potom plati |X,, — EX,,| 5o
n—oo

K dikazu silného zdkona velkych ¢isel budeme potfebovat nasledujici zobecnéni
CebySevovy nerovnosti.

Véta 4.9 (Kolmogorovova nerovnost) Budte X, X, ... vzdjemné nezdvislé ndhodné
veli¢iny, spliiujici E X7 < co Vn € N. Oznacme Si = 3, Xj, k € N. Pak

varS, 2. var X

5 5 , Ve>0, VneN. (4.4)

P(max 1S, — E S| > e) <

1<k<n € €

Diikaz: Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme EX; = 0, j € N (kdyby ne, aplikujeme
nasledujici na (X; — E X;)).
Pro k € N ozna¢me

ta

-1

A ={max [S;| <€} Br=[ |{ISj| <e}N{ISk| > €}
1<j<k

.
Il
—

Jevy By jsou vzdjemneé disjunktni a plati A;, = {maxj<i<, |Sk| > €} = U}_, Bx. Jev By
odpovidé dosazeni hladiny € v posloupnosti {|S;|} poprvé piesné v kroku k. Pocitejme
L SadP = E(SyT5,)% = E((Sn — St)Tg, + Si15,)°
k = E(Sn — Sk)*1p, + 2E(Sy — Sk)Sk 1, + ESZ1p, > ESZ1p,
nebot E (S, — S;)?15, > 0a
E(Su—Sk)SkTs, = E(Sp — Sk) ESklp, =0-ESlp, =0.

V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze S, — Sy = Z]’.’:k .1 X; je funkce jen ndhodnych velicin
{S; }7=k+1 a tedy je nezavisla s S 1p,, které zdvisi zase jen na {S; };le.
Plati By C {|Sk| > €} a tedy

ES21p, > E€®1p, = € P(By).
Sec¢tenim pries vSechna k =1, ..., n dostaneme

f S2 dP > €* P(AY).
AC

Ziejmé také plati
n
f $2 dP <ES? =var$, = Zvaer,
An k=1

protoZze {Xi} jsou vzdjemné nezdvislé. Spojenim obou nerovnosti dostaviame
€2 P(AS) < var S, coZ jsme méli dokazat. O
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Pozndmka. Kolmogorovova nerovnost neni uzitecné jen pro dikaz SZVC. Mé&me
posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velicin {X; }i21 s EXp = 0. Po-
sloupnost ¢édstecnych souctt {Si};7, (kde Si = ;?:1 Xj, k € No) pak definuje ndhodny
proces, kterému se fikd ndhodnd prochdzka. Index k maé roli ¢asu a X; odpovidaji
prirtstkiim ndhodné prochazky za jeden ¢asovy tsek. Kolmogorovova nerovnost pak
déva horni mez na pravdépodobnost, Ze do ¢asu n dosdhne ndhodna prochézka
(v absolutni hodnoté€) néjaké hladiny e.

Druhé dulezité tvrzeni, které potfebujeme k dtikazu silného zdkona velkych cisel,
je Cantelliho véta, ale tu uz zname.

Diikaz: (Silného zdkona velkych cisel)
Posloupnost {X,}, splnuje pfedpoklady Kolmogorovovy nerovnosti, a tak pro kazdé
n €N, e > 0 plati

) - var S, 4.5)

P(maxISk—ESklzen S 55
€E“n

1<k<n

kde jsme v nerovnosti (4.4) misto € pouZili € = en. PosCitejme nerovnosti (4.5), ale
pres 2" misto pres n. Dostaneme:

[

ZP(max |sk—Esk|252")gZ"arSZ". (4.6)

1<k<2n €222n
n=1 n=1

Pokud dokdzeme, Ze suma vpravo je kone¢nd, pak ndm Cantelliho véta da

P (limsup {lmka)zc |Sk — ESk| > 62”}) =0, Ve>D0.
<k<2n

n—oo

To jest max)<x<on |Sk — ESi| < €2" plati s pravdépodobnosti 1 aZ na konecné mnoho

vyjimek, a lim sup W < € s pravdépodobnosti 1 pro libovolné e > 0.

n—oo

A co zbylé indexy rizné od 2"? Pro ty pouZijeme ,sendvicovy trik“. Pro kazdé m € N
existuje n tak, ze 2" < m < 2"*!. Potom |S,, — ES,,| < max <, <on+1 |Sk — E Sil, tedy
s pravdépodobnosti 1

1S — ESm| < €2™*! < 2em,

pro vSechna dost velkd m. Neboli existuje mnoZina N (e¢) c Q, P(N(€)) = 0, takovd, Ze
Yw ¢ N(€) AM(w) e N: VYm > M(w) : W < 2e. A tedy

Sm(w) —ES,,
lim sup [Sm(@) = E Sl <
m—oo m

2€ Yw ¢ N(e).

Ze o -aditivity pravdépodobnosti pro N = |J N(%) plati P(N) < Yjen P(N(%)) =0, tedy
leN
pro kazdé w ¢ N

lim sup

m—o0

ISm(w) - Esml 1 0
m t

. S -ES
321, VieN = llmsupl""(a))—mlz

m—co m

69



4 Limitni véty

a lim

m—oo

K dokonceni diikazu ndm chybi ukdzat konvergenci fady z odhadu (4.6).

W = 0 pro vSechna w € N¢, tedy skoro jisté, coz jsme méli dokazat.

00 oo 2n 00 0o 2"
var Son 1 1 1
Z o2 Zz—nZvaer_Zﬁ(varX1+varX2)+ZZEZvaer
n=1 n=1 k=1 n=1 n=2 k=3
1 n—1 2u+l
= g(var X) +var Xo) + Z > Z Z var X, 4.7)
v=1 k=2V+1

Prvni ¢len je kone¢ny, druhy budeme déle upravovat

o) 1 2v+1 0 00 2v+1
YAS S v - Z(Z ZL) S v,
n=2 v=1 k=2"+1 v=1 \n=v+l k=2"+1
00 00 v+1
AT
v=1 \n=v+1 k=2"+1
S S ov+l 0
S[EE g
v=1 \n=1 k=2"+1 k=3

z predpokladu (4.3). I vtomto odhadu jsme vlastné pouzili sendvi¢ovy postup - sumu
jsme rozdélili na ﬁseky s rostoucim poctem ¢lenti 2” a v kazdém z téchto tsekt mui-

2 Mz

Zeme pouZzit Ze 1 < =—, coZ jsme udélali ve druhé radce. |

Pozndamka. Z rozpisu (4.7) 1ze nahlédnout, Ze kdyby byly vSechny var X;. stejné, tak
konvergenci fady z diikkazu dokdZeme snadno pfimym dosazenim. A také je vidét,
proc potfebujeme tGseky zvétsujici se délky 2". Pravé proto, aby fada rozptylt, kterd
ndm zajisti platnost Cantelliho véty, mohla konvergovat. Kdybychom scitali pfes n, a
nikoli pfes 2", konvergenci bychom nedokézali.

Poznamka. Podminka } > ""’"X" < o je postacujici pro SZVC, nikoli nutnd. Existuje
posloupnost {X,} nezévislych ndhodnych veli¢in spliujici 7, "a:lx” =00, EX, =0,
aP(im X, =0) =1, §j. X, —— 0.
n—oo n—oo
Abychom ji zkonstruovali volme X,, nezavislé s
P(X = —Cn) = dm P(Xn = O) =1- 2dn7 P(Xl’l = C”) = d”’ ne N’
kde .
Zdn < 00 a 26%(1,, = var X,,.

Takové {c,};;, a {d,};, vzdy existuji — napf.

n=1

1 n?varX, n® ,
d, = — o2 =n? pak c,= JT = 6 (tedy docela velké).
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Potom z Cantelliho véty P(lim sup(X, # 0)) = 0 a tedy P(lim X, = 0) = 1.
n—oo

n—oo

A co nam SZVC fiké o bernoulliovské posloupnosti?

Piiklad. Bud {X,}* bernoulliovskd posloupnost s pravdépodobnosti tispéchu p.
Neboli X, jsou vzdjemné nezavislé, alternativné rozdélené, EX?> < o Vn € N
aEX, = p,varX, = p(1- p). Podminka (4.3) je splnéna, nebot

o p(l-p) o 1 #?p(l-p)
Dbl

Tedy {X,}>, splituje SZVC 4.8 a plati | X, — p| —2, 0, neboli

P ({w : %l_r)Igan(w) = p}) =1.

TakZe aZ na mnozinu vyjimec¢nych w, kterd méa pravdépodobnost 0, pro vSechna ostat-
ni w pramér X ,(w) konverguje ke stfedni hodnoté E X;. Pfesné ve shodé s nasi fyzi-
kélni zkuSenosti tedy ty pfipady, ve kterych s malou pravdépodobnosti mohou byt X,

2

velmi daleko od p, s n — o opravdu ,vymizi*“.
Pozndmka. ! Pozor ! SZVC nefikd, Ze
pocet Gspéchti v n pokusech —  pravdépodobnost tispéchu x n,

nebot to na levé strané $ipky je posloupnost ndahodnych veli¢in, kterd konverguje
skoro jisté k o, a to na pravé strané Sipky je posloupnost cisel, které konverguji
k oo. Tedy té Sipce neni mozné prifadit matematicky smysl!

Ziejmé pro libovolnou posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych ve-
licin {X,} ", na tomtéZ pravdépodobnostnim prostoru, s konec¢nou stfedni hodnotou
EX; = pu a koneénym rozptylem, jsou predpoklady SZVC 4.8 splnény a plati

X, — 7
n—oo
Nicméné v pripadé nezavislych, stejné rozdélenych nédhodnych veli¢in je mozné
piedpoklady oslabit a ukazat, Ze {X,}>, spliuje SZVC i v piipadé, kdy vime jen, Ze

Xi € LL.
Véta 4.10 (Silny zdkon velkych ¢isel pro stejné rozdélené ndhodné veliciny, L, verze)
Bud {X,}°", posloupnost vzdjemné nezévislych, stejné rozdélenych ndhodnych veli-
¢in. Pak _
Xn 2, u pronégjaké neR & E[X| < .
n—oo

V takovém ptipadé E X; = p.

K dtikazu budeme potiebovat nésledujici lemma.
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Lemma 4.11 Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X plati

DIPUXI =)= Y (n+1) P(n < IX| <n+1), (4.8)
n=0 n=0
a (o] (o)
DIP(XI = n)-1<EIX| < ) P(IX| 2 n). 4.9)
n=0 n=0

diikaz

Drikaz: E|X|si mtizeme piepsat jako integral podle pravdépodobnosti P a ten rozdé-  ePvIvLS
lit na integrély pfes po dvou disjunktni mnoziny M, = {w : n < |X(w)| < n+1}, n e Ny, 222
pro které plati predndsen

UMn=Q.

neNp
Na kazdé mnoZziné M,, zvlast odhadneme integrand | X (w)| shora, takze dostaneme

(59

X1 = [ 1X@)IdP@) = ),

n=01 ) < X ()| <n+1)

X ()| dP(w) < i(n+l)P(n < |X| < n+l).
n=0

A obdobné dostaneme i odhad zespoda:

i f X (w)|dP(w) > i nP(n < |X| <n+l) = i(nﬂ)P(n < |X] < n+1)-1.
n=0 n=0 n=0

{wn<|X(w)|<n+1}

Zbyvé dokazat prvni ¢ast lemmatu, coZ udéldme pomoci prohozeni poradi s¢itani
(mtizeme, nebot vSechny ¢leny jsou nezdporné) ve dvojné sumé:

ip(lxl Zn)=iiP(kS X < k+1)
n=0

n=0k=n

o k 0o
=Y Y Pl <IXI<k+1)= ) (k+1)P(k <|X] < k+1).
k=0 n=0 k=0

Diikaz: (Silného zdkona velkych cisel pro stejné rozdélené ndhodné veli¢iny)
Nejdfive dokdaZeme implikaci " < ".

K tomu chceme pouzit SZVC 4.8, chybi nam ale piedpoklad konec¢ného rozptylu.
Proto si zavedeme omezené nahodné veli¢iny

Y, = Xnl(x,1<n) 1 EN.
Ty budou také vzijemné nezdvislé a zrejmé

P(Xy # Yy) = P(IXu| = n) = P(IX1| = n).
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Z konecnosti E |X;| a lemmatu 4.11 mdme 7" P(|X;| > n) < oo, takZe z Cantelliho
véty plyne P(lim sup{X,, # Y,,}) = 0. Tedy X,, = ¥,, s pravdépodobnosti 1 aZ na konec¢né
n—oo

mnoho n. Proto (X, -Y,) 2, 0. Stadi tedy dokazat, ze SZVC spliiuji {Yu},, aze
n—00

lim EY, = u. Potom uZ bude platit

n—oo

)_(n_lf‘:(Yn_?n)"‘(?n_E?n)'i'(E?n—]l) S—J> 0+0+0=0.
n—00
OvSem
EY, = EXalix, <y = EXilx<ny —— EXi=p,

n—0oo

z Lebesgueovy véty (konvergentni majoranta je |X;|). Tedy také 1 i EY, — u.
Zbyva tedy ukazat, Ze {Y,} ", spliuji pfedpoklady véty 4.8: =

* Jsou vzdjemné nezavislé, nebot {Xn}r, jsou vzdjemné nezavislé (véta 3.8).

e E|Y,|? < o, nebot ¥, jsou omezené. Navic plati varY, < E|Y,/?.

EY?
n2

" . ® .o 2 X 1<n
e Staci tedy ukazat < oo, neboli [ 3 -5 dP < oo,
n=1 n=1

Posledni integrdl omezime seshora nésledujicim zptisobem:

> Xz(w)ﬂ“X( Yl<n} 1
1 1\w n 2
> dP(w 3| D= xiw) 1 1, 1 dP(w
f}’l:l n2 ( ) ]:O fgz n=1 nz 1( ) {lX](ﬂ))|<n} {]SIXl(UJ)|<]+1} ( )

[s+] [ee] 1
= Zofﬂ >, ﬁXlz(w) Tiixi()i<ni Tj<ix (@) i<j+1) AP (@)
]:

n=j+1

IA

(e8] ) [ee] 1
Z(J+1)2fQ > —l@i<m =)<+ AP (@)
j=0

n=j+1

IA

2) (G +1)PG <Xl <j+1) =2 P(xil > j)
j=0 j=0
2(E|X1] +1) < 0.

IA

PouZzili jsme nerovnosti

(&9

1 1 | 1 2 .
Z;<2, a Zﬁ< _ Fdxzfgm’ jeN,

n=1 n=j+1 J

a nakonec lemma 4.11. Tedy implikace " < " je dokdzdana.

Dokazme nyni " = ".
Muizeme psit X,, = nX, — (n —1)X,_1, takze

X — n—-1— i
X, - Xp1 —— p-pu=0,
n n n—o0
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z predpokladu véty. To ovS§em implikuje

Xn
(15
n

Jevy {|X,| > n}jsou nezavislé, nebot {X,} jsou vzdjemné nezavislé a Borelova véta ndm
da, ze

) = P(limsup{|X,| > n}) = 0.

n—oo

DIP(Xal 2 1) = Y P(IXa] 2 1) < .
n=1 n=1

Rovnost sum plyne z toho, Ze vSechny X,, jsou stejné rozdélené. Z lemmatu 4.11 méame

E |X1| < oo, takZe platiiimplikace " < "a X, 2 LEXxaz jednoznacnosti limity skoro
n—0oo

jisté E X = p. O

Pozndmka. Shrime si, co jsme zatim zjistili: pro nezavislé, stejné rozdélené ndhodné
veliCiny {X,}_, plati

szve _— sj
*ElXjl<o0o = X,—u

n—oo

szvC
evarXj=c?<o00 = X2=1yn X2 (cr +;42)—EX2

A tedy
takze pokud bychom chtéli odhadnout rozptyl o z opakovanych pozorovani, $lo by
to udélat.
A také vime:
@) (X, - 1) —— 0ze SZVC,

vaan

(ii) Z Cebysevovy nerovnosti P(|X, — | >€) <
velké odchylky je nejvyse fadu 1

= ‘7—2, neboli ,pravdépodobnost

(iii) Prostym vypocétem E (\/ﬁ @) =0, a var (\/ﬁ ?) =1
— j — P
(iv) Ze cviCeni, Ze nejen (X, — u) 2, 0,alein(X, —u) — 0, pro g € (0, %).
n—oo n—oo

TakZe (X, — ) konverguje k 0 skoro jisté. Ale je mozné (X, — u) znormovat tak,
aby neslo ani k 0, ani neexplodovalo? Neboli je mozné najit presny rdd konvergence
(X n— .u)?

Ze shrnuti vyse je vidét, Zze v/n je prvni fad, ktery mtize dat nekonstantni (tj. nenu-
lovou) limitu. Neboli v/n ( Sutl ) ma Sanci konvergovat pro n — o k néjaké ndhodné

velicing. Ze skute¢né konverguje, je tvrzenim centralni limitni véty.
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4.5 CENTRALN{ LIMITNI VETA

Centrélni limitni véta (CLV) mluvi o tom, Ze spravné znormované odchylky vybéro-

vého primeéru od stfedni hodnoty vn (%) v posloupnosti nezavislych stejné rozdeé-

lenych ndhodnych veli¢in konverguji k normovanému normadlnimu rozdéleni N (0, 1).
A to nezavisle na rozdéleni X;. Ukazuje tedy univerzdlnost normdlniho rozdéleni,
a to, Ze normadlni rozdéleni je dobry model pro ndhodné situace, ve kterych ndhoda
vznikla primérovanim velkého mnoZzstvi malych ndhodnych odchylek.

Abychom mohli formulovat centrdlni limitni vétu, potfebujeme novy pojem kon-
vergence ndhodnych velicin.

Definice 4.3 Bud {v,}%’, posloupnost ndhodnych veli¢in na libovolnych pravdépo-
dobnostnich prostorech a bud v také ndhodné veli¢ina. Rekneme, Ze ndhodné veli-
¢iny Y, konverguji v distribuci k ndhodné veli¢iné Y, pokud il_r)rolo Fy,(x) = F(x)
v kazdém bodé x € R, ve kterém je Fy spojitd. Znacime Y, n_%g Y.

Konvergence v distribuci je konvergence mér Py , nikoli funkci Y,,. Proto mohou byt
Y, definovany na rtiznych Q. Definice poZaduje, aby miry Py, mnoZin (-, x] konver-
govaly k mife mnoziny (—co, x] méfené pomoci limitniho rozdéleni Py. OvSem jen pro
ta x, ve kterych je Fy spojitéd!

Pokud je rozdéleni Py absolutné spojité, pak konvergence v distribuci poZaduje, aby
il_l’)rolo Fy,(x) = Fy(x) pro vSechna x € R. Dokonce budou Fy, konvergovat k F stejno-

mérné (nebot limitni funkce Fy je spojitd a omezend a vSechny F,, jsou monotdénni).
Pokud ma4 limitni rozdé€leni Py néjaké atomy (tj. body, pro které Py ({x}) > 0), tak
v téchto bodech nemusi platit lim Fy, (x) = Fy(x).
n—oo

Priklad. Bud {Y,}>, posloupnost ndhodnych velicin takovych, ze ¥, ~ N (0, %), neN.

.. < s . p d
VSechny Y,, maji absolutné spojité rozdéleni. A plati Y, —— Y, pro Y s Py = 6. Tedy
n—00
P(Y = 0) =1, Y ma diskrétni rozdéleni. Ovérte.

Piiklad. Bud {a,} , posloupnost ¢isel konvergujicich k a seshora a {v, )%, posloup-

e , . d o
nost ndhodnych velicin takovych, ze Py, = §,,. PakY, — Y, kde Py = §,, a v bodé

n—oo

a nemusi platit lim Fy, (a) = Fy(a). Ovéite.
n—oo

Poznamka. A pro jaké mnoziny B € 8 konverguje Py, (B) k Py (B), kdyzZ Y, 9y

Pokud neni Y absolutné spojitd ndhodn4 veli¢ina, tak ne nutné pro vSechny. Lze uka-

zat, Ze Py, (B) —— Py (B) pro vSechny B s Py(dB) = 0, tedy s hranici nulové miry Py
n—o00

(nebudeme dokazovat).
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d P . . . <
Poznamka. Konvergence Y, —— Y odpovidé takzvané slabé konvergenci pravdeé-
n—oo

. v w 2 . 2
podobnostnich mér Py, —— Py, resp. slabé* konvergenci se kterou se setkate ve
n—oo
funkciondlni analyze.

. d . L. d
Znaceni. Budeme psat napriklad i Y, —— N(0, 1), a budeme tim minit Y, — Y
n—oo

n—oo

aY ~ N(0,1), to jest Ze Y, konverguji v distribuci k ndhodné veliciné s rozdélenim
N (0, 1).

K dikazu centrdlni limitni véty budeme jesté potifebovat ekvivalentni charakteri-
zaci konvergence v distribuci.

Lemma 4.12 (charakterizace konvergence v distribuci) Bud {Y,}>_, posloupnost na-

hodnych veli¢in. Pak v, Ay praveé tehdy, kdyz E h(Y,,) —— Eh(Y) pro kazdou

n—oo n—oo

spojitou a omezenou funkci 4 : R — R.

Diikaz: Diikaz je technicky a vynechdme jej z ¢asovych divodt. Lze najit v Georgii
(2013), kapitola 5.3. nebo Lachout (2004). |

p d <o v . %4 1wt
Poznamka. Na ovéfeni Y, —— Y staci ovéftit E h(Y,) —— Eh(Y) i pro mensi tfidu

n—00 n—0oo
funkci nez jsou spojité a omezené. Staci napriklad h dvakréat spojité diferencovatelné
s omezenou a stejnomérné spojitou prvni a druhou derivaci (bez diikazu, viz napt.
Georgii (2013), kapitola 5.3).

Véta 4.13 (Centrélni limitni véta) Budte Xj, Xy, ... vzdjemné nezavislé, stejné rozdé-
lené nahodné veliciny, EX; = u € R, varX; = 02 € (0, ), Vi € N. Potom pro ndhodné
veli¢iny
n
L (X —
7 = Zim&i—m) 4.10)

no?

plati z, —— 7, kde 7z ~ N(0, 1).

Poznamky.
e Proc je v CLV v limité pravé N (0, 1)? Je to kvtili stabilité normélniho rozdéleni
vzhledem ke sc¢itani. Pokud jsou X; ~ N (0, 1) nezavislé, pak Z, = LT;X ~ N(0,1).

e Normadlni rozdéleni je jediné rozdéleni ndhodné veliciny s kone¢nym rozpty-
lem, které ma takovou vlastnost. Nebot, kdyby posloupnost nahodnych veli¢in
{Xi}:2, splnovala predpoklady CLV, kazdé X; mélo rozdéleni Px a rozdéleni Px

« > i Xi 7 < < . < d
meélo tu vlastnost, ze Z,, = T ma opét rozdéleni Py, tak nutné z, — Z,
n—oo

kterd mad rozdéleni Px a zaroven z CLV Z ~ N (0, 1). Tedy Py je rozdéleni N (0, 1).
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* Piedpoklad X; € L? (pfedpoklad kone¢ného rozptylu) je nutny predpoklad pro
platnost CLV. Extrémni protipfiklad je nahodnéd posloupnost {X;}?,, kde

X; ~ Cauchy, 4. fx.(x) = m,x € R. Potom totiz Z, = 2"\71;" mé rozdéleni
s hustotou Vi
n
Z2)=———, zeR,
fz,(2) 2(n+ 29

tj. rozdéleni stejné jako v/n X;, coz zfejmé nekonverguje v distribuci k N (0, 1).

e Predpoklad vzdjemné nezdvislosti v CLV neni moZno oslabit na predpoklad ne-
korelovanosti nebo nezavislosti po dvou.

Diikaz: (Centralni limitni véty)

Bez Gjmy na obecnosti mtiZzeme predpoklddat, Ze EX; = 0 a varX; = 1. Kdyby ne,
aplikujeme nasledujici na X; = % — ndhodné velic¢iny Z, budou v obou pfipadech
stejné.

Z lemmatu 4.12 vime, Ze staci ukdzat E h(Z,) — E h(Z) pro kazdou omezenou
spojitou funkci h. Podle pozndmky za lemmatem to navic stac¢i ukédzat jen pro h dva-
krat spojité diferencovatelné s omezenou a stejnomérné spojitou prvni a druhou de-
rivaci. Takze méjme takovou h.

A méjme navic posloupnost vzdjemné nezavislych ndhodnych velicin {v;};?,, které
jsou vSechny nezavislé na {X;}?2, a které maji vSechny rozdéleni N(0,1). Pak EY; =

Ovar;=1aT,= % ~ N(0, 1) (viz sekce 3.5.2). TakZe chceme dokazat

|E (h(Z,) — h(Ty))I n_>—oo) 0. (4.11)

K tomu pouZijeme vyjadieni h(Z,) — h(T,) jako tzv. teleskopickou sumu. Nejdfive si
zavedme oznaceni

Xi,n = Yln = —= Vvtn = Y]n + Z Xi,n~

i-1 n
j=1 Jj=i+l
A nyni mtZzeme piepsat h(Z,) — h(T,) jako soucet malych rozdili
n
W(Zn) = B(T,) = > (h(Win + X n) = h(Wi o + Yi 1)), (4.12)
i1

nebot
Vvi,n +Xi,n:VVi—1,n+Yi—1,n, 1<i<n

Néhodné velic¢iny X; , aV; , jsou malé a funkce % je hladka. PouZijeme Taylortiv roz-
voj k aproximaci 4 v bodé W; ,, + X; , pomoci k v bodé W; ,,. Plati

’ ]‘ 144
W(Win + Xin) = B(Win) + 1 (Win) Xin + 5 0" (Wi.n) X7, + Rx,,,, (4.13)
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4 Limitni véty

kde

R, () = 5 X2, (@) [ (Won () + £(0)X () ~ B (Wi n(@))].
pro néjaké ¢(w) € [0,1], w € Q.
Tedy jednak (pro vétsi ndzornost znovu pouZzijeme zdapis jako pro funkce w € Q)
IRy, (@)] < X2, (@) 11 ]l @ €Q
kde || - |l je supremova norma funkce h”. A druhak je h”” stejnomérné spojitd, takze
Ve>036>0:|Ry ,(w)| < an(w) €, pro |X;,(w)| <é.

Dohromady tedy mtizeme odhadnout shora

IRyl < X2, (€V(xim1<0) + 10" o1 (1x,016) ) - (4.14)

Obdobné postupujeme pro h(W; , +Y; ). Dosadime (4.13) i vyjaddieni pro h(W; , +Y;.»)
do (4.12) a spocteme stfedni hodnotu (o té chceme ukdzat, Ze ptijde k 0). Mdme

n

E (h(Zn) - h(Tn)) = Z [E (h(vvi,n) - h(VVt,n)) +E (h,(VVi,n) (Xi,n - i,n))
i=1

1 n
+ E (E h”(M/i,n) (Xl?ﬂ - le,zn)) + ERXi,n - ERYi,n:| = Z [ERXIn - ERYt,n] ’
i=1
nebot prvni tfi stfedni hodnoty jsou nulové. Podrobné to ukdZeme napft. pro tieti
Z nich:

e (50 (47, 02) ) = 5 €10 (£, - 12)

1 1
= 5 (ER"Win)) (EXE, ~EY2,) = 5 (ER"(Win)) - 0=0,
nebot W; , zavisi jen na X;, ¥; pro j # i a tedy je nezavisld s (X? - Y?) a mohu pouzit
vétu 3.11 pro prvni rovnost. Druhd rovnost plyne z linearity stfedni hodnoty a treti
rovnost plyne z rovnosti momentu X; a Y;.

Nyni pouzijeme (4.14), takze

n

> (ERx, —ERy,,)

i=1

n

< Z E (lRX[,n| + |RYi»n|>

i=1

n
Z [€ E (X2, =¥2,) + Ihlleo E (X2, V(x0150) + Y2,V (ivint50)) |
i=1

|E (h(Zn) - h(Tn))l

IA

i=1 i=1

2¢ + 10" llo E (K21 posym + Yo im0y -
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4 Limitni véty

Pro E (X121](|X1|>5\/;)) plati

E (X T povm) = EXS B (X x co0m) o EX -EXP=1-1=0,
z Lebesgueovy véty, nebot funkce X1y, 1»5ym konverguji monoténné k X7 a |X?| je
integrovatelnd majoranta (pfedpoklad CLV je X; € L%). Obdobné postupujeme pro ¥;*
a dohromady tedy dostaneme

limsup |E (h(Z,) — h(T,))| < 26, Ve >0,

n—oo

coz implikuje (4.11) a tim je véta dokdzana. |

Otdzka. V predpokladech CLV je o2 € (0, o), tedy rozptyl nenulovy. Co by se stalo,
kdyby bylo o2 = 02

Opét se mtizeme zeptat, co ndm fika CLV o posloupnosti bernoulliovskych pokusti.
V tomto ptipadé si odpovéd neformulujeme jako ptiklad, ale jako specidlni centralni
limitni vétu.

Véta 4.14 (de Moivreova-Laplaceova centrdlni limitni véta) Budte {Y,}7, ndhodné
veli¢iny spliiujici Y,, ~ Binom(n, p), 0 < p < 1. Pak

Y, —np d
ynp(l-p) "o

Diikaz: Bud {X,}>, bernoulliovskd posloupnost s pravdépodobnosti tspéchu
p € (0,1). Neboli X,, jsou vzdjemné nezavislé, alternativné rozdélené, EX,, = p,

var X, = p(1 - p) > 0. Pak {X,}, spliuje pfedpoklady centrdlni limitni véty a proto

N (0, 1). (4.15)

7 Z?:l(Xl' - ]9) d

" ey

OvsemV, = 3., X; ~ Binom(n, p), a tedy i

N(O, 1).

Vammp 9 N0, 1). A protoze konver-
Vnp(-p) n—oo ©.1) p

gence v distribuci poZaduje jen konvergenci distribu¢nich funkci odpovidajicich na-
hodnych veli¢in, musi konvergence (4.15) platit pro jakékoli nahodné veliciny {Y,}>
splilujici v, ~ Binom(n, p), nejen pro {V,,} ;. |

Pozndamka. CLV pro binomické rozdéleni, resp. pro bernoulliovskou posloupnost
byla dokdzdna o mnoho dfive (A. de Moivre 1733, PS. Laplace 1812) neZ obecnd CLV
(A.M. Ljapunov 1901, J.W. Lindenberg 1922, P. Lévy 1922). Je totiZ moZno upocitat limity
pro distribu¢ni funkci binomického rozdéleni piimo — podrobnosti viz proseminaf.
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4 Limitni véty

CLV se pouziva nejen jako teoreticky limitni vysledek, ale i jako néstroj pro apro-
ximaci rozdéleni souctu vétsiho (ovSem konecného) mnozstvi n nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych velic¢in })" | X;. Pfesné rozdéleni takového souctu by $lo te-
oreticky odvodit pomoci konvoluce (véta 3.16), ale pro velké n je to vypocetné na-
rocné a aproximace pomoci CLV je jednoducha a ve vétSiné pripadt dostacujici (viz
téz cviCeni). Kvalita aproximace samoziejmé zavisi na velikosti n a na rozdilu ve tvaru
rozdéleni Px, a N (0, 1), respektive na rozdilu tvaru jejich distribu¢nich funkci.

Poznamka. Pokud je X; € L® (neboli ma konecny tfeti centrdlni moment), pak lze
dokéazat tzv. Berryho-Esseénovu nerovnost, ktera tvrdi (ve znaceni CLV 4.13)

E(x-E@X)P) 1
o3 Vn
Odhaduje tedy shora rychlost konvergence rozdilu distribu¢nich funkci za¢astnénych

v CLV a ukazuje, ze fadové odpovid4d —= a zdvisi na normovaném tietim momentu

vn
- 3 ) R e
EMN-EX)D) ve kterém se pravé projevuje tvar rozdéleni Py .
o3 1

|Fz, — @l < 0.8

Priklad. UvaZujme opakované hody spravedlivou minci. Jakd je pravdépodobnost,
ze primérna Cetnost hlav ve 100 pokusech se bude od p = 3 lisit o vice nez 0.12

Situaci mtizeme modelovat posloupnosti {X; ;% nezavislych nahodnych veli¢in s al-
ternativnim rozdélenim s pravdépodobnosti uspéchu p = % (mince je spravedliva).
Chceme tedy uréit P(I3gs 219 X; - 3| > ). Ovéem ¥, = ¥, X; ma binomické roz-
déleni s parametry p = l € (0,1) a n, tedy spliiuje predpoklady CVL pro binomické
rozdéleni 4.14 a podle této véty plati

Y, -2 d
Zn = " 2 —_— N(O, ].),
n n—0o0
1
Neboli lim Fz, (x) = ®(x). PfepiSme
n—oo
P L%X'_l>i 3 1 Yloo—% 1 _p 1’100—% > 9
100470 2[7 10 V4-100| [0 10 100 '
4 4

“i;Fz distribu¢ni funkci ® normovaného
.

normadlniho rozdéleni, dostaneme aproximaci
100

1 1
ID(IOO ZX 2

V druhé rovnosti jsme vyuzili symetrii ®(—x) = 1- ®(x), x € R. Kdybychom si polozili
stejnou otdzku pro piipad n = 1000 pokusti, dostali bychom

o

Pokud nyni nahradime distribu¢ni funkci

10

> i) =1-®(2) + D(-2) = 20(~2) = 0.046. (4.16)

1000

1000 Z

>—)_1 q>(2\/_)+cp( 2@):2@(—2@)i2.5-10‘1°,
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4 Limitni véty

tedy prameér z 1000 pokusti bezpe¢né odhaduje pravdépodobnost tspéchu s pies-
nosti na 1 desetinné misto. Pokud bychom se ptali na pfesnost dvou desetinnych

mist, pak mGZeme spocitat
1000
2 2 2
=1 -@f[/=|+D|—/=|=20(—/=]=0.53
100) (\/;)+ ( \/;) ( \/;) ’

( 1000 Z 2

tedy na tuto presnost bychom potfebovali mnohem vice pokust nez 1000. Pro n =
10000 pokusti bychom opét dostali P(|X10000 — 3| > 135) = 0.046, jako v (4.16). Ne-
boli tento priklad také ilustruje, Ze odchylka empirického priméru od p, resp. E X; se
opravdu zmenS$uje s faddem %

Samoziejmé lze odpovidat i na otézky ,v jakém rozmezi se nachézi rozdil mezi X,
a p po n = 100 pokusech s pravdépodobnosti 0.99“ nebo ,jak velké musi byt n, aby
odchylka mezi X,, a p byla mensi nez 0.05 alespon s pravdépodobnosti 0.95“. Jak je
reSit — viz cviCeni.

Poznamka. Mohli bychom se ovSem také ptét, jestli pro dané » je uZ rozumné pouzit
aproximaci pomoci CLV jako v predchozim piikladé. Tzv. pravidlo palce pro
de Moivreovu-Laplaceovu CLV tikd, Ze aproximace pro binomické rozdélenti je prak-
ticky pouzitelnd pokud np(1 - p) > 9 (viz napt. Dupac a Huskova (2013), kapitola 4.3).

Pro obecnou CLV se udava jako mez pouZitelnosti n > 30, viz napt. Hogg (2015),
kapitola 5.6.

Jesté se na chvili vratme ke konvergenci v distribuci — zachovava se také pti spojité
transformaci?

Lemma 4.15 (O spojité transformaci a konvergenci v distribuci) Bud {X,}_ posloup-

. , ‘s L d . wr 1. s . cue
nost ndhodnych velicin takovd, Ze X, —— X, kde X je néjakd ndhodna velicina.
n—oo

Abud g : R — R spojita funkce. Pak pro ndhodné veli¢iny Y, = g(X,), n € N, plati
Y, — v, kde Y = g(X).

n—oo

Diikaz: Pouzijeme charakterizaci konvergence v distribuci (Lemma 4.12). Tedy chce-
me dokazat, Ze E h(Y,,) —— E h(Y) pro kaZzdou spojitou, omezenou funkci 2 : R — R.
n—oo

Ale Eh(Y,) = Eh(g(X,)) a sloZzenda funkce h o g je zfejmé spojitd a omezend. Tedy
Eh(g(Xy,)) — Eh(g(X)) = ER(Y) z pfedpokladu X, < x ]

n—oo
Poznamka. Lemma vyuZijeme ve statistice pro konzistentni odhady.
Piiklad. Bud {X,}>  posloupnost nezavislych stejné rozdélenych veli¢in (tfeba s ex-

ponencidlnim rozdélenim, nebo Poissonovo, nebo rovnomérnym na (-6, 13), nebo
..). Bud EXj = p, var X; = 0% € (0, ), a necht EX14 < o0, Potom z CLV plati

YiaXi—p)  d

2 n—oo

N 1). (4.17)
n o
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4 Limitni véty

A pouzitim CLV na (X; — x)? dostaneme

Z?:l((Xi_H)Z_UZ):\/Zm <, N(O.D).

Viyvar (%1 - )?) var (% = w)?) "

A co vime o (X, — 1)?? Aplikaci lemmatu 4.15 o spojité transformaci pro konvergenci
v distribuci na posloupnost z (4.17) a funkci g(x) = x*> dostaneme

(Lm—mr_@;m—mf .
Ve )

kde V ~ x2, neboli V mé stejné rozdéleni jako z% kde Z mé N(0,1) rozdéleni. Toto
(z, (Xi-m)*
2

n0'2 n—oo ’

bychom pfimo pro nedokézali odvodit, po rozndsobeni bychom totiz ob-
drzeli ¢leny, které by uz nebyly vzdjemné nezdvislé a nemohli bychom pouzit CLV.

A jesté je potfeba se zminit o souvislosti konvergence v distribuci s pfedchozimi
konvergencemi.
Véta 4.16 Bud (X,}>, posloupnost ndhodnych veli¢in definovanych na stejném
P d
(Q, A P). Pak (X, - X) — 0= X,, — X.
n—oo

n—oo

Diikaz: Neuvadime, viz napt. Lachout (2004). O

Disledek. Specidlné tedy plati X, 0= X, LN
n—oo

n—oo

Poznamka. Obricend implikace obecné neplati (presnéji — plati jen kdyz je X kon-
stantni s.j. — viz napt. Lachout (2004)). Uvazujme (Q, A, P) = ([0, 1], B([0,1]), 1) a
Xu = Tj.1) Pro n sudé, X, = 1, ;) pro n liché. Plati P(X, = 0) = P(X, =1) = LvneN,

d . o
takZe X, — X, kde X ~ Alt(3). Ale v pravdépodobnosti X, nekonverguji.

n—oo

Ve statistice se ndm bude hodit jeSté jedna véta, kterd velmi zvySuje uzitecnost CLV
pri konstrukci ,péknych* statistickych odhad.

Véta 4.17 (Cramérova-Sluckého) Budte {X,} . {V,}°’,, X ndhodné veli¢iny a necht
d P d d
X, ——> X aY, —— a € R. Potom (X, +Y,) —— (X +a) a X, - Y, — a X.
n—oo

n—0oo n—00 n—00

Diikaz: Vétu dokdZeme jen pro specidlni ptipad X ~ N(0, 1), kdy to budeme v dal$sim
pouzivat. Dtlikazy obou tvrzeni jsou obdobné, ukdzeme napi. druhé tvrzeni

X, Yy, LN X, pro ptipad a > 0 (pfipady a < 0 a a = 0 se dokazuji podobné).
n—oo
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4 Limitni véty

y ) P 2 W z .
Bud tedy a > 0 a necht ¥, —— a € R. Chceme ukdzat, Ze plati lim P(X, -V, < x) =
n—oo

P(Xa < x) = ®(2). Bud x > 0. Odhadneme mnozinu {w : X, (w) - ¥,(w) < x} zespoda i
seshora. Bud € > 0, ale malé tak, aby (a — €) > 0. Pak plati:

{Xp(a—¢€) <x}U{|Y,—al > ¢}

D2 {w: Xp(w) Va(w) <x}={X, Y, <x,|Yy,—al <eU{X, Y, <x |V, —al > e}
2{Xy YV, <x, |Vy,—al<e)2{Xp(a+e€) x|V, —al <e}

2 {Xu(a+e€) < x\{|Y, —al > €}

Z toho

)—P(|Yn—a|>6)$P(Xn.Yn$x)sP(Xng *
a_

P(an )+P(|Yn—a| > €).
€

a+e

Spocitejme nyni limity pro n — co. Dostaneme:

(D( f_ )—Oslimian(Xn-YHSx) < limsupP(X, - Y, < x) §<I)(
a €

n—oo

)+O,

a— €

n—oo

z predpokladi véty. Pokud ted spocéitdime limitu pro e — 0, dostaneme ze spojitosti
® (je spojitad vSude)

lim PX, - ¥, < x) = @ () = PlaX < x). (4.18)
n—oo a

Pro x < 0 postupujeme obdobné a dostaneme se k inkluzim

{Xn(a+e€) <x}U{lYy—al > e} 2 {w: Xy(w) Ya(w) < x} 2 {Xy(a—€) <x\{[V,—al > e},

a tedy nerovnostem

X

P(an )—P(|Yn—a|>e)sP(Xn'Y,,Sx)SP(an )+P(|Yn—a|>e).

a—e€ a+e

Limitnimi predchody obdrZzime opét (4.18). Pro x = 0 plyne konvergence z jiz doka-
zaného a monotonie distribuc¢ni funkce. O

vvvvvv

A jaké je pouziti Cramérovy-Sluckého véty? Pro posloupnost nezdvislych stejné roz-
délenych ndhodnych veli€in {X;}?, SEX; = p € RavarX; = o2 € R* mame z CLV

i=

_ 2?21 X; — npu d

2 n—oo

Zn N(0,1).
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4 Limitni véty

Predstavme si, Ze nezndmou stfedni hodnotu x chceme odhadnout pravé z pozoro-
vani posloupnosti {X;}:*,. Pak mdme problém, Ze na levé strané konvergence se vy-
skytuje také hodnota o2, kterou rovnéz nezname. Pokud ale najdeme né&jakou po-

. . s . P
sloupnost ndhodnych velicin {Y;}?, takovou, Ze v, — o2, pak z lemmatu o spo-
- n—oo

e s . . . . P .
jité transformaci pro konvergenci v pravdépodobnosti dostaneme % —— 1 a také

n—oo

2 P
Uy =% — 1.
n p—oo

d d
Takze Z, —— N(0,1) a U, —— 1, a z Cramérovy-Sluckého véty dostanu
n—oo n—eo

_ Z?:l Xi—np d

Zn-Uy, = N(0, 1).
nUn= S T N
Nyni uZ je na levé stran€ nezndmé jen to, co chci statisticky odhadnout. Zde konci
predn. 20
(20.4.)
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5 STATISTIKA

Statistika fesi, jak raciondlné odpovidat na otdzky, které nds zajimaji, o redlné situaci,
kterd zahrnuje ndhodu. Napiiklad mtiZeme mit novy lék a nés zajim4, jestli i¢inkuje.
Nebo jestli ti¢inkuje 1épe nez néjaky starsi 1ék.

Aby bylo moZno na takové otdzky odpovédeét, postupuje se ve statistice takto: pro
ndhodnou situaci vytvofime pravdépodobnostni model (,rozumny*, jehoz predpo-
klady odpovidaji charakteristickym rysiim dané situace, anebo prosté jen dostatecné
vypocetné zvlddnutelny a ne zjevné ve sporu se situaci). Na zdklad€ pozorovéani (em-
pirickych dat) pak mGZeme odhadovat nezndmé parametry toho modelu, testovat
hypotézy o téchto parametrech a nakonec i posoudit shodu modelu se skute¢nosti
(nebo presnéji, ovérit, Ze model neni v rozporu se skutecnosti).

Definice 5.1 Necht n € Na X, ..., X, jsou nezavislé a stejné rozdélené nahodné ve-
liciny (nebo vektory) s rozdélenim Py, resp. s distribu¢ni funkci F. Pak Xj, ..., X,, na-
zveme ndhodny vybeér z rozdéleni Py, resp. ndhodny vyber z rozdéleni s distribucni
funkci F. Cislo n se nazyva rozsah vybéru.

U ndhodného vybéru Px ani F nezndme. Chceme pouZit pozorovani/data Xy, ..., X,
k tomu, abychom se o Py, resp. F, néco dozvédéli. O Py predpoklddame, Ze patii do
néjaké mnoziny rozdéleni, které fikdme model.

Definice 5.2 Modelem pro pozorovani Xj, .. ., X, rozumime prfedem stanovenou mno-
zinu pravdépodobnostnich rozdéleni #, do niZ nezndmé rozdéleni Py, resp. jeho dis-
tribu¢ni funkce F, patfi.

Model je tedy tvoren vSemi potencidlnimi rozdélenimi Py, z nichZ by pozorovéani
Xy, ..., X, mohla pochéazet. Popis pomoci Py, resp. F, je samozrejmé ekvivalentni.
Model miiZze byt ur€en s riznou presnosti.

Pokud o Py, resp. F, vime madlo, nebo nechceme predpoklddat moc, pak se pouziva
tzv. ,neparametricky“ pfistup. ¥ miiZe byt napft. tfida vSech rozdéleni s konecnou
stfedni hodnotou.

Priklad. Méjme ndhodny vybér X, ..., X,,, 0 némzZ nic nevime, a chtéli bychom si
udélat alespon hrubou predstavu o rozdéleni Py, ze kterého pochdzi. Budeme tedy
predpoklddat velmi obecny model ¥ = {Py takovd, Ze E X € R}. Pro pozorovana data
miizeme spocitat empirickou distribu¢ni funkci F, (viz nasledujici definice), a pouZit
ji jako néds odhad neznamé distribu¢ni funkce F. Glivenkova-Cantelliho véta (diikaz
viz napt. Kallenberg (2002) nebo proseminar) tvrdi, Ze

lim sup |F,(x) - F(x)| =0, s.j.

=% xeR
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5 Statistika

tedy se zvétsujicim se rozsahem vybéru bude na§ odhad F, konvergovat k neznamé
F skoro jisté. To je chovani, které by rozumny odhad mél spliovat.

Definice 5.3 Bud X, ..., X,, ndhodny vybér. Empirickd distribucni funkce je defino-
vana predpisem

~ 1 ¢ 1 ¢
Fn(x, w):;Zﬂ(Xka)(w):;Zﬂ(Xk(w)Sx), XGR,Q)EQ.
k=1 k=1

Druhy moZny pfistup statistického modelovani je parametricky. O nezndmém roz-
déleni Py, resp. distribu¢ni funkci F, mdme pomérné presnou piredstavu a nezna-
mych je jen nékolik (mdlo) parametrt. Neboli nezndmd F = F,, patii do tfidy distri-
bucnich funkci ¥ = {F5, 6 € 0}, kde ® C R? d € N, je borelovskd podmnoZzina R,
® se nazyva parametricky prostor a 6 je nezndmy (pro d > 1 vektorovy) parametr.
Timto piistupem se budeme podrobnéji zabyvat v ndsledujicich kapitolach.

Priklad. Parametricky model miize byt napf. ¥ = {N(u, 02) : u € R, 0? > 0} = {Pg :
0 c®),sb=(uo? ad =R xR" - tfida viech normdlnich rozdéleni. Zde d = 2
a hleddme neznamé prametry: stfedni hodnotu p a rozptyl o2. Tfeba kdyZ opako-
vané mérime néjakou fyzikalni veli¢inu s ndhodnou chybou. Zajima nds u = skutecnd
hodnota fyzikdlni veliciny, kterou chceme zméfit, a o2 = presnost pfistroje, kterym ji
meéfime.

Nebo mtize byt ¥ = {Alt(p) : p € (0,1)} ={Py: 0 € ®} s = pa® = (0,1) - tfida
vSech alternativnich rozdéleni s pravdépodobnosti tispéchu p. Parametr je jedno-
rozmérna pravdépodobnost tspéchu p. Napriklad pozorujeme posloupnost bernou-
lliovskych pokust — vysledky opakovaného hodu (jednou, stejnou) minci, a zajimé
nas, jestli je mince spravedliva (jestli je p = %).

Model ¥ i parametry 6 volime my. Model vyjadiuje nasi apriorni (na datech neza-
vislou) predstavu o rozdéleni pozorovanych veli¢in. Volba parametru zavisi na otazce,
kterou chceme zodpovédét.

5.1 BopovY ODHAD

Méjme tedy model - tfidu parametrickych rozdéleni {Py : 6 € ®} —a Xj, ..., X, na-
hodny vybér z Py, kdy ovSem konkrétni hodnotu parametru # nezndme a chceme ji
urcit na zdkladé pozorovani toho ndhodného vybéru. A nebo nechceme urcit pfimo
0, ale chceme urcit néjakou jeho funkci g(0) (napriklad v normédlnim modelu nés ne-
musi zajimat celé (u, o?), ale chceme urcit jen p, nebo tieba T(uen3)-

Definice 5.4 Borelovsky méritelné zobrazeni g : ® — R nazveme parametrickou
funkci.

Na zdkladé ndhodného vybéru X, . .., X, z Py tedy chceme odhadnout g(6).
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Definice 5.5 Bodovy odhad ¢, parametrické funkce g(9), je borelovsky méfitelné zo-
brazeni ¢, : R” — R, jehoZ predpis nezdvisi na 6 (tedy ani na Py Ci Fy) a jehoZ defini¢ni
obor obsahuje obor hodnot (X, ..., X,).

Priklad. UvaZujme posloupnost hodii minci. Takovy experiment Ize tedy modelovat
jako bernoulliovskou posloupnost Xj, X, .... Pozorujeme pocéte¢ni tsek X, ..., X,
a zajim4 nas, jestli je mince spravedliva. Pak X, ..., X,, je ndhodny vybér z alterna-
tivniho rozdéleni s nezndmou pravdépodobnosti tspéchu p. Modelem tedy je
F ={Alt(p):pel0,1]}={Py:0€B®}sf=pa®d=]I0,1].

Chceme odhadnout pfimo 6, tedy parametricka funkce g(6) = 6 je identita. Na z&-
kladé nasSich dosavadnich znalosti z kurzu bychom jako bodovy odhad 6 = p navrhli
¢n : R" - R, definovanou jako

n

1 _
‘Pn(xl, . --xn) = _Zxk = Xn.
n k=1

Uvédomme si, Ze pro (xi, ..., x,) € {0, 1}" je ¢, (x1, . .. x,) € [0, 1], coZ chceme.

V prikladu je ¢, : R" — R funkce, pro konkrétni pozorovand xi, ..., x, je tedy
on(x1, ..., xp) = X, Cislo. OvSem ¢, (X, ..., X,,) = X, je ndhodna veli¢ina. V ¢estiné se
vSe nazyva odhad - at je to funkce, ndhodna veli¢ina, nebo Cislo. Ale je potieba to roz-
liSovat! V anglické literatufe to rozliSené je — funkce ¢, a ndhodnd veli¢ina
¢on(Xy, ..., X,) se nazyvaji estimator, zatimco cislo ¢, (x, ..., x,) se nazyva estimate.

Uvédomme si také, ze funkce ¢, (xi, ..., x,) = X, (jeji pfedpis) nezdvisi na hodnoté
nezndmého parametru 6 = p (to nesmi z definice odhadu, a také, protoze 6 = p
prosté nezname). Oviem rozdéleni ndhodné veli¢iny ¢, (X1, ..., X,) = X,, na hodnoté
parametru 6 = p zavisi. Konkrétné v prikladu vySe mé ¢, (X, ..., X,,) rozdéleni jako
17,kde Z ~ Binom(n, p). Idedlné by rozdéleni odhadu ¢, (X;, ..., X,) mélo na @ zavi-
set velmi a pro rtizné hodnoty 6 se podstatné odliSovat, protoze pravé tato odlisnost
umozni nezndmé 6 (s urcitou mirou nejistoty) identifikovat = odhadnout. To se ovsem
d4 zaridit jen nékdy a jen do urcité miry.

Znaceni. V dal$im budeme nékdy zkrdcené znacit odhad ¢, (X, ..., X,) parametru 0
na zdkladé ndhodného vybéru X, ..., X,, jen symbolem 6,,.

Ziejmé takovych funkci ¢,, které splnuji definici bodového odhadu pro g(6), mtze
byt mnoho. Ale které jsou ty ,rozumné*, resp. ,dobré“, nebo dokonce ,nejlepsi“?

N1

Nejdrive si definujeme nékteré Zddouci vlastnosti, které by ,,dobry“ odhad mél mit.

Definice 5.6 Bodovy odhad ¢, parametrické funkce g(0) se nazyva nestranny, pokud
pro kazdé 0 € @ plati

Pouzili jsme znaceni E 4 sttedni hodnoty pocitané vzhledem k rozdéleni Py ® - - - ® Py,
tedy kdyz je X, . .., X, ndhodny vybér z rozdéleni Py s distribu¢ni funkci F,.
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Definice 5.7 Posloupnost bodovych odhadt ¢, parametrické funkce g(0) se nazyva
silné konzistentni, pokud V6 € O plati

P(rlli_r)I.}O on(X1, ..., Xn) =g00)) =1,
neboli kdyz ¢, (X, ..., X,,) konverguje ke g(6) skoro jisté.

Poznamka. Nékdy se zkracené iikd, ze ,bodovy odhad ¢, je konzistentni“, mysli se
tim ovSem, Ze posloupnost bodovych odhadt ¢, je konzistentni, tak jako v definici

vyse.

Poznamka. Posloupnost odhadt se nazyva slabé konzistentni, pokud ¢, (X, ..., X,)
konverguje ke g(0) v pravdépodobnosti. Samoziejmé, ta pravdépodobnost, vzhledem
ke které maji odhady konvergovat, je rozdéleni celé posloupnosti nezavislych, stejné
rozdélenych {X,} >, které maji rozdéleni Py.

Pokud fekneme jen ,konzistentni“, budeme tim vzdy myslet silné konzistentni.

Priklad. (pokracovani) Odhad ¢, (X, ..., X,) = X, je nestranny odhad pravdépodob-
nosti dspéchu p, nebot

— 1
E,X,=- EX, =— p=p.
3 k=1

A posloupnost odhadt ¢, je silné konzistentni, nebot X, 2 E »X1 = p ze SZVC pro
n—oo

stejné rozdélené nahodné veliciny.

A co vlastné ty vlastnosti nestrannosti a konzistence znamenaji? Nestrannost odpo-
vida tomu, Ze odhad 8, je zatizen jenom nahodnou, nikoli systematickou chybou —
to jest neni systematicky vychylen. A konzistence, volné feceno, znamend, Ze volbou
dostatecné velkého rozsahu vybéru n lze udélat chybu odhadu libovolné malou. Také
jesté existuje vlastnost asymptotické nestrannosti, posloupnost odhadi ¢, ji spliuje,
pokud plati

Eo 0n(Xy, ..., Xn) —= g(0), VOe0O.

Neboli systematickd chyba odhadu ¢, s n — co vymizi.

Konzistence je nutna vlastnost jakéhokoli rozumného odhadu, nebot bez ni ani pfi
neomezeném poctu pozorovani nejsme schopni urcit g(6). Neboli ani v principu ne-
umime urcit g(0) spravné. Také asymptotickou nestrannost chceme. Nestrannost je
dobrd vlastnost, ale zalezi i na jinych kritériich. Uvédomme si napriklad, Ze nestran-
nost 1ika, ze

Eo(en (X1, ..., X,) —g(0)) =0, nikoli Egle, (X, ..., X)) — g(0) =0,
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(otazka pro Ctenafe - co by znamenalo, kdyby platila druha rovnost?). Chybu mezi ¢,
a g(0) lze mérit napft. i pomoci stfedni ctvercové chyby

Eo(on(X, .., Xu) — g(6))% (5.1)

A ptat se, jak rychle jde (5.1) s rostoucim n k 0. Pokud je odhad ¢, nestranny, pak (5.1)
je rovno rozptylu var (¢, (X, ..., X;)) odhadu ¢,, tedy (5.1) pro n — oo popisuje, jak
rychle s rostoucim »n kles4 variabilita (neboli nejistota) odhadu.

K diskusi vlastnosti bodovych odhadti se jesté vratime. Ted zacneme tim, Ze pro-
zkoumdme dvé zdkladni statistiky.

Definice 5.8 Statistikou nazveme libovolnou borelovsky méfitelnou funkci
T, : R" - R, jejiZz defini¢ni obor obsahuje obor hodnot ndhodného vybéru (X, .. ., X,,).

Takze statistika T, (X, . .., X,) je ndhodnd velicina.
Definice 5.9 Statistika .
— 1
X,== ) X
n n ; k

se nazyva vybérovy priimér. A statistika

IR —
Sp= g D X~ Xu)?
k=1

se nazyva vybérovy rozptyl.

Véta 5.1 (o vybérovém priméru a rozptylu) Bud X, ..., X, ndhodny vybér z rozdé-
leni se stiedni hodnotou = EX € R a rozptylem 02 = varX < . Pak vybérovy
pramér je nestranny a konzistentni odhad p = E X a vybérovy rozptyl je nestranny a
konzistentni odhad rozptylu 02 = var X.

Diikaz: 7 véty 3.14 mame nestrannost X ,, a protoze predpokladdme p € R, tak ze
SZVC pro stejné rozdélené ndhodné velic¢iny mame X, 2 L Ex= u, tedy X, je silné
n—oo

konzistentni.
Pro S2 si nejdfive upravime

1 < _
52=—§X——X— 2
n n_lkzl(k 1= (Xn—n)

1 « ) 1 < — noo— )
:—§X— —2—§X— X, — (X, -
n_lkzl( k= 1) n_lkzl( = 1) (X, u)+n_1( n—H)

R R PSRN Sy
= n_lg(xk W = —— K= ). (5.2)

89



5 Statistika

Tedy

1 « n — n n 1
2 _ E 2 2 _ 2 2_ 2
E(u,O'Z)Sn = —n 1 24 E(”’O_Z)(Xk—ﬂ) ——n ] E(y,O'Z)(Xn_M) = —n 1 g — ; o =0".

n-1

V pfedposledni rovnosti jsme vyuzili, ze E (, ,2)(X, — u)* = var (, ;)X = + var (,, ,2)X1.
Takze S2 je nestranny odhad o2

Abychom oveéfrili konzistenci, musime prozkoumat limity obou ¢lent z (5.2). Nebot
varX; € R, a (X; — u)? jsou vzajemné nezévislé ndhodné veli¢iny, tak ze SZVC pro
stejné rozdélené ndhodné veliciny mame

1 & sj
m Z(Xk - u)? — 2 E(uory(Xe - u)? =o’.
i1

s n C 1 s 2 S 2 ¢ x :
Protoze -5 — 1, tak i =5 >0, (Xi — 1) — 05 tedy prvni ¢len konverguje, kam
mad. Nyni ukdZeme, Ze druhy clen jde skoro jisté k 0, ¢imZ dokdZeme silnou konzis-

tenci odhadu S2.

Ze SZVC pro stejné rozdélené ndhodné veli¢iny mame (X, — 1) —2,0az vety 4.6
n—oo

s . . N — Sj .
0 spojité transformaci pro konvergenci skoro jisté mame (X, — x)> —— 0. Protoze
n—oo

L. —— 1, dostavame dohromady - (X, — u)? 250, coz zbyvalo dokazat. o
n—00 n—0oo

Madame tedy rozumné odhady pro momenty E X a var X. Ale jak najit rozumné (pfi-

padné viibec néjaké) odhady parametri v modelu {Py : 6 € ®}? UkdZeme si dvé me-

tody.

5.1.1 METODA MOMENTU

Myslenka je tato: umime z pozorovani ndhodného vybéru odhadnout momenty roz-
déleni, ze kterého ndhodny vybér pochdzi (pro prvni dva momenty — sttedni hodnotu
a rozptyl, viz predchozi vétu). A momenty rozdéleni z néjakého parametrického mo-
delu F = {Py : 6 € ®} na hodnoté parametru typicky néjakym jednoduchym zptiso-
bem zaviseji. Pokud (pro nékolik prvnich momentti) poloZime do rovnosti teoreticky
vyraz pro hodnotu momentu (tj. funkci parametru 6) a empiricky odhad tohoto mo-
mentu z dat, dostaneme rovnici (resp. soustavu rovnic), po jejichz vyfeSeni obdrzime
predpis pro 6, ktery by mohl slouzit jako rozumny bodovy odhad 6. Obvykle pottebu-
jeme tolik rovnic, kolik ma 6 slozek.

Znaceni. Bud X, ..., X, nahodny vybér z rozdéleni Py. Oznacme si m, () = EX’,
r € N, r-ty moment ndhodné veli¢iny X s rozdélenim P, (pokud existuje). A ozna¢me

1 <&
m () =~ > X[,
k=1

r-ty vybérovy moment spocitany z nadhodného vybéru X, .. ., X,,.
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Necht pro X ~ Py plati E |X|" < co. Ndhodny vybér z Py jsou nezavislé, stejné rozdé-
lené ndhodné veli¢iny s rozd€lenim Py, tedy zfejmé plati
— 1 < n
Em, (0) = — Z EX = —EX =EX',
n =1 n
nebot EX" € R. Navic, pokud jsou {X;}?, vzdjemné nezavislé a stejné rozdélené na-
hodné velic¢iny s rozdélenim Py, tak i {X;};7, jsou vzdjemné nezavislé a stejné roz-
délené ndhodné veli¢iny s EX] € R. Tedy spliiuji pfedpoklady SZVC 4.10 pro stejné
rozdélené ndhodné velic¢iny a posloupnost odhadt m, (0) konverguje s rostoucim roz-
sahem vybéru n skoro jisté k m, (6) = E X". TakZe jsme dokdzali nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5.2 Pokud pro ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Py plati E|X|" < oo, pak
r-ty vybérovy moment m, () je nestranny a silné konzistentni odhad m, (6) = EX".

Tedy vybérové momenty jsou ,rozumnymi“ bodovymi odhady teoretickych mo-
mentt rozdéleni X ~ Py.

Momentovy odhad 6 parametru 6 najdeme jako feseni soustavy momentovych
odhadovacich rovnic -
m, () = m,(6), r=L2...,d.

Zde d je typicky dimenze 6, a nebo kolik je potfeba, abychom mohli soutavu vyresit.
Priklad. Bud 6 € R, tedy nezndmy parametr je jednorozmérny, a bud funkce m (6)

prosta. Pak staci pouzit jednu momentovou odhadovaci rovnici m(@) = m(h),
ad = m'(mi(0)) je momentovy odhad parametru 6 (pokud existuje).

Priklad. Bud model ¥ = {Py, 8 € ®} = {Rovnom|0, a], a € R*}, nebolid =a a® = R".
Vypoctem zjistime, Ze pro X ~ Rovnom|0, a] je EX = %, tedy momentovd odhadovaci
rovnice je

=X,

[NCHIES

Jejim vyfeSenim zjistime @, = 2X, (zde jsme pfidali dolni index n k odhadu 4, jako
indikaci rozsahu vybéru). ProtoZze odhad @, je linedrni funkci vybérového priimeéru,
snadno dostdvame, Ze je to nestranny a silné konzistentni odhad parametru a = 2E X
(coZ je ta samé linedrni funkce stfedni hodnoty E X, kterou X, nestrané a konzis-
tentné odhaduje (véta 5.1)).

Je to vzdy tak jednoduché? Ne nutné.

Priklad. Bud model ¥ = {Py, 0 € ®} = {Rovnom[-a, al,a € R*}. Tedy opét 0 = a
a®=R"

OvSem E X = 0 pro X ~ Rovnom|[—a, a], tedy prvni moment nelze pro momentovou
odhadovaci rovnici pouzit. Heuristicky: E ;X na hodnoté parametru 6 = a nezdvisi,
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a tedy ho nelze vyuzit k odhadu 6. OvSem pozor! Neznamend to, Ze rozdéleni X, ne-
muze na 6 = a zaviset. To na § = a zaviset muizZe a né€jakou informaci o 6 = a mutze
nést (a typicky ponese).

Zkusme tedy druhy moment:

a

a .2 a .2 3 2
Eaxzzf ;C—dx=2f x—dx:[lx—] =4 (5.3)
- 0

. 2a 2a a30_3

Momentova odhadovaci rovnice zaloZzena na druhém momentu tedy bude

(67)2__2_ 1< 2
Sk R
i=

a feSeni je a, = /3 )?,3 A jak je to s vlastnostmi tohoto odhadu?
Ze SZVC 4.10 pro stejné rozdélené nahodné veli¢iny aplikovaného na posloupnost
nahodnych veli¢in {X?}%, (Ctenaf si ovéii, ze pfedpoklady jsou splnény) a rovnice (5.3)
sj

PP 2 < o . .
dostdvdme X7 —— %, Ya € R*. A z véty 4.6 o spojité transformaci pro konvergenci
n—oo

N — 2 9 — . p
skoro jisté dostaneme @, = /3 X? 2, 4 Va e R, tedy a, je silné€ konzistentni od-
n—oo

had parametru a.
Z tvrzeni 5.2 vime EX_,% = %2, ovSem E SX_,f # a (Ctenaf si dokdze z Holderovy
nerovnosti 3.10 pro p = g = 2 a ndhodné veliCiny /3 )7,% a1). TakZe a, neni nestranny

odhad parametru a. Mohli bychom déle zkoumat vychyleni odhadu E (/3 )7,%—41), COZ
ovSem na tomto misté délat nebudeme.

Priklad. Bud model ¥ = {(N(x, 0?) : p € R,0? > 0}, tedy 0 = (1, 0%?) a® = R x
R* — tfida vSech normaélnich rozdéleni a d = 2. Vime, ze EX = pa EX? = p? + 2.
Momentové odhadovaci rovnice tedy jsou

=X, o2+(p)*=x2

=)

jejich vyreSenim dostaneme

=X oh=X-(X,)%= —ZL(X;_ o)
Uz vime, Ze [, je silné konzistentni a nestranny odhad u = EX (z tvrzeni 5.2).
;% je silné konzistentni odhad o2 (¢tenéf si dokaze bud z tvrzeni 5.2 a véty o spojité
transformaci pro —j—; nebo z véty 5.1). Z véty 5.1 je také zfejmo, Ze ;\% je asymptoticky
nestranny, ovéemnne nestranny odhad o-2.

Jak je vidét z priklada vySe, vlastnosti nestrannosti a silné konzistence se z vybé-
rovych momentti nutné nemusi pfenést na odhady parametrit odvozené metodou
momentt. Pro odhady parametrii odvozené metodou momentut je tedy vzdy tfeba
oveérit/dokdzat jejich vlastnosti znovu pfimo.
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5.1.2 METODA MAXIMALNY VEROHODNOSTI

Bud X, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni Py. A necht f; je hustota Py vzhledem
k vhodné referen¢ni mire v. Pak sdruzené rozdéleni ndhodného vybéru ma hustotu
fo(xi, ... xn) =TT, fo(xi), (21, ... x,) € R”, vzhledem k v (nebot slozky ndhodného
vybéru jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veliciny). Z kapitoly 2 vime, Ze pro abso-
lutné spojité rozdéleni Py je v = A, pro diskrétni rozdéleni Py je v vhodna ¢itaci mira.
Hustota f(x) na 6 samoziejmé z4visi, a pro stejné pozorovani x ndhodného vybéru X
z rozdéleni Py md rliznou hodnotu. Toho vyuZivd metoda maximélni vérohodnosti.
Nejdfiv ale definujme, co je to vérohodnost.

Definice 5.10 Bud F = {Py, 6 € ®} parametricky model, kde Py maji hustoty f; vzhle-
dem ke stejné referencni mire v. Pak hustotu f(xy, . .. x,) ndhodného vybéru X, .. ., X,
z Py, nahliZzenou jako funkci 0, nazveme vérohodnosti L(0;x) (pfipadné vérohodnosti
pro pozorovani x), neboli

LO;%) = fy(x, %) = [ [ filw), x=(x,...x,) €R", 0 €O
i=1

1(0;x) = log(L(0;x)) se nazyva logaritmickou vérohodnosti.

Bud F = {Py, 6 € ®} parametricky model, Xj, ..., X, ndhodny vybér z Py a x = X(w)
pozorovani realizace ndhodného vybéru. Odhad parametru 6 metodou maximdini ve-
rohodnosti je definovan jako

¢n(X) = argmax L(6; x).
60e®

Samoziejmé, pokud existuje. Existovat obecné nemusi, ani obecné nemusi byt jedno-
znacny. Odvozeni probihéa pro x, je mozné, Ze pro vétSinu hodnot x z oboru hodnot

X, ..., X, je argmax, o L(0;x) dobfe definovédno, ale pro néjaké vyjimky ne. Pak je
potieba upravit pfedpis pro ¢, tak, aby byl dobre definovdn pro cely obor hodnot
Xy, ..., Xy, abychom dostali zobrazeni ¢, spliujici definici 5.6.

Vérohodnost L(6;x) je funkce, kterd opravdu odpovidd nasi intuitivni predstavé
»2vérohodnosti“, jak moc vérohodnd v dané ndhodné situaci konktrétni hodnota
0 = 6o je. Pro jednu konkrétni hodnotu pozorovani x = X(w) (ovSem v w € Q, které
nezndme) vy$s$i hodnota ,hustoty“ L(6p;x) pro hodnotu 6y nez L(6;;X) v 6; vlastné
odpovida vétsi Sanci ,pozorovat presné to pozorovani x, které jsme pozorovali“, kdyz
X ~ Py, nez kdyz X ~ Py,. A odhad metodou maximalni vérohodnosti vlastné hleda
to 6, pro které byla ,nejvétsi Sance“ pozorovat presné to pozorovani x, které jsme
pozorovali.

K hledédni arg max, g L(6, X) miZeme samoziejmé vyuZzit nasich znalosti matema-
tické analyzy, a pokud je L(6;x) diferencovatelnd, tak hledat

arg max L(0; x) = argmax [(6; X)
0O 0ec®

93

nebyla v
LS 21/22
prednd-
Sena
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jako feSeni soustavy vérohodnostnich rovnic
6 n
— > lo ) =0, i=1...d prode®cR?
70, Zl g filx:) j p

kde d je dimenze (vektorového) parametru 6.

Priklad. Bud model ¥ = {N(u, 02) : u € R,0? > 0}, tedy 6 = (4, 0?) a® = R x R*
— tfida v8ech normadlnich rozdéleni a d = 2. Normdlni rozd€leni je absolutné spojité,
tedy referen¢ni mirav = 1 a

1 _Gmw?
Jo(x) = e 2, x € R,
no?
takze
L(6:x) = l—[ <x, u)z
X
V2rno
a
n n 2
. 1 2 ( H) 2 ,‘:1 (xi - ﬂ)
l(@,x) = ; (—z lOg(27TO' ) T - 10g(2ﬂ') - = lOg( ) T
Derivace jsou
o1(0;x) 2%, (xi — ) e:x) _ n N S (i — p)?
ou 202 ’ do2 202 2(c2)2 7
takZe vérohodnostni rovnice jsou
n n
in—ny:O Z(xi—y)z—nO'Z:O
i=1 i=1
Vyfesenim ziskdme ji,, = X,,, (;% = M (kdybychom dopocetli matici druhych

parcidlnich derivaci /(6;x) a dosadili (yn, o-n) zjistili bychom, Ze [(6;x) opravdu na-

byva v (i, 02) svého maxima). Ziskali jsme tedy stejné odhady jako metodou mo-
mentt. Takze oba odhady jsou konzistentni a j,, je také nestranny.

Odhady metodou maximalni vérohodnosti a metodou momentt se v tom samém
modelu mohou shodovat (jako v prfedchozim pfiklad€) a nebo lisit (jako v prikladé
ndsledujicim).

Priklad. Bud model ¥ = {Py, 8 € ®} = {Rovnom|0, a], a € R*}, nebolid =aa® = R".
Rovnomérné rozdéleni je absolutné spojité, tedy referen¢ni mirav = 1 a

1
fa(x) = Eﬂ[O,a] (x), x €R.
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Tedy vérohodnost je

n
1 1 .
L(a;x) = l_[—ﬂ[o,a](x,-) = —1 (max x; <a)1(0 < min x;).
i=1 a a  i=l,...n i=l,...n
Ta je zfejmé maximalizovana pro nllax x;, tedy a,, = nllax X;. Pro dalsi pouziti si tento
i=l,...n i=l,...,n

odhad ozna¢me také U, = max X;.
i=l,...n

Vidime, Ze odhad U, je slabé konzistentni, nebot

P(U, —al >¢€) = P(Un>a+e)+P(Un<a—e):P(ﬂ{Xi <a—e})
i=1

n _ n
= l—[P(Xi<a+e)=(a 6) Oa VQER+.
a n—o00
i=1

Vyuzili jsme, Ze P(max;=;_,X; > a) = 0 ve druhé rovnosti, a nezavislost X; ve treti
rovnosti.
Abychom ukdzali silnou konvergenci, musime zjistit, jestli P(lim a,, = a) = 1. Mu-
n—oo
Zeme vyuZit specidlni vlastnost odhadu a,, Ze je neklesajici v n, Yo € Q,a € [0, 1].
Takze plati

n—00

P (lim an < c) = P(ﬂ{ﬁn < c}) = lim P(a, < ¢), (5.4)

n—oo
n=1

ze spojitosti pravdépodobnosti, nebot jevy B, = {a, < c} jsou také monoténni. Poci-

tejme tedy

[Se]

P(hman:a) :1—P(1imzzn <a) :1-P(U{1iman Sa—l})
n—oo n—o0 n—o0 m

m=1

=1- lim P(limﬁnSa—l)=1—lim limP(ZiHSa—l)=1— lim 0=1.

m—oo n—oo m m—oo n—oo m m—oo
Vyuzili jsme, Ze kdyZ je nerovnost lim a,(w) < a ostrd, musi existovat né€jaké m € N
n—oo
takové, ze platii lim a,(w) < a—%. Proto plati druhd rovnost. Jevy {lim,,_, @, < a—%}
n—oo

jsou monoténni v m, takZe ve treti rovnosti jsme pouZili spojitost pravdépodobnosti.
Ve ctvrté jsme pouzili (5.4). Dokdazali jsme tedy, Ze U, = a, je i silné konzistentni
odhad a.

Pro stfedni hodnotu mtizeme spocitat

a
9 - n
E,U,=E, max X; = xnx"1la” dx = a,
i=L..,n 0 n+1

nebot snadno odvodime hustotu max;_; .., X; pomoci metod z kapitoly 3. Odhad U,
je tedy jen asymptoticky nestranny odhad a, neni nestranny. Definujme jesté jiny

odhad
n+1 n+1
V, = U, = max X;.
n n i=l..,n
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Ten je nestranny a konzistentni (¢tendr si dokdZe sdm pomoci toho, co vi o U,).

V predchozi sekci 5.1.1 jsme odvodili ve stejném modelu momentovy odhad
T, = 2X, parametru a. Ten byl také nestranny a silné konzistentni. Tedy oba odhady
jsou centrované kolem ,spravného“ a a pro n — co k nému konverguji skoro jisté.
Nabizi se otédzka, ktery odhad je lepsi. KdyZ spocitdme rozptyl obou odhadd, zjistime,
ze

az a2
—n(n+2) varTnzg.
Takze variabilita (,nejistota odhadu®) odhadu V,, jde k 0 fadové rychleji, nez pro T),.
Tedy V, je lepsi odhad parametru a.

varV, =

Poznamka. Existuje véta o nejlepsSim nestranném odhadu (tj. s nejmensim rozpty-
lem), ktery existuje za urcitych predpokladtina ¥ ajeji prvky. Jsou ale i situace, ve kte-
rych existuje vychyleny odhad se (zna¢né) mensi stedni ctvercovou chybou E ¢(6,,—0)2
(resp. viz (5.1) pro pripad odhadu parametrické funkce 6), nezZ ma nejlepsi nestranny
odhad. Toto uz presahuje moznosti nasi prednésky a bude podrobné;ji prozkouméno
v predndskach Matematickd statistika 1 a 2.

Stfedni ¢tvercova chyba je primérna (pres vSechna mozna pozorovani ndhodného
vybéru) kvadratickd odchylka mezi odhadem 6,, a tim, co ma odhadovat. Samoziejmé
z4visi na hodnoté nezndmého 6. Mtizeme si ji rozepsat:

Eg(gn—e)z = Eg(gn—Eggn)2+Eg(E9§n—9)2 :var95n+ (Eggn—g)z.

Zavisi tedy na obojim - rozptylu ,, i vychyleni E 95& — 6. Extrémni ptiklad toho, jak by
to dopadlo, kdybychom brali ohled jen na rozptyl 6,, je nasledujici:

Priklad. Bud Xj, X», ..., X, ndhodny vybér z modelu ¥ = {Alt(p) : p € [0, 1]}. A defi-
nujme p, = 3. Pak zfejmé var (p,,) = 0, tedy minimdlni mozny. Ale vychyleni

_ 1
EAm—p)=§—n Vp € [0, 1],

tedy mtze byt i velmi velké, podle toho, jakd je skute¢nd nezndmd hodnota parame-
tru p. A to nezavisle na rozsahu vybéru n a i nezavisle na datech — odhad je totiz viibec
nevyuziva. Toto neni dobry odhad a zfejmé neni konzistentni.

V predchozim jsme se zamérili na metody odvozeni odhadu pfimo parametru 6.
Ale co kdyz potfebujeme odhadnout parametrickou funkci g (6)? Pak se jako rozumné
strategie jevi definovat - R

g(0), = g(0y).

Pokud byl 8,, ,rozumny*, je 8ance, Ze i E(?)n by mohl byt ,rozumny*“. Napftiklad, po-
kud je g spojita, tak se konzistence 6, pfenese i na odhad E@n Dalsi obecnd dis-
kuse této otdzky uz je ale mimo rozsah naseho kurzu a zdjemce opét odkazujeme na
prednédsky Matematicka statistika 1 a 2.
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Obecnda nevyhoda bodovych odhadt je, Ze ndm nedéavaji Zddnou predstavu o spo-
lehlivosti naseho odhadu, resp. o velikosti chyby, které se pti bodovém odhadu para-

metru z ndhodného vybéru dopoustime. Proto je mnohem rozumnéjsi pouzivat in-
tervalové odhady.

5.2 INTERVALOVY ODHAD

Definice 5.1 Bud X = (Xj, ..., X;;) ndhodny vybér o rozsahu n z Py a a € (0, 1). Inter-
valovym odhadem parametrické funkce g(0) o spolehlivosti (1 — @) nazveme dvojici
borelovskych funkcin; : R” - Rany : R" - R, jejichZ pfedpis nezdvisina 6, a ¥6 € ©
plati

Po(nL(X) < g(0) <nu(X)) 21-a.

Poznamka. 1, (X) any(X) jsou ndhodné veliciny. Interval chceme co nejuzsi (chceme
ziskat o g(#) maximum informace). Na druhou stranu, « také chceme co nejmensi
(chceme co nejvétsi spolehlivost). Tyto dva poZadavky jdou proti sobé, takze je po-
tfeba volit vhodny kompromis.

Poznamka. « volime malé, typicky 1%, 5% nebo 10%.

Spolehlivost (1 — ) NEZNAMENA, Ze 6 padne do (1, (X), nu(X)) s $anci (1-a)! 6 totiz
neni ndhodné, jen nezndmé. Spolehlivost napf. 95% znamend, Ze v 95% vSech pozo-
rovanych ndhodnych vybért z nich spocitany intervalovy odhad (. (X), ny (X)) pte-
kryje nezndmou (ale pevnou) hodnotu 6.

V definici vySe byl predstaven tzv. oboustranny intervalovy odhad. Nékdy se pou-
zivaji i jednostranné intervalové odhady.

Definice 5.12 Bud X = (X, ..., X,,) ndhodny vybér o rozsahu n z Py a « € (0, 1). Dol-
nim intervalovym odhadem parametrické funkce g(6) o spolehlivosti (1- a) nazveme
borelovskou funkci np : R” — R, jejiZz predpis nezdvisi na 6 a V6 € © plati

Po(np(X) < g(0)) >1-a.

Hornim intervalovym odhadem parametrické funkce g(0) o spolehlivosti (1 — «) na-
zveme borelovskou funkci ny : R"” — R, jejiz predpis nezavisi na 6 a Vo € @ plati

Po(g(0) <nu(X)) >1-a.

A jak zkonstruovat intervalovy odhad? Obecny postup je mozno popsat nasledovné:

e Najdeme funkci H(Xj, ..., X,,; 0) takovou, Ze rozdéleni H(Xj, ..., X,; 0) nezavisi
na 6. Oznacme distribu¢ni funkci tohoto rozdéleni Fy. A pro jednoduchost bu-
deme predpoklddat, Ze Fy je spojita.
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e Najdeme co nejkratsi interval (q;, qy) takovy, Ze Fy(qu) — Fu(qr) > 1 - a. Pak
(diky spojitosti Fy) bude také platit

Po(gr < H(Xy, ..., Xi;0) < qu) 21— q, Vo € O.

* Nyni oddélime v predpisu H od sebe g(0) a ndhodny vybér (X, ..., X,) tak, aby
qr < H(Xy, ..., Xn;0) < qu A nL(Xi, ... Xn) < 8(0) <nu(X, ..., Xp).

* Pokud se to povedlo, mdme intervalovy odhad (n,(X), ny (X)) parametrické fun-
kce g(0) o spolehlivosti (1 — ).

Priklad. UvaZujme opét model ¥ = {Rovnom|0, a], a € R*}, ale nyni chceme odvo-
dit intervalovy odhad pro parametr a.
Budeme se drZet postupu vySe a zkusime za pomoci specifickych vlastnosti rovno-

meérného rozdéleni najit vhodnou funkci H. Vime, Ze X; € [0,al,i = 1,..., n, skoro
jisté a tedy % €l[0,1],i=1 ..., n, skoro jisté. Snadno odvodime
¥ 0, x <0,
Pa(Zl<x)=Pa(Xisan)={er=x xelo]
1 x> 1.

TedyY; = % ~ Rovnom]|0, 1], a to nezavisi na hodnot€ a. V pfedchozim se ndm v tomto
modelu osvédcilo pouzit maximum z pozorovani v ndhodném vybéru, zkusime ho
pouzit i ted. OvSem na Y;.

Z predchoziho vime, Ze pro nllax Y; plati P (nilax Y; < x) = (" =x",x€[01].
i=l,...n i=l,...,n

Volime
H(Xy, ..., X,;;a) = — max X;,
1= wn
takZze mame
0, x <0,
Fy(x) = {x", x € [0, 1],
1, x> 1,
coZ nezavisi na a. Kdyz si nacrtneme hustotu rozdéleni H(Xy, . .., X,; a), vidime, Ze
nejkratsi (q;, qu) ziskdme volbou gy =1 a ¢, tak, aby
max;— X; max;— X;
P, (6/1 <« —iEben i 1) = Pa(max X, <a< ——izhen i ') =1-a.
a i=l...n qL

Tedy 1 - Fy(qr) = 1- a, z toho a = Fy(q:) = g}, a vyfeSime q; = an. Dohromady
dostaneme, Ze intervalovy odhad pro a o spolehlivosti (1 - @) je

1
(.max X;, a”n max Xl-) .

i=l,...n i=l,...n
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V pfedchozim piikladé je hodnota g;, ziejmé hodnota kvantilové funkce F;' (). Za-
vedeme si jeSté€ jednu souvisejici definici.

Definice 5.13 Bud F distribu¢ni funkce, spojitd a ryze rostouci na F71(0, 1), a bud
B € (0, 1). B-kvantilem rozdéleni s distribu¢ni funkci F nazveme hodnotu g5 = F71(B).

Pozndamka. Pro spojitou a ryze rostouci F je tedy g-kvantil ur€en jednoznacné. Coz
ovSem neplati obecné. Vzpomernme si na medidn - to je %-kvantil qy- I B-kvantil 1ze

definovat obecnéji, jako hodnotu gz spliujici
PX>qp)>1-p8 a zaroveén P(X <qg) = B.

Ta obecné neni urcena jednoznacné, ale F~1(B) této definici vZdy vyhovuje. V naSem
kurzu ovSem obecnou definici g-kvantilu nebudeme potfebovat, protoze budeme
vzdy v situaci, kdy F je spojita a ryze rostouci na F7(0, 1).

Znaceni. S-kvantil normovaného normaélniho rozdéleni znacime ug,

B-kvantil y2-rozdéleni o n stupnich volnosti znac¢ime X%,n = x2(B),

B-kvantil Studentova ¢-rozdéleni o n stupnich volnosti znacime 5 , = t,(8).

Pro vSechna tato rozdéleni plati, Ze jejich distribuc¢ni funkce je spojitd a ryze rostouci
na F71(0, 1).

Poznamka. Pokud je absolutné spojité rozdéleni symetrické kolem 0, tj. jeho hustota
je sudd funkce, pak vime, Ze F(x) = 1 - F(-x), a tedy pro kvantily plati gg = —q1_p,
B € (0,1). Specidlné tedy tyto rovnosti plati pro normované normdlni a Studentovo
rozdéleni.

Pozndmka. U intervalovych odhad je typickou volbou g; = gz a gy = q1-¢, protoze
Fr(qi-¢) — Fu(qs) =1- 5 - § = 1- . Tedy dostaneme intervalovy odhad o spravné
spolehlivosti «. Tato volba nemusi byt optimdlni, ve smyslu minimalni délky inter-
valu (g, qu). Je optimdlni napt. pro unimodalni rozdéleni s hustotou symetrickou
kolem modu.

5.2.1 INTERVALOVE ODHADY V NORMALNIM MODELU

V této sekci si odvodime intervalové odhady pro parametry normdalniho modelu.
Normadlni model se nejcast€ji vyskytuje v aplikacich a diky specifickym vlastnostem
normadlniho rozdéleni (viz sekce 3.5.2) je moZno odvodit intervalové odhady s pres-
nou spolehlivosti pomérné snadno.

Zacnéme situaci se znadmym rozptylem:

Véta 5.3 Bud X = (X, ..., X,) ndhodny vybér z modelu ¥ = {N(u, 02), u € R}, kde
o? > 0 je znam4d konstanta. Pak

(5.9)

()_( 7 X, + _")
n— Up_¢ , Xy +U—2
2 2

n \/n

je oboustranny intervalovy odhad parametru p o spolehlivosti (1 — a).
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Diikaz: Volbou ¢ = (1/n,...,1/n) v dasledku (iv) definice 3.11 mnohorozmérného
normadlniho rozdéleni dostavame, Ze pokud je (X, ..., X,) ndhodny vybér z normaél-
niho rozdéleni N (u, 0?), p € R, 0?> > 0, pak X, ~ N (y, %) Pomoci véty 2.15 0 mono-
tonni transformaci pak nasledné dostaneme, Ze

)% Vi ~ N (0, 1)

(nebo viz piiklad na str. 31).
Volme tedy v obecném postupu pro odvozeni intervalového odhadu

H(Xy, ..., X0 = X”U_ £ y/n. Jeji rozdéleni je N(0,1) a nezavisi na hodnoté u. Tedy
plati

Py(u% <HX, u) <u1_%) =l-a, VueR.

PouZijeme symetrii normovaného normdlniho rozdéleni, abychom piepsali
ug = —uy-g, a ekvivalentné prepiSseme nerovnosti v zavorce:

o _
l-a = Pul-u-g <Xp-u<u-g

Vn

— g
= Pﬂ (Xn - ul_%

U) p (|Y | < g
= - Ui_a
\/ﬁ U n— U 12\/%

Vn

Tim je véta dokdzana. ]

<u<Xpt+ug

), Yu e R.

Pozndmka. Délka intervalového odhadu pro u z predchozi véty je 2u; g % a je ne-

ndhodnd. S rostoucim rozsahem vybéru n pak konverguje (pro pevné «) k 0.

Ale co kdyZz nezndme o?? Pokud by nés zajimal jen intervalovy odhad pro p, pak by
Slo uvazovat o nahrazeni o jeho konzistentnim odhadem S2 a pouziti Cramérovy-
Sluckého véty. Tim bychom ale dostali intervalovy odhad o nikoli presné, ale jen asym-
ptotické spolehlivosti (1 — @) (podrobnéji o tomto piistupu viz dalsi sekci). Pokud
chceme odhadnout oba parametry u i o2, pak bude potieba vyuzit dalsich special-
nich vlastnosti (mnohorozmérného) normalniho rozdéleni.

Véta 5.4 Bud X ndhodny vektor s rozdélenim N, (0, o2l,), kde o> > 0. Bud C orto-
normalni matice rozmeéru n x n (tj. plati CCT = CTC = 1I,,). Polozme Y = CX. Pak
Y ~ N, (0, 2l,). Tedy {Y;} I, jsou vzdjemné nezavislé se stejnym rozdélenim N (0, a?).

Diikaz: Dosadime ortonormalni matici C do dusledku (iii) definice 3.11 mnohoroz-
meérného normalniho rozdéleni. m|

Véta 5.5 Bud X = (X, ..., X;;) ndhodny vybér z rozdéleni N (u, 02), u € R, 0> € R*.
Pak plati:

(i) X,as2=-L 3" (X; - X,)? jsou nezavislé nahodné veliciny,

.. . . N n-1¢2 _ vn (XX ,)? ;9 « .
(ii) ndhodna velic¢ina 7Sy = Ny - ma rozdéleni,
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(iii) ndhodnad veli¢ina T, = )_(g;” 4/n ma Studentovo #,_; rozdéleni.
Diikaz: Vétu staci dokdzat pro pripad ¢ = 0 a pak ji aplikovat na ndhodné velic¢iny
(Xi — ).

Pro dtikaz pouzijeme piedchozi vétu pro vhodnou ortonormdlni matici C. Volime
cLi = % i =1, ...n.Zbytek matice volime libovolné tak, aby celd C byla ortonormalni
(to Ize). PoloZzme Y = CX. Potom

Y= Lix =Vn X, ~ N(0,0?)
- 1 = n ] .
=
Také plati
n n
D yvF=X"cTeX=X"X=)"x7,
i=1 i=1
takze
n n n n
DvE= Y xP-vE =Y X2 -n(X)?= ) (X -X,)" = (n-1)Sh.
i=2 i=1 i=1 i=1
~r n 2 . P v P . 2 ) . .
Tedy X, = % as? = Z;—flyl jsou vzdjemné nezavislé, nebot jsou funkcemi v, a{vs, ..., ¥,},

které jsou vzdjemné nezdvislé. Tim je dokdzéan bod (i).
v P v ] n . Pl v , . , v . v
Z véty 3.8 méame, Ze {g}i_ | Jsou vzajemné nezavislé a vSechny jsou N (0, 1) rozdé-
2

lené. Tedy 3.7, % = 25182 ~ x%_, z definice x? r_ozdéleni. Tim je dokazén bod (ii).

Linedrni transformaci vzdjemné nezavislych X, a 2 dostaneme také vzdjemné ne-
z4vislé ndhodné veliciny U a V

g ViXa-p) Y

1 oN@OD) Vv

(l’l—l)S% 2
:—ZNX
(oa g o

n-1°

Tedy T, = —%= ~ t,,.1 z definice Studentova t-rozdéleni. Tim je dokdzédn bod (iii). ©

=

Véta 5.6 Bud X = (Xi, ..., X,) ndhodny vybér z modelu ¥ = {N(u, 02), u € R, 0> > 0}.
Pak

(1)

. Si — Sy
(Xn —tya(1- a/Z)ﬁ, X+ tia(l—a /2)%) (5.6)

je oboustranny intervalovy odhad parametru p o spolehlivosti (1 — «).

(i)

( (n-1)82 (n—l)s,%)
Xi—l(l_% ’ Xi—l(%)

je oboustranny intervalovy odhad parametru o o spolehlivosti (1 - a).
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Pouzivdme znaceni kvantilti y? a Studentova ¢-rozdéleni ze strany 99.

Diikaz: (i) Postupujeme podle obecného postupu odvozeni intervalového odhadu a

volime H(X; i) = Xg—;”\/ﬁ To ma podle véty 5.5 bod (iii) #,,-; rozd€leni, které nezavisi

na parametrech (u, 0?) a je symetrické kolem 0. Proto

X,
S

l-a = PH’O.Z (tn_l(ol/z) < — H‘/ﬁ < tn—l(l_()//z))

_ S — S
= PLo2 (X,, —t(1- a/Z)\/—% <U<Xp+tpa(l- a/z)—’;

\/_

), YueR, o?eRY,

¢imz je (i) dokdzano.

(ii) Postupujeme podle obecného postupu odvozeni intervalového odhadu a vo-
lime H(X; o) = 25!s2. To md podle véty 5.5 bod (ii) x2_, rozdéleni, které nezavisi na
parametrech (u, o2). Proto

n-1
l-a = P, (xi_l(a/Z) < S < Xl 0/2))
-1)82 -1)82
- ygz(% <o?< (nz—)a”) Vu e R, o € RY,
Xn—l(l - E) Xn—l(i)
¢imz je (ii) dokazéno. O

Horni a dolni intervalové odhady bychom odvodili obdobné, napt. dolni interva-
lovy odhad pro u v normalnim modelu je ()_(n —typ1(1- a)%, +oo).

Poznamka. Délka intervalu (5.6) je 2t,-1(1-a/2) % aje ndhodna. I kdyby se ndhodou
hodnota statistiky S,, presné rovnala hodnoté nezndmého o, tak je 2f,.;(1 — @ /2)%
vetsi nez 2u;_¢ -, délka intervalového odhadu pro pfipad zndmého o2, nebot plati

n’

g < tya(l-a/2), VOo<a<l n>l

To odpovida vétsi nejistoté pfi nahrazeni zndmého o? jeho odhadem S2. Ale plati
rovnéz t, 1(1 — a/2) \, Uz pron — o, a tedy pro zvétSujici se rozsah vybéru n bu-
dou (ndhodné) meze intervalového odhadu u pro pfipad nezndmého o2 konvergovat
k mezim intervalového odhadu pro piipad zndmého o2.

Priklady pouziti intervalovych odhadii pro konkrétni data budou na cviceni.

Zde jesté doplnime jednu informaci o distribu¢ni funkci a kvantilech y? a
tp-rozdéleni. Kvantily téchto rozdéleni totiZ nejsou pro velkd n tabelovany, a i sta-
tisticky software je nahrazuje kvantily normovaného normadlniho rozdéleni. Divod
ukazuje nésledujici véta.
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Véta 5.7 OznaCme H, distribu¢ni funkci Studentova ¢-rozdéleni o n stupnich vol-
nosti a G,, distribu¢ni funkci y? rozdéleni o n stupnich volnosti. Pak plati

lim H,(x) = ®(x), Yx € R a lim G,(n + V2n x) = ®(x), Yx € R.
n—oo n—oo

Diikaz: Budte U, Y, ..., Y;, ... vzdjemné nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny
s N(0, 1) rozdélenim. Pak V,, = )" ¥? md y2 rozdéleni s distribu¢ni funkci G, a plati
EV, = n avarV, = 2n. Rovnéz plati

Va

n
s distribu¢ni funkci H,,. Posloupnost {Yl.z}fi , splnuje predpoklady Cebysevova slabého
zékona velkych cisel a tedy V—; % 1. Véta o spojité transformaci pro konvergenci
v pravdépodobnosti ndm pfi Vol}{)é funkce g(x) = 1/+/x, ktera je spojita na okoli bodu
1, da 1/\/% Z_%: 1. Pro posloupnost {U,,}° , kde U (w) = U, (w), w € Q, n € N, zfejmé

n=1’
d
plati U, —— N (0, 1) a Cramérova-Sluckého véta pak dava
n—oo
1 d
Tn = Un— e N(O, 1),

Vy n—oo
n

coz je ekvivalentni rovnosti
lim H,(x) = ®(x), Yx € R,
n—oo

protoze ®(x) je spojitd vSude.
Posloupnost {Y?}>, spliiuje i predpoklady centrdlni limitni véty (nebot
varY? = 2 € R*) a z té plyne, ze

V,—n d
—— N(0,1). (5.7)
N

PfepiSme si nyni postupné, za pomoci definice G, a faktu, Ze V,, ma y? rozdéleni

n
V, —
lim G,(n + V2n x) = lim P(ZYf <n+V2n x) - lim P( "
i=1

< x) =O0(x), Vx e R,
2n

z (5.7) a toho, Ze distribu¢ni funkce ®(x) je spojitd vSude. ]

Dusledek. Plati

2
. _ @) -n _
%1_r}r010 ty(@) = ug, Ya € (0, 1) a ’%1_1){)10 N Ug, Ya € (0, 1).
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Diikaz: Dukaz si laskavy ¢tendf udéld sim za pomoci pifedchozi véty. o

V praxi se ndm také cCasto stavd, Ze spiSe neZ urcit intervalovy odhad pro stfedni
hodnotu jednoho ndhodného vybéru, potrebujeme intervalovy odhad pro rozdil
stfednich hodnot dvou ndhodnych vybérti. Naptiklad, kdyz porovndvame dvé rtizné
populace (vysledky testi na jedné a druhé Skole). Nebo kdyZz chceme rozhodnout
o ucinnosti néjakého 1écebného postupu, tcinnost urcujeme podle hodnot né&jaké
meéfitelné charakteristiky (napt. koncentrace ¢ehosi v krvi) a naméfime hodnoty této
charakteristiky pred a po léceni. Pak bychom radi védéli, jestli se stfedni hodnota
dané charakteristiky v obou vybérech (méfeni pfed a po) lisi (resp. zvysila, nebo sni-
zila). Odvodime proto jesté intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot dvou vy-
bérti z normdlniho rozdéleni.

Méjme tedy X = (X, ..., X,) ndhodny vybér z N(m, 0%) aY = (13, ..., ¥;,) na ném
nezéavisly ndhodny vybér z N (uz, 073). Zde n, m € N jsou zndmé, 1, uz € R, 0%, 05 €
R, jsou nezndmé parametry. Chceme intervalovy odhad (14 — p2). Podle obecného
postupu potiebujeme vhodnou funkci H(X, ..., Xu, Y1 ..., Yo 1, pio, 0%, 0°5), jejiz roz-
déleni nezévisi na odhadovanych parametrech. Abychom ji mohli definovat, musime
slevit z obecnosti a pridat predpoklad stejnych rozptyl v obou vybérech, tj.

2_ 2 _ 2 +
o] =05=0"€R".

Zopakujme si, co uz vime:
. o2 _ o2
Xn ~ N I’llv - Ym ~ N MZ’ D
n m

ProtoZze oba vybéry jsou nezévislé, jsou nezdvislé i ndhodné veli¢iny X, a Y,
a (X,,Y,) ma dvojrozmérné normdlni rozdéleni s vektorem stfednich hodnot
1t = (w1, u2)" a varianéni matici o = (0?/n, 0%/m) l,. Tedy z dtsledku (iv) definice 3.11
mame (X, - Y,,) ~ N(u1 — po, 0%/n + 0?/m) a dale

Xp=Ym=(—-m) [ mn
g m+n

~ N(0,1), (5.8)

které nezavisi na hodnoté parametrt. OvSem jesté musime vyteSit problém nezna-
mého 2. Udélame to obdobné jako v pripadé jednoho vybéru. Ozna¢me

1 — 1 —
2 _ _ 2 2 _ _ 2
Sk=— D (% —X,) Sy = — D =Y )% (5.9)
k=1 k=1
Z véty 5.5 bod (ii) vime
(n- 1)8)2( 9 (m - 1)83 9
o2 ~ Xn-1 o2 ~ Am-1
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a protoZe jsou to funkce nezavislych ndhodnych vybért, jsou také nezavislé. Soucet
dvou nezavislych y?-rozdélenych ndhodnych veli¢in je také y?-rozdéleny, takze

(n—l)S)z( + (m—l)Slz, 9

2 ~ Xman-2-

(5.10)

a
Ndhodné veli¢iny X ,, Y, S2, S2 jsou vzdjemné nezavislé, a tedy z (5.8), (5.10) a defi-
nice ¢-rozdéleni dostaneme

)_( - ? — 1— U2 mn
H(Xla ] Xl’l’ Yl L] Ym; I’ll’ HZ? 0-2) = = = (H H ) ~ tm+n—2- (5~11)

[ (n-1)$2 +(m-1)s2 m+n
n+m-2

Véta 5.8 Budte X = (X, ..., X,,) ndhodny vybér z N (ux, 0?) aY = (¥, ..., ¥,,) na ném
nezavisly nahodny vybér z N (uy, 0?). Pak oboustranny intervalovy odhad paramet-
rické funkce (ux — py) o spolehlivosti (1 — @) ma tvar

S a\ ., [m+n — — a\ ., [m+n
Xn=Ym—tmsn-2 (1_ _)S , Xn—=Ym+ tpsn—2 (1— —)S ,
2 mn 2 mn

kde S% a S jsou definovéany v (5.9) a

Nyni uz snadno dokdzeme vétu:

*_

Diikaz: Snadny — z obecného postupu na odvozeni intervalového odhadu za pouZiti
H z (5.11), jejiz rozdéleni nezdvislé na vSech parametrech bylo odvozeno pred formu-
laci véty. ]

Pozndamka. Proc bylo potieba pifedpoklddat stejné o2 pro oba vybéry? Abychom na-
§li funkci vybéra X = (X3,...,X,) aY = (4,...,Y,), kterd ma y2-rozdéleni, a ono
nezndmé o, které se vyskytuje v (5.8) a (5.10), se pokrati tak, Ze predpis statistiky
H(X1, ..., Xn Yi..., Yy 11, 42, 0%) UZ na ném nezavisi.

A proc¢ jsme odvodili intervalovy odhad za pouziti $*? Neslo by misto néj pouZit
napk. Sy (to je také konzistentni odhad o)? Slo by odvodit intervalovy odhad
(11— p2) se spolehlivosti (1-«), kde by na misté S* bylo Sx (bude potfeba upravit jesté
néco dalsiho)? A byl by tento intervalovy odhad lepsi nebo horsi nez ten z véty 5.8?
Rozmyslete.

Pro tplnost uvedeme i intervalovy odhad pro p¥ipad znamého o2:

Véta 5.9 Budte X = (X, ..., X,,) ndhodny vybér z N (ux, 0?) aY = (¥, ..., ¥,,) naném
nezavisly nahodny vybér z N (uy, 02), kde o2 > 0 je znamé. Pak oboustranny interva-
lovy odhad parametrické funkce (ux — uy) o spolehlivosti (1 — @) ma tvar

, Xn—?m+u1_%a

mn

_ _ m+n — m+n
Xn—Ym—ul_gO' .
2 mn
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Diikaz: Snadny. Laskavy ¢tendf si ho udéld sam. |

Ve vété 5.81 5.9 je v predpokladech nezdvislost ndhodnych vybérti X = (X, ..., X;)
aY =M,...,Y,). To je predpoklad, ktery by v naSem prikladé s ovérovanim tucin-
nosti 1é¢ebného postupu neslo povazovat za splnény (ti sami pacienti méfeni ,pred“
a ,po“ lécebném postupu nebudou davat nezavislé vysledky).

Takze co délat v pripadé, kdy ndhodné vybéry X = (X3, ..., X,) aY = (3, ..., V)
nezavislé nejsou? Pak musime néco predpoklddat o sdruzeném rozdéleni vybéria X =
(X1, ..., X,)aY = (%, ..., Yy,). Nejprirozengjsi je predpokladat, ze (X3, V1) 7 ... (X, Y,) T
je ndhodny vybér z dvojrozmérného normalniho rozdéleni. V nasem piikladé pak
(X;, Y;) jsou méfeni na i-tém pacientovi pred a po lécebném postupu.

Véta 5.10 Bud (X, v1)T ... (X, V)T ndhodny vybér z dvojrozmérného normalniho roz-
déleni
2
a PO xOy
N, ((Hx, ), ( x ) ))
PO xOy (TY

kde uy, uy € R, 0%, 02 € R™ a p € (-1, 1) jsou neznamé parametry. Pak

— — a\ Spn — — a\ Sp,n

Xp—Yn—ty ( ——)—’, Xy =Y+ tn (1——) ’

( n n n-1 2 \/ﬁ n n n—1 2 \/ﬁ

je intervalovy odhad parametrické funkce (ux — wuy) o spolehlivosti (1 — «). Zde
Di=X;-Y,i=1...n,aD,aS;, jsoujejich vybérovy primér a vybérovy rozptyl.

Diikaz: 7 dtsledku (iv) definice 3.11 mdme D; ~ N(ux — uy, 0-)2( + 0-12, - 2p oxoy)
aD=(Dy, ..., D,)jendhodny vybér z jednorozmérného normdlniho rozdéleni. Staci
tedy dosadit do véty 5.6, bod (). |

Poznamka. V Cem se lisi intervalové odhady z véty 5.8 a véty 5.10 pro piipad m = n
a oy = oy? Rozptyl rozdilu X, - Y, za pfedpokladt prvni véty 5.8 bude %, nebot vy-
béryX =(Xp, ..., X,)aY =, ..., Y,) jsou nezdvislé. Za predpokladti druhé véty 5.10
bude var (X, -Y,) = M, tedy pro p > 0 je mensi, a pro p blizko 1 znacné mensi
nez % Tedy variabilita intervalového odhadu z druhé véty bude mensi. Toho se vyu-
ziva pfi planovani experimentt — v pripadé, Ze design experimentu muZeme predem
ovlivnit, volime ho tak, aby byly mezi X; a ¥; kladné korelace.

V nasem piikladé s méfenim pacient ,pred“ a ,po*“ léCebném postupu lze oce-
kavat, Ze p > 0 skute¢né bude. Podle véty 5.8 bychom museli postupovat v pfipadé,
Ze by nékdo ztratil oznaceni pacienti u druhého méfeni, a my bychom tedy nebyli
schopni identifikovat, které Y; patii k i-tému pacientovi a méfeni X;. Méli bychom
tedy jen dva ndhodné vybéry z populace pacientt ,pred” a ,po“ lécebném postupu,
o kterych bychom potom piedpokladali, Ze jsou nezévislé (s argumentem, Ze ono po-
michdni = zndhodnéni poradi ve vybéru, odstinilo vliv individudlnich charakteristik
jednotlivych pacientd, které pravé implikovalo zdvislost mezi X; a ;).
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5.2.2 INTERVALOVE ODHADY ZALOZENE NA CLV

A co mlizeme délat v piipadé, Zze X = (X, . .., X,;) je ndhodny vybér z jiného, neZ nor-
malniho modelu? Mazeme vyuzit specidlnich vlastnosti daného modelu, abychom
nalezli funkci H (X; 6) pouzitelnou pro obecny postup odvozeni intervalového odhadu
(jako jsme to udélali v pfikladu na str. 93). Ne vzdy je to ale mozné. Pokud trochu sle-
vime z presnosti, miizeme pouZzit limitni véty z kapitoly 4 k tomu, abychom odvodili
intervalovy odhad s asymptotickou spolehlivosti (1-«), neboli (. (X), ny (X)) pro ktery
plati
il_{lc}o Po(n.(X) < g(0) <nuX)) =1-a, VO€O.

Ukazme si to na intervalovém odhadu pro stfedni hodnotu EX; = u. Predpokla-
dejme, Ze X = (X, .. ., X;;) je ndhodny vybér z rozdéleni s nezndmou stfedni hodnotou
1 a kone¢nym rozptylem var X; = o € R*. V tom piipadé jsou splnény piedpoklady

CLV a plati @\/ﬁ 4, N (0, 1). Tedy
n—oo

limp. (% o — o
nl_I}olo u Xn—ul_% <u<Xn+u1_%\/ﬁ
_ Xy~ i _ _
_,P_IEOP”( - Vn <u1_%)—@(ul_%)—Q(u%)—l—a,
a
e o X o
n—U-g — n+u1—%%

je intervalovy odhad parametru u s asymptotickou spolehlivosti (1 — ). BohuZel ale
predpis tohoto intervalu spolehlivosti obsahuje nezndmé o. Musime tedy jesté na-
hradit nezndmé o jeho konzistentnim odhadem. Univerzalné€ pouZitelny je silné kon-

zistentni odhad S2 (za pfedpokladu varX; = o2 € R* - viz véta 5.1). S je i slabé

. p o1 P . el s . .
konzistentni odhad, ¢ili $2 —— o2. Véta 4.6 o spojité transformaci pro konvergenci

n—oo

v pravdépodobnosti ndm pak pro funkci g(x) = %, spojitou na okoli bodu o2, dava

P .2 . 2 ¥ . <
<~ —— 1. Pouzitim Cramérovy-Sluckého véty nasledné dostaneme

S% n—oo

Xn—Uu o Xn—u
Vn =2 =
T s? /82
n n

TakZe muZeme formulovat vétu:

Vi ni N(0,1). (5.12)

Véta 5.11 Bud X = (Xj, ..., X,) ndhodny vybér z rozdéleni, jez je prvkem modelu
F = {Py, 0 € B}, ve kterém plati varyX; € R*. Potom intervalovym odhadem stfedni
hodnoty, tj. odhadem parametrické funkce u = E,X;, o asymptotické spolehlivosti
(1- ) je interval

X+ u_e

Snox Sn ) (5.13)

Xn_ul—% ’
n n

Zde konci
predn. 25
(9.5.)
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Diikaz: Snadny — z obecného postupu na odvozeni intervalového odhadu za pouZiti
H(X; u) z (5.12), jejiz rozdéleni nezavisi na hodnoté parametru 6. Laskavy Ctendr si ho
udéla sam. |

Analogickym postupem bychom odvodili i horni a dolni asymptotické intervalové
odhady pro u.

O distribuc¢nich funkcich z modelu ¥ neni tfeba pfedpoklddat, Ze jsou spojité nebo
ryze monoténni, nebot odvozeny interval je zaloZeny na asymptotickych vysledcich
a ma také jen asymptotickou spolehlivost (1 — ). Staci tedy, Ze spojitost a ryzi mo-
notonie plati pro limitni distribu¢ni funkci ®. Samoziejmé ale, ¢im vic se bude lisit
lehlivost odvozeného intervalového odhadu. Tedy ve skutecnosti mtiZze byt o néco
mensi, nez deklarovana (1 — «).

Pokud mame k dispozici lepsi (méné variabilni) odhad o2 nez je S2, je dobré ho
pouZzit.

Priklad. Bud X = (X, ..., X,) ndhodny vybér s modelu ¥ = {Pois(1),1 € R*}.
Chceme odvodit intervalovy odhad A. Pro Poissonovo rozdéleni plati EX; = varX; =
A € R*. Tedy jsou splnény predpoklady véty 5.11 a (5.13) je intervalovy odhad para-
metru A o asymptotické spolehlivosti (1 - a).

Ale protoZe plati, Ze varX; = 1 = EX;, muZeme ho odhadnout konzistentné také
vybérovym priimérem X ,,. Ten ma mensi variabilitu nez S2 a alternativni intervalovy
odhad

X X, +ue
b 2 vﬁ

v

o asymptotické spolehlivosti (1 — «) bude stabiln€jsi. (Ovérite, Ze (5.14) opravdu je in-
tervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti (1 — «).)

X — ul_%

(5.14)

Poznamka. Muze se stét, ze mame k dispozici intervalovy odhad (. (X), ny (X)) o (at
uz asymptotické nebo presné) spolehlivosti (1-«) pro parametr 6 € ©. Ale potiebovali
bychom intervalovy odhad pro parametrickou funkci g(6). Pokud je funkce g spojitd
a ryze monotonni na ©, pak Ize problém snadno vyfesit. Pro g ryze rostouci méame

Po (n.(X) <6 <nu(X)) =Py (g(n.(X)) < g(6) < g(nu(X))) -

Takze (g(n.(X)), g(nu(X))) je intervalovy odhad parametrické funkce g(6) o spolehli-
vosti (1-a). Pro g ryze klesajici se jen otoc¢i nerovnosti a dostaneme tvar intervalového

odhadu (g (v (X)), g (n.(X))).

5.3 TESTOVANI HYPOTEZ

V teorii odhadu pouZivdme pozorovani, abychom ur¢ili rozumny odhad neznamé
hodnoty parametru, nebo parametrické funkce. Naproti tomu v testovani hypotéz je
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ukolem vyvinout pravidla pro racionélni rozhodovani v ndhodnych situacich, ve kte-
rych potfebujeme jednoznac¢né rozhodnuti (s potencidlné dalekosahlymi dtsledky).
Rozhodovaci problém je popsédn jako hypotéza o skuteéném ndhodném mechanismu,
ktery ridi (produkuje) pozorovéani. Pozorovani jsou pak pouzita k rozhodnuti o tom,
jestli hypotézu zamitnout nebo nikoli. ProtoZe pozorovani jsou ndhodné, rozhodnuti
muze ziejmé byt i chybné. Cil je tedy najit rozhodovaci pravidla, kterd udrzi prav-
dépodobnost chyby tak malou, jak je to jen moZné — a to nezdavisle na tom, jaka je
nezndma skutecnost.

Cely proces testovani hypotéz si postupné ukdzeme na prikladu z oblasti kontroly
kvality.

Priklad. Méjme importéra ovoce, ktery dostane doddvku, feknéme, N = 10000,
feknéme, pomeranct. A chce védét, kolik z nich je Spatnych/zkaZzenych. Aby to zji-
stil, odebere vzorek 50 pomerancu. A z nich je ndhodny pocet x shnilych. Importér
musi zaplatit dohodnutou cenu, jen kdyZ je maximélné 5% pomerancii v doddvce
zkaZzenych. Takze potfebuje rozhodnout, jestli je kvalita dodavky dostatecnad. Chce
tedy zvolit ¢islo ¢ = pocet shnilych pomeranci ve vzorku, které bude jesté tolerovat.
Pak pouZije rozhodovaci pravidlo:

- nanejvys ¢ shnilych pomeranci ve vzorku = pfijmout dodavku

- vice neZ ¢ shnilych pomeranct ve vzorku = pozadovat slevu.

Samoziejmeé jde o to, zvolit rozumnou hodnotu c. Ale jak?

Obecny postup testovani hypotézy probihd v nékolika krocich:

1. Formulace statistického modelu: Tim se musi vzdy zacit. Tedy X = (X, ..., X;,) je
nidhodny vybér z Py, € ¥ = {Py : 0 € ©}.

2. Formulace nulové hypotézy a alternativni hypotézy (alternativy): ® se rozdéli na dis-
junktni ® a ®; podle principu:

0 € Oy & 6 je uspokojivé, tj. 6 je povazovano za normaélni pripad/situaci a nevyza-
duje zadnou dalsi akci,

6 € ® & 0 je problematické, tj. 6 predstavuje deviaci od normdlni situace, kterou je
potieba detekovat, kdykoli se objevi.

Rikdme pak, Ze testujeme nulovou hypotézu Hy : 6 € O proti alternativni hypotéze
(alternative) H : 6 € Oy.

Poznamka. Je dobré mluvit o nulové hypotéze, nez jen o hypotéze, jinak je nebez-
peci zmateni — je to totiZ alternativa, kterd popisuje ten ,podeziely“ ptipad, ktery
v béZné teci odpovidd vyznamu slova ,hypotéza“.

3. Volba hladiny testu: Pri rozhodovani mohou nastat chyby dvou druhti:

- chybné zamitnuti platné nulové hypotézy (chyba I. druhu)

- chybné nezamitnuti neplatné nulové hypotézy (chyba II. druhu)

Chyba I. druhu ma zavaznéjsi dasledky, takze je tfeba ji udrzet tak malou, jak je to jen
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mozné. Proto se stanovi hladina testu «, 0 < a < 1 (napft. 5%), a poZaduje se po rozho-
dovacim pravidlu (testu) (zatim stdle jeSté neurceném), aby pravdépodobnost chyb-
ného zamitnuti nulové hypotézy (= pravdépodobnost chyby I. druhu) nebyla vétsi
nez a.

Poznamka. Uvédomme si, Ze zde vznik4 asymetrie mezi nulovou a alternativni hy-
potézou. Nulovou hypotézu Hy miizeme zamitnout ve prospéch alternativni hypo-
tézy Hi, a tim vlastné potvrdit platnost alternativy H; (kdyz jsou naSe data v rozporu
s Hp a svédc¢i ve prospéch H;). Druhd mozZnost je, Ze nezamitneme nulovou hypotézu
Hy — to v tom pfipadé, Ze naSe data nejsou v rozporu s Hp a neumoznuji tedy jeji za-
mitnuti. To neni to samé, co ,prokédzani platnosti Hy“. Zadny test nemiize ,prokazat
platnost Hy“, platnost Hyp je moZno pouze nezamitnout.

4. Volba rozhodovaciho pravidla / kritického oboru testu W c R":

- ndhodny vybér X e W = zamitneme Hy,

- ndhodny vybér X ¢ W = nezamitneme Hy.

Pozor, mnozina W je nendhodnd! Pomoci W a rozhodovaci procedury je test urcen.

5. Provedeni experimentu: az ted! V praxi velmi dtilezité, protoze jinak je nezanedba-
telnd Sance, Ze dojde ke klamdani nebo sebeklamu a ,statistice misto statistiky.

Ukazme si ted aplikaci tohoto postupu na piikladu importéra pomeranci:

Priklad. 1.) Z popisu problému je zfejmé, Ze vhodny model pro situaci je hyperge-
ometrické rozdéleni, které jsme vidéli v sekci 2.3. ¥ = {Hypergeom(N = 10000, M =
0, n = 50),0 € ® = {0, ..., N}}. Pfipomernime si, Ze hypergeometrické rozdéleni popi-
suje situaci, kdy mame celkem N pfedmét — M z nich typula (N —M) typu IL. Z nich
n ndhodné vybereme. Hypergeometrické rozdéleni popisuje pravdépodobnosti toho,
Ze presné m z n vybranych pfedmétu je typu I

() ()
S

= 0, jinak.

P(X =m) pro0<m<Mal0<n-m<N-M,

Predméty typu I jsou shnilé pomerance. Z n = 50 vybranych pozoruje importér m = x
shnilych, coZ je ndhodny vybér z hypergeometrického rozdéleni o rozsahu 1.

2.) Z hlediska importéra je uspokojiva situace, kdyz je kvalita dostatecn4, cili kazi-
vost je maximdalné 5%, neboli M je maximalné N = 0.05 = 500, tj.
0 € ©g = {0, ...500},
Problematicka situace je, kdyz je kvalita nedostate¢nd, neboli M > 500, t;.
0 € ©; = {501, ...10000}.

3.) Importér zvoli hladinu testu «. Chyba I. druhu by v tomto pfipad€ znamenala,
Ze importér chybné zamitne nulovou hypotézu o dostatecné kvalit€ dodavky, a bude
pozadovat slevu, prestoZe je dodavka dostatecné kvalitni. To by pro néj bylo velmi
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zahanbujici, a proto chce udrzet pravdépodobnost této chyby ne vétsi nez «. Chyba
II. druhu by znamenala, Ze importér chybné nezamitne nulovou hypotézu, i kdyz ve
skute¢nosti nulova hypotéza neplati a plati hypotéza alternativni — kvalita dodavky
neni dostatec¢nd. Tedy pfijme doddvku s nedostate¢nou kvalitou a zaplati za ni plnou
cenu.

4.) Vhodny kriticky obor bude mit tvar W = {c+1, c¢+2, ... n = 50}, tedy vice neZz c zka-
Zenych pomeranct ve vzorku. A ¢ musi byt takové, aby byla zachovana hladina testu
@ z bodu 3. OvSem na druhou stranu chceme W nejvétsi mozné (a tedy ¢ nejmensi
mozné), abychom maximalizovali pravdépodobnost zamitnuti Hy, kdyZ Hy neplati.

Oznacme si
50 (M) (IOOOO—M)

Z(M) _ Z m 50-m

10000 ’
m=c+1 50

to je pravdépodobnost, Ze x € W kdyZ 6 = M, Cili Ze zamitneme hypotézu Hy. KdyZ
chceme splnit hladinu testu «, tak poZaduji

Z(M) <a YMe®={0,...,500}. (5.15)

Stac¢i ovSem najit nejmensi mozné ¢ tak, aby platilo }'(500) < «. Pro ostatni M €

®p bude nerovnost (5.15) splnéna automaticky, protoze }'(M) je pro pevné ¢ rostouci
funkci M na @.

5.) Nakonec importér provede test.

Uvédomme si jeSté, Ze pro M € 0y, ale blizké hrani¢ni hodnoté 500, bude pravdépo-
dobnost Y (M) (spravného) zamitnuti hypotézy Hy blizka hodnoté }(500) ~ «, tedy
hladiné testu. Napftiklad pro a« = 0.05 odvodime v bodé€ 4. ¢ = 5, neboli pri Sesti zkaze-
nych pomerancich ve vzorku zamitdme hypotézu. OvSem pro M = 6 = 600, kazivost
6%, bude }(600) = 0.077, tedy pravdépodobnost spravného zamitnuti hypotézy bude
jen necelych osm procent. Pokud ale M = 6 = 1000, kazivost 10%, je };(1000) = 0.38 a
pro kazivost 20% je >(2000) = 0.95. Tedy schopnost testu spravné odhalit neplatnost
nulové hypotézy roste se vzdédlenosti skutecné hodnoty parametru 6 od mnoZziny .

Kriticky obor W je nendhodnd mnozina. Ndhodny je jev {X € W}. Typicky se tento
jev d& ekvivalentné popsat jako {T,(X) € C}, pro néjakou statistiku 7,,(X) a C c R.
T, (X) fikdme testovd statistika a C je typicky interval. Podle bodu 3. z obecného po-
stupu testovani hypotéz pozadujeme

sup Pg(X e W) = sup Py(T,,(X) € C) < a,
0By ISON)

a zaroven chceme
¥0 € @1 Py(X e W) = Py(T,(X) € C) = maximalni.

Zde maximadlni pfes vSechny moZné volby mnoZiny W zachovavajici hladinu testu a.
Neboli chceme minimalizovat chybu II. druhu, resp. chceme maximalizovat pravdé-
podobnost odhaleni, Ze Hy neplati, kdyZ opravdu neplati.
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Funkce
B(6) =Py(Xew), 6¢€0y,

se nazyva sila testu proti alternativé 6. Test s kritickym oborem W*, ktery by spliioval
hladinu testu « a zdroven

PiXeW") >Pyg(XeV) VOeB,

pro kazdy jiny test na hladiné « s kritickym oborem V, by byl stejnomérné nejsiln€;jsi
test Hy proti Hj na hladiné «. Takovy test bychom chtéli. BohuZel, existuje jen nékdy,
za dost omezujicich pfedpokladii (napf. pro ®y a ©; jednobodové) - viz prednaska
Matematickd statistika I.

Ale pozor! Ani ten stejnomérné nejsilnéjsi test nemusi byt dost dobry pro danou
situaci. Je tfeba najit rovnovahu mezi hladinou testu a silou testu. Cim mensi hla-
dina, tim mensi je obecné i sila testu. Cili ¢im vic se snazime vyhnout chybé I. druhu,
tim mensi Sance odhalit alternativu, kdyZ plati, a tim pravdépodobnéjsi je chyba II.
druhu. KdyzZ hladina a sila testu neumozni udélat dobte podloZené rozhodnuti, pak
muZe byt jedinou (moznd nepohodlnou) moZnosti zvysit dostupnou informaci a po-
ridit vice nebo lepsi pozorovani.

A jak tedy ty statistické testy, respektive jejich kritické obory, konstruovat? Metod
je vice. Obecné podobné jako v odvozovéni intervalovych odhadl potfebujeme tes-
tovou statistiku 7, (X), jejiz rozdéleni za platnosti nulové hypotézy Hy nezavisi na ne-
znamych charakteristikdch rozdéleni Py (a je zndmo alespon asymptoticky). A také je
potieba, aby to rozdéleni statistiky T, (X) bylo citlivé na skute¢nou hodnotu testova-
ného parametru 6.

Potom kriticky obor C volime tak, aby byla dodrZena hladina testu «, a byly v ném
zahrnuty ty hodnoty T,,(X), které jsou za platnosti nulové hypotézy Hy méné pravdé-
podobné, nez za platnosti alternativy.

A protoze méame z predchozi kapitoly dobre rozmyslené intervalové odhady, tak si
zde ukazeme, jak konstruovat kritické obory pomoci intervalovych odhadt pro
vhodné volenou funkci g(6).

Priklad. Chceme porovnat primérnou vysku chlapct a dévéat. Namérime proto vy-
$ky n ndhodné vybranych chlapct (X, ..., X,,), a m divek (v, ..., ¥;»), n, m € N. Bu-
deme postupovat podle obecného postupu testovani hypotéz.

1.) Model: pro zmérené biologické charakteristiky je pfijatelny normdlni model,
takze budeme pfedpoklddat X; ~ N(ux,0?), Y; ~ N(uy,oc?). Ndhodné vybéry
X=(X,....Xp)aY =", ..., Y,) ptedpokladdme nezavislé, a parametry jsou uy, uy €
R, o2 € R*. Predpoklad stejného rozptylu je pfijatelny a (jak si pamatujeme z interva-
lovych odhadil) umozni ndm snadnéji najit vhodné statistiky se zndmym rozdélenim.

2.) Hy : ux = uy, neboli primérnd vyska chlapcti a divek je stejna.

Hi : ux # uy, neboli primérna vyska chlapcti a divek neni stejna.

3.) Napt. a = 0.05.
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4.) Nyni je potfeba urcit test = vhodnou statistiku 7'(X, Y) a kriticky obor C. Je pfiro-
zené pouzit (X, —Y ,,), kdyZz se hodné lisi, tak svéd¢i proti Hy. Ale rozdéleni (X,, —Y )
zévisi na nezndmém o2 (i za nulové hypotézy!). Je tedy potieba (X, - Y,,) upravit
tak, aby na nezndamém o2 nezaviselo. Umime to? — Ano, vime totiZ z odvozeni pred
vétou 5.8, ze

)_(n - 17m _ (HX — MY) mn

~ Im+n-2
[ (n-1)S2+(m-1)S2 m+n
n+m-2

ale za platnosti nulové hypotézy Hy je ux — uy = 0. Tedy za platnosti Hy plati

Xp=Ym mn

~ Im+n-2.
[(n-1)S2+(m-1)s2 ¥ M +n
n+m-2

Jako vhodny kriticky obor 1ze volit

T(X.Y) =

C= (—oo, tren2 (1 - %)] U [zm+n_2 (1 - %) +oo), (5.16)

nebot ten obsahuje malo pravdépodobné hodnoty statistiky T (X, Y), a za platnosti
nulové hypotézy Hy mame P, ,, (T(X,Y) € C) = .

Takto jsme odvodili kriticky obor tak fikajic ,ru¢né“. Ale je moZné tentyz kriticky
obor odvodit iz vhodného intervalového odhadu. Nase nulova i alternativni hypotéza
mluvi o rozdilu stfednich hodnot v norméalnim modelu. Pouzijeme tedy intervalovy
odhad pro rozdil sttednich hodnot v norméalnim modelu. Véta 5.8 rikd, Ze plati

- ., [m+n — - . |m+n
Pux,ﬂy (HX - MY) €|l Xn—Yn - tlf%,ern—ZS s Xn—Ym+ tlf%,m+n72s =l-a.
mn mn

Za platnosti hypotézy Hy je ux — uy = 0, tedy postupné dostavame

PHO (Xn _?m - tl—%,m+n—25*1’mm_+nn <0< )_{n - ?m + tl—%,m+n—28*w’mm__;n) =l-a

Piip (TX.Y) € (~tmin2 (1= %) tmen2(1-%))) —1-a

a ta mnozina, kam spadé 7 (X, Y) v posledni rovnosti, je doplnék kritického oboru C.
Rozhodovaci pravidlo testu tedy vypada:

T(X,Y) € C = zamitame Hy,

T(X,Y) ¢ C = nezamitame Hy,

kde C je definovano v (5.16). Ekvivalentné vyjadfeno pomoci kritického oboru pfimo

proXayY
a m+n
W = :_n__ 2= tman— 1-—- * 5
{(xy) Xn =Vl = tms z( 2)8\/ mn}

a rozhodovaci pravidlo je
(X,Y) e W = zamitame Hy,
(X,Y) ¢ W = nezamitame Hj.
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Test odvozeny v prikladu se nazyva dvouvybérovy t-test, a v aplikacich se vyskytuje
velmi Casto. Tak casto, jak Castd je potieba statistického porovnani stfednich hodnot
dvou raznych populaci.

»Preklopeni“ intervalového odhadu do kritického oboru testu, jak bylo ukdzano
v prikladé, 1ze ovSem provést i obecné:
Méjme intervalovy odhad (n.(X), ny (X)) pro parametrickou funkci g(6) se spolehli-
vosti (1 - «) (pfesnou nebo asymptotickou). Pak test nulové hypotézy
Hy : g(0) = g(0o) proti alternativé H; : g(0) # g(6p), ureny rozhodovacim pravi-
dlem:
g(00) ¢ (n.(X), nu(X)) = zamitame Hy,
g(6o) € (n.(X), ny (X)) = nezamitdme Hy
ma hladinu « (pfesné nebo asymptoticky).

Poznamka. Samoziejmé lze i obrdcené z testli odvodit intervalové odhady.

Pro pfipad jednostranné alternativy — napt. Hy : g(6) = g(6o) proti H : g(0) > g(6o):
pokud méame dolni intervalovy odhad (1 (X), ) pro parametr 6 se spolehlivosti (1 —
@), pak test dany rozhodovacim pravidlem:

g(09) < np(X) = zamitdme H

g(60) € (np(X), ©) = nezamitdme H

je testem vySe popsané Hy proti H; na hladiné a.

Pro alternativu H; : g(0) < g(8op) bychom postupovali analogicky.

Vratme se jesté k nasemu piikladu.

Priklad. Nyni provedeme krok 5. — provedeme test na datech.

Reknéme, Ze n = 25, m = 20 a protoZe nepotfebujeme znét celd data, ale jen vybérové
priméry a vybérové rozptyly obou vybérd, staéi ndm ze X, = 180.6,Y,, = 164.9, S% =
6.5, Sz = 9.3. Po dosazeni zjistime, Ze oboustranny intervalovy odhad se spolehlivosti
(1-0.05) z véty 5.8 je (14.0;17.4) a 0 ¢ (14.0;17.4), takZe na hladiné 0.05 zamitdme
hypotézu, Ze chlapci a divky jsou stejné vysoci.

Piedstavme si, ze ted chceme na stejnych datech testovat, jestli jsou chlapci o vice
nez 10cm vys$si nez divky (a nebo ne). Tedy naSe alternativni hypotéza je, Ze chlapci
jsou o vice nez 10cm vyssi nez divky. Neboli
Hoy: ux — py =10 proti H; : ux — uy > 10
Kriticky obor je podle odstavce pied prikladem

— — « [m+n
W= {(X, Y) “Xn —VYm— tl—ar,m+n—28 > 10},
mn

apronase data X, —Y ;, —fi—q, men-25"y/ 22 = 14.3. Tedy 14.3 > 10 a zamitdme i nulovou
hypotézu, Ze chlapci jsou o maximélné 10cm vy3si nez divky, ve prospéch alternativni

vy,

hypotézy, Ze chlapci jsou o vice nez 10cm vys$si nez divky.
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V pfedndésce jesté probéhla diskuse priibéhu silofunkce pro alternativy H; : ux # uy
a Hy : uy > uy. Ten se velmi lisi, nebot heuristicky feceno, pro piipad jednostranné
alternativy Hj : ux > uy jsou ,podezrelé“ jen odchylky od 0 nahoru.
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