Zapoctové doméaci tlohy k prednasce MCMC

1. Potttiv model - zobecné&ni Isingova modelu pro vice barev (p. Vlachovsky)

Zobecnénim Isingova modelu pro vice barev (kategorii) je Pottiiv model. Uvazujme piipad ¢tyf barev, takze pfi
daném grafu G = (V, E) je prostor konfiguraci roven {1,2,3,4}". Bud 3 > 0 inverzni teplota, pak pravdépodobnost
konfigurace ¢ € {1,2,3,4}V je rovna

TG, =

exp B Y I(¢(z) =£W®) ¢,

G.A {w.y}€E

kde s¢itame pies {x,y} neorientované hrany grafu G.

Ukoly:
a) Odvodte tplné podminéné rozdéleni 7(&(x)|E(V\x)).

b) Implementujte Gibbstuv vybérovy plan:
— se systematickym vybérem aktualizovaného vrcholu,
— s rovnomérnym nahodnym vybérem aktualizovaného vrcholu,
— s aktualizaci vrcholi v poradi podle ndhodné permutace vrchola,
pro miiz m X m s raznymi hodnotami m (napf¥. 20, 40) a riznymi hodnotami § (napi. 0,0.6,0.9,1). K dia-
gnostice konvergence pouzijte napf. pocet vrcholt jedné barvy.

¢) Odvodte Metropolisiv algoritmus (MH algoritmus se symetrickou nahodnou prochazkou), kdy névrhové
rozdéleni vybere rovnomérné ndhodné jeden z vrcholi ve V' a s pravdépodobnosti % zmén{ jeho obarveni na
nékterou ze tif barev, rtiznych od jeho soucasné barvy.

d) Porovnejte efektivitu (rychlost mixovani) pro 3 vyse uvedené Gibbsovy vybérové plany a Metropolisiiv algo-
ritmus.

2. Hierarchicky Poissontiv model (p. Martinek)

Klasicka data z Gelfand a Smith (90) obsahuji tidaje o deseti ¢erpadlech jaderné elektrarny - pocet poruch jedno-
tlivych Gerpadel a ¢asy (rtizné, v tisicich hodin), po ktery byla jednotliva ¢erpadla sledovana

¢erpadlo ‘ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
pocet selhani 5 1 5 14 3 19 1 1 4 22
¢as sledovani | 94.32 15.72 62.88 125.76 5.24 3144 1.05 1.05 2.10 10.48

Zajimaji nas intenzity selhani jednotlivych ¢erpadel. Uvazujme Poissontiv model, kdy pocet selhan{ i-tého cerpadla
x; pozorovaného po ¢as t; ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \;t;, ¢ = 1,...10, a x; jsou vzijemné nezavislé.
Piedpokladejme dale, Ze parametry A; maji I'(«, 8) rozdéleni a parametr S méa rovnéz I'(v, ) rozdéleni. \; jsou
podminéné nezavislé pfi daném .

Ukoly:

a) Urcete aposteriorni rozdéleni pro (A, ..., Ao, 8)-
b) Uréete uplna podminéné rozdéleni pro (A, ..., A1g, 3) a popiste systematicky Gibbstv vybérovy plan.

¢) Volte hodnoty hyperparametri v = 0.01,6 = 1, = 1.802 a implementujte Gibbsiiv vybé&rovy plan z b).
Na zakladé simulace z GVP spoé¢téte jadrové odhady aposteriornich marginélnich rozdéleni pro parametry
Ai, aposteriorni stfedni hodnoty a 90%ni intervaly kredibility.

d) UkaZte, Ze implementovany algoritmus je stejnomérné ergodicky.
Névod: predpoklddejme, ze Gibbstv vybérovy plan nejdfive aktualizuje postupné hodnoty A; a pak hodnotu
. Rozdélent aktualizované hodnoty 8 = (1) po aktualizaci vech slozek Gibsovym vybérovym planem zévisi
na pfedchozi hodnoté vektoru parametri (A, ..., Ao, 3) pouze skrze 3 = (o). Oznac¢me f(5(1)|5(0)) hustotu
podminéného rozdéleni 3(;) pti daném f3(q). Staci ukéazat, ze

h(By) = g(lof) FBw1Bw),



je kladna pro vSechny kladné hodnoty f3(1). Potom je totiz mozné volit jako miru v pro minorizaéni podminku
s m = 2 miru s hustotou tmérnou funkci

_/fﬁ\/\(5|)\)f/\\6()\|u)h(u)du,

kde A = (A1,..., A10) (vysvétlete).
Abyste ukézali, ze h(B(1)) je kladné, musite vyjadtit f(B(1)|B)) (jako integral vzhledem k )) a odhadnout
ho zespoda kladnou funkei nezavislou na ().

3. Straussav proces (p. Juréo)
Straussiiv proces na mnoziné F je kone¢ny bodovy proces s hustotou p(x) o 57 (E)4S5(#) yzhledem ke standardnimu
Poissonovu procesu. Symbol S(z) zna&i pocet dvojic bodu realizace x, jejichz vzdalenost je mensi nez R.

Pro simulaci pouzijeme Metropolisuv-Hastingsiv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace. Necht 0 < ¢ < 1 a necht
soucasny stav algoritmu je x = {&1,...,&,}. S pravdépodobnosti ¢ navrhneme migraci jednoho bodu: generujme
iz R({1,...,n}), poté £ z hustoty g¢;(x,-) a navrh nového stavu y vznikne z = zadménou bodu &; za bod &.
Pravdépodobnost pfijeti je min(1, h(z,£)), kde

(2\{&}) V&) ai(y, &)
p(z) iz, &)’

S pravdépodobnosti 1 — ¢ naopak provedeme krok z Metropolisova-Hastingsova algoritmu zrozeni a zaniku (viz
prednagka).

h(z,¢) =2

Ukoly:

a) Pro¢ ma Fetézec generovany vySe popsanym algoritmem to spravné stacionarni rozdéleni?
b) Jaké jsou ergodické vlastnosti generovaného fetézce? Sva tvrzeni dokaZte.

¢) Implementujte Metropolistv-Hastingsiiv algoritmus zrozeni, zédniku a migrace pro simulaci Straussova pro-
cesu na E = [0,1]2. Volte ¢ = 1/3, ¢;(=,-) = ﬁ7 a parametry zrozeni a zaniku stejné jako na prednasce.

d) Provedte simulace pro nékolik voleb parametra R > 0,0 < v < 1 a 8 > 0. Komentujte empirické chovani
fetézce (jako sledovanou jednorozmérnou funkci vystupt lze pouzit z(E) nebo i u(z)). Odhadnéte Ex(E)
a také urcete s jakou presnosti jste toto ¢islo odhadli.
Soucasti feSeni by mély byt i priklady realizace bodového procesu pro nékteré volby parametri.

Pozn.: Jedna se o proces s odpudivymi interakcemi mezi body.

4. Saturaéni proces (p. Samek)

Bodovy proces se nazyva saturacni proces, jestlize mé vzhledem k standardnimu Poissonovu procesu hustotu

p(x) o Bw(E)Wu(‘T),

kde
u(z) = Zmin(c, me(z))
{ex
a
me(x) = Y Lyje-ni<r)-
nez,nF#E

Da se ukézat, Ze saturaéni proces je lokalné stabilni pro v8echna 5 > 0,7 >0, c € Ng a R > 0.
Ukoly:

a) Navrhnéte Metropolisiiv-Hastingstuv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace pro simulaci satura¢niho procesu
na F = [0, 1]? (pouZijte navod z piikladu 3).

b) Pro¢ ma fetézec generovany vySe popsanym algoritmem to spravné stacionarni rozdéleni?



c¢) Jaké jsou ergodické vlastnosti generovaného fetézce? Sva tvrzeni dokaZte.

d) Implementujte Metropolisiv-Hastingstv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace pro simulaci satura¢niho pro-

cesu na E = [0,1]2. Volte ¢ = 1/3,¢;(w,-) = ﬁ, a parametry zrozeni a zaniku stejné jako na prednasce.

e) Provedte simulace pro nékolik voleb parametra R > 0,7 > 0, ¢ € Ny a 8 > 0. Komentujte empirické chovani
fetézce (jako sledovanou jednorozmérnou funkei vystupt lze pouzit z(E) nebo i u(z)). Odhadnéte Ex(E)
a také urcete s jakou pfesnosti jste toto ¢islo odhadli.

Soucasti feSeni by mély byt i priklady realizace bodového procesu pro nékteré volby parametri.

Pozn.: Pro vy > 1 se jedna o model shlukovani bodt, pro v < 1 se body odpuzuji. Pfipad v = 1 odpovida Poissonovu
procesu (uplna nezévislost).

5. Proces s plo$nou interakci (sl. Konasova)

Bodovy proces se nazyva proces s ploSnou interakei (area-interaction process, Widom-Rowlinson penetrable spheres
model), jestlize ma vzhledem ke standardnimu Poissonovu procesu hustotu

p(x) oc By~ 1Urnl,

kde
Urr = J B R),
fex
B(&,R) ={n: || — n|| < R} je koule se stfedem v bodé £ a polomérem R a |- | znaé¢i plochu.

D4 se ukézat, Ze proces je lokalné stabilni pro vS8echny volby 7 > 0. Proces je Markovsky vzhledem k relaci
sousedstvi, kdy sousedy jsou body vzajemné vzdalené nejvyse 2R. Podminéna hustota je rovna:

/\(3;’ §) = ny_lB(E’R)\ Unea:in-¢i<2r BnR)| .

Ukoly:

a) Navrhnéte Metropolistiv-Hastingstv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace pro simulaci procesu s plosnou in-
terakei na E = [0, 1]? (pouZijte navod z p¥ikladu 3). Pro vlastni implementaci a po¢itani ploch v sjednocenich
koulif mtze byt vhodné diskretizovat okno E.

b) Pro¢ ma fetézec generovany vyse popsanym algoritmem to spravné stacionarni rozdéleni?
c¢) Jaké jsou ergodické vlastnosti generovaného fetézce? Sva tvrzeni dokaZte.

d) Implementujte Metropolistiv-Hastingsiv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace pro simulaci procesu s plosnou
interakcf na E = [0, 1)2. Volte ¢ = 1/3, ¢;(x, ) = ﬁ, a parametry zrozeni a zaniku stejné jako na prednésce.

e) Provedte simulace pro nékolik voleb parametri R > 0,7 > 0, a 8 > 0. Komentujte empirické chovani fetézce
(jako sledovanou jednorozmérnou funkei vystupt lze pouzit z(E) nebo i |U, gr|). Odhadnéte E|U, g| a také
urcete s jakou pfesnosti jste toto ¢islo odhadli.

f) Projevi se pouziti migra¢niho kroku vyznamné na rychlosti mixingu, nebo by MH algoritmus zrozeni a zéniku
dle prednasky fungoval stejné dobte?

Soucasti feSeni by mély byt i piiklady realizace bodového procesu pro nékteré volby parametri.

Pozn.: Pro v > 1 se jedna o model shlukovani bodt, pro 0 < v < 1 se body odpuzuji. v = 1 odpovida Poissonovu
procesu.

6. Proces s ploSnou interakci - perfektni simulace (p. Seitl)

Pro piipad v > 1 (tedy model pro shlukovani) je hustota procesu s plosnou interakei o A~ IUz.rl proporéni
hustoté nezavislého Poissonova procesu s vhodnou intenzitou, ktery nema zadné body ve vzdalenosti R od naseho
bodového vzoru. To lze vyuzit k definici algoritmu pro simulovani z procesu s ploSnou interakci pomoci simulovani
znackovaného Poissonova procesu se dvéma komponentami takového, Zze body z riznych komponent nejsou k sobé
blize nez R.



Pfesnéji: bud (X,Y’) dvouslozkovy bodovy proces se sdruZenou hustotou

fa,y) = a5 (e — y| > R), (1)
vzhledem k dvouslozkovému Poissonovu procesu s nezavislymi slozkami s jednotkovou intenzitou. Zde « je nor-
movaci konstanta a ||z — y|| = min{||{ — n||,§ € z,n € y}. Predpokladejme, Ze bodovy proces je definovan na

jednotkovém &tverci E = [0, 1]?, oviem s periodickymi okrajovymi podminkami (tedy nas ¢tverec je vlastné torus).
Potom je podminéné rozdsleni komponenty X pii daném Y rozdéleni homogenniho Poissonova procesu na E\Uy g
s intenzitou rovnou B;. Marginalni rozdéleni komponenty X mé vzhledem k Poissonovu procesu s jednotkovou
intenzitou na E hustotu

Fx(@) = af”) exp(Bal E\Ua.r| — |E|) = an /") (o) ~10r, (2)
kde a; = ae=(1=B2)IEl Tedy X je proces s plosnou interakei s parametry 3 = £1, v = €2 a pro simulovani z tohoto
procesu lze vyuzit simulace z dvouslozkového Poissonova procesu s hustotou (1).

Zavedme usporadani na konfiguracich (z,y) € Ng X Ng: (x,y) < (¢/,3’) pokud = C 2’ a y 2 ¢/. Pak (z,y) pro
které y = a E C U, je quazimaximalni stav a (z,y) s =0 a E C U, je quaziminimalni stav.

Algoritmus perfektni simulace vypada takto: pro ¢ =0, —1,—2,... budte Z; ; a Z; , nezavislé Poissonovy bodové
procesy na E s intenzitami 81 a 2. Bud kq, ko, ... rostouci posloupnost kladnych &sel a (2, y)min néjakd pevna
quaziminimalni konfigurace a (x,y)ma. néjakd pevna quazimaximalni konfigurace. Pro ¢ = 1,2,... generujeme

dva Markovské Fetézce podle Gibbsova vybérového planu. Zac¢iname s
(inkiv inki) = (SC, y)minv (ZXLklalYikl) = (1'7 y)ma:cv
aproj=1,...,k;

i — 7. ) (Ave — 7. )

Xj—k,; - Z]_kivfﬂ\Ule—l—ki’ Yj—ki - Z]_k”iay\UlXj—l—ki7
13'd — 7. ) iyt _ 7. ]
Xj—ki = Zj—ki,z\Ule’, ) Yj—ki - Zj—kmy\lej’-,

1—k;

1—k; i

Algoritmus zastavime, kdyZ dojde ke koalescenci (*Xo, Yy) = (*X},"Y]) a (‘Xo,Yp) je potom vystupem naseho

algoritmu perfektni simulace.

Ukoly:

a) Odvodte vzorec (2).
b) Popiste Gibbstv vybérovy plan pro simulaci z dvouslozkového Poissonova procesu s hustotou (1).

¢) PouZijte vySe popsany algoritmus perfektni simulace pro simulovani z procesu s plosnou interakef pro nékolik
ruznych voleb v > 1, 8 > 0 a R > 0. Vysvétlete, jaké byly odpovidajici pouzité parametry 31 a [2 a zvolte
vhodnou posloupnost k1, ko, . . . . Soucasti feSeni by mély byt také ziskané realizace bodového procesu (uved'te
take, jakd byla nutna hodnota i ¢asu, pro ktery uz doslo ke koalescenci).

7. GARCH model (p. Vavra)
Uvazujme ¢asovou radu
Yi=a0+a1Yi1 +e, t=1,..,T,
kde 6t|Y17...,Y;g,1 ~ N(0,0’?) a
o =g+ el + Biot .

Parametry ag, a1 a 31 jsou nezdporné (aby rozptyl o? nebyl zaporny) a a; + 31 < 1 (podminka stacionarity).
Jedna se o tzv. GARCH(1,1) model.

Oznac¢me 0 = (ag, a1, ag, a1, f1) vektor neznamych parametri. Pro data y = (y1, ..., yr) ma vérohodnost tvar
1 €?
flylo) = exp{—t} (
| tl;[1 \/2mo? 207 )

Model se ¢asto pouziva ve finanéni matematice k modelovani logaritmickych vynost.

Predpokladejme, Ze ze zkuSenosti s podobnymi finan¢nimi daty muZeme uvaZovat toto apriorni rozdéleni:
ap ~ N(0,3), ay ~ N(0,3), a9 ~ LN(-12.3,5), a1 ~ LN(—2,5) a 5 ~ LN(-0.2,5), kde LN zna&i lognor-
malni rozdéleni (tj. log g ~ N(—12.3,5)) a vSechny parametry jsou apriorné nezavislé.



Ukazuje se, ze tato volba apriorniho rozdélen{ vede na komplikované plné podminéna rozdéleni, proto nemizeme
pouzit Gibbstuv vybérovy plan. Zvolime tedy Metropolisuv algoritmus symetrické nahodné prochazky.

Jako data y pouZijeme data s némeckymi akciovymi indexy DAX, kterd jsou soucasti R. Nadteni a potiebna
transformace dat se provede nésledovné:

data(EuStockMarkets)

dax <- diff(log(EuStockMarkets[,1]))

Ukoly:

a) Oveéfte, ze plati vztah (x).

b) Implementujte Metropolisiv algoritmus pro simulaci z aposteriorniho rozdéleni. Jako navrhové piirastkové
rozdéleni berte mnohorozmérné normélni. ProtoZe parametry v definici rozptylu (ag, a1, 51) jsou obvykle silné
korelované, lze v rameci zvétSeni efektivity algoritmu uvaZovat korelace v nédvrhové hustoté. Provedte nékolik
prazkumnych béhii Fetézce (z riznych poéateénich stavi a s diagonalni varianéni matici ndvrhové hustoty)
a na jejich zakladé najdéte empirické korela¢ni koeficienty mezi pfislusnymi parametry. Pro samotny vysledny
algoritmus pak pouzijte navrhy generované v nezavislych blocich: ag,a; z jednorozmérného normalniho a
(avo, 1, 1) z trojrozmérného lognorméalniho s odhadnutymi korelaénimi koeficienty. Volte vhodné rozptyly
navrhového rozdéleni tak, aby celkova priimérna pravdépodobnost piijeti byla kolem 25%.

¢) Pomoci nékolika prubéhu fetézce z ruznych pocateénich hodnot volte vhodny burn-in. Na zékladé autoko-
rela¢nich koeficientt pro marginalni fetézce vyberte vhodny krok pro podposloupnost fetézce a tu pouzijte
k vykresleni jadrovych odhadu aposteriornich hustot parametri «g,a; a B1. Vysledky porovnejte s maxi-
méalné vérohodnymi odhady, které v R ziskidte pomoci funkce garch v knihovné tseries.

Pozn.: Misto s parametry (g, a1, 51) bude jednodussi pracovat s jejich logaritmy.



