Priklady ke cviceni z MCMC — markovské retézce a MCMC algoritmy

Piiklad 1: Necht P; jsou markovska jadra a 7 je invariantni mira pro kazdé i. Ukazte, ze nasledujici
operace zachovavaji invariantni miru:

a) skladani jader: Py Py(z, A) = [ Py(y, A)Pi(z, dy),

b) michani jader: P =Y. p;P;, kde Y. p; = 1,p; > 0.

Priklad 2: Nerozlozitelnost se nemusi zachovavat pii skladani. Uvazujme stavovy prostor S = {1,2,3}
a Pi(1,2) = P1(2,3) = P»(1,3) = P»(2,1) = 1, P(3,i) = P,(3,3) = 1 pro i = 1,2. Markovské
fetézce s prechodovymi jadry P; i P» jsou neperiodické a nerozlozitelné se stacionarnim rozdélenim
(1) =m(2) =1, 7(3) =1, ale P\ P5(1,1) = 1, takze P P> negeneruje nerozlozitelny fetézec.

Naproti tomu pro michani jader plati, ze smés P = >, p; P, >, pi = 1,p; > 0 @-nerozlozitelnych jader
je zase @-nerozlozitelna. DokazZte.

A jak je tomu s periodicitou, resp. aperiodicitou? Zachovava se pfi skladani ¢i michani jader?

Pi#iklad 3: Uvazujme MH algoritmus se symetrickou nahodnou prochazkou na X = R¢ s pifrastkovou
hustotou ¢g, ktera je kladna na n&jakém okoli pocatku. Budiz Xt oteviena souvisla podmnozina RY.
MH algoritmem generovany fetézec je potom 7-nerozlozitelny a aperiodicky. Dokazte.

Pi¥iklad 4: Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni 7 na prostoru X = {0,1}2.

m({s} x {j}) = m;, i,5,€{0,1}.

Definujte Gibbstiv vybérovy plan pro generovani z m a spocitejte pravdépodobnosti pfechodu vzniklého
markovského Tetézce. Urcete stacionarni rozdéleni tohoto markovského fetézce. Za jakych podminek
bude stacionérni rozdéleni i rozdélenim limitnim?

Piiklad 5: Necht X = (X1, X3) mé rozdéleni z piedchozi tlohy s mog = 711 = § a m9 = mo1 = 1%17.
Urcete marginalni rozdéleni X1 a Xo. Spoctéte korelacni koeficient p slozek X; a Xs.

Uvazujte markovsky Fetézec {X @)} vytvofeny pomoci Gibbsova vybérového planu. Ovéite, ze plati:
P(x =1 xV Y = 1) = p(x? = 0|xUV = 0) = p2 + (1 — p)2. Oznac¢me p; = P(X) = 1)
a ukazte, 7e pj = p?pj_1 + b, kde b = 2p(1 — p), a tedy p; = p¥po + b(1 — p?) /(1 — p?).

Ukazte, Ze matice pravdépodobnosti prechodu odpovidajici prvni slozce { X fj )} mé vlastni &isla 1 a p?.
Takze tad konvergence fetézce je p? a ergodicita fetézce je zajisténa pro p > 0. Ale pokud je p blizko 0
nebo 1, bude i fad konvergence blizko 1 a tedy bude konvergence k limitnimu rozdéleni velmi pomalé.

Ukazte, Ze v limité p; — % = %, ale je-li napt. p = 0.999 je po sto iteracich pigg = 0.67pg + 0.164,
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coz muze byt (v zavislosti na volbé& pg) dost daleko od o¢ekavané limity.

Priklad 6: Necht 7 je pravdépodobnostni rozdéleni na R = ..,n}. Metropolistiv-Hastingstv
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algoritmus s navrhovou matici Q) = (g;;) méa matici pfechodu P = (p;;). Ozna¢me ¢;; = min {WJ_—E??, 1},
19ij
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potom p;; = @;jq;j Pro i # j a py = 1 — Z#i @;jq;j - Pro ¢;j = q; (nezavisly vybér) oznaéme w; = pra

a predpokladejme, Ze stavy jsou uspofadany tak, ze wy > wg > - -+ > wy,. Vypoctem ovéite, Ze vlastni

¢isla matice P pravdépodobnosti prechodu jsou Ay = 1 a Ay = Z?:kﬂ j (wi — wik) pro k > 1.
J
Prislugné pravé vlastni vektory jsou v1 = (1,...,1)T a vpyq = (0,...,0,3 " 7, —7h, ... — 7))L
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pro k > 1. Jaky je geometricky ¥ad konvergence algoritmu? Které volby névrhového rozdéleni vedou

k rychlé konvergenci?



Priklad 7: Pro cilovou hustotu f(z) = e™* uvazujme Metropolisiv algoritmus se symetrickou na-
hodnou prochazkou a navrhovou hustotou ¢(z,y) = % pro |z — y| < 1. UkaZte, Ze algoritmus je geo-
metricky ergodicky (muzete pouzit driftovou funkei V(x) = e** pro vhodné s). Ukaizte, ze algoritmus
neni stejnomérné ergodicky.

Priklad 8: Uvazujme jako cilové rozdéleni centrované dvourozmérné normalni rozdéleni s jednotkovymi
rozptyly a korelaci p (p # 0,|p| < 1). Ozna¢me X® = (Xl(t),Xét)) markovsky Fetézec generovany
odpovidajicim Gibbsovym vybérovym planem. Potom plati XY) |X§t_1) ~ N(p*X®=1 52) pro n&jakou
konstantu o?. Uréete tuto konstantu a ukazte, Ze markovsky Fetézec {Xft)} tvofeny jen prvni sou-
Fadnici generovanych vektort neni stejnomérné ergodicky, ale je geometricky ergodicky (muzete pouzit
driftovou funkci V(z) = z?).

Piiklad 9: Uvazujme ergodickd jadra P a P» se stacionarnim rozdélenim 7 a budiz P; stejno-
mérné ergodické. Ukaizte, ze pak smés jader aP; + (1 — a) Py pro a € (0, 1) je stejnomérné ergodicka.
Navic, pokud P; spliuje minoriza¢ni podminku M (1, 8, X, v), tak PPy i PP jsou také stejnomérné
ergodicka.

Piiklad 10:

a) Bud 7 rozdéleni na S*, kde S je spocetna nebo koneéna. Ukazte, ze Gibbstiv vybérovy plan ma
prechodové jadro odpovidajici slozeni k& Metropolis-Hastingsovych jader s pravdépodobnostmi piijeti
rovnymi 1.

b) Pro 7 rozdéleni s hustotou f(x) vzhledem k sou¢inové mife p1 = 11 X - - - X jg na sou¢inovém prostoru
X = &) x -+ x Xy, kde p; jsou Lebesgueovy miry na R, neplati tvrzeni z bodu a) pro GVP — ovéite.
Nicméné i v tomto piipadé lze dokazat, Ze 7 je stacionarni rozdé&leni pro prechodové jadro odpovidajici
aktualizaci i-té soutradnice

Qi(l', A) = Qi(<a}1, .. ,{L‘d),A) = f(yi]m_i)ui(dyi), AecX.

\/{yieXﬁ(l’lwu@i1’yiaxi+17--~xd)eA}

Dokazte.

Piiklad 11: (variable-at-a-time MH algoritmus) Chceme generovat z pravdépodobnostniho rozdéleni
s hustotou f na sou¢inovém prostoru X = & x --- x Xy vzhledem k soucinové mife p = pg X -+ - X pg.
Postupné aktualizujeme jednotlivé soufadnice v pevném poradi nésledujicim zptisobem: generujeme
y € X; z navrhového rozdéleni s hustotou ¢;(z, -) vzhledem k p;, navrh y pfijmeme s pravdépodobnosti

a(z,y) = miﬂ{m’l}’

kde x = (21,...,24) a Ty = (T1,. .., Ti—1,Y, Tit1s- - - Td)-

Ukazte, Ze jednotlivé kroky algoritmu jsou reverzibiln{ vzhledem k tplnym podminénym rozdélenim
f(zi|z—;). Staci toto zjisténi k tomu, aby variable-at-a-time MH algoritmus mél stacionérni rozdéleni
s hustotou f7



