Piiklady ke cviceni z MCMC — Bayesova véta, konjugovanost, podminéni konjugovanost

Pripomenme, Ze Bayesova véta pro podminéné hustoty mé tvar
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kde 7(6) se nazyva apriorni hustota, f(f|x) je vérohodnost a 7(6|z) je aposteriorni hustota.

Priklad 1: Ukazte, Ze aposteriorni rozdéleni 7(6|x,y) parametru 6 nezavisi na potadi, ve kterém
byly x a y zpracovény, tj. kdyZ pouZijeme aposteriorni hustotu 7(f|x) jako apriorni pro pozorovani
y nebo kdyZz pouzijeme aposteriorni hustotu 7(6|y) jako apriorni pro pozorovani x, dostaneme vzdy
stejné aposteriorni rozdéleni (0|z,y).

Piiklad 2: Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z N (u, 03), kde rozptyl o2 > 0 je zndmé konstanta.
Jako apriorni rozdéleni pro parametr y zvolme N (a, b?), kde hyperparametry a a b jsou znamé. Urcete

aposteriorni rozdéleni u. Jak by vypadalo aposteriorni rozdéleni pro neurc¢ité apriorni rozdéleni
(b? — 00)?

Piiklad 3: Necht X7, ..., X, je nahodny vybér z N(u,03), kde rozptyl o2 > 0 je znama konstanta.
Jako apriorni rozdéleni pro parametr p zvolme exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1. Urcete
aposteriorni rozdéleni p.

Priklad 4: Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z binomického rozdéleni s parametry (m,#0), kde
m je dané a apriorni rozdéleni 6 je beta rozdéleni s pevnymi parametry (a,b). Uréete aposteriorni
rozdéleni 6.

Priiklad 5: Mé&jme pozorovani z Poissonova rozdéleni s parametrem A. Ukazte, Ze rodina I'-rozdéleni
je konjugované pro tento model.

Pi#iklad 6: Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z N(u,0?). Oznaéme 7 = o~2. Uréete aposteriorni
rozdéleni (u, 7), pokud

(a) a7 jsou apriorné nezavislé, u ~ N(ug,03) a 7 ~ I'(ag, Ao),
2
(b) apriorni rozdéleni je normélni-gamma NG(uo, 03, o, o), tj. |7 ~ N (o, %) at ~ I'(ap, o),
kde g9, 03, ap, a Ao jsou znamé hyperparametry. Rozhodnéte, kdy se jedna o konjugovany systém.

Urcete podminéné aposteriorni hustoty 7 (u|r, z) a (7 |y, ). Rozhodnéte, ve kterém piipadé nastava
podminéné konjugovanost.

Piiklad 7: Mé&me model normalni linearn{ regrese
Y|B,7 ~ No(XB,771,), BeRLT>0,

kde X je matice vysvétlujicich proménnych fadu n x d a je ddno apriorni rozdéleni pro parametry
(8,7):

(a) B a 7 jsou apriorné nezavislé, 3 ~ Ny(bo, Bo) a T ~ I'(no/2,n003/2),

(b) mnohorozmérné normélni-gamma rozdéleni NGy(bo, By, no/2, no0o3/2):

/B‘TNNd(bO,T_lBO), TNP(nO/27n00'8/2).

Ukazte, ze £ 1 7 jsou podminéné konjugované.



V piipadé (b) ukazte, Ze se dokonce jedna o konjugovany systém rozdéleni. Konkrétné
Bly, ™ ~ Na(bi, 7' B1),  7ly ~ T(n1/2,m07/2),

kde n1 = n + no, nlcr% = noag + (y — Xb))Ty + (bg — bl)TBo_lbo, by = Bl(Bo_lbo + XTy) a
B'=B;'+ XTX.

Navod: VyuZijte toho, ze
(y = XB)"(y— XB) = (8- B XTX(5~ )+ 5,
kde 3 = (XTX)~1XTy je maximalné vérohodny odhad parametru 3 a S, = (y — XB)T(y — :EB)

Piiklad 8: (Carlin, Louis, 2000) Pro data udavajici ro¢ni poé¢ty dilnich nestésti ve Velké Britanii
uvazujeme nasledujici hierarchicky model:

9 ~ F(al,bl),
)\ ~ F(ag,bg),
ko~ R({1,...,n}),
bl ~ F(Cl,dl),
b2 ~ F(Cg,dg),

kde n, ay,as, c1, co,d1, ds jsou znamé konstanty, 6, A a k jsou nezavislé a by a by jsou nezavislé. Popiste
aposteriorni rozdéleni pomoci plnych podminénych rozdéleni, tj. urcete rozdéleni 0|X, A, by, b, k;
MX,60,b1,be, k; b1|X,0, A, ba, k; bo| X,0,\, b1, k; k| X,0,\,b1,b9, kde X = (Xq,...,X,). Které para-

metry jsou podminéné konjugované?



