Nahodné procesy I - cviceni 6 a 7

Stacionarni rozdéleni Markovova Fetézce a klasifikace

Definice 1 Bud {X,,} homogenni Markoviv Fetézec s mnoZinou stavi S a m bud pravdépodobnostni
rozdéleni na S. T se nazjvd staciondrni rozdéleni Markovova vetézce {X,} pokud plati 77 = 7T P.

V Markovové fetézci s koneéné mnoha stavy vzdy existuje stacionarni rozdéleni. Je jednoznaéné, praveé
kdyz jsou vSechny trvalé stavy vzadjemné dosazitelné. Je-li 7 stacionarni rozdéleni a ¢ prechodny stav,
pak m; = 0.

Priklad 1: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu
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a najdéte jeho stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Véta 1 Bud {X,,} nerozloZitelny homogenni Markoviv Fetézec s mnoZinou stavi S = {0,1,2,...}.
Potom jsou vSechny jeho stavy trvalé, pravé kdyz jediné teseni soustavy rovnic

00
Ty = E DijZy, i:1,2,...
J=1

v intervalu [0,1] je trividlni FeSeni x; = 0,1 = 1,2,.... Viechny stavy jsou piechodné, privé kdyz md
soustava v [0, 1] 7 néjaké netrividlni Tesent.

Véta 2 Bud {X,} nerozloZitelny homogenni Markoviv Tetézec. Vsechny jeho stavy jsou trvalé nenu-
lové, praveé kdyZ existuje staciondrni rozdélent w. V tom pTipadé navic plati
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Je-li Tetézec navic aperiodicky, pak existugi limity lim, oo P;j(X, = j) =m;,i € S.

Je-li tedy {X,,} nerozlozitelny homogenni Markoviv fetézec se spoCetnou mnozinou stavi, potom lze
zkusit spocitat jeho stacionarni rozdéleni vyfesenim soustavy 77 P = 7! s dalsf podminkou Yoomi=1
(m& to byt pravdépodobnostni rozdéleni). Pokud takové rozdéleni najdu, mé fetézec vSechny stavy
trvalé nenulové. Ukazu-li ale, Ze stacionérni rozdé€len{ neexistuje, nevim, jestli jsou stavy trvalé nulové
nebo prechodné. K tomu musim vyfesit redukovanou soustavu rovnic z Véty 1. Pokud existuje né&jaké
netrivialn{ fesSeni, jsou v8echny stavy prechodné. Pokud existuje jen trividlni feSeni, jsou vSechny stavy
trvalé nulové.

Piiklad 2: UvaZzujme posloupnost bernoulliovskych pokusi. Pravdépodobnost zdaru je p € (0,1) a
pravdépodobnost nezdaru ¢ = 1 — p. Definujme X,, jako délku série zdari, které jsme dosahli v n-
tém pokuse (pokud skon¢il n-ty pokus nezdarem, je X, = 0). Ukaizte, Ze posloupnost {X,}>2, je
homogenni Markoviv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti prechodu (i vyssich radi), klasifikujte
stavy Tetézce a spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Priklad 3: Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu a najdéte staci-
onarni rozdéleni (pokud existuje).
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Priklad 4: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu
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Priklad 5: Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu a najdéte staci-
onarni rozdéleni (pokud existuje).
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Priklad 6: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu

kde ¢; € (0,1). Také najdéte jeho stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Priklad 7: Bud {X,} Markovuv Fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu

kde >>°opi = 1,1 > p; > 0. Klasifikujte stavy Fetézce a najdéte stacionarni rozdéleni, pokud existuje.

Priklad 8: Leze slimak po nekoneéné vysokém stromé, za kazdou hodinu s pravdépodobnosti % vyleze
nahoru o jeden centimetr a s pravdépodobnosti % o jeden centimetr dold sklouzne. Pokud je na zemi,
popoleze o jeden centimetr nahoru s pravdépodobnosti 1. Oznac¢me X, vysku (v centimetrech), ve které
se slimak nachéazi po n hodinach.

a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu.

b) Klasifikujte stavy fetézce.

c¢) Predpokladejte, Ze na pocatku je slimék na zemi, a spoc¢téte absolutni pravdépodobnosti po tiech
hodinéch.

d) Spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Piiklad 9: Ales a Barbora hraji sérii Sachovych zépasiu. Predpokladejme, Zze kazda partie skonéi
s pravdépodobnosti % vyhrou AleSe, s pravdépodobnosti % remizou, a s pravdépodobnosti % vyhrou
Barbory. Za vyhru se ziskavé jeden bod, za remizu ptl bodu.Ozna¢me X,, absolutni hodnotu rozdilu
ziskanych bodi obou hra¢t po n partiich. Uréete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce
{ X Inen. Klasifikujte stavy a uréete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Oznac¢me nyni Y,, pocet bod, o které vede vedouci hra¢ (ano, X,, = |Y,,]). Je {Y, }nen také Markoviv
Fetézec?



