Nahodné procesy I - cviceni 4 a 5

Klasifikace stavii Markovova retézce

Definice 1 Oznacme 7;(1) = inf{n > 0: X,, = j} cas proniho ndvratu do stavu j a
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pravdépodobnostni rozdéleni doby prvniho ndvratu. Ddle znacime
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Definice 2 Stav j Markovova Tetézce se nazyjvd trvaly, jestlize fetézec, ktery vychdzi ze stavu j, se do
J vrdti s pravdépodobnosti 1 po koneéné mnoha krocich, t.j.

Pj(rj(1) <o0) =1

Stav j se nazyvd prechodny, jestlize Fetézec, ktery vychdzi ze stavu j, se s kladnou pravdépodobnosti do
J nikdy nevrdts, t.j.
Pj(7j(1) = 00) > 0.

Trvaly stav se nazgvd nenulovy, jestlize E;7j(1) < 0o, a nulovy pokud E;7;(1) = oo.
Piiklad 1: Méjme neomezenou zasobu kulic¢ek a k prihradek. V kazdém kroku jednu kulicku ndhodné

vlozime do jedné z prihradek. Necht X,, oznacuje pocet obsazenych piihradek v case n. Klasifikujte
stavy Markovova fetézce {X,,}.

Véta 1 Stav i € S je trvaly pravé tehdy, kdyz > - 1p§?) = 00. Trvaly stav i je nulovy pravé tehdy,
kdyz p;y — 0 pro n — oo.

Definice 3 Necht d; je nejuetsi spolecnyj delitel cisel n > 1, pro které p( " S0, Je-li d; > 1, rikame,
Ze stav je periodicky s periodou dj, je-li d;j = 1, Fikdme, Ze stav j je nepemodzcky.

Piiklad 2: Necht {X,,,n € } je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym
rozdélenim na mnoziné {—1, 0, 1}. Uvazujme posloupnost Y,, = max{X1,..., X}, n € Np. Klasifikujte
stavy Markovova fetézce {Y,,}.

Piiklad 3: Uvazujme Markovsky Fetézec s matici pravdépodobnosti prfechodu
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to jest ndhodnou prochézku na trojuhelniku. Spoc¢téte P™. Klasifikujte stavy fetézce.

Ndpovéda: PouZijte Perrontiv vzorec - resp. jeho diisledek pro mocnéni matic:
Bud A ¢tvercova matice s vlastnimi &isly A1, ..., Ax s ndsobnostmi my, ..., my. Pak plati
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Piiklad 4: Bud dan Markovuv fetézec se stavy {a, b} a matici pravdépodobnosti prechodu

P=(11).

Spoctéte P™. Urcete rozdéleni ¢ast prvniho navratu do stavi a a b a spoctéte jejich stfedni hodnoty.
Klasifikujte stavy retézce.
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Definice 4 Rekneme, Ze stav j je dosaZitelny ze stavu i (a budeme psdti — j), jestlize existuje n € Ny

(n) s (1)
i > 0. Jestlize i

Retézec je nerozloZitelny, pokud je kaZdy jeho stav dosaZitelny z kazZdého jiného stavu.

tak, Ze p = 0 pro vSechna n € Ny, pak j neni dosaZitelny z i.

Plati: (i) Pokud jsou stavy i,j € S vzajemné dosazitelné, pak jsou stejného typu.

(ii) Pokud ¢ — j + i, pak je stav i pfechodny.

(iii) V Markovové fetézci s kone¢nou mnozinou stavii neexistuji stavy trvalé nulové a neni mozné, aby
byly v8echny stavy prechodné.

Definice 5 MnoZina stavi C je uzaviend, pokud Zdadny stav mimo C meni dosaZitelny ze stavu v C -
tj. pl(.;L) =0 pro vSechny i € C,j ¢ C,n € N.

Je-li jednobodovd mnoZina {j} uzaviend, rikime stavu j stav absorpénd.

Piiklad 5: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu
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Priklad 6: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu
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Priklad 7: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu
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Pokud Markoviv fetézec s kone¢né mnoha stavy obsahuje prechodné stavy, tak matici pravdépodob-
nosti pfechodu miiZeme preuspofadat do tvaru

P* 0
PZ(Q R)’

P* ={py,i,j €T}, Q= {pij,i €T,j €T} a R={py,i,j €T}



Pravdépodobnosti absorpce

Definice 6 Oznacme 7 = inf{n > 0: X,, ¢ T} cas vystupu z mnoZiny prechodnijch stavii T. Pravdeé-
podobnosti absorpce znacime w;; = Pi(X; = j), i€ T,j e T°.

Plati
Uij = Pij + Zpikukj, ieT,jeT",
keT

takze matici absorpce lze vyjadrit jako
o
U=(I-R)'Q=> R"Q,
n=0

Matice F' = (I — R)~! se nazyva fundamentalni matice fetézce {X,,}.

Piiklad 8: Najdéte fundamentalni matici fetézce z pirikladu 5. Najdéte pravdépodobnost, Ze Fetézec,
ktery vychézi ze stavu 2, difve nebo pozdéji skonéi ve stavu 4.

Piiklad 9: Uvazujme nahodnou prochézku na grafu niZze uvedeném, tedy néjaky objekt se pohy-
buje po grafu a posloupnost soufadnic vrcholii, které prochazi je Markovsky fetézec { X, }nen. Pra-
vidla pro postup jsou takova, Ze v kazdém casovém okamziku se objekt nachézejici se ve vrcholu v
rozhodne rovnomérné ndhodné, nezavisle na pfedchozich pohybech mezi sousedy vrcholu v a presune
se do vybraného sousedniho vrcholu. Navic stavy (vrcholy) 5 a 4 jsou definovany jako absorbéni,
tedy ps4 = ps5 = 1. Sestavte matici pravdépodobnosti prechodu, urcete jeji fundamentalni matici a
pravdépodobnost absorpce ve vrcholu 5, pokud vychazim z vrcholu 2 nebo z vrcholu 1.
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Definice 7 Bud{X,} Markouviv fetézec s mnoZinou stavi S a m bud pravdépodobnostni rozdéleni na S.
T se nazyvd staciondrni rozdéleni Markovova Tetézce { X, } pokud plati 77 = w7 P.

Piiklad 10: Méjme urnu a 5 kouli. V kazdém kroku budeme koule z urny odebirat nebo do urny
pridavat podle nasledujiciho schématu. Pokud je urna prazdna, naplnime ji v8emi péti koulemi. V
opacném piipadé z urny odebereme s pravdépodobnosti % ¢tyti koule, s pravdépodobnosti % dvé koule a
s pravdépodobnosti % zéddnou kouli. Pokud bychom meéli odebrat vice kouli, nez se pravé v urné nachazi,
tak odebereme vSechny koule, které v urné jsou. Necht X,, zna¢i pocet kouli v urné po n krocich.
Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce {X,,,n € N}. Klasifikujte stavy fetézce
a spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). Uréete matici pravdépodobnosti absorpce do trvalych
stavi. Predpokladejte, ze poc¢atetni rozdéleni je rovnomérné (kazdy stav ma stejnou pravdépodobnost)
a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po prvnim kroku.

Priklad 11: Klasifikujte stavy a spoctéte stacionarni rozdéleni Markovova fetézce s matici pravdépo-
dobnosti pFechodu
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