Néhodné procesy I - cviceni 3

Galtontiv-Watsoniv proces vétveni

Uvazujme populaci jedinct, ktefi dévaji vznik jedinctim stejného druhu. Kazdy jedinec Zije presné
jednu jednotku ¢asu a na jejim konci z néj vznikne rodina k novych jedinci. Predpokladame, Ze
velikosti rodin jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny, a rozdéleni poctu déti v jedné rodiné U
je dano vztahem P(U = k) = pg, k € Ny. Oznac¢me X,, pocet vSech jedinci v n-té generaci. Nahodnou
posloupnost {X,,,n € Ny} nazyvame Galtontuv-Watsoniv proces vétveni.

Predpokladame, ze na pocatku (v nulté generaci) je jeden jedinec (tj. Xo = 1). Potom pocet jedincu
v n-té generaci je dan jako

Xp=U1+...Ux,_,-
Pro vytvorujici funkci takové nahodné veli¢iny plati
Px,(s)=s, Px,(s)=Py(s), Px,(s)=Px, ,(Pu(s), n=23,....
Oznaéime-li EU = u, VarU = o? plati
EX, =p", VarX,=oc?y" YA +pu+---+p" ).

Oznac¢me e, = P(X,, = 0) = Py, (0) pravdépodobnost, Ze populace vymie do ¢asu n. Pak pravdépo-
dobnost, ze vibec nékdy vymfe, je

e=P (U[Xn = 0]) = lim ey,

protoze jevy [X,, = 0] jsou neklesajici. Vztah Px, (s) = Py(Px,,(s)) pro s = 0 znamena e,, = Py(en—1).
Ze spojitosti Py tak musi platit e = Py(e). Tato rovnice mé vzdycky feSeni e = 1. Pro pg = 1 je hledana
pravdépodobnost pravé e = 1, pro pg = 0 je to e = 0. Pro 0 < py < 1 plati nésledujici tvrzeni.

Véta 1 Necht v Galtonové-Watsonové modelu vétveni je 0 < pg < 1. Pokud p < 1, potom e = 1.
Pokud p > 1, potom e € (0,1) a je to jediné Feseni Py(s) = s v intervalu (0,1).

Piiklad 1: UvaZzujme model vétveni s pg = 1/5,p1 = 1/5,p2 = 3/5 a pr, = 0 pro k > 3. Urcete stiedni
hodnotu a rozptyl poctu jedinci v n-té generaci. Spoctéte pravdépodobnost vymieni populace. Urcete
rozdéleni poctu jedinct ve druhé generaci.



Markovovy retézce s diskrétnim casem

Definice 1 Posloupnost nahodnych velicin { X,,n € No} s hodnotami v diskrétni mnoziné S se nazgvd
Markoviv Tetézec s diskrétnim casem a mnoZinou stavi S, jestliZe

IPD()(n—i-l = ]’X’rz =14, Xp-1=1In-1,.---,X0 = ZO) = P(Xn—H = ]‘Xn = Z)

pro vSechna n € Ng a vSechna i, j,in—1,...,i0 € S takovd, Ze P(X,, =i, X1 = ip—1...,Xo =1i9) > 0.

Podminéné pravdépodobnosti P(X,+1 = j|X, = i) = pij(n,n + 1) se nazyvaji pravdépodobnosti
prechodu ze stavu ¢ v ¢ase n do stavu j v ¢ase n + 1. Podobné P(X,, 1, = j| X, = i) = pij(n,n +m)
pro m € N se nazyvaji pravdépodobnosti pfechodu m-tého radu. Jestlize p;;(n,n + m) nezavisi na
¢asovych okamzicich n a n 4+ m, ale jen na jejich rozdilu m, fikdme, Ze p¥islusny Markovuv Tetézec je
homogenni.

Piiklad 2: Ovéite, ze Galtontiv-Watsontv proces vétveni je homogenni Markoviuv Fetézec. Jak vypa-
daji pravdépodobnosti prechodu? Vyjadiete pravdépodobnosti prechodu ze stavi 0, 1 a 2 pro pfipad
z prikladu 1.

Priklad 3: Necht {X,,,n € } je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym
rozdélenim na mnoziné {—1,0,1}. Uvazujme posloupnost Y, = max{Xi,..., X}, n € Ny. Ukazte, ze
se jedna o homogenni Markovuv Fetézec, urcete matice pravdépodobnosti pfechodu vsech radiu.

Priklad 4: Necht {X,,,n € } je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym
rozdélenim na mnoziné {—1,0,1}. Uvazujme posloupnost Y,, = X,, + X, 11, n € Ny. Ukazte, Ze
posloupnost {Y;,}7° ; neni Markoviv Fetézec.

Napovéda: Uvazujte trajektorie (2;0;2) (—2;0;2) posloupnosti (Xo; X1; X2).

Piiklad 5: Mé&jme neomezenou zasobu kulicek a k prihradek. V kazdém kroku jednu kulicku nahodné
vlozime do jedné z prihradek. Necht X, oznacuje pocet obsazenych prihradek v ¢ase n. UkaZte, Ze
{X,,n € N} je homogenni Markoviv fetézec a urcete matici pravdépodobnosti prechodu.

Piiklad 6: Necht {X,,,n € N} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in s diskrétnim rovnomér-
nym rozdélenim na mnoziné {—1,0,1}. Pro ¢as ¢t uvazujme nédhodné veli¢iny: A; ¢as, ktery uplynul
od posledni pozorované nuly. a By, ¢as, ktery uplyne do nejblizsi pozorované nuly. Jsou posloupnosti
{A,}22, a {Bn}>2, Markovovy fetézce? Pokud ano, uréete jejich matici pravdépodobnosti prechodu.



