Nahodné procesy I - cviceni 1 a 2
Vytvorujici funkce ¢itaci ndhodné veli¢iny

Definice 1 Necht {an} = {an,n € Ng} je posloupnost redlnych cisel. Jestlize mocninnd Tada
A(s) = Y 02 gans™ konverguje pro |s| < so, pro néjaké so > 0, potom A(s) nazveme vytvoFujici
funkcet posloupnosti {ay}.

Ke kazdé fadé typu Y - a, existuje takové &islo 0 < R < oo, Ze pro |s| < R tato Ffada konverguje
a to absolutné; pro |s| > R fada diverguje. Cislo R se nazyva polomér konvergence a plati

T 1 -1
R= (hmn_mo\an\n) )

Definice 2 Bud X nezdpornd celociselnd nahodnd (¢itaci) veli¢ina s rozdélenim {pn,n € No}. Vytvo-
Tujict funkci posloupnosti {p,} nazveme vytvorujici funkci ndhodné veliciny X. Znacime Px(s).

Plati Px(1) = >0 ypn < 1, pfitemz Px(1) = 1 tehdy a jen tehdy, kdyz P[X < oo| = 1. Polomér
konvergence je tedy nejméné 1.

Véta 1 Pro momenty (vlastni) ndhodné veliciny X plati

EX = Px(1)
yF = EX(X —1) .. (X —k+1) rPP1), keN
varX = PY¥(1)4 Py(1) = (P%(1)*  (je-li EX < o).

)

Piiklad 1: Spoctéte vytvorujici funkci Poissonova rozdéleni a urcete jeji polomér konvergence. Z vy-
tvorujici funkce spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl.

Priklad 2: Spoctéte vytvorujici funkci geometrického rozdéleni a urcete jeji polomér konvergence.
7 vytvorujici funkce spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl.

Piiklad 3: Vyjadiete Pox(s) pomoci Px(s). Vyjadfete Px11(s) pomoci Px(s).

Priklad 4: Mé&jme posloupnost n bernoulliovskych pokusi. Najdéte pravdépodobnost a,, Ze pocet
uspésnych pokusii bude sudé éislo.

Piiklad 5: Uvazujme posloupnost bernoulliovskych pokusii. Najdéte pravdépodobnost a,,, Ze dvojice
(zdar,nezdar), se poprvé objevi v pokuse n-tém a (n + 1)-nim.

Priklad 6: Najdéte priklad rozdéleni &itaci ndhodné veli¢iny X, jejiz vytvorujici funkce Px(s) mé
polomeér konvergence R = 1.

Konvoluce a soucty ¢itacich nahodnych veli¢in

Definice 3 Budte {ay}, {bn} posloupnosti. Posloupnost {c,} definovanou predpisem

n
Cp = E ajbn_j,
J=0

nazveme konvoluct posloupnosti {ay},{bn} a piseme {c,} = {an}*{bn}. ZFeyjmeé pro vytvorujici funkce
téchto posloupnosti plati



Véta 2 Budte X1 a Xo nezdvislé citact ndhodné veliciny a Y = X1 + Xo jejich soucet. Pak

Py ={pn't {2} @  Py(s) = Px,(s)Px,(s).

Priklad 7: Budte X; a X5 nezavislé ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim s parametry Aq,
2. Najdéte vytvotujici funkce Px,, Px, a Pg, kde S = X; + Xs. (Jak by vypadalo zobecnéni pro
X1+ +X,7)

Definice 4 Posloupnost {an} * {an} se nazgvd druhd konvolucni mocnina posloupnosti {an},
macime {a,}** = {an} * {a,}. Obdobné definujeme obecnou konvoluéni mocninu predpisem

{an}k* = {an}(kfl)* *{an}.

P#iklad 8: Prvni konvoluéni mocnina je {a,}'* = {a,}. Jak byste definovali nultou konvolu¢ni mo-
cninu {a, }°*? Chceme, aby spliiovala {a,} * {a,}°* = {a,}. Jak vypada vytvoiujici funkce {a, }**?

Piiklad 9: Spoctéte n-tou konvoluéni mocninu geometrického rozdéleni.

Piiklad 10: Najdéte dvé pravdépodobnostni rozdéleni jejichz konvoluce je n-tou konvoluéni mocninou
rozdéleni, které nabyva hodnot: 0 s pravdépodobnosti 1/3, 1 s pravdépodobnosti 1/2; 2 s pravdépo-
dobnosti 1/6.

Véta 3 (Rozdéleni ndhodného souctu nezdvislych celoéiselnijch velicin)
Budte X1, X, ... nezdvislé stejné rozdélené itaci ndhodné veliciny, nezdvislé s ndhodnou velicinou N.
Oznacme I1 vytvorugici funkci N a P vytvorujici funkci X;. Bud

Sy =X1+...Xn.

Pak je vytvorujict funkce H(s) veliciny Sy rovna II(P(s)). Navic plati, Ze

e ESy = EN EXy,

e varSy = ENvarX; +varN(EX1)?.

Piiklad 11: Uvazujme model migrace néjaké zivocisné skupiny na tzemi s pastmi: Kazdy jedinec
vstoupi do prostoru s pastmi N-krat, kde N je nahodna veli¢ina s geometrickym rozdélenim s parame-
trem . Pri kazdé navstéve se jedinec chyti do pasti s pravdépodobnosti p, kdykoli je chycen, je zase
propustén. Ozna¢me S pocet chyceni jedince do pasti. Jaké je rozdéleni ndhodné veli¢iny S7

Priklad 12: Budte X; nezavislé, alternativné rozdélené nahodné veli¢iny a N na nich nezavisla veli¢ina
s Poissonovym rozdélenim s parametrem A. Jaké je rozdéleni Sy = X1 + -+ Xn7

Priiklad 13: Necht ¢, je pravdépodobnost, Ze samicka né&jakého hmyzu naklade n vajicek a p je
pravdépodobnost, Ze z vajicka se vylihne zdravy jedinec. Jaka je pravdépodobnost, Ze samicka d& Zivot
pravé j jedincim?

Priklad 14: V populaci je N bacilonosic¢i. i-ty bacilonosi¢ nakazi X; jedinct, predpokladame, Ze
nikdo neni nakazen dvéma bacilonosi¢i zaroven. Tedy pocet nakaZenych je vaz 1 X; = Sy. Najdete
stfedni hodnotu a rozptyl Sy, kdyz predpoklddame, Ze vSechny ndhodné veli¢iny jsou nezavislé, N mé
Poissonovo rozdéleni s parametrem A, X; s parametrem a.



