Néhodné procesy I - cviceni 10 a 11

Markovovy Fetézce se spojitym c¢asem - klasifikace a limitni chovani

Definice 1 Budte J1, Jo,. .., casové okamziky, v nichZ dochdzi k prechodim mezi stavy Markovského
Tetézce se spojitym casem { Xy, t > 0} a mnoZinou stavi S a definujme posloupnost

Yo = Xo, Y,=X;,, n=12,...
Pak {Y,,n € No} je homogenni Markoviv Tetézec s diskrétnim casem a mnoZinou stavi S a nazgvd

se vnoteny diskrétnd tetézec. Jeho matici pravdépodobnosti prechodu znacime Q* = {qg‘j,z’,j, € S} aje
definovdna ndsledovné
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Definice 2 Stav j Markovova fetézce { Xy, t > 0} je dosaZitelny ze stavu i, jestlize

Pi(Xy =j) =pij(t) >0 pro néjakét >0, i,j,€ S.

Definice 3 Stav j fetézce {Xy,t > 0} se nazyvd trvaly, jestlize bud g¢; = 0 (j je absorpcni), nebo g; > 0
a soucasné P;(Tj(1) < oo) =1, kde

T](l) = inf{t Z J1 . Xt :j},

je cas prvniho ndvratu do stavu j.
Stav j je prechodny, jestlize g; > 0 a P;(T;(1) = 0o0) > 0.
Trvaly stav j se nazyvd nenulovy, jestlize bud q; = 0, nebo E;T;(1) < oco.

Véta 3.14 Ndsledujici wvztahy mezi stavy fetézce {Xyt > 0} a wvnofeného fetézee
{Y,,n € No} jsou ekvivalentni:

a) j je dosazitelny z i v {X¢,t > 0}

b) j je dosazitelny z i v {Yn,n € No}

¢) Qigis Qiyis - - - Qipy_1in, > 0 pro stavy ig = 1,4, = j a néjaké stavy iy, ..., in—1

d) pij(t) > 0 pro viechna t > 0

e) pij(t) > 0 pro néjaké t > 0.

Véta Stav je trvaly ve vnofeném tetézci {Yy,} pravé tehdy, kdyz je trvaly v {X;}.

Piiklad 1 Urcete matici vnofeného tetézce pro piiklad se svareci. Klasifikujte stavy Fetézce.



Definice 4 Necht {X;,t > 0} je Markoviv fetézec se spojitym casem, mnoZinou stavi S a maticemi
pravdépodobnosti prechodu P(t),t > 0. Vektor n = {n; > 0,7 € S} takovy, Ze

n'Pt)=n", teT

se nazyvd invariantni mira procesu {X,t > 0} na S vzhledem k {P(t),t > 0}. Pravdépodobnostni
rozdéleni m na S spliiujici stejnou rovnici se nazjvd staciondrni rozdélent.

pozn. pro Tetézce s kone¢nou mnozinou stavii plyne z existence invariantni miry ziejmé existence
stacionarniho rozdéleni.

Definice 5 Pravdépodobnostni rozdéleni a = {a;,i € S} na S se nazgvd limitni rozdélent, jestlize pro
vSechna i,j € S, limy_,o0 pij(t) = a;.

Véta Pokud existuje limitni rozdéleni Markovova Tetézce se spojitym casem, pak je toto rozdéleni uZ
nutné staciondrni.

Véta 3.15 Bud {X;,t > 0} Markoviv fetézec se spojitym casem, matici intenzit Q a vnofenym fetéz-
cem {Y,}, ktery je nerozloZitelny a jehoZ vSechny stavy jsou trvalé. Potom existuje invariantni mira n
procesu { Xy, t > 0}, kterd je uréena jednoznacné jako FeSeni soustavy

n'Q=0"
a 0 <n; < oo pro vsechna j € S, Jestlize Zjes nj < 00, potom m = {m;,j € S}, kde

Ty

T = ="
T Y kes Mk

je staciondrni rozdélent procesu {X¢,t > 0}.

Pro lepsi pochopeni souvislosti véta z jiné literatury (J.R.Norris - Markov Chains (97))

Véta Bud {X;,t > 0} Markoviv Fetézec se spojitym casem, matici intenzit Q) a vnofenym Tetézcem
{Y,.}, ktery je nerozloZitelny. Potom ndsledugici 3 fakty jsou ekvivalentni:

— vechny stavy jsou trvalé nenulové,

— v Tetézci existuje alespoti jeden trvaly nenulovy stav,

— existuje staciondrni rozdélent Tetézce (a potom plati E;T;(1) = ﬁ)

Véta 3.16 Bud {X;,t > 0} Markoviv fetézec se spojitym casem, matici intenzit Q a vnofenym fetéz-
cem {Y,}, ktery je nerozloZitelny a jehoz vsechny stavy jsou trvalé. Necht m = {m;,j € S}, kde mj > 0
pro vSechna j € S, Y . _omj =1, je Tesent rovnice

jES
xr'Q =07.
Potom pro pravdépodobnosti prechodu a absolutni pravdépodobnosti v Fetézci {X;,t > 0} plati

lim p;;(t) = 7; Sechna i,7 € S
tg&pw() mj pro vSechna i,j € S,

lim p;(t) = m; pro vSechna j € S.

t—o00



Priklad 2 Ukazte, Ze limitni rozdéleni poctu svafeci (z piikladu se svareci) odebirajicich proud je
binomické s parametry N a ﬁ

(opé&t je nékolik moznych postupti feSeni - pouZit matici pravdépodobnosti pFechodu P(t) spoc¢itanou
minule a prosté spocitat jeji limitu pro ¢ — oo, nebo, pokud nezname P(t) sestavit Kolmogorovovy
diferencialni rovnice pfimo pro absolutni pravdépodobnosti p(t), vyFesit a uréit limitu, nebo najit
stacionarni rozdéleni a pouzit Vétu 3.16 )

Priklad 3 V obchodé pracuji t¥i prodavacky. Pokud prodavacka pravé nékoho obsluhuje, pak pravdé-
spodobnost, Ze zakaznika doobslouZi v ¢asovém intervalu (¢,¢ + h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h + o(h). V intervalu (¢,¢ + h] pfijde jeden zékaznik s pravdépodobnosti 2h + o(h), dva nebo vice
s pravdépodobnosti o(h) a zadny s pravdépodobnosti 1 — 2h + o(h). Pfedpokladejme, 7Ze zakaznici
prichéazeji zaméstnavat jednotlivé prodavacky nezavisle a rovneZ ony se chovaji nezévisle na svych
kolegynich. Pokud v8echny prodavacky obsluhuji, nové ptichozi zakaznik odchézi neobslouzen. Bud
{Xy,t > 0} Markoviv fetézec udavajici pocet prodavacek obsluhujicich zakazniky v ¢ase ¢. Najdéte
matici intenzit fetézce X;,t > 0. Urcete rozdéleni poétu obsluhujicich prodavacek v ustaleném rezimu
(tj. limitni rozdéleni Fetézce). Jaka je pravdépodobnost, Ze v ustdleném rezimu zadné z prodavacek
neobsluhuje zédkaznika?

Piiklad 4 Na horskou chatu spolu vyjeli tii kamaradi. Pfi pfijezdu na chatu v ¢ase t = 0 je jeden
z nich nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové, Ze jsou-li spolu zdravy a nemocny jedinec, pak ten
nemocny nakaz{ zdravého v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ h| s pravdépodobnosti h+o(h). Jedinec nemocny
v ¢ase ¢ se naopak uzdravi v ¢asovém intervalu (t,¢ + h] s pravdépodobnosti $h + o(h). Uzdravovani
a infikovani jednotlivych jedinct probiha nezavisle (nakazeny=infikovany=nemocny). Zdravy jedinec
nemiize nakazit nikoho. Necht X; udava podet nemocnych kamarada na chaté v case t. Uréete matici
intenzit prechodu fetézce {X;,t > 0}. Spo¢téte matici pravdépodobnosti pfechodu vnofeného fetézce.
Spoctéte stacionarni rozdéleni Tetézce. jakd je stfedni hodnota doby setrvani TFetézce v pocatednim
stavu?

Piiklad 5 Uvazujme Markovav fetézec {X;, ¢ > 0} s matici intenzit

1 1 0 0 0
pg —p p* 0 O
Q=1|pq¢ 0 —-p* p° 0 ,

pP’¢ 0 0 —p3 p!

kde 0 < p < 1 je parametr a ¢ =1 — p.

a) Ovéite, ze @ je skuteéné matice intenzit.

b) Urcete matici vnofeného fetézce.

c¢) Existuje stacionarni rozdéleni ve vnofeném retézci?

d) Existuje stacionarni rozdéleni v fetézci {X¢,t > 0}7

e) Klasifikujte stavy fetézce {X;,t > 0}

f) Umeli byste najit piiklad matice intenzit takové, ze by klasifikace nulovosti pro @ a @Q* vysla
obracené?

Piiklad 6 Uvazujme Markovuv fetézec {X;, ¢ > 0} s matici intenzit

1 1 0 0 0
1 -3 2 0 0
o= 1 0 -4 3 0
1 0 0 -5 4

Urcete matici vnoreného retézce, rozhodnéte, zda jsou vSechny stavy trvalé. Zjistéte, jestli existuje
stacionarni rozdéleni vnoreného fetézce, a pokud ano, tak ho urcete. Zjistéte, jestli existuje stacionarni
rozdéleni Fetézce s matici intenzit @), a pokud ano, tak ho urcete.



Piiklad 7 Uvazujme Markovovy fetézce { Xy, ¢ > 0} s maticemi intenzit

-1 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
Q=] 0 1 -2 1 0 :
0o 0 1 -2 1
-1 1 0 0 0 -1 1 0 0 0
1 -2 1 0 0 2 -3 L 0 o
Q=] 0 2 —4 2 0 ., Q= 0 2 -3 1 0 ,
0 0 4 -8 4 0 0 3
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Pro v8echny matice urcete matici vnofeného fetézce a rozhodnéte, zda jsou vSechny stavy trvalé.
Zjistéte, jestli existuje stacionarni rozdéleni vnoreného Fetézce, a pokud ano, tak ho urcete. Zjistéte,
jestli existuje staciondrni rozdéleni fetézce s matici intenzit @), a pokud ano, tak ho urcete. Rozmyslete
si, jak se lisf dynamika prechodi pro vnoreny fetézec a fetézec se spojitym Casem pro tyto t¥i varianty
nédhodné prochézky.

Priklad 8 Na letisti uvazujme pét prepazek pro odbaveni cestujicich. Predpokladejme, Ze prichody
cestujicich k prepazkam tvori Poissontv proces. Pokud jsou vSechny pfepazky obsazeny, fadi se cestujici
do jedné fronty (na letisti je dost mista, takZe fronta muZe byt libovolné dlouha). Déle predpokladejme,
ze doby odbaveni jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliiny s exponencidlnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 3 minuty. Najdéte limitni rozdéleni poc¢tu cestujicich v systému (u prepéazek i ve
fronté celkem), pokud cestujici pfichézeji v priuméru kazdou minutu.

Piiklad 9 V holi¢stvi pracuji 3 holi¢i. Kazdy z nich obsluhuje jednohom zakaznika priamérné 10 minut.
Do holoié¢stvi pfichézi v praméru 12 zékaznikt za hodinu. V piipadé, ze zadny z holi¢t neni volny,
zékaznici ¢ekaji ve fronté, pricemz zakaznik, ktery by se musel do fronty zafadit jako ¢tvrty, odchéazi
neobslouzen. Predpokladejme, Ze doby mezi piichody zédkaznikt i doby obsluhy jsou nezavislé nahodné
veli¢iny s exponencialnim rozdélenim. Ozna¢me X; pocet zékazniki v holi¢stvi (ve fronté i v obsluze)
v Case t.

a) UrCete matici intenzit Markovova Fetézce {X¢, ¢ > 0}.

b) Najdéte stacionarni rozdéleni po¢tu zakazniki v holi¢stvi (pokud existuje).

c) Urcete stfedni pocet zakaznikt ve fronté (pfi stacionarnim rozdéleni).



