
10. Řady.

Definice. Nechť ak ∈ R, k = 1, 2, . . . . Symbol (1)
∑∞

k=1 ak se nazývá řada.
Posloupnost

{

sn

}

n∈N
, kde

sn =

n
∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an ,

se nazývá posloupnost částečných součt̊u řady (1). Jestliže existuje (konečná
nebo nekonečná) limita limn→∞ sn = s, pak č́ıslo s nazveme součtem řady
(1). Ṕı̌seme

∞
∑

k=1

ak = s .

Terminologie: pokud s ∈ R, ř́ıkáme, že řada konverguje. V opačném př́ıpadě
diverguje. Divergence řady tedy nastane, pokud buď sn → ±∞ (řada diver-
guje do ±∞), nebo limn→∞ sn neexistuje (řada osciluje).

Př́ıklady. 1©
∑∞

k=1
1

k(k+1)
= 1

2©
∑∞

k=1
1
k

= ∞
3© ∑∞

k=0 qk = 1
1−q

, q ∈ (−1, 1)

4© ∑∞
k=1(−1)k osciluje

Věta 10.1.[Nutná podmı́nka konvergence.] Nechť
∑∞

k=1 ak konverguje. Po-
tom ak → 0.

Př́ıklad.
∑∞

k=1 qk diverguje, pokud |q| ≥ 1.

Věta 10.2.[Aritmetika řad.] 1. Nechť
∑∞

k=1 ak konverguje a α ∈ R. Potom
∑∞

k=1 αak konverguje a
∞
∑

k=1

αak = α
∞
∑

k=1

ak .

2. Nechť
∑∞

k=1 ak,
∑∞

k=1 bk konverguj́ı. Potom
∑∞

k=1(ak ± bk) konverguje a

∞
∑

k=1

(ak ± bk) =

∞
∑

k=1

ak ±
∞
∑

k=1

bk .

Lemma 10.1. Nechť řady (1)
∑∞

k=1 ak, (2)
∑∞

k=1 bk se lǐśı jen v konečně
členech. Potom řada (1) konverguje, právě když řada (2) konverguje.

Lemma 10.2. Nechť ak ≥ 0. Potom řada
∑∞

k=1 ak konverguje, právě když
má omezené částečné součty.
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Věta 10.3. [Srovnávaćı verze 1.] Jsou dány řady (1)
∑∞

k=1 ak a (2)
∑∞

k=1 bk,
kde ak, bk ≥ 0. Nechť existuje c > 0, n0 takové, že ak ≤ c bk pro ∀k ≥ n0.
Potom:
(i) pokud řada (2) konverguje, tak řada (1) konverguje;
(ii) pokud řada (1) diverguje, tak řada (2) diverguje.

10.4. [Pod́ılové kritérium.] Je dána řada
∑∞

k=1 ak. Nechť ak > 0, nechť
ak+1

ak

→ q pro k → ∞. Potom:

(i) je-li q < 1, tak řada konverguje;
(ii) je-li q > 1, tak řada diverguje.

Př́ıklady. 1©
∑∞

k=1
1
k!

konverguje.

2©
∑∞

k=1
n2

2k konverguje.

Poznámka. Pokud ak+1

ak

→ 1, nelze obecně nic ř́ıci. Řada
∑∞

k=1
1
k

diverguje,

řada
∑∞

k=1
1

k(k+1)
konverguje, pro obě přitom plat́ı

ak+1

ak

→ 1.

Věta 10.5. [Odmocninové kritérium.] Je dána řada
∑∞

k=1 ak. Nechť ak > 0,
nechť k

√
ak → q pro k → ∞. Potom:

(i) je-li q < 1, tak řada konverguje;
(ii) je-li q > 1, tak řada diverguje.

Věta 10.6. [Integrálńı kritérium.] Je dána řada
∑∞

k=1 ak, kde ak ≥ 0. Nechť
existuje funkce f(x) spojitá, nezáporná a nerostoućı v [1,∞) taková, že ak =
f(k) pro ∀k. Potom řada

∑∞
k=1 ak konverguje, právě když

∫∞
1

f(x) dx < ∞.

Př́ıklad. Řada
∑∞

k=1
1
ka konverguje, právě když a > 1.

Definice. Řekneme, že ak je řádově rovno bk pro k → ∞, jestliže limk→∞
ak

bk

existuje a je konečná a nenulová. Znač́ıme ak ∼ bk.

Věta 10.7. [Srovnávaćı verze 2.] Nechť ak, bk > 0, nechť ak ∼ bk. Potom
řada

∑∞
k=1 ak konverguje, právě když řada

∑∞
k=1 bk konverguje.

Př́ıklady. 1©
∑∞

k=1
1√

k+
√

k+1
diverguje.

2©
∑∞

k=1 sin 1
k

diverguje.
3© ∑∞

k=1
ln k
k2 konverguje.

Věta 10.8. [Raabeho kritérium.] Nechť ak > 0, nechť k( ak

ak+1
− 1) → p.

Potom:
(i) je-li p > 1, tak řada

∑∞
k=1 ak konverguje;

(ii) je-li p < 1, řada diverguje.

Poznámky.

• řada
∑∞

k=1 1/k2. Protože ak+1/ak = (k/(k + 1))2 → 1, pod́ılové kritérium
neumı́ rozhodnout; zato Raabe dává k(ak/ak+1−1) → 2, tj. řada konverguje.
Vid́ıme, že Raabe je silněǰśı (jemněǰśı) nástroj než pod́ılové kritérium.
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• pokud k(ak/ak+1 − 1) → 1, nelze pomoćı Raabeho kritéria rozhodnout.

Věta 10.8. [Leibnizovo kritérium.] Nechť bk ≥ 0, a bk → 0. Nechť bk ≥ bk+1

pro ∀k ≥ n0. Potom řada
∑∞

k=1(−1)kbk konverguje.

Př́ıklad. Řada
∑∞

k=1(−1)k
√

k
100+k

konverguje.

Poznámky k C. Pro z ∈ C je z = x + iy, kde i2 = −1, x, y ∈ R. Znač́ıme
x = Re z (reálná část), y = Im z (imaginárńı část).

Definujeme z̄ = x − iy (č́ıslo komplexně sdružené), |z| =
√

Re2 z + Im2 z
(absolutńı hodnota).
Plat́ı:
(i) |Re z|, Im z ≤ |z| ≤ |Re z| + | Im z| pro ∀z ∈ C

(ii) |z + w| ≤ |z| + |w| pro ∀z, w ∈ C

Konvergence: pro zn, z ∈ C ṕı̌seme lim
n→∞

zn = z, pokud lim
n→∞

|zn − z| = 0.

Ekvivalentně: zn → z plat́ı, právě když Re zn → Re z, Im zn → Im z.
Řada

∑∞
k=1 ak, ak ∈ C konverguje, pokud sn (posloupnost částečných součt̊u)

má limitu v C.
Ekvivalentně:

∑∞
k=1 ak konverguje, právě když

∑∞
k=1 Re ak,

∑∞
k=1 Im ak kon-

verguj́ı. Plat́ı
∞
∑

k=1

ak =

∞
∑

k=1

Re ak + i

∞
∑

k=1

Im ak .

Definice. Řekneme, že posloupnost bn ∈ C splňuje Bolzano-Cauchyho
podmı́nku (neboli je cauchyovská), jestliže

(

∀ε > 0
)(

∃n0 ∈ N
)(

∀m, n ≥ n0

)[

|bm − bn| < ε
]

. (BC)

Věta 10.10.* Nechť bn ∈ C. Potom je ekvivalentńı:
(1) posloupnost {bn} konverguje, tj. ∃b ∈ C tak, že bn → b;
(2) {bn} je cauchyovská.

Definice. Nechť ak ∈ C. Řekneme, že řada
∑∞

k=1 ak splňuje Bolzano-
Cauchyho podmı́nku konvergence řady, jestliže

(

∀ε > 0
)(

∃n0 ∈ N
)(

∀n ≥ n0

)(

∀p ∈ N
)[
∣

∣

n+p
∑

k=n+1

ak

∣

∣ < ε
]

. (BC − r)

Pozorováńı. Řada
∑∞

k=1 ak splňuje (BC-r), právě když sn (posloupnost
částečných součt̊u) splňuje (BC).
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Věta 10.11. Nechť ak ∈ C. Řada
∑∞

k=1 ak konverguje, právě když je splněna
Bolzano-Cauchyho podmı́nka konvergence řady (BC-r).

Lemma 10.3. [Abelovo sumačńı lemma.] Nechť ak ∈ C, nechť existuje
K > 0 takové, že |

∑n

k=1 ak| ≤ K pro ∀n ∈ N. Nechť bk ≥ 0, bk ≥ bk+1 pro
∀k ∈ N. Potom |

∑n

k=1 akbk| ≤ b1K pro ∀n ∈ N.

Věta 10.12. [Dirichletovo kritérium.] Nechť
∑∞

k=1 ak (ak ∈ C) má omezené
částečné součty. Nechť bk → 0 a nechť posloupnost {bk} je od jistého indexu
monotónńı. Potom

∑∞
k=1 akbk konverguje.

Lemma 10.4. Nechť x 6= 2kπ. Potom

n
∑

k=0

sin kx =
sin n+1

2
x sin n

2
x

sin x
2

,

n
∑

k=0

cos kx =
sin n+1

2
x cos n

2
x

sin x
2

.

Důsledek. Nechť x ∈ R, x 6= 2kπ. Potom řady
∑∞

k=1 sin kx,
∑∞

k=1 cos kx
maj́ı omezené částečné součty.

Věta 10.13. [Abelovo kritérium.] Nechť
∑∞

k=1 ak (ak ∈ C) konverguje.
Nechť posloupnost {bk} ⊂ R je omezená, a od jistého indexu monotónńı.
Potom řada

∑∞
k=1 akbk konverguje.

Lemma 10.5. Nechť ak ∈ C, nechť {ck} ⊂ R je monotónńı a ck → c ∈
R \ {0}. Potom je ekvivalentńı:
(1)

∑∞
k=1 ak konverguje;

(2)
∑∞

k=1 akck konverguje.

Poznámka. Předpoklad monotonie (Věty 10.8, 10.12, 10.13 a Lemma 10.5)
je podstatný a nelze ho vynechat. Nicméně stač́ı (viz Lemma 10.1), aby
monotonie platila až od jistého indexu k.

Př́ıklady. 1©
∑∞

k=1
(−1)k

√
k+1+(−1)k

diverguje.

2©
∑∞

k=1
(−1)k

k
arctg k konverguje.

Definice. Pro a ∈ R definujeme

a+ =

{

a, a > 0

0, a ≤ 0
a− =

{

−a, a < 0

0, a ≥ 0

tzv. kladnou resp. zápornou část č́ısla a.

Poznámka. Plat́ı: a = a+ − a−, |a| = a+ + a− a 0 ≤ a+, a− ≤ |a|.
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Věta 10.14. [O absolutńı konvergenci.] Nechť ak ∈ C, nechť řada
∑∞

k=1 |ak|
konverguje. Potom také řada

∑∞
k=1 ak konverguje.

Definice. Nechť ak ∈ C. Jestliže
∑∞

k=1 |ak| konverguje, tak řadu
∑∞

k=1 ak

(která konverguje d́ıky předchoźı větě) nazveme absolutně konvergentńı.
Pokud

∑∞
k=1 ak konverguje, avšak

∑∞
k=1 |ak| = ∞, řekneme, že řada

∑∞
k=1 ak

konverguje neabsolutně.

Př́ıklady. 1©
∑∞

k=1
sin(kx)

2k konverguje absolutně.

2©
∑∞

k=1
(−1)k

k
konverguje neabsolutně.

Definice. Nechť ak, bk ∈ C. Nechť existuje ϕ : N → N vzájemně jed-
noznačné zobrazeńı takové, že ak = bϕ(k) pro každé k ∈ N. Potom řada
∑∞

k=1 bk se nazve přerovnáńı řady
∑∞

k=1 ak.

Věta 10.15. Nechť
∑∞

k=1 bk je libovolné přerovnáńı řady
∑∞

k=1 ak, kde ak ∈
C. Nechť buď (i) ak ≥ 0, nebo (ii)

∑∞
k=1 ak konverguje absolutně.

Potom
∑∞

k=1 ak =
∑∞

k=1 bk.

Věta 10.16. Nechť ak ∈ R, nechť
∑∞

k=1 ak konverguje neabsolutně, nechť
s ∈ R∗ je libovolné. Potom existuje přerovnáńı řady

∑∞
k=1 ak, jehož součet

je s.

Poznámka. Je dána řada
∑∞

k=1 ak, ak ∈ R. Je správná úvaha ”nejdř́ıve
sečtu všechny kladné členy, pak všechny záporné, pak to slož́ım a mám
výsledek”? Formálně jde o rovnost

∞
∑

k=1

ak =
∞
∑

k=1

a+
k −

∞
∑

k=1

a−
k .

Pro absolutně konvergentńı řady to plat́ı. V př́ıpadě neabsolutně konver-
gentńı řady ne: napravo totiž je ∞−∞.

Věta 10.17. [Cauchẙuv součin řad.] Nechť řady (1)
∑∞

k=0 ak a (2)
∑∞

k=0 bk

konverguj́ı absolutně. Pro k = 0, 1, . . . označme ck =
∑k

j=0 ajbk−j. Potom

∞
∑

k=0

ck =

(

∞
∑

k=0

ak

)

·
(

∞
∑

k=0

bk

)

a řada
∑

ck konverguje absolutně.

Př́ıklad. Označ E(z) =
∑∞

k=0
zk

k!
. Tato řada konverguje absolutně pro každé

z ∈ C a plat́ı E(z) · E(w) = E(z + w) pro ∀z, w ∈ C.
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