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24.4 Laplaceova a Poissonova rovnice
24.4.1 Fundamentdlni feSeni Poissonovy rovnice |

Véta (13 O fundamentalnim Feseni Poissonovy rovnice V 25.4.1)

Fundamentalnim Fesenim Poissonovy rovnice je regularni distribuce
reprezentovana funkci

_ 1 =
£(x) = 2 log |x|1 pro N =2
W=2)ry W72 pro N > 3,

kde rky je mira jednotkové sféry v R. Fundamentaini Fedeni je na S'(R")
uréeno jednoznacné aZ na pricteni reguldrni distribuce reprezentované
harmonickym polynomem.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky |

Véta (14 Véta o tfech potencialech V 25.4.12)

Necht Q C RN je omezend oblast s dostatecné ~hezkou* hranici (jako ve Vété o
integraci per partes, tedy ve Vété 17.3.15), u € C*(Q) a € znaéi fundamentdini
feseni Poissonovy rovnice. Pak pro vsechna x € Q plati

=— X— u X— 9u —u ﬁxf
) = = [ Ex-y)aunay+ [ (£6y) G0 -uly) g-(x=2)) dSE).
kde

%4 (y) = Vuly) () S =) = V=) u(y)

[}

a v je vnéjsi normala k 092.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji dlsledky Il

Dasledek (1 Dasl. 25.4.13)

Necht Q c RN je omezend oblast s dostateéné ~hezkou™ hranici (jako ve Vété o
integraci per partes, tedy ve Vété 17.3.15) a u € C*(Q) spliuje Au=0 v Q.
Pak u € C*(Q) a na Q plati

u) = [ (Ex=n50) = sy) - (x =) dS()

kde v je vnéjsi normdla k 0N).



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky IlI

Definice (1 Potencidly D 25.4.14)

Necht Q ¢ RV je omezena oblast s dostatedné ,,hezkou" hranici (jako ve Vété o
integraci per partes, tedy ve Vété& 17.3.15) a p,0: 92 — R jsou spojité funkce
a 0: Q = R je spojitd a omezena funkce. Pak

v(x) = — /BQ wy)e(x —y)dS(y)  proxeR"

nazyvame potencidlem jednoduché vrstvy,
o€
W)=~ [ o) (= y)as(y)
aQ vy

=— /an a(y)i -v(y)dS(y) prox €R"

wn|x —y[N

nazyvame potencidlem dvojvrstvy (pro tento p¥ipad pfedpokldddme, Ze Q je
tfidy C?) a

P(x) = — /Q o()E(x —y)dy  proxeR"

nazyvame objemovym (Newtonovym) potencidlem.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji dlsledky 1V

Definice (2 Harmonicka funkce a harmonickd funkce s kontrolovanym
rastem D 25.4.16)

Necht Q C R je oblast a u € C?(Q). Rekneme, e funkce u je harmonickd

na €, jestlize Au =0 na Q. Rekneme, Ze funkce u je harmonicka

s kontrolovanym ristem na €, jestlize Au = 0 na Q a navic bud Q je omezen3,
nebo

u(x) = O( 1 ) pro |x| — oc.

|X|N72



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky V

Véta (15 O potencidlech jednoduché vrstvy a dvojvrstvy V 25.4.18)

Necht N >3 a Q C R" je omezend oblast s dostateéné , hezkou" hranici (jako
ve V&té o integraci per partes, tedy ve V&té 17.3.15). Necht p,o € C(0). Pak
potencidly jednoduché vrstvy a dvojvrstvy jsou harmonické funkce

s kontrolovanym riistem na Q a na RV \ Q.

Pro N = 2 plati tvrzeni s tim rozdilem, Ze potencial jednoduché vrstvy je na
RV \ Q pouze harmonicka funkce.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky V

Véta (15 O potencidlech jednoduché vrstvy a dvojvrstvy V 25.4.18)

Necht N >3 a Q C R" je omezend oblast s dostateéné , hezkou" hranici (jako
ve V&té o integraci per partes, tedy ve V&té 17.3.15). Necht p,o € C(0). Pak
potencidly jednoduché vrstvy a dvojvrstvy jsou harmonické funkce

s kontrolovanym riistem na Q a na RV \ Q.

Pro N = 2 plati tvrzeni s tim rozdilem, Ze potencial jednoduché vrstvy je na
RV \ Q pouze harmonicka funkce.

Véta (16 O objemovém potencidlu V 23.4.19)

Necht Q C R je omezend oblast s dostatecné ,,hezkou" hranici (jako ve V&té o
integraci per partes, tedy ve V&té& 17.3.15). Necht o € L*°(Q). Pak je objemovy
potencidl C'(Q)-funkce, kterd je harmonickd naR"\ Q pro N > 2 a
harmonickd s kontrolovanym riistem na RV \ Q pro N > 3 (a také tridy
C>=(R"\ Q)). Je-li navic 9 € C(Q), pak ¢ € C*(Q) a plati

Ap=op na Q.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky VI

Véta (17 O stfedni hodnoté harmonickych funkci V 25.4.20)
Necht R > 0, xo € RV a u € C(Br(x0)) je harmonicka funkce na Br(xo). Pak

1

o) = e [ ) ds0)



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky VI

Véta (17 O stfedni hodnoté harmonickych funkci V 25.4.20)
Necht R > 0, xo € RV a u € C(Br(x0)) je harmonicka funkce na Br(xo). Pak

=3
—_— u(y)dS(y).
AR [ (y)dS(y)

u(x) =

Véta (18 Obracend véta o stfedni hodnoté V 25.4.21)
Necht Q C R" je oblast, N > 2 a u € C*(Q) spliuje

1
ren N1

u(x) = / u(y)dS(y) pro vsechny B,(x) C Q.
8B, (x)

Potom je u harmonickd na Q.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky VII

Véta (19 O hladkosti funkci spliiujicich vlastnost stfedni hodnoty V
25.4.22)

Necht Q C R" je oblast, N > 2. Necht u € C(Q) splfiuje vlastnost stfedni
hodnoty

-
ryrN—1

u(x) = / u(y)dS(y) pro vsechny B,(x) C Q.
9B(x)

Potom u € C*(R).



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky VII

Véta (19 O hladkosti funkci spliiujicich vlastnost stfedni hodnoty V
25.4.22)

Necht Q C R" je oblast, N > 2. Necht u € C(Q) splfiuje vlastnost stfedni
hodnoty

u(x) = %/ u(y)dS(y) pro vSechny B.(x) C Q.
knr 8B (x)

Potom u € C*(R).

Véta (20 O zesileném principu maxima V 25.4.23)

Necht Q C R je oblast a u: Q — R je harmonicka funkce na Q. JestliZe u
na 0 nabyva svého maxima, pak je na Q0 konstantni.



24.4.2 Véta o trech potencidlech a jeji disledky VIII

Dusledek (2 Dusl. 25.4.24)

Necht Q C R" je oblast a u: Q — R je harmonicka funkce na .

(i) Jestlize u na Q nabyvd svého minima, pak je na Q konstantni.

(ii) Jestlize u neni konstantni na S0, pak zde nenabyvd ani svého minima ani
maxima.

(iiii) Jestlize navic Q je omezend a u € C(Q), pak

minu = minu < maxu = max u.
oQ Q Q a0



