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Definice (13 Jednoducha funkce D 15.5.1)

Necht X je mno¥ina a s: X — R*. Rekneme, Ze s je jednoduchd funkce,
jestlize s(X) je kone¢nd mnozina.
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Definice (13 Jednoducha funkce D 15.5.1)

Necht X je mno¥ina a s: X — R*. Rekneme, Ze s je jednoduchd funkce,
jestlize s(X) je kone¢nd mnozina.

Definice (14 Integrél z jednoduché nezdporné funkce)
Necht (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s = > 7, ajxa, je
nezaporna méfitelnd jednoducha funkce. Pak definujeme

/ sdy = Zaj,u(Aj N Q)
Q

j=1



Opakovani Il

Lemma (1)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a

s =211 aXa = >4y bixs; je nezdpornd jednoduchd méfitelna funkce.
Potom [, s dp nezdvisi na tvaru rozkladu s.
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Lemma (1)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a

s =211 aXa = >4y bixs; je nezdpornd jednoduchd méfitelna funkce.
Potom fQ sdy nezavisi na tvaru rozkladu s.

Lemma (2)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je JNMF. Potom
(I) fQ sdpu >0

(ii) Jo sdp = 0 prdvé tehdy, kdyZ s =0 s.v. na Q

(iii) [, sdp nezdvisi na chovdni s na X \ Q a na mnozindch miry nula

(iv) je-li [ sdp < oo, potom pu({x € Q: s(x) = co0}) = 0.
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Lemma (1)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a

s =211 aXa = >4y bixs; je nezdpornd jednoduchd méfitelna funkce.
Potom fQ sdy nezavisi na tvaru rozkladu s.

Lemma (2)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je JNMF. Potom
(I) fQ sdpu >0

(ii) Jo sdp = 0 prdvé tehdy, kdyZ s =0 s.v. na Q

(iii) [, sdp nezdvisi na chovdni s na X \ Q a na mnozindch miry nula

(iv) je-li [ sdp < oo, potom pu({x € Q: s(x) = co0}) = 0.

Lemma (3)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a si, sy jsou JNMF.
Potom

(i) je-lisy =52 s.v. na Q, je [ sidp = [, s2dp

(ii) je-li s1 < s s.v. na Q, je [, s1dp < [, s2dp.



14.6 Integrél z jednoduché nezaporné funkce |

Lemma (4)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s, s> jsou INMF a
c > 0. Potom

() fQ(sl +s2)dp = fQ sidp + fQ s2dp

(i) fQ csidu = c¢ fQ s1dp.



14.6 Integral z jednoduché nezdporné funkce |

Lemma (4)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s, s> jsou INMF a
c > 0. Potom

(I) fQ(Sl + 52) d,u = fQ S1 d,u + fQ S du
(ii) [qesidu =c [ sidpu.

Lemma (5)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je INMF. Necht

Pe M, P CQ. Potom
/sd,ug/sdu.
P Q
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Lemma (4)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s, s> jsou INMF a
c > 0. Potom

(I) fQ(Sl + 52) d,u = fQ S1 d,u + fQ S du

(i) fQ csidu = c¢ fQ s1dp.

Lemma (5)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je INMF. Necht

Pe M, P CQ. Potom
/sd,ug/sdu.
P Q

Lemma (6)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a s je JNMF. Potom mnoZinova funkce

@(A)::/sdu, ACX, Ae M
A

je mira na o-algebre M.



14.7 Obecna definice integralu |

Definice (15 Integral z méfitelné funkce D 15.7.1 a D 15.8.1)
Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Pro f: X — [0, o]
mé¥itelnou definujeme

/ fdu:= sup{/ sdu: s je méfitelnd jednoduchd funkce spliujici 0 < s < f}.
Q Q

Je-li f je méfitelnd numericka funkce, pak definujeme (pfipomefime
fT:=max{f,0}, f~ := max{—f,0})

/fdu::/f+du—/f7du,
X X X

ma-li prava strana smysl v R* (tedy je-li alespon jeden z integrdli napravo
kone¢ny).

Cislo fQ f dp se nazyva abstraktni Lebesguetiv integral z funkce f podle miry p
pfes mnozinu Q.
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Definice (15 Integral z méfitelné funkce D 15.7.1 a D 15.8.1)
Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Pro f: X — [0, o]
mé¥itelnou definujeme

/ fdu:= sup{/ sdu: s je méfitelnd jednoduchd funkce spliujici 0 < s < f}.
Q Q

Je-li f je méfitelnd numericka funkce, pak definujeme (pfipomefime
fT:=max{f,0}, f~ := max{—f,0})

/fdu::/f+du—/f7du,
X X X

ma-li prava strana smysl v R* (tedy je-li alespon jeden z integrdli napravo
kone¢ny).

Cislo fQ f dp se nazyva abstraktni Lebesguetiv integral z funkce f podle miry p
pfes mnozinu Q.

Definice (16 Funkce majici (koneény) integral D 15.8.1)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelna. Prostor viech funkci
na X, pro které ma [, f du smysl, znatime L£*(x; Q). Pokud je navic integral
koneény, Fikame, Ze funkce f je u-integrovatelnd (v pfipadé Lebesgueovy miry
pouzivdme termin lebesgueovsky integrovatelnd) a piSeme f € L(u; ).



14.7 Obecné definice integralu Il

Definice (17 Integral z komplexni funkce Pozn. 15.8.7)

Necht (X, M, i) je méfitelny prostor, Q C X je méFitelnd. Necht Ref i
Imf € L(u; ). Potom

/fdy:/Refdu—Fi/lmfd/,L.
X X X
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Definice (17 Integral z komplexni funkce Pozn. 15.8.7)

Necht (X, M, i) je méfitelny prostor, Q C X je méFitelnd. Necht Ref i
Imf € L(u; ). Potom

/fdp:/Refdu—Fi/Imfdﬂ.
X X X

Lemma (7 T 15.7.3 (iv))

Necht' (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Necht fy i f, jsou
nezdporné méritelné funkce na Q. Jestlize i < f, s.v. na Q, pak

/ﬂdué/fzdu-
Q Q
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Véta (22 Integrél z ekvivalentnich funkci)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Necht fi = f, s.v.
na . Potom bud obé funkce integrdl maji, nebo ho nemaji. Pokud integral

existuje, plati
/ fdp = / f> dp.
Q Q
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Véta (22 Integrél z ekvivalentnich funkci)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Necht fi = f, s.v.
na . Potom bud obé funkce integrdl maji, nebo ho nemaji. Pokud integral

existuje, plati
/ fdp = / f> dp.
Q Q

Véta (23 Charakterizace funkce s kone¢nym integrélem V 15.8.8 (ii))
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Je-li f méfitelnd,
pak

feLllp) <= 1 L)
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Véta (22 Integrél z ekvivalentnich funkci)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Necht fi = f, s.v.
na . Potom bud obé funkce integrdl maji, nebo ho nemaji. Pokud integral

existuje, plati
/ fdp = / f> dp.
Q Q

Véta (23 Charakterizace funkce s kone¢nym integrélem V 15.8.8 (ii))

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Je-li f méfitelnd,
pak
feLllp) <= 1 L)

Véta (24 Funkce s koneénym integralem je kone¢na s.v. V 15.8.8 (iv))

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Je-li f € L(u), pak
Jje koneénd (u) s.v. na .



14.7 Obecna definice integralu IV

Véta (25 O vztahu nulovosti integralu a nulovosti funkce V 15.8.15)
Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a f € L(u).
(i) Je-li f nezdpornd a [, fdu =0, pak f = 0 skoro viude.

(ii) Jestlize [, fdp =0 pro kazdou méfitelnou mnoZinu Q C X, pak f =0
skoro vsude.
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Véta (25 O vztahu nulovosti integralu a nulovosti funkce V 15.8.15)
Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a f € L(u).

(i) Je-li f nezdpornd a [, fdu =0, pak f = 0 skoro viude.

(ii) Jestlize [, fdp =0 pro kazdou méfitelnou mnoZinu Q C X, pak f =0
skoro vsude.

Véta (26 Omezend funkce md integrdl pfes mnozinu s koneénou mirou)

Necht (X, M, n) je méfitelny prostor a f je omezend méfitelnd na méfitelné
mnoZiné Q) takové, Ze () < +oo. Potom f € L(1).



14.7 Obecna definice integralu IV

Véta (25 O vztahu nulovosti integralu a nulovosti funkce V 15.8.15)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a f € L(u).

(i) Je-li f nezdpornd a [, fdu =0, pak f = 0 skoro viude.

(ii) Jestlize [, fdp =0 pro kazdou méfitelnou mnoZinu Q C X, pak f =0
skoro vsude.

Véta (26 Omezend funkce md integrdl pfes mnozinu s koneénou mirou)

Necht (X, M, n) je méfitelny prostor a f je omezend méfitelnd na méfitelné
mnoZiné Q) takové, Ze () < +oo. Potom f € L(1).

Dasledek (5)

Je-li f spojitd na omezené uzaviené mnoziné K C RV, potom je f € L(AV; K).



14.7 Obecné definice integralu V

Véta (27 Nerovnosti mezi funkcemi a integraly)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, f a g jsou méfitelné na méfitelné
mnoZiné Q. Necht f < g s.v. na Q. Je-lig € L™(p) a [, gdp < +o0, je také
feLl(u). Jelli f € L¥(p) a [, fdp> —oc0, je také g € L™ (). Jsou-li f,

g € L7 (), pak
/fdué/gdu~
Q Q
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Véta (27 Nerovnosti mezi funkcemi a integraly)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, f a g jsou méfitelné na méfitelné
mnoZiné Q. Necht f < g s.v. na Q. Je-lig € L™(p) a [, gdp < +o0, je také
feLl(u). Jelli f € L¥(p) a [, fdp> —oc0, je také g € L™ (). Jsou-li f,

g € L7 (), pak
/fdué/gdu~
Q Q

Dusledek (6)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, g, h € L(11; Q) a f je méfitelnd na
meéfitelné mnoZiné Q. Necht g < f < h s.v. na Q. Potom f € L(u; Q)

/gduﬁ/fduﬁ/hdu.
Q Q Q

Speciding, je-lia < f < bsv.naQ apu(Q) < +oo, a, beR, pak f € L(11;Q) a

an(Q) < /Q Fdu < bu(Q).



14.7 Obecna definice integralu VI

Véta (28 Odhad integrélu)
Necht (X, M, i1) je métitelny prostor, Q je méfitelnd a f: RV — R patti do
L*(p). Potom téZ |f| € L*(u) (specidlné, |f| je méfitelnd) a plati

‘/fdu‘S/Ifldu-
Q Q
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Véta (28 Odhad integrélu)

Necht (X, M, i1) je métitelny prostor, Q je méfitelnd a f: RV — R patti do
L*(p). Potom téz |f| € L*(u) (specidlné, |f| je méfitelnd) a plati

‘/fdu‘S/Ifldu-
Q Q

Véta (29 Absolutni konvergence Lebesgueova integralu V 15.8.8 (ii))

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a f je méfitelnd na méfitelné mnoZiné Q.
Potom
feLl(p) < |f|eL(p).
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Véta (28 Odhad integrélu)
Necht (X, M, i1) je métitelny prostor, Q je méfitelnd a f: RV — R patti do
L*(p). Potom téZ |f| € L*(u) (specidlné, |f| je méfitelnd) a plati

‘/fdu‘S/Ifldu-
Q Q

Véta (29 Absolutni konvergence Lebesgueova integralu V 15.8.8 (ii))
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a f je méfitelnd na méfitelné mnoZiné Q.
Potom

feLl(p) < |f|eL(p).

Véta (30 Odhad integrélu II)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q0 je méfitelnd, f: R — R patii do L* (1)
ag € L(u). Necht |f| < g s.v. na Q. Potom je f € L(u) a plati

‘/fdu‘S/gdw
Q Q
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Véta (31 Odhad integralu Il T 15.7.3 (iii))
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q0 je méfitelnd, f je nezdpornd méfitelnd
funkce na Q. Necht P C Q je méfitelnd. Potom

/fd,ug/fd,u.
P Q
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Véta (31 Odhad integralu Il T 15.7.3 (iii))

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q0 je méfitelnd, f je nezdpornd méfitelnd
funkce na Q. Necht P C Q je méfitelnd. Potom

/fd,ug/fd,u.
P Q

Lemma (8 Lévi & Lebesgueova véta o monotdnni konvergenci | V 15.7.7)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
nezapornych numerickych funkci definovanych na X a plati f, < foy1 na X pro
vSechna n € N. Bodovou limitu této posloupnosti oznaéme f. Pak f € L*(1) a

/fdu: lim /fndu.
X n—o0o X



