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11.1 Parciální derivace, derivace ve směru, totální diferenciál VI

Věta (V 5 O totálním diferenciálu složeného zobrazení V 12.1.19)
Nechť ~f : RN → Rm má totální diferenciál v bodě a ∈ RN a ~g : Rm → Rk má
totální diferenciál v bodě ~f (a). Pak funkce ~g ◦ ~f má totální diferenciál v bodě a
a platí pro něj

d(~g ◦ ~f )(a) = d~g(~f (a)) ◦ d~f (a)

(neboli d(~g ◦ ~f )(a)(h) = d~g(~f (a))(d~f (a)(h)) pro všechna h ∈ RN).

Věta (V 6 Řetízkové pravidlo V 12.1.20)
Nechť ~f : RN → Rm má totální diferenciál v bodě a ∈ RN a ~g : Rm → Rk má
totální diferenciál v bodě ~f (a). Pak pro každé i ∈ {1, . . . ,N} platí

∂(~g ◦ ~f )

∂xi
(a) =

m∑
j=1

∂~g

∂yj
(~f (a))

∂fj
∂xi

(a).
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11.1 Parciální derivace, derivace ve směru, totální diferenciál VII

Definice (D 5 Konvexní množina D 12.1.25)
Řekneme, že množina A ⊂ RN je konvexní, jestliže pro každá x , y ∈ A a
λ ∈ [0, 1] platí λx + (1− λ)y ∈ A.

Věta (V 7 O střední hodnotě V 12.1.27)
Nechť A ⊂ RN je otevřená konvexní množina a f : RN → R má totální
diferenciál na A. Pak pro všechna a, b ∈ A, a 6= b, existuje θ ∈ (0, 1) takové, že

f (b)− f (a) = df (a + θ(b − a))(b − a) = ∇f (a + θ(b − a)) · (b − a)

=
N∑
j=1

∂f

∂xj
(a + θ(b − a))(bj − aj).
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11.2 Derivace a totální diferenciály vyšších řádů. Taylorův vzorec I

Definice (6 Derivace vyšších řádů)
Nechť f : U(a)→ R má na okolí bodu a parciální derivace podle xi . Druhá
parciální derivace podle proměnných xi a xj je definována vztahem ∂

∂xj
( ∂f
∂xi

)(a)

(pokud má výraz smysl) a značí se ∂2f
∂xj∂xi

(a) nebo fxj xi (a). Pokud i = j , první

verze zápisu se zkracuje na ∂2f
∂x2i

(a). Pokud i 6= j , hovoříme o smíšené parciální
derivaci. Analogicky pro vyšší parciální derivace a pro vektorové funkce.

Věta (8 O záměnnosti parciálních derivací V 12.2.2)
Nechť Ω ⊂ R2 je otevřená množina a f ∈ C 2(Ω). Pak má f na Ω záměnné
druhé parciální derivace.

Důsledek (1 Důsl. 12.2.3)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřená a f ∈ C k(Ω) pro k ≥ 2. Pak jsou všechny parciální
derivace k-tého řádu záměnné.
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11.2 Derivace a totální diferenciály vyšších řádů. Taylorův vzorec II
Věta (9 Taylorův vzorec 12.2.4)
Nechť a ∈ RN , δ > 0, m ∈ N, f ∈ Cm+1(Uδ(a)) a a + h ∈ Uδ(a). Pak existuje
θ ∈ (0, 1) takové, že

f (a + h) = f (a) +
N∑

i1=1

∂f

∂xi1
(a)hi1 +

1
2!

N∑
i1,i2=1

∂2f

∂xi1∂xi2
(a)hi1hi2

+ · · ·+ 1
m!

N∑
i1,...,im=1

∂mf

∂xi1 . . . ∂xim
(a)hi1 . . . him

+
1

(m + 1)!

N∑
i1,...,im+1=1

∂m+1f

∂xi1 . . . ∂xim+1

(a + θh)hi1 . . . him+1 .

Definice (7 Totální diferenciál řádu k D 12.2.5)
Nechť f ∈ C k(Uδ(a)). Totálním diferenciálem řádu k příslušejícím funkci f
v bodě a nazýváme k-lineární funkci (zobrazuje RNk do R)

dk f (a)(h1, . . . , hk) =
N∑

i1,...,ik=1

∂k f

∂xi1 . . . ∂xik
(a)h1i1 . . . h

k
ik .
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11.2 Derivace a totální diferenciály vyšších řádů. Taylorův vzorec III

Definice (8 Multiindex D 12.2.6)
Nechť N ∈ N je pevné. Multiindexem nazýváme N-tici nezáporných celých čísel
α = (α1, . . . , αN). Číslo

|α| := α1 + · · ·+ αN

se nazývá výška multiindexu. Pro multiindex α, f ∈ C |α|(Ω) a x ∈ RN

zavádíme značení

Dαf :=
∂|α|f

∂xα11 . . . ∂xαN
N

, xα := xα11 . . . xαN
N a

(
|α|
α

)
=

|α|!
α1! . . . αN !

.



11.3 Potenciál vektorového pole I

Definice (9 Potenciál vektorového pole D 12.3.1)
Vektorové pole T = (T1, . . . ,TN): RN → RN nazýváme potenciální na otevřené
množině Ω ⊂ RN , jestliže existuje funkce U : RN → R taková, že

∂U

∂xi
= Ti na Ω pro všechna i ∈ {1, . . . ,N}.

Funkci U pak nazýváme potenciálem vektorového pole T.

Definice (10 Souvislá množina 12.3.2)
Množina Ω ⊂ RN se nazývá souvislá, jestliže každé její dva body lze spojit
lomenou čarou tvořenou konečným počtem úseček, které celé leží v Ω. Množina
Ω ⊂ RN se nazývá oblast, je-li otevřená a souvislá.
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11.3 Potenciál vektorového pole II

Věta (10 O nejednoznačnosti potenciálu na oblasti V 12.3.3)
Nechť vektorové pole T má na oblasti Ω ⊂ RN potenciály U1 a U2. Pak existuje
C ∈ R takové, že U2 = U1 + C .

Věta (11 Nutná podmínka existence potenciálu V 12.3.5)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřená množina a T ∈ C 1(Ω; RN). Má-li T potenciál na Ω,
pak platí

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Věta (12 Postačující podmínka existence potenciálu V 12.3.6)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřený interval (tedy kvádr v případě omezenosti),
T ∈ C 1(Ω; RN) a

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Pak má vektorové pole T potenciál na Ω.



11.3 Potenciál vektorového pole II

Věta (10 O nejednoznačnosti potenciálu na oblasti V 12.3.3)
Nechť vektorové pole T má na oblasti Ω ⊂ RN potenciály U1 a U2. Pak existuje
C ∈ R takové, že U2 = U1 + C .

Věta (11 Nutná podmínka existence potenciálu V 12.3.5)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřená množina a T ∈ C 1(Ω; RN). Má-li T potenciál na Ω,
pak platí

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Věta (12 Postačující podmínka existence potenciálu V 12.3.6)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřený interval (tedy kvádr v případě omezenosti),
T ∈ C 1(Ω; RN) a

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Pak má vektorové pole T potenciál na Ω.



11.3 Potenciál vektorového pole II

Věta (10 O nejednoznačnosti potenciálu na oblasti V 12.3.3)
Nechť vektorové pole T má na oblasti Ω ⊂ RN potenciály U1 a U2. Pak existuje
C ∈ R takové, že U2 = U1 + C .

Věta (11 Nutná podmínka existence potenciálu V 12.3.5)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřená množina a T ∈ C 1(Ω; RN). Má-li T potenciál na Ω,
pak platí

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Věta (12 Postačující podmínka existence potenciálu V 12.3.6)
Nechť Ω ⊂ RN je otevřený interval (tedy kvádr v případě omezenosti),
T ∈ C 1(Ω; RN) a

∂Ti

∂xj
=
∂Tj

∂xi
na Ω pro všechna i , j ∈ {1, . . . ,N}.

Pak má vektorové pole T potenciál na Ω.


