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11 Diferencidlni pocet funkci vice proménnych
11.1 Parcidlni derivace, derivace ve sméru, totalni diferencial |

Definice (1 Parcialni derivace D 12.1.1)
Necht ac RY, i€ {1,...,N} a f: RY = R je definovana na mnoziné
{ar1} x -+ x{ai—1} x (ai — d,a; + ) x {aiy1} x -+ x {an} pro jisté § > 0.
Jestlize existuje vlastni limita
. f(al,...,a;_l,a,-Jrh,a,-+1,...,aN)ff(a)
lim ,
h—0 h

pak se nazyva parcialni derivace funkce f podle i-té proménné v bodé a a znadi
of
se 5,.-(a) nebo £;(a).
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Definice (1 Parcialni derivace D 12.1.1)

Necht ac RY, i€ {1,...,N} a f: RY = R je definovana na mnoziné

{ar1} x -+ x{ai—1} x (ai — d,a; + ) x {aiy1} x -+ x {an} pro jisté § > 0.
Jestlize existuje vlastni limita

lim I‘r({-h7 ...,di—1,ai + h, a1, ..., aN) - f(a)
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pak se nazyva parcialni derivace funkce f podle i-té proménné v bodé a a znadi
of
se 5,.-(a) nebo £;(a).

Definice (2 Derivace ve sméru D 12.1.5)
Necht vektor v € RV, bod a € RN a funkce f: RV — R je definovana na
mnoziné {a+ hv: h € (=4,6)} pro jisté 6 > 0. Pak definujeme derivaci funkce
f ve sméru v v bodé a predpisem

of f(a+ hv) —f(a)

gy (@)= fim =————

pokud limita na pravé strané existuje a je vlastni.



11.1 Parcidlni derivace, derivace ve sméru, totalni diferencial Il

Definice (3 Gradient D 12.1.10)

Necht f: RY — R, a € RV a existuji véechny parcilni derivace funkce f
v bodé a. Pak gradient funkce f v bodé a je definovan predpisem

Vf(a) = (%(a),% a)7...,87fv(a)).

Analogicky pro f: RN — R™ zavadime gradient

CYONE TONRE 10

Ox: ox:

Vf(a) = gi(a) gx{z(a) aj,:(a) ,
?Ti’f(a) g%";(a) ng’;(a)

existuji-li jednotlivé parcialni derivace. Vektorova funkce fiRV 5 R” je tfidy
CK(;R™) pro k € No U {0}, jsou-li vechny jeji slozky t¥idy C*(£2). Vidy se
zkracuje C(Q;R!) na C*(Q), C°(;R™) na C(Q;R™).
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Definice (4 Totalni diferencial D 12.1.11)

Necht f: RV — R je definovana na n&jakém okoli bodu a € RY. Rekneme, %e
funkce f ma v bodé a totdlini diferencial, jestlize existuje takova linedrni funkce
L:RY =R, ze

lim f(x+h) —f(x) — Lh _

h—0 |Ih]| 0

Uvedenou linearni funkci L nazyvame totalnim diferencidlem funkce f v bodé a
a znadime ji df(a).
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Necht f: RV — R je definovana na n&jakém okoli bodu a € RY. Rekneme, %e
funkce f ma v bodé a totdlini diferencial, jestlize existuje takova linedrni funkce
L:RY =R, ze

lim f(x+h) —f(x) — Lh _

0.
h—0 [h|

Uvedenou linearni funkci L nazyvame totalnim diferencidlem funkce f v bodé a
a znadime ji df(a).

Véta (1 Spojitost ve sméru)
Necht f: RN — R md v bodé a derivaci ve sméru v. Potom

LTO f(a+ hv) = f(a),

tedy funkce f je spojitd v bodé a ve sméru v. Analogicky pro vektorové funkce.



11.1 Parcidlni derivace, derivace ve sméru, totalni diferencial IV

Véta (2 O vlastnostech plynoucich z existence totélniho diferencidlu V
12.1.13)

Necht f: RN — R m4 totdini diferencidl v bodé a € RN. Pak
(i) v bodé a existuji vsechny parcidlni derivace a plati df (a) = Vf(a) (presnéji
df(a)(h) = Vf(a) - h pro véechnah ¢ RV)
(ii) existuji derivace ve vsech smérech a plati pro né & (a) = Vf(a) v
(iii) funkce f je spojitd v bodé a.
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Véta (2 O vlastnostech plynoucich z existence totélniho diferencidlu V
12.1.13)

Necht f: RN — R m4 totdini diferencidl v bodé a € RN. Pak
(i) v bodé a existuji vsechny parcidlni derivace a plati df (a) = Vf(a) (presnéji
df(a)(h) = Vf(a) - h pro véechnah ¢ RV)
(ii) existuji derivace ve vsech smérech a plati pro né & (a) = Vf(a) v
(iii) funkce f je spojitd v bodé a.

Véta (3 O postacujici podmince pro existenci totalniho diferencidlu V
12.1.16)

Necht f: RN — R aaeR".

(i) M&-li f na jistém okoli bodu a omezené parcidini derivace, pak je v ném
spojita.

(it) Ma-li f na jistém okoli bodu a parcidlni derivace a ty jsou spojité v bodé a,
pak v ném md totalni diferencial.



11.1 Parcidlni derivace, derivace ve sméru, totalni diferencial V

Véta (4 Aritmetika totalniho diferencialu T 12.1.18)

Necht f,g: RY = R, a € R" a existuji totdlni diferencidly df(a) a dg(a). Pak
(i) d(f + g)(a) = df(a) + dg(a)
(i) d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a)

(iii) pokud navic g(a) # 0, pak d£(a) = £/ [(a)del2)
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Véta (4 Aritmetika totalniho diferencialu T 12.1.18)

Necht f,g: RY = R, a € R" a existuji totdlni diferencidly df(a) a dg(a). Pak
(i) d(f + g)(a) = df(a) + dg(a)

(i) d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a)

(iii) pokud navic g(a) # 0, pak d£(a) = £ Hae(),

Véta (5 O totdlnim diferencidlu slozeného zobrazeni V 12.1.19)
Necht f: RY — R™ m4 totdlni diferencidl v bodé a € R a g: R™ — R* m4

totdlni diferencidl v bodé f(a). Pak funkce g o f m4 totalni diferencial v bodé a
a plati pro néj

-

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a)
(neboli d(g o f)(a)(h) = dg(f(a))(df(a)(h)) pro véechna h € R").



