MATEMATICKA ANALYZA 1 - ZIMNI SEMESTR 20242025
POCETNI PRIKLADY KE CVICENI

LUBOS PICK

1. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY, LOGIKA, MATEMATICKA INDUKCE

Piiklad 1.1. Reste néasledujici nerovnice v R:
T —2 51 a:—|—2>2x—|—3.
2z — 8 z+3 z+6
Piiklad 1.2. Nakreslete graf funkce f(z) = ||||z| — 1] — 1] — 1].
Piiklad 1.3. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f(z) =z — va? — 1.

Priklad 1.4. Dokazte nésledujici formulky:

- DEn+1 -
Zk2:n(n+ )6(n+ )’ Zk3:(1+2+3+'“+n)2'
k=1 k=1

log 1 (z% — 3z +3) > 0,

Piiklad 1.5. (i) Dokazte, Ze (v/2 ++/3) ¢ Q.
(ii) Pro ktera n € N plati: /n € Q7
(iii) Dokazte pomoci vhodného protipfikladu, Ze neplati vyrok

VneN: n?+n+41 je prvocislo.
(iv) Nyni dokazte, Ze neplati ani vyrok
VneN, n<4l: n?+n+41 je prvocislo.
Priiklad 1.6. DokaZte, Ze nasledujici vztahy plati pro vSechna n € N:

n+1\ (n n no\
k+1) \k k+1)
" /n
— on.
> () -2
k=0
Sok(f) =,
k=0
Piiklad 1.7. Vyjadiete cos5z (resp. sin5z) pouze pomoci funkei cosz a sinz.
Piiklad 1.8. Dokazte pro a, b € R: |a + b| < |a| + |b], [la| = [0]] < |a—b].

Priklad 1.9. (i) Pro v8echna n € N plati n < 2". Dokazte!
(ii) Pro viechna n € N, n # 3, plati n? < 2". Dokaite!

Ptiklad 1.10. Reste rovnice:
sin2z =sinz, 2sinz+cosz =1, log(z?+1)=2log(3 — x).

()

Priklad 1.11. Sectéte: sinz + - - - + sinnz.

Priklad 1.12.
2n n 2n n n
0 2

Piiklad 1.13. Dokazte, ze pro n € N, n > 3, plati:

(n41)" <t
1



VYSLEDKY

Pitklad 11 (4,6); (1,2); (=6,-3) U (=1 v13)/2, (-1 + V13)/2)
Priklad 1.3: D(f) = (—o0, —1]U[1,00), H(f) = (—00, —1] U (0, 1].

Priklad 1.4: Pouzijte matematickou indukci.

Piiklad 1.5: (ii) n = k2, k € N; (iii) n = 41; (iv) n = 40.

Priklad 1.7: Pouzijeme-li Moivreovu vétu nebo souctové vzorce dostaneme:
5

z — 10 cos® zsin® z + 5 cos z sin? z,

sin b5z = 5cos zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® .

CcoS HT = cos

e Piiklad 1.8: Prvni nerovnost dokazte uzitim vhodné definice absolutni hodnoty nebo
provedenim diskuse znamének ¢lent v absolutnich hodnotach. Druhou nerovnost odvodte
z prvni.

e Priklad 1.9: Pouzijte matematickou indukci.

e Piiklad 1.10: 1. rovnice: x = km nebo x = § + 2k7 nebo z = 5?“ + 2km, kde k € Z; 2.
rovnice: x = 2km nebo x = m — arcsin(4/5) + 2k, kde k € Z; 3. rovnice: 4/3

e Piiklad 1.11: Vhodnym pouzitim Moivreovy véty a vzorce pro soucet geometrické fady
dostaneme:

cos Z —cos(n + 1)
2sin(z/2)

Pokud x = 2kw, k € Z, pak je soucet roven nule.

e Piiklad 1.12: Pouzijte binomickou vétu na vyrazy (1+1)%" a (1 —1)2". Vysledek: 2271,

e Piiklad 1.13: PouZijte matematickou indukci nebo aplikujte binomickou vétu na (n+1)"
a pak odhadnéte ¢leny binomického rozvoje.

pro x # 2km, k € Z.

2. VYROKY, KVANTIFIKATORY, ZOBRAZENI, SUPREMUM A INFIMUM

Priiklad 2.1. Rozhodnéte o spravnosti néasledujicich vyroki a napiSte jejich negace.
VreNIyeN: >z = y<2)
VaceRIe>0JaeRVzeR: (€ (a,a+¢) < |z —a| <1);
JoeeRVe>0VaeRAxeR: (x € (a,a+¢) <= |z —al <1).

Piiklad 2.2. Hadanky z ostrova poctiveil a padoucht (podle R. Smullyana): (i) Jdete kolem t¥i
obyvatel ostrova a zeptate se: ,,Kolik je mezi vami poctivci?“ A odpovi nezietelné, tak se zeptate
B: ,,Co tikal A7 B odpovi: ,,A Fikal, Ze je mezi nami jediny poctivec. Nato fekne C: ,Nevéite B,
ten 1zel* Co jsou B a C7

(ii) A Fekne: ,Bud jsem ja padouch a nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B?

(iii) A Fekne: ,,Ja jsem padouch, ale B je poctivec.“ Co jsou A a B?

(iv) A fekne: ,B a C maji stejnou povahu.“ Nato se zeptate C: ,Maji A a B stejnou povahu?*
Co odpovi C?

Priklad 2.3. Zjistéte7 zda néasledujici mnoziny maji supremum a infimum. Pokud ano, urcete je.
7; neN },
{ +( D" ;nE N}

A=
B =
o (=
D=
E =

{~
{ Un;TLEN}
q€Q; qg<V3},

{sinzcosz; x € R}.

Priklad 2.4. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati
e VAC M : f7I(f(A)) = A,
e VBC L: f(f~Y(B)) =B.

Pfiklad 2.5. Naleznéte suprema a infima nasledujicich mnozin (pokud existuji):
e A={p/(p+4q); pPEN, g N},



B = {sinz; z € (0,2m)},
C={n?>-m? neN, meN}
o D={27"+3" neN},
E={5V3" jecz keZ}

VYSLEDKY

Priklad 2.1: VSechny vyroky jsou pravdivé.
Piiklad 2.2: (i) B je padouch a C je poctivec;
(ii) oba jsou poctivci;
(iii) oba jsou padousi;
(iv) ano.
Priklad 2.3: supA =0, inf A = —1; supB = %, inf B = 0; sup C' neexistuje, inf C' = 0;
sup D = v/3, inf D neexistuje; sup F = %, inf £ = —%.

3. LIMITA POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Priiklad 3.1. Vypoctéte:

I 2% +n—3 I 2n® 4 3n — 2 . 2n3 + 6n
im ———— im ———— im —.
n—soco m3—-1 " n—oond® —3n3 +1’ n—oond —Tn+7
Priklad 3.2. Spoé¢téte limity nasledujicich posloupnosti:
14+2+---4n n 124224 ... 4+n? 12422 4...+n?
n+ 2 2 n3 ’ n4 '
Priiklad 3.3. Vypoctéte:
on 3n 5
lm -~ lim /27 + 47, lim =, lim > "
n—oo 2N n—00 n—oo n! n—oo nd 4+ n!
iy T . (n+2)2 = (n+ 1))+t
2 3 4 n n n n
i Vn? 40 4nt 420 430 44, A \/((n+1)3_n3_3n2)”—1'
3 an bn
Piiklad 3.4. Vypoctéte: lim (a—l—) proa>b>0.
n—00 Y a2n + b2n

Priklad 3.5. Spoctéte limity:

. vn+2—+vn+1
. _ . 3 _ 3 .
A (Vrkl-vi), o lim VeV i s
Vn? +7—n?+1 Vi +n—Vnd+1

lim - , im .
n— oo *3/77,2 +6— ’3/7L2 n— oo \3/713 +2n — \3/713 +n
Priiklad 3.6. Spoctéte
) N . . nyn
Am CD)™Va(Ve+1—-va), o lim (-7

Priklad 3.7. Spoctéte limitu

L 4190 (g 3100
nooe  (n 4 2)100 —ploo

Priklad 3.8. Spoététe limitu
lim (n? 4 sin(n + 1)) (\/n4 +2—nt+ 1) .

n—oo

Piiklad 3.9. Spoctéte:

I 1 + 3 + 5 + " 2n—1
m _ — — e
nl~>oo 2 22 23 mn ’

= (C-H0-3)0-5-(0-2)




VYSLEDKY
e Priiklad 3.1: 0, 2, 2
e Priklad 3.2: —1/2,1/3,1/4
e Priklad 3.3: 1-4. 0, 4, 0, 0
n

2
5. Vime, Ze pro k € N plati lim — = +oo. Odtud plyne, Ze existuje ng € N takové, Ze
n—,oo N

VneN,n>ng: n><n®<n?<2n<3n <4

Plati tedy

VneN,n>ng: 4< V/n2+nd+nt+27 437 + 40 < 43/6.

Vime, ze plati lim V6=1a proto podle véty o dvou policajtech dostavame
n—oo

lim 4/n2+n3 +nt+2n +30 +4n =4,

n—-+oo

6.2/3
e Piiklad 3.4: 1/a
e Pitklad 3.5:1.-4. 0, 0, 0, 1

5. Nejprve upravime vyraz, jehoz limitu mame spocitat.
Vnd3+n—n3+1
Vn3+2n—n3+n

(3 +n)s —(MP+1)5 (P +n)s+MP+n)3n®+1)5 + (03 +1)5
- (n®+2n)s — (n3 +n)3 ' (n3 +n)3 + (n3 4+ n)3(n®+1)3 + (n3 + 1)%.
(n3 +2n)3 + (N3 +2n)5(n® +n)5 + (n3+1)3
(n342n)3 + (03 +2n)5 (03 +n)3 + (n3 +1)3
n—1 (n®+2n)3 4+ (n®+2n)3(n3+n)s + (03 +n)?
T n (n?4+n)3 + (3 +n)s(n3+1)5 + (n3 +1)3
-1 (+2)8+0+2)50+5)8+(1+5)8
T n 1+ LY+ 1+ 5)5Q+5)5 + 1+ 5)8
. . i+ n—Vnd+1
Odtud jiz vyplyva, ze nh—>I2<> RS R e =1.
e Piiklad 3.6: 1. Limita neexistuje.
2. Spocitejme nejprve tuto limitu
lim 371377{/7;
n—oo n3 + X/n
Plati
S
L4/

nb

Zde jsme vyuzili vétu o aritmetice limit a lim,_, ¥/n = 1. Z vySe uvedeného a véty o
limité vybrané posloupnosti vyplyva, ze

(2n)3 %/2n ) . _ (2n +1)3 >""/2n + 1
1 _— = —_ = —
n—oo (2n)3 + X/2n n—oo  (2n+1)3 4+ *"/2n+1

35
To znamena, %e lim (—1)”M

neexistuje.
n— o0 n3 + 2{1/5 J



e Priklad 3.7: Plati:

100 100
(n +4)19° — (n 4 3)100 = Z <IQO> 00—y _ Z (190) 100—j 3
i=o N/ o\
100

1 L .
= ( SO> nt®7 (47— 37) = 100n" + Pi(n);
j=0
(n 4 2)19° — n1%9 = 2000 + Py(n),

kde P;, P, jsou polynomy stupné ostfe mensiho nez 99. Pro tyto polynomy tedy plati

. Pi(n) . P(n)
A e =0 e =0
Dostéavame tak:
4)100 _ 100 100 + Pi(n)
lim (n+4) (n+3)" _ lim ——27" = 1/2.
n—oo  (n+ 2)100 — 100 ri—09 9()() 1+ PQgg

e Priklad 3.8: Plati

Tim (n? 4 sin(n + 1)) - (vt + 2 = Vot 4 1)

Vit +2+vnt+ 1
= lim (n®+sin(n+1)) - (Vn*+2—Vnt+1)-
Jim (0 -+ sinn 1) (Vi +2 = Vo 1) YELZVE
n? + sin(n + 1) . 1 4 sinlntl)

n2

lim = lim .
notoo /pd £ 24Vt + 1 nodeo \/1+%+\/1+%

Vime, Ze plati:
(1) Vn e N: |sin(n+1)| <1,
(2) limye0 5 = 0.

Z (1) a (2) plyne lim, o bm(:%l) = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? 4 sin(n + 1)) - (\/n4+2—\/n4+1> :1.

n— oo

2
e Piiklad 3.9: 3, 1/2
4. LIMITA FUNKCE
Priklad 4.1. Spodctéte:
. sinbx —sin3x . 1l—coszx . l+sinx —cosx
lim ——— lim ——, llm ———.
z—0 sinx z—0 x2 z—01 —sinx — cosx

Piiklad 4.2. Spoctéte:

v Vr+13-2yr+1 y Vi+tz—+1-=z
foat 229 ’ e R ;g
V1 -1 1 — /1 i
i IFEZL ey gy VIFET VIdsing
z—0 X x—0 x

Priklad 4.3. Spoc¢téte nasledujici limity:

1 (tgx)?
lim x(f’/ﬂ—x), lim —8°%% lim (e —1) Va2 |

T—00 x—0 1‘2 ’ x—04



Piiklad 4.4. Spoctéte nasledujici limity:

2
r4+2\"
i li t tg 2z
000 (23; - 1) o Jim (te )=
(1422 _ . 3
g (1+3) o Jim log(1+2%) log (1 * x) -
Priiklad 4.5. Spoé¢téte limity nasledujicich funkeci
log(1 + sin x) . esin2r _ earcsing . e" —2sin(g + 1)

, lim

li lim —mM8M8M
z%a/21+ —Vrzr1’ Py tgx 0 tgx

Priklad 4.6. Spoc¢téte limity nasledujicich funkei a posloupnosti

1 " arcsin /z
lim 1+ , lim n(¥2-1), lim ———— Y.
n—00 ( Vnt +2n3 —/nt + 1) n—oo ( ) =0+ log(1 4+ /)

Priiklad 4.7. Spoctéte:

2

T x x
lim (1 + sin )™ lim x < — arct ) , lim .
w—>1( ) ’ =300 4 gm—i—l =0 /1 + xsinz — \/cosx

Piiklad 4.8. Spoc¢téte limitu posloupnosti:

lim sin <27T\/ n2 + 1) .

n— o0

VYSLEDKY

Piiklad 4.1: 2, 1/2, —1
Piiklad 4.2: —1/16, 3/2, 1/n, 1/4
Priklad 4.3: 7/3, —=1/2, 1
Priklad 4.4: 0, 1/e, 2/3, log8
Priklad 4.5:

2. Plati

lim log(1 + sin x)
=02z 41—z +1
log(l+sinz) | 1 V2z+1+vz+1

=lim ——~ -sinz -

x50 sinx V2r+1-vVotl V2rti+va+1
loe(1 + si .
— lim og( .+SIII.T) sinz ( Tm—kl—km).
70 sinz x
Vime, ze
() Timy o P08 — 1

(i) limg_o 322 =1,
(iii) limg_osinz =0,
(iv) sin je prosty na (—m/2,7/2),
(v) i je spojita ve svém defini¢nim oboru.
log(1 + si

Z (i), (iii), (iv) a véty o limit& sloZené funkce plyne lim w =

a0 sin x
Posledni rovnost, spolu s (ii), (v) a vétou o limité sou¢inu dava

loe(1 + sinze) s
lim 125 +Slnx)81m(\/2x+1+\/x+1):1.1.2:2.
xT

z—0 sinx




6sin 2z 6arcsina: esin 2r 6arcsina: T
li li
m——=Jm ——+ —
z—0 tgx z—0 x tgx
) esin 2z _ earesinz ) T
=lim ——— - lim —.
z—0 x z—0 tgx

Vime, zZe lim,_,q tg% = 1. Zabyvejme se ted prvni limitou ve vyge uvedeném soucinu limit.

sin 2z arcsin x sin 2z arcsin x
e —e -1

. e sin2x e —1 arcsinz
lim = lim —; . — . . =
z—0 x z—0 sin2x T arcsin x T

Pouzili jsme

: arcsinx __
— limg o Hine —
— lim,_,o 822 =1,
— hmyﬂo =1,

— sin je prosta funkce na jistém okoli 0,
— arcsin je prosta funkce,
— x +— 2z je prosta funkce,
— vétu o limité sloZené funkce ve verzi s podminkou (P1),
— vétu o aritmetice limit.
Dohromady tedy mame

esin 2z __ earcsinx
lim ——— =1.
z—0 tgx

3. Upravme nejprve vyraz jehoz limitu poc¢itame

" 2sin(r/6+1) (ew -1 1 —2sin(7r/6+x))

tgx tgx T x
T (ez—l 1—cosz ﬁsinx)
= -_—— + -
tgx x T x

x T 1+ cosx T

r—-1 i 1 3 si
_ T (e n sing oo _ fsmx) . %)

tgx B

T <e$—1+1—cosa: 1+ cosx ﬂsinx)

gx T T 1+ cosx T
Vime, Ze
(1) lim,_o -8 tgx =1,
(2) lim,_o 512”3 =1,
(3) 11m1‘*)() = 1
(4) lim,_o cos;zc =1.

Z (%), (1)—(4) a z véty o aritmetice limit vyplyva

T _ 9gj
lim sin(m/6 + x) 13
z—0 tgx

e Priklad 4.6:
1. Pokusme se nejprve spocitat limitu funkce

1
lim

1+
x—>oo< \/$4+2.’IJ3—

\/m4+1>m.



Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame:

1 xT
1+
( \/m4+2x3\/ﬂc4+1>

— exp (log ((1 R 2x31— Vat+ 1>z)>

1
=exp|xzlog |1+
p( g( \/:c4+2x3—\/$4+1)>

log (1+ Zerrgt—vrry) 1
= exp -

W Vat + 223 — Vot 4+ 1

1
log (1+—/m /47_,_1) ., Vot + 223 + Vot 4+ 1
1 T 3 _
Wz ey 2z° —1
log (1+ Jorgtyerrr) W1+ 2+y/1+ 4
’ 1
3

1 _
Vi tom8 /i1 2

= exp

= exp

(%)

Dale plati:
— lim, o 802 — g
z - ?
lim, —Z 1 = lim Valt2eitvat il
T=00 a0zl Z—00 223 -1
424, 1+

=limyeo ——5— 44— =2 =0
T— 00 22—% Jo%e) 9

x

— funkce x — je na jistém okoli oo rtzné od nuly,

1
Vai+2x3 —/zi+1
— exp je spojita na R.

Z (1)—(3) a z véty o limité slozené funkce

log (1+ 7oty

lim i =1 (3%)
T—00 _—_—
Ve T2 —VaTil
Dale mame
Jit2+y1+ %
a:lggo 2L =1 (% % %)

Z (), (%), (%) a (4) plyne

1 x
lim 1+ )
:c—)oo< \/$4+2$3—\/1‘4+1
a tedy podle Heineho véty

1 n
lim 1+
"—“’O( \/n4+2n3\/n4+1>

= €.

2. Misto limity posloupnosti {n(¥/2—1)}2°, pocitejme limitu funkce f(z) = #(27 —1) v
oo. Pokud totiz ukazeme, Ze lim,_, ~, f(x) = A, pak podle Heineho véty také lim,, ., f(n) =
A. Plati

27 — 1 52

. 1 . z — . €z —

gﬂlggo (2= —1) = gﬂlggo — = ml;rgo gz ' log2 =log2.
x x

Uzili jsme
: evy—1 __
- hmy_>0 T = 17
log2 __
r O’

- 11mz~)oo
- 10%'27é0p1rokaidé:c>0,



— vétu o limité sloZené funkce ve verzi s podminkou (P1).

3. 1.
e Priklad 4.7: 1/e, 1/2,4/3
e Piiklad 4.8: 0

5. DERIVACE FUNKCE, L’'HOSPITALOVO PRAVIDLO, VETY O STREDNI HODNOTE

Priiklad 5.1. Spoctéte:
- ™ _r
(1) 1152036 (4 arctg o 1) .
Priklad 5.2. Spoc¢téte nasledujici limity:
. 1 . 1—+/cosz ) T
(2) a:li}(l;lqt(COb(\/E)) o zl—l)I(I)lJr 1-— COS(\/E) ’ zli}H:EO 1— e—mz
Piiklad 5.3. Definujme funkci
1

1
2

pro x =0.

Urcete, zda ma funkce f derivaci v bodé 0 a pokud ano, spoctéte ji.

Priklad 5.4. Spoc¢téte nasledujici limity:

1
Jtgax — 1 e arcsinx \ =2 a+x)* —a”
lim %, lim (2 — z)'#(%"); lim , lim (a+2) , a>0
z—=% 2sin“xz —1 z—1 z—0 x z—0 2

Priklad 5.5. Spo¢téte limity nasledujicich funket:

1 n L
. sinx | 1-cos@ .oet—e -2z . s x
(3) lim ; lim——————, lim [ — ] .
=0\ T =0 T —sinzx z—oo \ 2arctgx

Priklad 5.6. Spoctéte derivace (i jednostranné, pokud oboustranni neexistuje) néasledujicich
funket:

arctg(tg®z) prox# X +km, keZ,
f(x):{ g(tg” z) 73

3 proz =5 +km, k€Z;
#(z) = ma{min{cos, (1/2)}, (~1/2)};
f(@)=V1—e %
f(x) = arccos T3 22
(@) (E2(Sin%+COS%) pro z # 0,
xTr) =
0 pro x = 0;

f(z) = 2, pro z > 0;
f(x) = max{x + 4 arctg(sinx), z}.
Priklad 5.7. Naleznéte A, B € R, tak aby na R platil vztah

1 1 '
(A +x — arctgx + (2(1 + x?) arctg x — 296) (log (1 + 2?) — 1))
= (Az + B)(arctg z) log(1 + x?).
Priklad 5.8. Najdéte A € R, aby na (0, +00) platil vztah
1 /
(\/ 1+ 22 ))
sin 2z

V1+costz

<log (cos2 4+ v/'1+ cos? x) + arctg x + arcsin



Pfiklad 5.9. U nasledujicich funkei spoctéte derivace (i jednostranné, pokud neexistuje obou-

strannd):

1 — a2 9
arccos | 75 | » x”exp(—|z — 1)),

sinz
sin(z 4+ §)°

Pfiklad 5.10. Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) nésledujicich funkei ve vSech bo-
dech, kde existuje.

Priklad 5.11.

Priklad 5.12.

Priklad 5.13.

Priklad 5.14.

Priklad 5.15.

flz) = arctg(tg®x) prox# L +kn, kel
B 5 proz =5 +km, k€Z;

f(z) = max{min{cosz, (1/2)}, (=1/2)};
flx) =V1—e "%

1
f(x) = arccos T2

(@) xz(sin%—f—cos%) pro x # 0,
xTr) =

0 pro z = 0;
f(z) =2 pro z > 0;
f(z) = max{x + 4 arctg(sinz), z}.

Pomoci L'Hospitalova pravidla uréete néasledujici limity:

1 . a
. sinx \ * . sinz \ =2
lim , lim .
x—0+ x€X r—0+ x

Pro a > 0, a # 1 urcete

. a® —1 B
lim (| ——— .
1 (=)

Je mozné pouzit L’Hospitalova pravidla pro uréeni nasledujicich limit?

I r —sinx . 2r +sin2x +1
im — im
z-v00 21 +sinx’ w00 (22 + sin 22) (sinx + 3)2’

1
z2

li
z—0 0 xt

1\"* 1\°
m (QSin\/gf—i—\/Esin ) , lim (1—}—&66112 sin )
T xr—r
Ma nésledujici funkce derivaci v nule?

1 1 .
flx) = {zlogz w1 270

%, z = 0.
Dokazte, ze kazd4 z nasledujicich dvou rovnic ma pravé jeden koren.
2" 4+ 72% -5 =0.
3% +4% =57,

VYSLEDKY

e Priklad 5.10:
— Pro funkei f plati

—1/2, =z € (2n/3,4w/3) + 2kn, k € Z,
flx) = qcosx, x€ ((7/3,2n/3)U (47/3,567/3)) + 2kn, k € Z,
1/2, xe€{(—n/3,7/3)+2knm, k €.

7 predchoziho vyjadieni vyplyva, ze

) = 0, x € (—n/3,7/3)+km k €Z,
—sinz, x € (w/3,2r/3)+knr, k €Z.



Funkce f je spojitda na R a proto muzeme podle z predchoziho vyjadfeni vypocitat
jednostranné derivace jako prislusné limity derivaci:

! 3+ 2km) = li —singy = — si 3+2km) =—-v3/2,
fi(m/3 4 2km) x_m/gil%w+ sinx sin(m/3 4 2kn) V3/
C(x/342%km) = i 0=0,
fﬁ( / * 7T) x—)#/}”)rj-gkﬂ'—
fL(2m/3 + 2km) =0,

= —sin(27/3 4 2kn) = —V/3/2,
—sin(4n/3 + 2kn) = V/3/2,

2

— Z¥ejmeé D(f) = R. Plati (v/z)' = %% pro z > 0. Vzhledem k tomu, ze 1 —e™*" =
0 < =0, tak pro kazdé x € R\ {0} mame

1 6’1221 2

—x

x
=—_—— 7 T _=
21 —e=* V1—e®?

V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

—.’152
i L@ = fO) o VI—erm
x—0 €T — 0 x—0 X

f'(@)

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, ze
. y_

* limy 04 % =1,

¥ limg_0—22 =0,

¥ —12=0&1x=0,

* ./ je spojita na svém defini¢nim oboru.

a2

Z véty o limité slozené funkee, (1), (2) a (3) plyne lim, o4 £ 7$§1 = 1. Odtud, z (4)
a véty o limité slozené funkce obdrzime

7‘/1‘»2 _ 1
lim (| S—— = 1.
z—0+ —x

Obdobné dostaneme

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f (0) =1, f’(0) = —1.
— Zkoumana funkce je definovana na celém R a je na R spojita. Je-li x # 0, mizeme
f'(z) vypocitat pomoci véty o derivaci slozené funkce:

Fla) = -1 —2x 2signx
1 1L (1+22)2  (1422)Va2+2




V 0 vypocitame jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady pFislusné
véty jsou splnény):

. 2signx
"0)= lim ——= 2 —/2,
er() x—>0+(l+aj2) :C2+2
94
/2(0) = lim Sen T = V2

=0 (1 + 22)V/a? + 2

V 0 tedy derivace neexistuje.

— Pro x # 0 plati

F@) =

1 1

1 1 1 1
22 (sin — )b a?(——
J:(smx—kcosx)—l-a: ( =

cos — + — sin —).
x oz x

Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci slozené funkce. V
bodé 0 pocitejme derivaci z definice, tj. po¢itejme limitu

lim
z—0

@)= 10)
x—0 x—0

(105 )
sin — 4+ cos — | =0,
x x

nebot lim,_.ox = 0 a funkce = — (sin% + cos %) je omezena na jistém prstencovém
okoli bodu 0. Plati tedy f'(0) = 0.
— Spoctéme nejprve

(;L'I)/ — (exlogm)l _

Pak dostéavame

()

1
erlogz <1'10gI+I') :xw(10g$+1)7 x> 0.
X

z ! @ 1
= (e”” 10“) =" loa® <(xw)l logz + a” - >
T

=z (z"(logz + 1) logz + 2" '), x> 0.

P1i vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci slozené funkce, vétu o derivaci soucinu a
faktu, ze derivované funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.
— Pro hodnoty funkce f plati

f(x)

{

z,

x + 4arctg(sinx),

x € (2km, 2k + )n), k € Z,
x € ((2k + D)7, (2k + 2)7), k € Z.

Odtud jiz muzeme vypocitat hodnotu derivace v§ude mimo body ve tvaru kr, k € Z:

fiz) = {

cosx
1+sinZ x>

1+4
L,

x € (2km, 2k + 1)m), k€ Z,
x € ((2k+ 1)m, 2k + 2)7), k € Z.

Funkce f je na R spojité a jednostranné derivace v bodech km, k € Z, lze tedy pocitat
pomoci limit derivaci:

fi(2km) =
I (2k7) =
L (2k+ 1)) =

FL((2k+ 1)m) =

cosT
lim () = lim 144——— ) =5,
r—2kn+ f ( ) r—2km+ < 1+ sin2 :C)
li ! = 1 1=1
A
cos T
lim "(z) = lim 1+44———— | = -3,
z— (2k+1)7— F(@) z—(2k+1)T— ( 1 + sin? x)
lim "(z) = lim 1=1.
z—(2k+1)7+ z—(2k+1)7+

7 vyse uvedeného vyplyvé, ze funkce f v bodech tvaru kw, k € Z, nemé derivaci.



6. PRUBEH FUNKCE

Priiklad 6.1. Vysetiete pribéhy nasledujicich funkci

f(:E) =T
f(x) = log, €;
x

flw) =log |tg 7 |

f(@) = (sinz)*;

fz) = z? —1

Piiklad 6.2. Vysettete pribeéhy funkei (v prvnich dvou piikladech nemusite vySetfovat konvexitu)
fla) = cosx
T = cos 2x

f() = (cosx)ed e,
f(a) = (log|z|)* — 3log|x],
Priiklad 6.3. Vysetiete priubéhy funkei:

sin® x + cos® z,

arccos
V1—a2’

2 ¢ T
—arctg ———,
T ngfl



