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10. Metrické prostory

10.1. Definice a základní vlastnosti.

Definice. Metrickým prostorem budeme rozumět dvojici (P, %), kde P je množina, % : P × P →
[0,∞) je funkce splňující

(a) ∀x, y ∈ P : %(x, y) = 0⇔ x = y,
(b) ∀x, y ∈ P : %(x, y) = %(y, x),
(c) ∀x, y, z ∈ P : %(x, z) ≤ %(x, y) + %(y, z).

Funkce % se nazývá metrika na P .

Poznámka. Definice metrického prostoru připouští i možnost, že P je prázdná množina.

Příklady metrických prostorů.

Příklad (eukleidovská metrika na R). Definujme funkci % na R× R předpisem

%(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.
Dokažte, že (R, %) tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x, y ∈ R platí |x− y| ∈ [0,∞). Stačí tedy ověřit platnost podmínek (a)–(c) z
definice metriky. Podmínky (a) a (b) jsou však zřejmě splněny a podmínka (c) je trojúhelníková
nerovnost reálných čísel.

Úmluva. V dalším textu budeme na metrickém prostoru R vždy uvažovat metriku %(x, y) =
|x− y|, pokud nebude výslovně řečeno jinak.

Příklad (eukleidovská metrika na Rn). Nechť n ∈ N. Definujme funkci %2 na Rn ×Rn předpisem

%2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2,

kde x = [x1, . . . , xn], y = [y1, . . . , yn]. Dokažte, že (Rn, %2) tvoří metrický prostor.

Řešení. Tvrzení plyne z úvah uvedených v oddílu 8.4.

Příklad (newyorská metrika na Rn). Nechť n ∈ N. Definujme funkci %1 na Rn × Rn předpisem

(1) %1(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|,

kde x = [x1, . . . , xn] a y = [y1, . . . , yn]. Dokažte, že (Rn, %1) tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x, y ∈ Rn platí %1(x, y) ∈ [0,∞) a podmínky (a), (b) z definice metriky
jsou zřejmě splněny. Zbývá tedy ověřit podmínku (c). Nechť x, y, z ∈ Rn, x = [x1, . . . , xn], y =
[y1, . . . , yn] a z = [z1, . . . , zn]. Potom

%1(x, z) =

n∑
i=1

|xi − zi| ≤
n∑
i=1

(
|xi − yi|+ |yi − zi|

)
= %1(x, y) + %1(y, z).

Tím je ověřena platnost podmínky (c).
1
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Příklad (maximová metrika na Rn). Nechť n ∈ N. Definujme funkci %∞ na Rn × Rn předpisem

(2) %∞(x, y) = max
{
|xi − yi| ; i ∈ {1, . . . , n}

}
,

kde x = [x1, . . . , xn] a y = [y1, . . . , yn]. Dokažte, že (Rn, %∞) tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x, y ∈ Rn platí %∞(x, y) ∈ [0,∞) a podmínky (a), (b) z definice metriky
jsou zřejmě splněny. Zbývá tedy ověřit podmínku (c). Nechť x, y, z ∈ Rn, x = [x1, . . . , xn], y =
[y1, . . . , yn] a z = [z1, . . . , zn]. Nalezneme j ∈ {1, . . . , n} takové, že

%∞(x, z) = max
{
|xi − zi| ; i ∈ {1, . . . , n}

}
= |xj − zj |.

Podle trojúhelníkové nerovnosti máme

|xj − zj | ≤ |xj − yj |+ |yj − zj |.

Protože
|xj − yj | ≤ max

{
|xi − yi| ; i ∈ {1, . . . , n}

}
= %∞(x, y)

a
|yj − zj | ≤ max

{
|yi − zi| ; i ∈ {1, . . . , n}

}
= %∞(y, z),

dostáváme celkem
%∞(x, z) ≤ %∞(x, y) + %∞(y, z).

Tím jsme ověřili platnost podmínky (c).

Příklad. Nechť a, b ∈ R, a < b. Označme symbolem C([a, b]) množinu všech spojitých reálných
funkcí definovaných na intervalu [a, b]. Definujme funkci %sup na C([a, b])× C([a, b]) předpisem

%sup(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

Dokažte, že
(
C([a, b]

)
, %sup) tvoří metrický prostor. Funkci %sup nazýváme supremovou metrikou

na C([a, b]).

Řešení. Nechť f, g ∈ C([a, b]). Díky spojitosti funkce absolutní hodnota, větě o spojitosti a arit-
metických operacích a větě o spojitosti složené funkce platí |f−g| ∈ C([a, b]). Podle věty o existenci
extrémů nabývá funkce |f − g| na [a, b] svého maxima, takže funkce %sup je na C([a, b])× C([a, b])
dobře definovaná a splňuje %sup(f, g) ∈ [0,∞) pro každé f, g ∈ C([a, b]). Podmínky (a) a (b) z
definice metriky jsou zřejmě splněny. Nechť f, g, h ∈ C([a, b]). Potom pro každé x ∈ [a, b] platí

|f(x)− h(x)| ≤ |f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|
≤ sup
y∈[a,b]

|f(y)− g(y)|+ sup
y∈[a,b]

|g(y)− h(y)|

= %sup(f, g) + %sup(g, h).

Odtud plyne, že číslo %sup(f, g) + %sup(g, h) je horní závorou množiny{
|f(x)− h(x)| ; x ∈ [a, b]

}
,

a tedy podle definice suprema platí

%sup(f, h) ≤ %sup(f, g) + %sup(g, h).

Tím je ověřena podmínka (c) z definice metriky. Dokázali jsme, že
(
C([a, b]), %sup

)
je metrický

prostor.

Příklad. Nechť a, b ∈ R, a < b. Definujme funkci %int na C([a, b])× C([a, b]) předpisem

%int(f, g) = (R)

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx.

Dokažte, že (C([a, b]), %int) tvoří metrický prostor. Funkci %int nazýváme integrální metrikou na
C([a, b]).

K řešení příkladu budeme potřebovat následující pomocné tvrzení.
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Lemma. Nechť a, b ∈ R, a < b, a h ∈ C([a, b]). Nechť existuje x0 ∈ [a, b] takové, že h(x0) > 0.
Potom

∫ b
a
|h(x)| dx > 0.

Důkaz. Nechť nejprve x0 je vnitřním bodem [a, b]. Ze spojitosti funkce h plyne existence δ > 0
takového, že (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b] a h(x) > 1

2h(x0) pro každé x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Potom∫ b

a

|h(x)| dx =

∫ x0−δ

a

|h(x)| dx+

∫ x0+δ

x0−δ
|h(x)| dx+

∫ b

x0+δ

|h(x)| dx

≥
∫ x0+δ

x0−δ
|h(x)| dx ≥ 1

2
h(x0) · 2δ = δh(x0) > 0.

Nyní předpokládejme, že x0 = a. Potom ze spojitosti funkce h plyne existence δ > 0 takového, že
δ < b− a a h(x) > 1

2h(a) pro každé x ∈ [a, a+ δ). Potom∫ b

a

|h(x)| dx ≥
∫ a+δ

a

|h(x)| dx ≥ 1

2
h(a) · δ > 0.

V případě x0 = b postupujeme obdobně. �

Řešení. Protože každá spojitá funkce na uzavřením intervalu má Riemannův integrál, je funkce
%int dobře definovaná a splňuje %int(f, g) ∈ [0,∞) pro každé f, g ∈ C([a, b]). Jestliže f = g, potom
zřejmě %int(f, g) = 0. Jestliže naopak f, g ∈ C([a, b]) a platí %int(f, g) = 0, pak podle lemmatu je
f(x)− g(x) = 0 pro každé x ∈ [a, b], tedy f = g. Tím je ověřena podmínka (a) z definice metriky.
Podmínka (b) je zřejmě splněna. Ověříme platnost podmínky (c). Nechť f, g, h ∈ C([a, b]). Potom
pomocí linearity určitého integrálu dostáváme

%int(f, h) =

∫ b

a

|f(x)− h(x)| dx

≤
∫ b

a

(
|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|

)
dx

=

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx+

∫ b

a

|g(x)− h(x)| dx

= %int(f, g) + %int(g, h).

Dokázali jsme, že
(
C([a, b]), %int

)
je metrický prostor.

Příklad. Nechť P je libovolná množina. Definujme funkci %diskr : P × P → [0,∞) předpisem

%diskr(x, y) =

{
1, pokud x 6= y,

0, pokud x = y.

Dokažte, že potom (P, %diskr) tvoří metrický prostor. Funkci %diskr nazýváme diskrétní metrikou
na P a (P, %diskr) diskrétním metrickým prostorem.

Řešení. Pro každé x, y ∈ P platí %(x, y) ∈ [0,∞) a podmínky (a) a (b) z definice metriky jsou
zřejmě splněny. Nechť x, y, z ∈ P . Jestliže x = z, potom %diskr(x, z) = 0, a tedy nerovnost v (c) je
zřejmě splněna. Jestliže x 6= z, potom x 6= y nebo z 6= y. Odtud plyne, že

%diskr(x, y) + %diskr(y, z) ≥ 1 = %diskr(x, z).

Podmínka (c) je tedy splněna. Dokázali jsme, že (P, %diskr) je metrický prostor.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, x ∈ P a r > 0. Potom množinu

B(x, r) = {y ∈ P ; %(x, y) < r},
nazýváme otevřenou koulí se středem x a poloměrem r.

konec 1. přednášky (2.10.2023)



4 LUBOŠ PICK

Definice. Normovaným lineárním prostorem budeme rozumět dvojici (X, ‖·‖), kdeX je vektorový
prostor nad tělesem R a ‖ · ‖ : X → [0,∞) je zobrazení splňující

(a) ∀x ∈ X : [‖x‖ = 0 ⇔ x = o],
(b) ∀λ ∈ R ∀x ∈ x : ‖λx‖ = |λ|‖x‖,
(c) ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Zobrazení ‖ · ‖ nazýváme normou na X.

Věta 10.1 (vztah mezi normou a metrikou). Je-li (X, ‖ · ‖) normovaný lineární prostor a pro
x, y ∈ X definujeme %(x, y) = ‖x− y‖, potom (X, %) je metrický prostor.

Důkaz. Nechť x, y ∈ X. Potom zřejmě %(x, y) ∈ [0,∞). Ověříme podmínky (a)–(c) z definice
metriky. Rovnost %(x, y) = 0 nastává právě tehdy, když ‖x − y‖ = 0, což nastává právě tehdy,
když x − y = o, neboli x = y. Použijeme-li podmínku (b) z definice normy pro speciální volbu
λ = −1, dostaneme

%(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(−1)(y − x)‖ = |(−1)|‖y − x‖
= ‖y − x‖ = %(y, x),

tedy podmínka (b) z definice metriky je splněna. Pro každé x, y, z ∈ X platí díky podmínce (c) z
definice normy

%(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖
= %(x, y) + %(y, z).

Ověřili jsme tedy i podmínku (c) z definice metriky. Tím je důkaz dokončen. �

Poznámka. Diskrétní metrický prostor není indukován normou.

Poznámka (normy na Rn). Je-li n ∈ N a p ∈ [1,∞], pak (Rn, ‖·‖p) je normovaný lineární prostor,
kde

‖x‖p =

{
(
∑
i=1 |xi|p)

p
, jestliže p ∈ [1,∞),

maxi∈{1,...,n} |xi|, jestliže p =∞.

Poznámka (normy na prostorech funkcí). Nechť a, b ∈ R, a < b. Potom dvojice
(
C([a, b]

)
, ‖ ·‖sup)

i
(
C([a, b]

)
, ‖ · ‖int) tvoří normované lineární prostory, kde

‖f‖sup = max
x∈[a,b]

|f(x)|

a

‖f‖int = (R)

∫ b

a

|f(x)| dx.

Poznámka. Speciální případy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 a ‖ · ‖∞ indukují po řadě newyorskou, eukleidovskou
a maximovou normu (a tedy metriku).

Poznámka (normy na prostorech posloupností). Nechť p ∈ [1,∞]. Potom dvojice
(
`p, ‖·‖`p) tvoří

normovaný lineární prostor, kde

`p =

{
{{xn}∞n=1 :

∑∞
n=1 |xn|p <∞} jestliže p ∈ [1,∞),

{{xn}∞n=1 : supn∈N |xn| <∞} jestliže p =∞,

a pro x = {xn}∞n=1 jest

‖x‖`p =

{
(
∑∞
n=1 |xn|p)

1
p jestliže p ∈ [1,∞),

supn∈N |xn| jestliže p =∞.

Příklad (pampelišková metrika). Nechť n ∈ N. Na Rn × Rn definujeme funkci %pamp předpisem

%pamp(x, y) =

{
‖x− y‖2 jestliže x je násobkem y,
‖x‖2 + ‖y‖2 jinak.

Dokažte, že (P, %pamp) tvoří metrický prostor.
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Poznámka. Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom dvojice (M,%|M×M ) opět tvoří
metrický prostor.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom dvojici (M,%|M×M ) nazýváme
metrickým podprostorem metrického prostoru (P, %). Metriku %|M×M na prostoru M nazýváme
indukovanou nebo též zděděnou metrikou z prostoru (P, %) a značíme ji opět pouze symbolem %.

Definice. Nechť (X, ‖ · ‖X) je normovaný lineární prostor a Y je vektorový podprostor X. Potom
dvojici (Y, ‖ · ‖X) nazýváme podprostorem Y a normu ‖ · ‖X na prostoru Y nazýváme indukovanou
nebo též zděděnou normou z prostoru X.

Definice (podprostory `∞). Dvojice (c, ‖·‖`∞) a (c0, ‖·‖`∞) tvoří normované lineární podprostory
prostoru `∞, kde

c =
{
x ∈ `∞ : existuje vlastní lim

n→∞
xn

}
a

c0 =
{
x ∈ `∞ : lim

n→∞
xn = 0

}
.

10.2. Konvergence v metrických prostorech.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor. Posloupností prvků P rozumíme každé zobrazení
n 7→ xn, n ∈ N, množiny přirozených čísel N do prostoru P . Takovou posloupnost obvykle zna-
číme {xn}∞n=1, případně jen {xn}. Prvek xn nazýváme n-tým členem této posloupnosti. Množinu
{xn ; n ∈ N} nazýváme množinou všech členů posloupnosti {xn}. Jestliže {nk}∞k=1 je rostoucí
posloupnost přirozených čísel, pak posloupnost {xnk}∞k=1 nazýváme vybranou posloupností z {xn},
případně podposloupností {xn}.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, {xn} je posloupnost prvků P a x ∈ P . Řekneme,
že {xn} konverguje k x v P , jestliže limn→∞ %(xn, x) = 0. Značíme xn

%→ x, případně pouze
xn → x. Prvek x nazýváme limitou posloupnosti {xn} v P . Konvergentní posloupností rozumíme
posloupnost, která má limitu v P .

Poznámka. Je-li P = R, pak výše uvedený pojem konvergence posloupnosti splývá s pojmem
konvergence posloupnosti reálných čísel.

Věta 10.2 (vlastnosti konvergence). Nechť (P, %) je metrický prostor.
(a) Nechť {xn} je posloupnost prvků z P a existují n0 ∈ N a x ∈ P takové, že xn = x pro každé

n ≥ n0. Potom xn → x.
(b) Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.
(c) Výrok xn → x platí právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n ≥ n0 =⇒ xn ∈ B(x, ε).

Důkaz. (a) Pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí %(xn, x) = 0, a tedy limn→∞ %(xn, x) = 0, takže
xn → x.

(b) Předpokládejme, že existují x, y ∈ P takové, že limn→∞ xn = x a limn→∞ xn = y. Zvolme
ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N a n1 ∈ N takové, že %(x, xn) < ε pro každé n ∈ N, n ≥ n0, a
%(y, xn) < ε pro každé n ∈ N, n ≥ n1. Položme n2 = max{n0, n1}. Pro n ∈ N, n ≥ n2, potom platí

0 ≤ %(x, y) ≤ %(x, xn) + %(xn, y) < 2ε.

Protože ε bylo libovolně zvoleno, plyne odtud, že %(x, y) = 0, a tedy x = y.
(c) Snadné cvičení. �

Značení. Místo xn → x budeme někdy psát limn→∞ xn = x.

Věta 10.3 (limita vybrané posloupnosti). Nechť (P, %) je metrický prostor, {xn} je posloupnost
prvků z P , {xnk}∞k=1 je vybraná posloupnost z {xn}, x ∈ P a limxn = x. Potom limk→∞ xnk = x.

Důkaz. Protože posloupnost reálných čísel {%(xnk , x)} je vybraná z posloupnosti {%(xn, x)}, plyne
z věty o limitě vybrané posloupnosti reálných čísel, že limk→∞ xnk = x. �
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Příklad. Nechť P je množina a {xn} je posloupnost prvků z P . Dokažte, že {xn} je konvergentní
v (P, %diskr) právě tehdy, když existují n0 ∈ N a x ∈ P takové, že xn = x pro každé n ∈ N, n ≥ n0.

Řešení. ⇒ Nechť xn → x pro nějaký prvek x ∈ P . Potom limn→∞ %(xn, x) = 0. Nalezneme
n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí %diskr(xn, x) < 1. Z definice diskrétní metriky
plyne, že pro každé takové n platí xn = x.
⇐ Tato implikace plyne z Věty 10.2(a) (a platí v každém metrickém prostoru).

Poznámka (ekvivalence metrik v eukleidovském prostoru). Nechť n ∈ N a x, y ∈ Rn. Potom
n∑
i=1

|xi − yi| ≤

√√√√ n∑
i=1

12
n∑
i=1

(xi − yi)2 ≤
√
n

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

≤ n max
i=1,...,n

|xi − yi| ≤ n
n∑
i=1

|xi − yi|.

Tedy
‖x‖1 ≤

√
n‖x‖2 ≤ n‖x‖∞ ≤ n‖x‖1 pro každé x ∈ X,

a také
%1(x, y) ≤

√
n%2(x, y) ≤ n%∞(x, y) ≤ n%1(x, y) pro každá x, y ∈ X.

Odtud vyplývá, že
xk

%1→ y ⇔ xk
%2→ y ⇔ xk

%∞→ y.

konec 2. přednášky (4.10.2023)

Poznámka. Nechť n ∈ N, {xk}∞k=1 je posloupnost prvků z Rn a y ∈ Rn. Potom xk
%2→ y právě

tehdy, když pro každé i = 1, . . . , n platí limk→∞ (xk)i = yi.

10.3. Topologické pojmy v metrických prostorech.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor aM ⊂ P . Řekneme, že množinaM je uzavřená v (P, %),
jestliže pro každou konvergentní posloupnost {xn} prvků množiny M je limita této posloupnosti
prvkem M .

Poznámka. Množina M je uzavřená v metrickém prostoru (P, %) právě tehdy, když platí

{xn} ⊂M, xn
%→ x, x ∈ P ⇒ x ∈M.

Příklad. Nechť a, b ∈ R, a ≤ b. Dokažte, že [a, b] je uzavřená množina v R a (a, b] není uzavřená
množina v R.

Řešení. Předpokládejme, že {xn} je posloupnost prvků [a, b] splňující xn → x pro nějaké x ∈ R.
Potom podle věty o limitě a uspořádání platí x ∈ [a, b]. Tedy [a, b] je uzavřená množina.

Položme xn = a+ b−a
n , n ∈ N. Potom je {an} posloupnost prvků (a, b] splňující xn → a. Protože

a /∈ (a, b], plyne odtud, že (a, b] není uzavřená množina.

Věta 10.4 (vlastnosti uzavřených množin). Nechť (P, %) je metrický prostor.
(a) Množiny ∅ a P jsou uzavřené.
(b) Nechť F je neprázdný systém uzavřených množin. Potom je

⋂
F uzavřená množina.

(c) Nechť m ∈ N a F1, . . . , Fm jsou uzavřené množiny. Potom je
⋃m
i=1 Fi uzavřená množina.

Důkaz. (a) Prázdná množina neobsahuje žádnou posloupnost, takže implikace v definici uzavřené
množiny je splněna. Uzavřenost množiny P je zřejmá.

(b) Předpokládejme, že {xn} je posloupnost prvků
⋂
F splňující xn → x pro nějaké x ∈ P .

Zvolme F ∈ F . Potom je {xn} posloupnost prvků F . Protože F je uzavřená, platí x ∈ F . Protože
F byla zvolena libovolně, plyne odtud, že x ∈

⋂
F . Tedy

⋂
F je uzavřená množina.

(c) Předpokládejme, že {xn} je posloupnost prvků
⋃m
i=1 Fi splňující xn → x pro nějaké x ∈ P .

Nalezneme j ∈ {1, . . . ,m} takové, že množina {n ∈ N ; xn ∈ Fj} je nekonečná. To znamená,
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že existuje podposloupnost {xnk} posloupnosti {xn}, která je celá obsažena v množině Fj . Podle
Věty 10.3 platí limk→∞ xnk = x. Protože Fj je uzavřená množina, platí x ∈ Fj , a tedy x ∈

⋃m
i=1 Fi.

Odtud plyne, že
⋃m
i=1 Fi je uzavřená množina. �

Poznámka. Pro nekonečný soubor uzavřených množin tvrzení Věty 10.4(c) neplatí. Příkladem
je systém F = {[ 1n , 1], n ∈ N} v R.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, A ⊂ P a x ∈ P . Řekneme, že x je vnitřním bodem
množiny A, jestliže existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊂ A. Řekneme, že množina A je otevřená
v P , jestliže každý její bod je jejím vnitřním bodem. Množinu všech vnitřních bodů množiny A
nazýváme jejím vnitřkem a značíme IntA.

Věta 10.5 (otevřenost otevřené koule). Nechť (P, %) je metrický prostor, x ∈ P a r > 0. Dokažte,
že potom je B(x, r) otevřená množina.

Důkaz. Zvolme y ∈ B(x, r). Položme r0 = r− %(x, y). Potom r0 > 0. Pro každé z ∈ B(y, r0) navíc
platí

%(x, z) ≤ %(x, y) + %(y, z) < %(x, y) + r0 = r.

Tedy z ∈ B(x, r). Protože z bylo zvoleno libovolně, vyplývá odtud, že B(y, r0) ⊂ B(x, r). Tudíž
každý bod množiny B(x, r) je jejím vnitřním bodem, a tedy B(x, r) je otevřená množina. �

Věta 10.6 (vztah otevřených a uzavřených množin). Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P .
Potom M je otevřená právě tehdy, když P \M je uzavřená.

Důkaz. ⇒ Nechť {xn} je posloupnost prvků P \ M , x ∈ P a xn → x. Předpokládejme, že
x ∈ M . Potom díky otevřenosti M nalezneme r > 0 takové, že B(x, r) ⊂ M . K němu dále
nalezneme n0 ∈ N takové, že %(xn0 , x) < r. Potom xn0 ∈ (P \M) ∩ B(x, r), což je spor. Tedy
x /∈M . To znamená, že x ∈ P \M , a tedy P \M je uzavřená množina.
⇐ Předpokládejme, že M není otevřená množina. Pak existuje x ∈ M takové, že pro každé

r > 0 platí B(x, r) ∩ (P \M) 6= ∅. Speciálně pro každé n ∈ N platí B(x, 1
n ) ∩ (P \M) 6= ∅. Pro

každé n ∈ N nalezneme xn ∈ B(x, 1
n )∩ (P \M). Potom {xn} ⊂ P \M , xn → x a x /∈ P \M . Tedy

P \M není uzavřená. �

Věta 10.7 (vlastnosti otevřených množin). Nechť (P, %) je metrický prostor.
(a) Množiny ∅ a P jsou otevřené.
(b) Nechť G je neprázdný systém otevřených množin. Potom je

⋃
G otevřená.

(c) Nechť m ∈ N a G1, . . . , Gm jsou otevřené. Potom je
⋂m
i=1Gi otevřená.

Důkaz. (a) Tvrzení plyne bezprostředně z definice otevřené množiny.
(b) Předpokládejme, že x ∈

⋃
G. Nalezneme G ∈

⋃
G splňující x ∈ G. Protože G je otevřená,

existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊂ G. Tedy B(x, r) ⊂
⋃
G. Tudíž

⋃
G je otevřená.

(c) Zvolme x ∈
⋂m
i=1Gi. Pro každé i ∈ {1, . . . ,m} nalezneme ri > 0 takové, že B(x, ri) ⊂ Gi.

Položme r = min
{
ri ; i ∈ {1, . . . ,m}

}
. Potom r > 0 a pro každé i ∈ {1, . . . ,m} platí B(x, r) ⊂

B(x, ri) ⊂ Gi. Tedy B(x, r) ⊂
⋂m
i=1Gi. Množina

⋂m
i=1Gi je tudíž otevřená. �

Věta 10.8 (otevřené a uzavřené množiny v diskrétním prostoru). Každá podmnožina diskrétního
prostoru je zároveň otevřená i uzavřená.

Důkaz. Nechť P je množina a M ⊂ P . Nechť {xn} je posloupnost prvků M , x ∈ P a xn → x v
(P, %diskr). Nalezneme n0 ∈ N takové, že xn0 = x. Odtud plyne, že x ∈ M , tedy M je uzavřená.
Protože M byla volena libovolně, plyne odtud, že také P \M je uzavřená. Podle Věty 10.6 je tedy
M otevřená. �

Poznámka. Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom

IntM =
⋃
{B(x, r), x ∈ P, r > 0, B(x, r) ⊂M}.

Speciálně, podle Vět 10.5 a 10.7(b) je IntM otevřená.

Poznámka. Množina [0, 1) sice není otevřená ani uzavřená v R, je však zároveň otevřená i uza-
vřená v metrickém prostoru [0, 1) se zděděnou metrikou.
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konec 3. přednášky (9.10.2023)

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, M ⊂ P a x ∈ P . Řekneme, že x je hraničním bodem
množiny M , jestliže pro každé r > 0 platí B(x, r) ∩M 6= ∅ a B(x, r) ∩ (P \M) 6= ∅. Množinu
všech hraničních bodů množiny M nazýváme hranicí množiny M a značíme ji H(M). Množinu
M =M ∪H(M) nazýváme uzávěrem M .

Věta 10.9 (vlastnosti hranice). Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom platí
(a) H(M) = H(P \M),
(b) H(P ) = H(∅) = ∅.

Důkaz. (a) Tvrzení zřejmě plyne přímo z definice hranice.
(b) Nechť x ∈ P . Potom pro každé r > 0 platí B(x, r) ∩ ∅ = ∅, a tedy x /∈ H(∅). To znamená,

že H(∅) = ∅. Odtud a z tvrzení (a) potom plyne, že H(P ) = ∅. �

Příklad. Nechť P je množina a M ⊂ P . Dokažte, že v prostoru (P, %diskr) platí H(M) = ∅.

Řešení. Zvolme x ∈ P a r ∈ (0, 1]. PotomB(x, r) = {x}. Jestliže x ∈M , pakB(x, r)∩(P\M) = ∅.
Je-li naopak x ∈ P \M , pak B(x, r) ∩M = ∅. V každém případě x není hraničním bodem M .
Vzhledem k tomu, že x bylo zvoleno libovolně, je H(M) = ∅.

Příklad. Dokažte, že v metrickém prostoru R platí H(Q) = H(R \Q) = R.

Řešení. Zvolme x ∈ R a r > 0. Nalezneme y, z ∈ R splňující y ∈ B(x, r)∩Q a z ∈ B(x, r)∩(R\Q).
Odtud plyne tvrzení.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, A ⊂ P a x ∈ P . Vzdáleností bodu x od množiny A
nazýváme nezáporný prvek dist(x,A) = inf{%(x, y) ; y ∈ A}.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P . Průměrem množiny A nazýváme nezáporný
prvek

diamA =

{
0, je-li A = ∅,
sup{%(x, y) ; x, y ∈ A}, je-li A 6= ∅.

Řekneme, že množina A je omezená v P , jestliže platí diamA <∞.

Poznámky. Nechť (P, %) je metrický prostor, A ⊂ P a x ∈ P .
(a) Je-li dist(x,A) > 0, potom existuje r > 0 takové, že B(x, r) ∩A = ∅.
(b) Jestliže pro nějaké r > 0 platí B(x, r) ∩A = ∅, potom dist(x,A) ≥ r.
(c) Průměr je monotónní v následujícím smyslu: jestliže A ⊂ B, potom diamA ≤ diamB.

Věta 10.10 (charakterisace uzavřenosti). Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom M
je uzavřená právě tehdy, když H(M) ⊂M .

Důkaz. ⇒ Zvolme x ∈ H(M). Potom pro každé n ∈ N nalezneme xn ∈ B(x, 1
n ) ∩M . Zřejmě

platí xn → x. Z uzavřenosti M pak plyne, že x ∈M .
⇐ Nechť {xn} je posloupnost prvků M splňující xn → x, kde x ∈ P . Jestliže x ∈ H(M),

potom dle předpokladu platí x ∈M . Předpokládejme, že x /∈ H(M). Potom z definice hraničního
bodu vyplývá, že existuje r > 0 takové, že buď B(x, r) ∩M = ∅ nebo B(x, r) ∩ (P \M) = ∅.
První možnost nemůže nastat, protože xn → x a pro každé n ∈ N platí xn ∈ M . Tudíž platí
B(x, r) ∩ (P \M) = ∅. Speciálně tedy x ∈M . Odtud plyne, že M je uzavřená. �

Důsledek. Nechť (P, %) je metrický prostor a M ⊂ P . Potom M je uzavřená právě tehdy, když
M =M .

Věta 10.11 (vlastnosti uzávěru). Nechť (P, %) je metrický prostor, A ⊂ P a B ⊂ P .
(a) Platí ∅ = ∅, P = P .
(b) Jestliže A ⊂ B, potom A ⊂ B.
(c) Platí A = {x ∈ P ; dist(x,A) = 0}.
(d) Množina A je uzavřená. Speciálně platí A = A.
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(e) Platí A ∪B = A ∪B.
(f) Platí diamA = diamA.
(g) Platí

A =
⋂
{F ⊂ P ; F je uzavřená množina, A ⊂ F}.

Důkaz. (a) Víme, že H(∅) = ∅ a H(P ) = ∅. Tvrzení tedy plyne z definice uzávěru.
(b) Předpokládejme, že x ∈ A. Pokud x ∈ B, pak x ∈ B. Jestliže x ∈ A \ B, potom speciálně

x ∈ A \ A, a tedy x ∈ H(A). Zvolme r > 0. Potom B(x, r) ∩ A 6= ∅, a tedy také B(x, r) ∩ B 6= ∅,
neboť A ⊂ B. Z toho, že x /∈ B, dále zřejmě plyne, že B(x, r) ∩ (P \ B) 6= ∅. Tedy x ∈ H(B).
Protože H(B) ⊂ B, dostáváme x ∈ B.

(c) Označme
M = {x ∈ P ; dist(x,A) = 0}.

Dokážeme nejprve, že M je uzavřená množina. Předpokládejme, že {xn} je posloupnost prvků M ,
x ∈ P a xn → x. Zvolme ε > 0. K němu nalezneme m ∈ N takové, že %(x, xm) < ε. Díky tomu, že
xm ∈M , a tedy dist(xm, A) = 0, nalezneme y ∈ A takové, že %(xm, y) < ε. Potom

dist(x,A) ≤ %(x, y) ≤ %(x, xm) + %(xm, y) < 2ε.

Protože ε bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že dist(x,A) = 0, a tedy x ∈ M . Množina M je
tedy uzavřená.

Zřejmě platí A ⊂M , a tedy podle (b) také A ⊂M . Protože M je uzavřená, dostáváme A ⊂M .
Dokážeme nyní opačnou inkluzi. Nechť x ∈ P \ A. Pak x /∈ H(A). Protože x ∈ P \ A, podle

definice hranice nalezneme r > 0 takové, že B(x, r) ∩ A = ∅. Potom dist(x,A) ≥ r > 0, a tedy
x /∈M . Odtud plyne M ⊂ A.

(d) V důkazu tvrzení (c) jsme ověřili, že množina {x ∈ P ; dist(x,A) = 0} je uzavřená. Z tvrzení
(c) dále plyne, že A = {x ∈ P ; dist(x,A) = 0}. Tedy A je uzavřená. Z důsledku plyne, že A = A.

(e) Protože A ⊂ A ∪ B, plyne z (b), že A ⊂ A ∪B. Obdobně dostaneme B ⊂ A ∪B, a tedy
A ∪B ⊂ A ∪B.

Dokážeme opačnou inkluzi. Víme, že A ∪ B ⊂ A ∪ B, a tedy podle (b) platí A ∪B ⊂ A ∪B.
Podle (d) a Věty 10.4(c) je A ∪B uzavřená množina, tedy A ∪B = A ∪B. Tedy A ∪B ⊂ A ∪B.

(f) Pokud A = ∅, pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme, že A 6= ∅ a x, y ∈ A. Zvolme ε > 0.
Podle (c) existují x′, y′ ∈ A taková, že %(x, x′) < ε a %(y, y′) < ε. Potom

%(x, y) ≤ %(x, x′) + %(x′, y′) + %(y′, y) < 2ε+ diamA.

Protože ε bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že diamA ≤ diamA. Opačná nerovnost plyne z
definice uzávěru a monotonie průměru.

(g) Předpokládejme, že F je uzavřená množina splňující A ⊂ F . Potom podle (b) platí A ⊂ F .
Protože F je uzavřená, platí F = F , takže A ⊂ F . Opačná inkluze plyne z toho, že množina A je
podle tvrzení (d) uzavřená a navíc zřejmě platí A ⊂ A. �

Příklady. Dokažte, že Q není otevřená ani uzavřená v R a platí IntQ = ∅ a Q = R.

Řešení. Víme, že H(Q) = R, takže Q = R. Tudíž Q 6= Q, a tedy množina Q není uzavřená v R.
Zvolme x ∈ Q a r > 0. Potom nalezneme y ∈ B(x, r) ∩ (R \ Q). Tedy B(x, r) není podmnožinou
Q, takže x není vnitřním bodem množiny Q. Žádný bod Q tedy není vnitřním bodem množiny Q,
a tedy Q není otevřená v R a IntQ = ∅.

konec 4. přednášky (11.10.2023)

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, M ⊂ P a a ∈ P . Řekneme, že a je hromadným bodem
množiny M , jestliže pro každé ε > 0 platí

M ∩
(
B(a, ε) \ {a}

)
6= ∅.

Množinu všech hromadných bodů množiny M nazýváme derivací množiny M a značíme ji sym-
bolem M ′. Řekneme, že a je izolovaným bodem množiny M , jestliže a ∈M \M ′.
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Příklad. Uvažujte metrický prostor R a množinu M = (0, 1). Dokažte, že M ′ = [0, 1].

Řešení. Zvolme x ∈ [0, 1] a r > 0. Pak zřejmě platí(
B(x, r) \ {x}

)
∩M 6= ∅.

Tedy [0, 1] ⊂M ′. Nyní zvolme x /∈ [0, 1] a položme r = min{|x|, |x− 1|}. Potom r > 0 a B(x, r) ∩
M = ∅. Tedy M ′ ⊂ [0, 1], takže celkem M ′ = [0, 1].

Příklad. Nechť P je množina. Dokažte, že (P, %diskr)
′ = ∅.

Řešení. Zvolme x ∈ P . Potom B(x, 1) = {x}, a tedy B(x, 1) \ {x} = ∅. Tudíž x /∈ P ′. Protože x
bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že P ′ = ∅.

Poznámka. Je-li {an}∞n=1 je prostá omezená posloupnost reálných čísel a M = {an ; n ∈ N},
potom M ′ = H({an}).

10.4. Kompaktní metrické prostory.

Definice. Řekneme, že metrický prostor (P, %) je kompaktní, jestliže z každé posloupnosti prvků P
lze vybrat konvergentní podposloupnost. Řekneme, že množina K ⊂ P je kompaktní v P , jestliže
je metrický prostor (K, %) kompaktní, tedy jestliže z každé posloupnosti prvků K lze vybrat
podposloupnost, která konverguje v P a jejíž limita je prvkem K.

Věta 10.12 (konečnost a kompaktnost). Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P je konečná.
Potom je A kompaktní.

Důkaz. Nechť {xn} je posloupnost prvků A. Nalezneme x ∈ A, které se v posloupnosti {xn}
vyskytuje nekonečněkrát. Posloupnost {xn} tudíž obsahuje konstantní, a tedy konvergentní pod-
posloupnost. �

Věta 10.13 (kompaktnost intervalu). Nechť a, b ∈ R, a < b. Potom je interval [a, b] kompaktní
v R.

Důkaz. Nechť {xn} je posloupnost prvků [a, b] Potom je {xn} omezená. Dle Bolzanovy–Weier-
strassovy věty nalezneme rostoucí posloupnost {nk} a x ∈ R taková, že xnk → x. Protože [a, b] je
uzavřená množina, platí x ∈ [a, b]. Odtud plyne, že [a, b] je kompaktní množina v R. �

Věta 10.14 (nutná podmínka kompaktnosti). Nechť (P, %) je metrický prostor. Nechť existují
posloupnost {xn} prvků P a δ > 0 taková, že

∀m,n ∈ N, n 6= m : %(xn, xm) ≥ δ.

Potom P není kompaktní.

Důkaz. Předpokládejme, že P je kompaktní. Nalezneme rostoucí podposloupnost {nk} a x ∈ P
taková, že limk→∞ xnk = x. Nalezneme k0 takové, že pro každé k ≥ k0 platí %(xnk , x) <

δ
2 . Potom

δ ≤ %(xnk0 , xnk0+1
) ≤ %(xnk0 , x) + %(x, xnk0+1

) <
δ

2
+
δ

2
= δ,

což je spor. Prostor P tedy není kompaktní. �

Věta 10.15 (kompaktnost v diskrétním prostoru). Metrický prostor (P, %diskr) je kompaktní právě
tehdy, když je množina P konečná.

Důkaz. ⇒ Předpokládejme, že množina P je nekonečná. Potom P obsahuje prostou posloupnost
{xn}. Pro každé m,n ∈ P , m 6= n, platí %(xm, xn) = 1. Je tedy splněna podmínka z Věty 10.14
pro δ = 1. Podle této věty tedy prostor (P, %diskr) není kompaktní.
⇐ Tato implikace plyne z Věty 10.12. �

Věta 10.16 (kompaktnost a uzavřenost). Nechť (P, %) je metrický prostor a K ⊂ P je kompaktní.
Potom je K uzavřená.
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Důkaz. Nechť {xn} je posloupnost prvků množiny K taková, že limxn = y, kde y ∈ P . Díky
kompaktnosti K nalezneme rostoucí posloupnost {nk}∞k=1 a x ∈ K taková, že limk→∞ xnk = x. Z
věty o limitě vybrané posloupnosti plyne, že limk→∞ xnk = y. Z věty o jednoznačnosti limity pak
plyne, že x = y. Tedy platí y ∈ K. To podle definice znamená, že množina K je uzavřená. �

Poznámka. Opačná implikace ve Větě 10.16 neplatí. Příkladem je nekonečná množina v diskrét-
ním prostoru. Zajímavější příklad uvedeme níže.

Věta 10.17 (kompaktnost a omezenost). Nechť (P, %) je metrický prostor a K ⊂ P je kompaktní.
Potom je K omezená.

Důkaz. Předpokládejme, že K není omezená. Potom K 6= ∅. Zvolme x ∈ K. Díky tomu, že
diamK = ∞, nalezneme pro každé n ∈ N prvek xn ∈ K takový, že %(x, xn) ≥ n. Díky kompakt-
nosti K nalezneme rostoucí posloupnost {nk}∞k=1 a y ∈ K taková, že limk→∞ xnk = y. Nalezneme
dále k0 ∈ N takové, že pro každé k ∈ N, k ≥ k0, platí %(y, xnk) ≤ 1. Nechť k ∈ N, k ≥ k0, je
takové, že nk > %(x, y) + 1. Potom

nk ≤ %(x, xnk) ≤ %(x, y) + %(y, xnk) ≤ %(x, y) + 1 < nk,

což je spor. Množina K je tedy omezená. �

Věta 10.18 (uzavřená podmnožina kompaktu). Nechť (P, %) je metrický prostor, K ⊂ P je
kompaktní a F ⊂ K je uzavřená. Potom je F kompaktní.

Důkaz. Zvolme posloupnost {xn} prvků F . Potom je {xn} také posloupnost prvků kompaktní
množiny K. Nalezneme rostoucí posloupnost {nk}∞k=1 a x ∈ K taková, že limk→∞ xnk = x.
Protože F je uzavřená, platí x ∈ F . Množina F je tedy kompaktní. �

Příklad. Dokažte, že množina

A = {f ∈ C([0, 1]); sup
x∈[0,1]

|f(x)| ≤ 1}

je v prostoru (C([0, 1]), %sup) uzavřená a omezená, ale nikoli kompaktní.

Řešení. Nechť f, g ∈ A. Potom
%sup(f, g) = sup

x∈[0,1]
|f(x)− g(x)| ≤ sup

x∈[0,1]
(|f(x)|+ |g(x)|) ≤ 2.

Tedy diamA ≤ 2, takže množina A je omezená.
Předpokládejme, že {fn} je posloupnost prvků A splňující %sup(fn, f) → 0, kde f ∈ C([0, 1]).

Zvolme x ∈ [0, 1]. Potom fn(x) → f(x) v R a pro každé n ∈ N platí fn(x) ∈ [−1, 1]. Množina
[−1, 1] je uzavřená v R, takže f(x) ∈ [−1, 1]. Protože x bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že
f ∈ A. Množina A je tedy uzavřená.

Pro každé n ∈ N definujme funkci fn : [0, 1]→ R předpisem

fn(x) =

{
2nx, x ∈ [0, 1

2n ]

1, x ∈ [ 1
2n , 1].

Potom pro každé n ∈ N platí fn ∈ A. Nechť m,n ∈ N, m < n. Potom 1− 2m−n ≥ 1
2 , a tedy

%sup(fn, fm) = sup
x∈[0.1]

|fn(x)− fm(x)| ≥ |fn( 1
2n )− fm( 1

2n )| = 1− 2m−n ≥ 1

2
.

Z Věty 10.14 tedy plyne, že A není kompaktní.

konec 5. přednášky (16.10.2023)

Příklad. Nechť a, b ∈ R, a < b. Dokažte, že žádný z intervalů [a, b), (a, b], (a, b), [a,∞), (a,∞),
(−∞, b], (−∞, b), (−∞,∞) není kompaktní v R.

Řešení. První tři intervaly nejsou uzavřené množiny. Zbývající intervaly nejsou omezené množiny.
Tvrzení tedy plyne z Vět 10.16 a 10.17.
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Věta 10.19 (kompaktnost v Rn). Nechť n ∈ N a K ⊂ Rn. Potom K je kompaktní právě tehdy,
když je omezená a uzavřená.

Důkaz. ⇒ Tato implikace plyne z Vět 10.16 a 10.17.
⇐ Použijeme matematickou indukci podle n. Díky omezenosti K nalezneme a, b ∈ R, a < b,

splňujícíK ⊂ [a, b]. Podle Věty 10.13 je [a, b] kompaktní. ProtožeK je podle předpokladu uzavřená,
je podle Věty 10.18 kompaktní v R. Tím je dokázáno tvrzení pro n = 1.

Nyní předpokládejme, že tvrzení platí pro nějaké n ∈ N a že K je omezená a uzavřená množina
v Rn+1 a {xk} je posloupnost prvků K. Označme xk = [ak, bk], kde ak ∈ Rn a bk ∈ R. Definujme
zobrazení π1 : Rn+1 → Rn a π2 : Rn+1 → R předpisy

π1([x1, . . . , xn+1]) = [x1, . . . , xn], π2([x1, . . . , xn+1]) = xn+1.

Pro každá x, y ∈ K platí
‖π1(x)− π1(y)‖ ≤ %2(x, y) ≤ diamK

a
|π2(x)− π2(y)| ≤ %2(x, y) ≤ diamK,

takže π1(K) je omezená v Rn a π2(K) je omezená v R. Podle Věty 10.11(f) jsou omezené také
množiny π1(K) a π2(K). Protože jsou navíc podle Věty 10.11(d) uzavřené, jsou podle indukčního
předpokladu kompaktní. Tedy nalezneme podposloupnost {akj}∞j=1 posloupnosti {ak} a prvek
a ∈ π1(K) taková, že limj→∞ akj = a, a podposloupnost {bkj` }∞`=1 posloupnosti {bkj} a prvek
b ∈ π2(K) taková, že lim`→∞ bkj` = b. Potom

lim
`→∞

xkj` = lim
`→∞

[akj` , bkj` ] = [a, b].

Množina K je podle předpokladu uzavřená, a tedy [a, b] ∈ K. Tedy je K kompaktní v Rn+1. �

10.5. Spojitá zobrazení mezi metrickými prostory.

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f : P → Q a a ∈ P . Řekneme, že f je
spojité v bodě a, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ B%(a, δ) : f(x) ∈ Bσ(f(a), ε).

Řekneme, že f je spojité, jestliže je spojité v každém bodě prostoru P .

Poznámka. Zobrazení f : (P, %)→ (Q, σ) je spojité v bodě a právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P, %(x, a) < δ : σ(f(x), f(a)) < ε;

Příklad. Nechť (P, %diskr) a (Q, σ) jsou metrické prostory a f : P → Q. Dokažte, že f je spojité.

Řešení. Předpokládejme, že a ∈ P . Zvolme ε > 0. Položme δ = 1. Potom platí B%diskr(a, δ) = {a}.
Odtud plyne, že pro každé x ∈ B%diskr

(a, δ) platí f(x) = f(a), a tedy f(x) ∈ Bσ(f(a), ε). To
znamená, že f je spojité v a. Protože a bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že f je spojité
zobrazení.

Věta 10.20 (charakterizace spojitosti). Nechť (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory a f : P → Q.
Potom jsou následující tři výroky ekvivalentní:

(i) zobrazení f je spojité,
(ii) pro každou uzavřenou množinu F v Q je f−1(F ) uzavřená množina v P ,
(iii) pro každou otevřenou množinu G v Q je f−1(G) otevřená množina v P .

Důkaz. (i) ⇒ (iii) Předpokládejme, že G je otevřená množina v Q a x ∈ f−1(G). Potom f(x) ∈
G. Protože G je otevřená, existuje ε > 0 takové, že Bσ(f(x), ε) ⊂ G. Díky spojitosti zobrazení f
nalezneme δ > 0 takové, že f(B%(x, δ)) ⊂ Bσ(f(x), ε). To znamená, že

B%(x, δ) ⊂ f−1(Bσ(f(x), ε)) ⊂ f−1(G).

Bod x je tedy vnitřním bodem množiny f−1(G). Odtud plyne, že f−1(G) je otevřená množina v
P .
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(iii) ⇒ (i) Nechť a ∈ P . Zvolme ε > 0. Množina f−1(Bσ(f(a), ε)) obsahuje prvek a a podle
předpokladu je otevřená. Nalezneme tedy δ > 0 takové, že B%(a, δ) ⊂ f−1(Bσ(f(a), ε)), neboli
f(B%(a, δ)) ⊂ Bσ(f(a), ε). Odtud plyne, že f je spojité v a.

(iii) ⇒ (ii) Nechť F je uzavřená množina v Q. Potom Q \F je otevřená množina v Q, a tedy,
podle (ii), je množina f−1(Q \ F ) otevřená v P . Tedy

f−1(F ) = f−1(Q \ (Q \ F )) = f−1(Q) \ f−1(Q \ F ) = P \ f−1(Q \ F ).

Množina f−1(F ) je tedy uzavřená v P .
(ii) ⇒ (iii) Nechť G je otevřená množina v Q. Potom Q \G je uzavřená množina v Q, a tedy,

podle (iii), je množina f−1(Q \ G) uzavřená v P . Množina f−1(G) = P \ f−1(Q \ G) je tudíž
otevřená v P . �

Věta 10.21 (Heineova věta pro spojitost v bodě). Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory,
f : P → Q a a ∈ P . Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité v bodě a.
(ii) Pro každou posloupnost {xn} prvků P splňující limn→∞ xn = a platí limn→∞ f(xn) =

f(a).

Důkaz. (i) ⇒ (ii) Mějme posloupnost {xn} prvků P splňující limn→∞ xn = a. Zvolme ε > 0.
K němu pomocí (i) nalezneme δ > 0 takové, že pro každé y ∈ P splňující %(y, a) < δ platí
σ(f(y), f(a)) < ε. K našemu δ nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 platí %(xn, a) < δ.
Potom pro každé n ≥ n0 platí σ(f(xn), f(a)) < ε. Tím je dokázáno, že limn→∞ f(xn) = f(a).

(ii) ⇒ (i) Provedeme opět nepřímý důkaz. Předpokládejme, že (i) neplatí. To znamená, že
existuje ε > 0 takové, že pro každé δ > 0 existuje y ∈ B(a, δ) splňující σ(f(y), f(a)) ≥ ε. Díky
tomuto tvrzení nalezneme pro každé n ∈ N prvek xn ∈ B(a, 1

n ) splňující σ(f(xn), f(a)) ≥ ε.
Posloupnost {xn} pak splňuje limxn = a, ale neplatí lim f(xn) = f(a). Neplatí tedy (ii). �

Z předchozí věty plyne okamžitě následující výsledek.

Věta 10.22 (Heineova věta pro spojitost). Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory a f : P →
Q. Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité.
(ii) Pro každou posloupnost {xn} prvků P a x ∈ P splňující limn→∞ xn = x platí limn→∞ f(xn) =

f(x).

konec 6. přednášky (18.10.2023)

Věta 10.23 (spojitost složeného zobrazení). Nechť (X, %), (Y, σ) a (Z, τ) jsou metrické prostory,
f : X → Y je spojité a g : Y → Z je spojité. Potom je zobrazení g ◦ f : X → Z spojité.

Důkaz. Nechť G ⊂ Z je otevřená množina v prostoru (Z, τ). Zobrazení g je spojité, a tedy podle
věty o charakterizaci spojitého zobrazení (Věta 10.20) je g−1(G) otevřená množina v prostoru
(Y, σ). Zobrazení f je spojité, takže podle téže věty je množina f−1(g−1(G)) otevřená v prostoru
(X, %). Protože (g ◦ f)−1(G) = f−1(g−1(G)), plyne odtud pomocí Věty 10.20, že zobrazení g ◦
f : X → Z je spojité. �

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory a f : P → Q. Řekneme, že f je homeomor-
fismus, jestliže f je bijekce, f je spojité a f−1 je spojité. Řekneme, že prostory (P, %) a (Q, σ) jsou
homeomorfní, jestliže existuje homeomorfismus f : P → Q.

Příklad. Nechť a, b ∈ R, a < b. Ukažte, že interval (a, b) je homeomorfní s R.

Řešení. Definujme zobrazení f : (a, b)→ R předpisem

f(x) = tg
(
π x−ab−a −

π
2

)
.
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Zobrazení x 7→ π x−ab−a −
π
2 , x ∈ (a, b), je prosté spojité zobrazení definované na intervalu (a, b), jehož

obor hodnot je roven (−π2 ,
π
2 ). Odtud a z vlastností funkce tangens plyne, že f je prosté spojité

zobrazení definované na (a, b), jehož obor hodnot je roven R. Inverzní zobrazení f−1 má tvar

f−1(y) =
arctg y + π

2

π
(b− a) + a.

Z tohoto vyjádření plyne, že zobrazení f−1 je spojité. Tím jsme ověřili, že f je homeomorfismus
prostoru (a, b) na prostor R.

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f : P → Q, a ∈ P a A ⊂ P . Řekneme, že
f je spojité v bodě a vzhledem k A, jestliže a ∈ A a platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ B%(a, δ) ∩A : f(x) ∈ Bσ(f(a), ε).

Řekneme, že f je spojité na A, jestliže je spojité v každém bodě A vzhledem k A.

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f je zobrazení z P do Q, A ⊂ P , a ∈ A′
a b ∈ Q. Řekneme, že zobrazení f má v bodě a limitu b vzhledem k množině A, jestliže platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ A :
(
0 < %(x, a) < δ ⇒ σ(f(x), b) < ε

)
.

Jestliže A = P , pak říkáme, že f má v bodě a limitu b.

Věta 10.24 (jednoznačnost limity). Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f je zobrazení
z P do Q, A ⊂ P a a ∈ A′. Potom f má v bodě a nejvýše jednu limitu vzhledem k množině A.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že b1, b2 ∈ Q, b1 6= b2, jsou limitami zobrazení
f vzhledem k množině A. Zvolme ε = 1

2σ(b1, b2). Potom je ε > 0 a nalezneme k němu δ1, δ2 > 0
taková, že platí

∀x ∈ A : (0 < %(x, a) < δ1 ⇒ σ(f(x), b1) < ε),

a
∀x ∈ A : (0 < %(x, a) < δ2 ⇒ σ(f(x), b2) < ε).

Díky tomu, že a ∈ A′, nalezneme x ∈ A takové, že 0 < %(x, a) < min{δ1, δ2}. Potom platí

σ(b1, b2) ≤ σ(b1, f(x)) + σ(f(x), b2) < 2ε = σ(b1, b2),

což je spor. �

Poznámka. Limitu vzhledem k množině A počítáme pouze v bodech, které jsou hromadnými
body množiny A. Pokud totiž a /∈ A′, pak v jistém okolí bodu a již kromě bodu a nejsou žádné
body z A a proměnná funkce f se nemůže blížit k bodu a v rámci množiny A \ {a}. V takovém
bodě a by sice definice limity formálně dávala smysl, ale nebyla by určena jednoznačně.

Značení. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f je zobrazení z P do Q, A ⊂ P a a ∈
A′. Pokud existuje limita zobrazení f v bodě a vzhledem k množině A, označujeme tuto limitu
symbolem limx→a, x∈A f(x). Je-li A = P , píšeme jen limx→a f(x).

Příklad. Nechť P = Q = R, D je Dirichletova funkce a a ∈ R. Dokažte, že

lim
x→a, x∈Q

D(x) = 1.

Řešení. Protože Q′ = R, platí a ∈ Q′. Zvolme ε > 0 a položme δ = 1. Potom pro každé x ∈ Q
splňující 0 < |x− a| < δ jest D(x) = 1, takže

0 = σ(D(x), 1) < ε.

Poznámka. Nechť (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory, A ⊂ P , f je zobrazení z P do Q a
a ∈ A ∩ A′ ∩ D(f). Potom zobrazení f je spojité v a vzhledem k množině A právě tehdy, když
limx→a, x∈A f(x) = f(a).

Věta 10.25 (limita složeného zobrazení). Nechť (X, %), (Y, σ) a (Z, τ) jsou metrické prostory, f
je zobrazení z X do Y a g je zobrazení z Y do Z. Nechť A ⊂ X, a ∈ A′, B ⊂ Y , b ∈ B′, c ∈ Z a
platí
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(a) existuje λ > 0 takové, že f
(
A ∩ (B(a, λ) \ {a})

)
⊂ B,

(b) limx→a,x∈A f(x) = b,
(c) limy→b,y∈B g(y) = c.

Nechť je splněna alespoň jedna z následujících podmínek:
(P) existuje η > 0 takové, že pro každé x ∈ B(a, η) ∩A, x 6= a, platí f(x) 6= b,
(S) zobrazení g je spojité v bodě b vzhledem k množině B.

Potom platí
lim

x→a,x∈A
(g ◦ f)(x) = c.

Důkaz. Varianta s podmínkou (P). Zvolme ε > 0. Díky podmínce (c) nalezneme ψ > 0 takové, že

(3) ∀y ∈ B : (0 < σ(y, b) < ψ ⇒ τ(g(y), c) < ε).

K nalezenému ψ díky podmínce (b) nalezneme ζ > 0 takové, že

(4) ∀x ∈ A : (0 < %(x, a) < ζ ⇒ σ(f(x), b) < ψ).

Vezměme λ z podmínky (a) a η z podmínky (P) a položme δ = min{λ, η, ζ}. Potom podle (a), (P)
a (4) platí

∀x ∈ A :
(
0 < %(a, x) < δ ⇒ (f(x) ∈ B & 0 < σ(f(x), b) < ψ)

)
.

Odtud a díky (3) obdržíme

∀x ∈ A : (0 < %(a, x) < δ ⇒ τ(g(f(x)), c) < ε).

Varianta s podmínkou (S). Zvolme ε > 0. Díky podmínce (S) nalezneme ψ > 0 takové, že

(5) ∀y ∈ B : (σ(y, b) < ψ ⇒ τ(g(y), g(b)) < ε).

K nalezenému ψ díky podmínce (b) nalezneme ζ > 0 takové, že

(6) ∀x ∈ A : (0 < %(x, a) < ζ ⇒ σ(f(x), b) < ψ).

Vezměme λ z podmínky (a) a položme δ = min{λ, ζ}. Potom podle (a) a (6) platí

∀x ∈ A :
(
0 < %(a, x) < δ ⇒ (f(x) ∈ B & 0 < σ(f(x), b) < ψ)

)
.

Odtud a díky (5) obdržíme

∀x ∈ A : (0 < %(a, x) < δ ⇒ τ(g(f(x)), g(b)) < ε).

Protože c = g(b), plyne odtud tvrzení. �

10.6. Spojitá zobrazení na kompaktních metrických prostorech.

Věta 10.26 (spojitý obraz kompaktu). Nechť (P, %) je kompaktní metrický prostor, (Q, σ) je
metrický prostor a f : P → Q je spojité. Potom je f(P ) kompaktní v Q.

Důkaz. Nechť {yn} je posloupnost prvků f(P ). Potom pro každé n ∈ N existuje xn ∈ P takové, že
f(xn) = yn. Protože P je kompaktní, existuje podposloupnost {xnk} posloupnosti {xn} a prvek
x ∈ P takové, že xnk → x v P . Protože f je spojité, plyne z Heineovy věty, že f(xnk)→ f(x) v Q.
Označíme-li y = f(x), pak y ∈ f(P ) a platí limk→∞ ynk = y. Odtud plyne, že f(P ) je kompaktní
v Q. �

Definice. Nechť (P, %) je neprázdný metrický prostor a f : P → R. Řekneme, že zobrazení f
nabývá svého maxima na P , jestliže existuje x ∈ P takové, že f(x) ≥ f(y) pro každé y ∈ P .
Obdobně řekneme, že f nabývá svého minima na P , jestliže existuje x ∈ P takové, že f(x) ≤ f(y)
pro každé y ∈ P .

konec 7. přednášky (23.10.2023)

Věta 10.27 (extrémy kompaktní množiny v R). Nechť A je kompaktní podmnožina R. Potom
jsou supA a inf A prvky A.
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Důkaz. Označme y = sup f(P ). Podle Věty 10.17 je A omezená. Tedy y ∈ R. Nalezneme posloup-
nost {xn} prvků A splňující xn → y. Podle Věty 10.16 je A uzavřená. Tedy y ∈ A. Obdobně lze
dokázat, že inf A ∈ A. �

Věta 10.28 (extrémy spojité funkce na kompaktu). Nechť (P, %) je neprázdný kompaktní metrický
prostor a f : P → R je spojité. Potom f nabývá na P svého maxima i svého minima.

Důkaz. Podle Věty 10.26 je množina f(P ) kompaktní. Podle Věty 10.27 tedy platí, že sup f(P ) ∈
f(P ) a inf f(P ) ∈ f(P ). Odtud plyne tvrzení. �

Věta 10.29 (omezenost spojité funkce na kompaktu). Nechť (P, %) je kompaktní metrický prostor
a f : P → R je spojité. Potom f je na P omezená.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z Věty 10.28. �

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory a f : P → Q. Řekneme, že f je stejnoměrně
spojité, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ P, %(x, y) < δ : σ(f(x), f(y)) < ε.

Věta 10.30 (spojitost a stejnoměrná spojitost na kompaktu). Nechť (P, %) je kompaktní metrický
prostor, (Q, σ) je metrický prostor a f : P → Q je spojité. Potom f je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Předpokládejme, že f není stejnoměrně spojité. Potom nalezneme ε > 0 a posloupnosti
{xn}, {yn} prvků P splňující %(xn, yn) < 1

n a σ(f(xn), f(yn)) ≥ ε. Díky kompaktnosti P nalezneme
rostoucí posloupnost {nk} a x ∈ P tak, že xnk → x. Potom také ynk → x, neboť

%(x, ynk) ≤ %(x, xnk) + %(xnk , ynk)→ 0.

Ze spojitosti f a Heineovy věty tudíž plyne, že f(xnk)→ f(x) a f(ynk)→ f(x). Nalezneme k ∈ N
takové, že σ(f(xnk), f(x)) <

ε
2 a σ(f(ynk), f(x)) <

ε
2 . Potom

ε ≤ σ(f(xnk), f(ynk)) ≤ σ(f(xnk), f(x)) + σ(f(ynk), f(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

což je spor. Zobrazení f je tedy stejnoměrně spojité. �

Věta 10.31 (charakterisace kompaktních prostorů). Metrický prostor (P, %) je kompaktní právě
tehdy, když pro každou posloupnost {Fn} neprázdných uzavřených podmnožin P takovou, že pro
každé n ∈ N platí Fn+1 ⊂ Fn, platí

⋂∞
n=1 Fn 6= ∅.

Důkaz. ⇒ Předpokládejme, že {Fn} je posloupnost neprázdných uzavřených podmnožin P ta-
ková, že pro každé n ∈ N platí Fn+1 ⊂ Fn. Pro každé n ∈ N zvolme xn ∈ Fn. Díky kompaktnosti
P nalezneme rostoucí posloupnost {nk}∞k=1 a prvek x ∈ P tak, že limk→∞ xnk = x. Zvolme n ∈ N.
Potom pro všechna k ∈ N splňující nk > n platí xnk ∈ Fn, neboť

xnk ∈ Fnk ⊂ Fn.

Z uzavřenosti Fn plyne x ∈ Fn. Protože n bylo zvoleno libovolně, platí x ∈
⋂∞
n=1 Fn. Množina⋂∞

n=1 Fn je tedy neprázdná.
⇐ Jestliže P = ∅, potom je P kompaktní. Předpokládejme, že P 6= ∅ a {xn} je posloupnost

prvků P . Pro každé n ∈ N položme

Fn = {xj ; j ≥ n}.

Potom je {Fn} posloupnost neprázdných uzavřených podmnožin P splňující Fn+1 ⊂ Fn pro každé
n ∈ N. Podle předpokladu nalezneme x ∈

⋂∞
n=1 Fn. Díky tomu, že x ∈ F1, nalezneme n1 ∈ N

takové, že %(xn1
, x) < 1. Předpokládejme, že pro nějaké k ∈ N máme n1, . . . , nk. Díky tomu, že x ∈

Fnk+1, nalezneme nk+1 ∈ N splňující nk+1 > nk a %(xnk+1
, x) < 1

k+1 . Potom je {nk}∞k=1 rostoucí
posloupnost přirozených čísel a pro každé k ∈ N platí %(xnk , x) <

1
k . Tedy limk→∞ xnk = x. Z

libovolné posloupnosti jsme tedy vybrali konvergentní podposloupnost. To znamená, že prostor P
je kompaktní. �
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11. Funkce více proměnných

11.1. Parciální derivace a totální diferenciál.

Poznámka. Množina Rn, kde n ∈ N, je množina všech uspořádaných n-tic reálných čísel, neboť
jde o kartézský součin o n faktorech:

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n-krát

.

Je-li x ∈ Rn, potom jeho i-tou souřadnici značíme xi, a můžeme tedy psát x = [x1, . . . , xn].
Množina Rn obsahuje některé významné prvky. Je to především počátek, to jest prvek, jehož
všechny souřadnice jsou nulové. Značíme jej o. Zvolme i ∈ {1, . . . , n} a definujme prvek ei ∈ Rn
takto:

ei = [0, . . . , 0, 1
i-tá sou-
-řadnice

, 0, . . . , 0].

Prvky Rn můžeme mezi sebou sčítat a můžeme je násobit reálným číslem. Je-li x ∈ Rn, x =
[x1, . . . , xn], y ∈ Rn, y = [y1, . . . , yn], λ ∈ R, pak definujeme

x+ y = [x1 + y1, . . . , xn + yn],

λ · x = [λx1, . . . , λxn].

Trojice (Rn,+, ·), kde + a · jsou výše uvedené operace, tvoří vektorový prostor nad R. Množina
B =

{
ei ; i ∈ {1, . . . , n}

}
tvoří bázi prostoru Rn, tj. jde o lineárně nezávislou množinu a každý

prvek x = [x1, . . . , xn] ∈ Rn můžeme psát jako lineární kombinaci vektorů z množiny B. Zde
konkrétně máme x =

∑n
i=1 xie

i.
O množině Rn s operacemi sčítání a násobení reálným číslem budeme mluvit jako o prostoru

Rn a o prvcích z Rn jako o bodech tohoto prostoru. Někdy je ovšem užitečné pohlížet na daný
prvek x z Rn jako na vektor, tj. orientovanou úsečku s počátečním bodem v počátku a koncovým
v bodě x.

Použijeme-li v dalším textu symbol Rn,Rk,Rm a podobně, budou n,m, k vždy přirozená čísla.
Na Rn uvažujeme eukleidovskou normu

‖x‖ =
∥∥[x1, . . . , xn]∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

x2i , x ∈ Rn,

a eukleidovskou metriku %2(x, y) = ‖x− y‖ , x, y ∈ Rn.
Na Rn je definován skalární součin předpisem

x · y =

n∑
i=1

xiyi, pro x, y ∈ Rn.

Z Cauchyovy–Schwarzovy–Buňakovského věty plyne, že

∀x, y ∈ Rn : |x · y| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤ ‖x‖‖y‖.
Definice. Řekneme, že zobrazení L : Rn → Rm je lineární, jestliže splňuje

(a) ∀u, v ∈ Rn : L(u+ v) = L(u) + L(v),
(b) ∀α ∈ R ∀u ∈ Rn : L(αu) = αL(u).

Množinu všech lineárních zobrazení prostoru Rn do Rm budeme značit symbolem L(Rn,Rm).

Poznámka. Každé L ∈ L(Rn,Rm) je reprezentováno maticí A = (aij)
j=1..n
i=1..m o m řádcích a n

sloupcích ve smyslu, že pro každé x ∈ Rn platí

L(x) = Ax =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn


x1...
xn

 .
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Jestliže f : Rn → Rm, kde m,n ∈ N, f = (f1, . . . , fm) a a ∈ Rn, pak f je spojitá v a právě
tehdy, když fi jsou spojité v a pro všechna i ∈ {1, . . . ,m}.

Jestliže L : Rn → R je lineární zobrazení, pak existují jednoznačně určená reálná čísla A1, . . . , An
taková, že L(h) =

∑n
i=1Aihi pro každé h ∈ Rn.

Definice. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a ∈ Rn a 1 ≤ i ≤ n. Pak parciální derivaci
funkce f v bodě a podle i-té proměnné definujeme jako limitu

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)
t

,

pokud tato limita existuje vlastní. Symbolem ∂f
∂xi

označujeme parciální derivaci funkce f podle
i-té proměnné, tj. funkci definovanou předpisem

∂f

∂xi
: x 7→ ∂f

∂xi
(x).

konec 8. přednášky (25.10.2023)

Definice. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a ∈ Rn a pro každé i ∈ {1, . . . , n} existuje
∂f
∂xi

(a). Pak gradientem f v a nazýváme prvek ∇f(a) ∈ Rn definovaný předpisem

∇f(a) =
(
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)
.

Definice. Nechť a ∈ Rn, f je reálná funkce n proměnných definovaná na jistém okolí a a L : Rn →
R je lineární zobrazení. Řekneme, že L je totální diferenciál funkce f v bodě a, jestliže platí

lim
h→o

f(a+ h)− f(a)− L(h)
||h||

= 0.

Poznámka. Lineární zobrazení L : Rn → R je totální diferenciál f v a právě tehdy, když

lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)
||x− a||

= 0.

Věta 11.1 (totální diferenciál a parciální derivace). Nechť f je reálná funkce n proměnných,
a ∈ Rn a f má v a totální diferenciál L. Potom existují

∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

a
L(h) = ∇f(a) · h =

∂f

∂x1
(a)h1 + · · ·+

∂f

∂xn
(a)hn pro každé h ∈ Rn.

Důkaz. Nechť A1, . . . , An ∈ R splňují

L(h) = A1h1 + · · ·+Anhn pro každé h ∈ Rn.
Zvolme i ∈ {1, . . . , n} a definujme ϕ : R → Rn předpisem ϕ(t) = tei. Potom limt→0 ϕ(t) = o a
ϕ(t) 6= o pro t 6= 0. Tedy podle věty o limitě složeného zobrazení platí

0 = lim
t→0

f(a+ ϕ(t))− f(a)− L(ϕ(t))
‖ϕ(t)‖

= lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)−Ait
|t|

.

Odtud dostaneme

lim
t→0

∣∣∣∣f(a+ tei)− f(a)
t

−Ai
∣∣∣∣ = 0,

neboli
∂f

∂xi
(a) = Ai.

�

Poznámka. Z Věty 11.1 vyplývá, že totální diferenciál je jednoznačně určen (pokud existuje).
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Značení. Totální diferenciál f v a značíme symbolem f ′(a) (pokud existuje).

Poznámka. Existence parciálních derivací nezaručuje spojitost. Uvažujme funkci

f(x1, x2) =

{
1, jestliže x1 = 0 nebo x2 = 0,

0 jinak.

Potom
∂f

∂x1
(0, 0) =

∂f

∂x2
(0, 0) = 0,

ale f není spojitá v [0, 0].

Věta 11.2 (totální diferenciál a spojitost). Nechť f je reálná funkce n proměnných, a ∈ Rn a
existuje f ′(a). Potom je f spojitá v a.

Důkaz. Díky spojitosti zobrazení x 7→ ‖x− a‖ a h 7→ f ′(a)(h) platí

lim
x→a

(f(x)− f(a)) = lim
x→a

(f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)
‖x− a‖

· ‖x− a‖+ f ′(a)(x− a)
)
= 0,

a tedy f je spojitá v a. �

Poznámka. Z Věty 11.2 a jí předcházející poznámky plyne, že funkce

f(x1, x2) =

{
1, x1 = 0 nebo x2 = 0

0 jinak,

nemá v [0, 0] totální diferenciál.

Věta 11.3 (o cestičce v kostičce). Nechť I = (α1, β1)× · · · × (αn, βn) ⊂ Rn, a, b ∈ I, f je reálná
funkce n proměnných, která má v každém bodě I všechny parciální derivace. Potom existují body
ξ1, . . . , ξn ∈ I takové, že

f(b)− f(a) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(ξi)(bi − ai).

Důkaz. Označme

p0 = a,

p1 = (b1, a2, . . . , an),

p2 = (b1, b2, a3 . . . , an),

...

pn−1 = (b1, . . . , bn−1, an),

pn = b.

Potom platí

(7) f(b)− f(a) =
n∑
i=1

(
f(pi)− f(pi−1)

)
.

Zvolme i ∈ {1, . . . , n}. Položme

gi(x) = f(b1, . . . , bi−1, x, ai+1, . . . , an), x ∈ (αi, βi).

Zvolme x ∈ (αi, βi). Potom

(8) g′i(x) =
∂f

∂xi
(b1, . . . , bi−1, x, ai+1, . . . , an).

Jestliže ai 6= bi, pak díky Lagrangeově větě nalezneme zi v intervalu s krajními body ai a bi
splňující

(9) f(pi)− f(pi−1) = gi(bi)− gi(ai) = g′i(zi) · (bi − ai).
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Jestliže ai = bi, položme zi = ai. Potom (9) opět platí. Položme

ξi = (b1, b2, . . . , bi−1, zi, ai+1, . . . , an).

Potom podle (8) a (9) platí f(pi)−f(pi−1) = ∂f
∂xi

(ξi)(bi−ai). Odtud a z (7) dostáváme dokazovaný
vztah. �

Věta 11.4 (postačující podmínka pro existenci totálního diferenciálu). Nechť a ∈ Rn, f je reálná
funkce n proměnných definovaná na nějakém okolí a a ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
jsou spojité v a. Potom

existuje f ′(a).

Důkaz. Definujme L : Rn → R předpisem

L(h) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)hi, h ∈ Rn,

a zvolme ε > 0. Nalezneme δ̃ > 0, takové, že

∀i ∈ {1, . . . , n} ∀x ∈ B(a, δ̃) :
∣∣∣ ∂f
∂xi

(x)− ∂f

∂xi
(a)
∣∣∣ < ε.

Položme δ = δ̃√
n
a označme

I = (a1 − δ, a1 + δ)× · · · × (an − δ, an + δ).

Potom B(a, δ) ⊂ I ⊂ B(a, δ̃). Zvolme x ∈ B(a, δ). Díky Větě 11.3 nalezneme ξ1, . . . , ξn ∈ I taková,
že

f(x)− f(a) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(ξi)(xi − ai).

Pak máme

|f(x)− f(a)− L(x− a)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂f

∂xi
(ξi)(xi − ai)−

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

( ∂f
∂xi

(ξi)− ∂f

∂xi
(a)
)
(xi − ai)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (ξi)− ∂f

∂xi
(a)

∣∣∣∣ |xi − ai| ≤ ε n∑
i=1

|xi − ai|

≤ ε
√
n ‖x− a‖ .

Pro každé x ∈ B(a, δ) \ {a} tedy platí
|f(x)− f(a)− L(x− a)|

‖x− a‖
≤
√
nε.

Odtud plyne, že

lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)
‖x− a‖

= 0,

a tedy L = f ′(a). �

Definice. Nechť a ∈ Rn, f je reálná funkce n proměnných definovaná na nějakém okolí a a v ∈ Rn.
Pak derivací funkce f v a podle v rozumíme limitu

Dvf(a) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

,

pokud tato limita existuje vlastní.

Poznámka. Platí ∂f
∂xi

(a) = Dei(a), pokud má alespoň jedna strana smysl. Dále platí Dof(a) = 0.

konec 9. přednášky (30.10.2023)
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Věta 11.5 (geometrický význam gradientu). Nechť a ∈ Rn, f je reálná funkce n proměnných a
existuje f ′(a). Potom

(a) pro každé v ∈ Rn platí Dvf(a) = f ′(a)(v),
(b) max{Dvf(a) : ||v|| = 1} = ||∇f(a)||.

Důkaz. (a) Jestliže v = o, potom je tvrzení zřejmé. Předpokládejme, že v 6= o. Potom

Dvf(a) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

= lim
t→0

(
f(a+ tv)− f(a)− f ′(a)(tv)

‖tv‖
· ‖tv‖

t
+ f ′(a)(v)

)
.

Funkce t 7→ ‖tv‖
t je omezená na R \ {0} a platí

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)− f ′(a)(tv)
‖tv‖

= 0.

Odtud plyne, že Dvf(a) = f ′(a)(v).
(b) Podle (a), Věty 11.1 a Cauchyovy–Schwarzovy–Buňakovského nerovnosti platí

Dvf(a) = ∇f(a) · v ≤ ‖∇f(a)‖ ‖v‖ pro každé v ∈ Rn.

Tedy

(10) max{Dvf(a) : ||v|| = 1} ≤ ||∇f(a)||.

Jestliže ∇f(a) = o, pak dokazovaná rovnost platí, neboť obě strany jsou rovny nule. Předpoklá-
dejme, že ∇f(a) 6= o a položme

v = ‖∇f(a)‖−1∇f(a).

Pak podle (a) platí

Dvf(a) = f ′(a)(v) = ‖∇f(a)‖−1
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · ∂f

∂xi
(a) = ‖∇f(a)‖ .

Odtud a z (10) plyne (b). �

Poznámka. Pokud ∇f(a) 6= o, potom se maxima v tvrzení (b) Věty 11.5 nabývá právě pro
v = ‖∇f(a)‖−1∇f(a).

Poznámka (geometrický význam totálního diferenciálu). Předpokládejme, že f je reálná funkce
n proměnných, která má v bodě a ∈ Rn totální diferenciál L. Definujme funkci T : Rn → R
předpisem T (x) = f(a) + L(x− a). Potom

lim
x→a

f(x)− T (x)
‖x− a‖

= 0.

Tento vztah – neformálně řečeno – ukazuje, že funkce T aproximuje velmi dobře funkci f v blízkosti
bodu a. Rozdíl funkčních hodnot f(x)− T (x) je ve srovnání se vzdáleností ‖x− a‖ malý.

Grafem funkce T je afinní podprostor prostoru Rn+1. V uvedené situaci jej nazýváme teč-
nou rovinou, pokud n = 2, nebo tečnou nadrovinou, pokud n > 2, ke grafu funkce f v bodě
[a, f(a)]. Graf totálního diferenciálu je potom vektorový podprostor Rn+1 rovnoběžný s tečnou
(nad)rovinou. Tečná (nad)rovina ke grafu f v bodě [a, f(a)] je tedy množina

{x ∈ Rn+1 ; xn+1 − f(a) =
n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)(xj − aj)}.
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11.2. Derivace vektorových funkcí. Pojem totálního diferenciálu pro funkce z Rn do R je
možné zobecnit i pro vektorové funkce, tj. funkce z Rn do Rm. To je provedeno v následující
definici.

Definice. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, a ∈ Rn a L : Rn → Rm je lineární zobrazení.
Řekneme, že L je derivací zobrazení F v bodě a, pokud platí

(11) lim
h→o

F (a+ h)− F (a)− L(h)
‖h‖

= o.

Poznámka. Ve vztahu (11) se vyskytuje dvakrát symbol o označující nulový vektor. V případě
výrazu h → o jde o vektor z Rn, ve druhém případě jde o vektor z Rm. Vzhledem k tomu, že
je z kontextu jasné, z kterých prostorů jsou uvedené vektory, používáme jeden symbol v obou
případech, ačkoliv jde o rozdílné vektory, pokud n 6= m.

Poznámka. Vztah (11) je splněn, právě když platí

(12) lim
h→o

‖F (a+ h)− F (a)− L(h)‖
‖h‖

= 0.

Ve výrazu (12) se dvakrát vyskytuje symbol normy. Podobně jako pro nulový vektor vyplývá z
kontextu, že norma v čitateli je normou na Rm a norma ve jmenovateli je normou na Rn.

Poznámka. Pro m = 1 splývá derivace (vektorové) funkce s pojmem totálního diferenciálu.

Poznámka. Zobrazení F z Rn do Rm má v bodě a ∈ Rn derivaci právě tehdy, když každá jeho
složka, tedy každé zobrazení Fi z Rn do R, i ∈ {1, . . . ,m}, má v bodě a totální diferenciál.

Značení. Má-li F v bodě a derivaci L = (L1, . . . , Lm), pak je Li totálním diferenciálem Fi v
bodě a pro každé i ∈ {1, . . . ,m}. Totální diferenciál je určen jednoznačně, pokud existuje, a tedy
derivace zobrazení F v bodě a je určena jednoznačně, pokud existuje. Tato úvaha nás opravňuje
označit lineární zobrazení, které je derivací funkce F v bodě a, symbolem F ′(a).

Příklad. Nechť a ∈ Rn a F je zobrazení z Rn do Rm, které je konstantní na jistém okolí bodu a.
Dokažte, že F ′(a) je lineární zobrazení, které libovolnému vektoru h ∈ Rn přiřazuje nulový vektor
v prostoru Rm.

Řešení. Nalezneme η > 0 a b ∈ Rm taková, že F (x) = b pro každé x ∈ B(a, η). Potom pro každé
h ∈ Rn, ‖h‖ < η, platí

F (a+ h)− F (a)− F ′(a)(h) = b− b− o = o.

Tedy

lim
h→o

F (a+ h)− F (a)− L(h)
‖h‖

= o.

Příklad. Nechť L : Rn → Rm je lineární zobrazení. Dokažte, že v každém bodě a ∈ Rn platí
L′(a) = L.

Řešení. Díky linearitě L platí

L(a+ h)− L(a)− L(h) = o pro každé h ∈ Rn.

Tedy

lim
h→o

L(a+ h)− L(a)− L(h)
‖h‖

= o.

Poznámka (geometrický význam derivace). Předpokládejme, že F je zobrazení z Rn do Rm,
které má v bodě a ∈ Rn derivaci. Na zobrazení F se můžeme podívat jako na m-tici funkcí
F1, . . . , Fm a pro každou z těchto funkcí uvažovat její derivaci, pomocí které můžeme aproximovat
její chování v okolí bodu a jako jsme to viděli u totálního diferenciálu. Pomocí derivace F ′(a), která
má složky F ′1(a), . . . , F

′
m(a), pak můžeme aproximovat chování funkce F v okolí bodu a, neboť
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můžeme aproximovat chování jednotlivých složek. Jinými slovy, definujeme-li funkci T : Rn → Rm
předpisem T (x) = F (a) + F ′(a)(x− a), pak podle definice platí

lim
x→a

F (x)− T (x)
‖x− a‖

= o.

Afinní funkce T , která je obecně jednodušší objekt než F , aproximuje velmi dobře funkci F v
blízkosti bodu a. Vektor F (x)− T (x) je totiž ve srovnání s velikostí vektoru x− a malý.

Věta 11.6 (representace derivace). Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, které má v bodě a ∈ Rn
derivaci. Pak je F ′(a) reprezentována maticí

(13)


∂F1

∂x1
(a) · · · ∂F1

∂xn
(a)

...
...

∂Fm
∂x1

(a) · · · ∂Fm
∂xn

(a)

 .

Důkaz. Víme, že pro každé j ∈ {1, . . . ,m} existuje derivace F ′j(a) a je reprezentována vektorem(∂Fj
∂x1

(a), . . . ,
∂Fj
∂xn

(a)
)
. Lineární zobrazení F ′(a) má složky F ′j(a), j = 1, . . . ,m, takže je reprezen-

továno maticí (13). �

Definice. Matice representující F ′(a) se nazývá Jacobiho matice. Jestliže m = n, potom determi-
nant Jacobiho matice nazýváme jakobián a značíme jej JF (a) nebo

D(F1,...,Fn)
D(x1,...,xn)

(a).

Věta 11.7 (derivace a spojitost). Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, které má v bodě a ∈ Rn
derivaci. Pak je F spojité v a.

Důkaz. Víme, že existují derivace F ′i (a), i = 1, . . . ,m, takže všechny funkce Fi jsou spojité v a
podle Věty 11.2. Odtud plyne spojitost F v a. �

konec 10. přednášky (1.11.2023)

Věta 11.8 (postačující podmínka pro existenci derivace). Nechť F je zobrazení z Rn do Rm,
a ∈ Rn a ∂Fj

∂xi
jsou spojité v a pro každé i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}. Pak F ′(a) existuje.

Důkaz. Podle Věty 11.4 pro každé j ∈ {1, . . . ,m} existuje F ′j(a). Odtud plyne existence F ′(a). �

Věta 11.9 (spojitost lineárního zobrazení). Nechť L : Rn → Rm je lineární. Pak existuje C ∈ R
takové, že ||L(x)|| ≤ C||x|| pro každé x ∈ Rn.

Důkaz. Nechť matice A = (aji)
i=1,...,n
j=1,...,m ∈ M(m × n) reprezentuje L. Pak máme z Cauchyovy–

Schwarzovy–Buňakovského nerovnosti

‖L(x)‖ =

√√√√ m∑
j=1

(
L(x)

)2
j
=

√√√√ m∑
j=1

( n∑
i=1

ajixi

)2
≤

√√√√ m∑
j=1

( n∑
i=1

a2ji

)( n∑
i=1

xi2
)
=

√√√√ m∑
j=1

n∑
i=1

a2ji · ‖x‖ .

Odtud plyne dokazovaná nerovnost s konstantou

C =

√√√√ m∑
j=1

n∑
i=1

a2ji.

�

Věta 11.10 (norma lineárního zobrazení). Položme

||L|| = sup

{
||L(x)||
||x||

: x ∈ Rn, x 6= o

}
pro L ∈ L(Rn,Rm).

Potom (L(Rn,Rm), ‖ · ‖) je normovaný lineární prostor.
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Důkaz. Norma nulového zobrazení je zřejmě rovna nule. Jestliže ‖L‖ = 0, potom ‖L(x)‖ = 0 pro
každé x ∈ Rn, tedy L = 0.

Pro každá L ∈ L(Rn,Rm) a c ∈ R platí

‖cL‖ = sup

{
‖cL(x)‖
‖x‖

; x ∈ Rn, x 6= o

}
= |c| sup

{
‖L(x)‖
‖x‖

; x ∈ Rn, x 6= o

}
= |c| ‖L‖ .

Zvolme L1, L2 ∈ L(Rn,Rm). Potom díky subaditivitě suprema platí

‖L1 + L2‖ = sup

{
‖L1(x) + L2(x)‖

‖x‖
; x ∈ Rn, x 6= o

}
≤ sup

{
‖L1(x)‖+ ‖L2(x)‖

‖x‖
; x ∈ Rn, x 6= o

}
≤ sup

{
‖L1(x)‖
‖x‖

; x ∈ Rn, x 6= o

}
+ sup

{
‖L2(x)‖
‖x‖

; x ∈ Rn, x 6= o

}
= ‖L1‖+ ‖L2‖ .

�

Poznámka. Platí

||L|| = sup {||L(x)|| : x ∈ Rn, ‖x‖ = 1} pro L ∈ L(Rn,Rm).

Věta 11.11 (omezenost lineárního zobrazení). Nechť L ∈ L(Rn,Rm) a x ∈ Rn. Potom

‖L(x)‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖ .

Důkaz. Jestliže x = o, pak je dokazovaná nerovnost zřejmá. Předpokládejme, že x 6= o. Potom
‖L(x)‖
‖x‖

≤ ‖L‖ ,

a tedy
‖L(x)‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖ .

�

Věta 11.12 (derivace a lokální lipschitzovskost). Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, a ∈ Rn a
existuje F ′(a). Potom existují C > 0 a δ > 0 taková, že

∀h ∈ B(o, δ) : ‖F (a+ h)− F (a)‖ ≤ C ‖h‖ .

Důkaz. Nalezneme δ > 0 takové, že pro každé h ∈ B(o, δ) platí

‖F (a+ h)− F (a)− F ′(a)(h)‖ ≤ ‖h‖ .
Potom pro h ∈ B(o, δ) platí díky Větě 11.11

‖F (a+ h)− F (a)‖ ≤ ‖F (a+ h)− F (a)− F ′(a)(h)‖+ ‖F ′(a)(h)‖
≤ ‖h‖+ ‖F ′(a)‖ ‖h‖ = (1 + ‖F ′(a)‖) ‖h‖ .

Odtud plyne tvrzení s C = 1 + ‖F ′(a)‖. �

Věta 11.13 (derivace složeného zobrazení). Nechť n, k,m ∈ N, F je zobrazení z Rn do Rk, G je
zobrazení z Rk do Rm, a ∈ Rn, b = F (a) a existují F ′(a) a G′(b). Potom existuje (G ◦ F )′(a) a
platí

(G ◦ F )′(a) = G′(b) ◦ F ′(a).

Důkaz. Díky Větě 11.12 nalezneme C ∈ R a δ0 > 0, taková, že

(14) ∀h ∈ B(o, δ0) : ‖F (a+ h)− F (a)‖ ≤ C ‖h‖ .
Ukážeme, že lineární zobrazení G′(b) ◦ F ′(a) : Rn → Rm je derivací zobrazení G ◦ F v bodě a.
Zvolme ε > 0. Díky existenci derivace G′(b) nalezneme η > 0 takové, že

(15) ∀u ∈ B(o, η) : ‖G(b+ u)−G(b)−G′(b)(u)‖ ≤ ε ‖u‖ .
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Dále díky existenci derivace F ′(a) nalezneme δ ∈ (0,min{δ0, ηC }) takové, že

(16) ∀h ∈ B(o, δ) : ‖F (a+ h)− F (a)− F ′(a)(h)‖ ≤ ε ‖h‖ .
Díky odhadu (14) a volbě δ navíc platí

(17) ∀h ∈ B(o, δ) : ‖F (a+ h)− F (a)‖ < η.

Zvolme h ∈ B(o, δ) a označme u = F (a + h) − F (a). Potom dle (14), (17) a (16) po řadě platí
‖u‖ ≤ C‖h‖, ‖u‖ < η a ‖u− F ′(a)(h)‖ ≤ ε‖h‖, a tedy s pomocí (15) a Věty 11.11 dostaneme

‖(G ◦ F )(a+ h)− (G ◦ F )(a)− (G′(b) ◦ F ′(a))(h)‖
= ‖G(F (a) + F (a+ h)− F (a))−G(b)−G′(b)(F ′(a)(h))‖
= ‖G(b+ u)−G(b)−G′(b)(u) +G′(b)(u− F ′(a)(h))‖
≤ ‖G(b+ u)−G(b)−G′(b)(u)‖+ ‖G′(b)‖‖u− F ′(a)(h)‖
≤ ε‖u‖+ ‖G′(b)‖ε‖h‖ ≤ Cε‖h‖+ ‖G′(b)‖ε‖h‖ = (C + ‖G′(b)‖)ε‖h‖.

Odtud plyne tvrzení. �

Poznámka. Zobrazení (G◦F )′(a) je reprezentováno součinem matic, které reprezentují zobrazení
F ′(a) a G′(b), tedy maticí (

∂G`
∂yj

)`∈{1,...,s}
j∈{1,...,k}

(
∂Fj
∂xi

)j∈{1,...,k}
i∈{1,...,n}

.

Věta 11.14 (řetízkové pravidlo). Nechť k, n ∈ N, a ∈ Rn, F je zobrazení z Rn do Rk, b = F (a),
G je zobrazení z Rk do R a existují F ′(a) a G′(b). Pak má funkce G ◦ F v bodě a derivaci a pro
i ∈ {1, . . . , n} platí

(18)
∂(G ◦ F )
∂xi

(a) =

k∑
j=1

∂G

∂yj
(b)

∂Fj
∂xi

(a).

Důkaz. Existence derivace plyne z Věty 11.13. Vztah (18) plyne z reprezentace

(
∂(G◦F )
∂x1

(a), . . . , ∂(G◦F )
∂xn

(a)
)
=
(
∂G
∂y1

(b), . . . , ∂G∂yk (b)
)

∂F1

∂x1
(a) . . . ∂F1

∂xn
(a)

...
...

∂Fk
∂x1

(a) . . . ∂Fk
∂xn

(a)


a výpočtu součinu matic. �

Poznámka. Nechť f : R2 → R má derivaci v každém bodě. Definujme h : R2 → R předpisem

h(r, t) = f(r cos t, r sin t), (r, t) ∈ (0,∞)× R.

Potom pro (r, t) ∈ (0,∞)× R platí(
∂h
∂r (r, t),

∂h
∂t (r, t)

)
=
(
∂f
∂x (r cos t, r sin t),

∂f
∂y (r cos t, r sin t)

)(
cos t −r sin t
sin t r cos t

)
,

a tedy
∂h

∂r
(r, t) =

∂f

∂x
(r cos t, r sin t) cos t+

∂f

∂y
(r cos t, r sin t) sin t,

∂h

∂t
(r, t) =

∂f

∂x
(r cos t, r sin t)(−r sin t) + ∂f

∂y
(r cos t, r sin t)(r cos t).

konec 11. přednášky (6.11.2023)

Příklad. Na hromadu písku tvaru kužele je plynule přisypáván další písek. Výška h roste rychlostí
h′(t) = 3 cm / s a poloměr podstavy r roste rychlostí r′(t) = 2 cm / s. Spočtěte rychlost, s jakou
narůstá objem hromady v okamžiku, kdy r = 5 cm a h = 15 cm.
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Řešení. Označme W (r, h) = π
3 r

2h. Potom je velikost objemu V (t) v čase t dána funkcí V (t) =
W (r(t), h(t)), t ∈ (0,∞). Podle řetízkového pravidla tedy platí

V ′(t) =
∂W

∂r
(r(t), h(t))r′(t) +

∂W

∂h
(r(t), h(t))h′(t) =

2π

3
r(t)h(t)r′(t) +

π

3
r(t)2h′(t).

Označme t0 hodnotu času, pro kterou platí r(t0) = 5 a h(t0) = 15. Potom

V ′(t0) =
2π

3
5.15.2 +

π

3
25.3 = 125π cm3 / s .

Věta 11.15 (o přírůstku funkce). Nechť F je reálná funkce n proměnných, a, b ∈ Rn. Označme
J úsečku spojující body a a b, tedy J = {(1− t)a+ tb; t ∈ [0, 1]}. Nechť pro každé x ∈ J existuje
F ′(x). Potom existuje ξ ∈ J takové, že

F (b)− F (a) = F ′(ξ)(b− a).

Důkaz. Definujme funkci H : [0, 1]→ Rn předpisem

H(t) = (1− t)a+ tb, t ∈ [0, 1],

a funkci G : [0, 1]→ R předpisem

G(t) = (F ◦H)(t), t ∈ [0, 1].

Pro každé i ∈ {1, . . . , n} platí Hi(t) = ai + t(bi − ai), takže
H ′i(t) = bi − ai pro každé t ∈ (0, 1) a i ∈ {1, . . . , n}.

Funkce F a H jsou spojité podle Věty 11.7, a tedy také G je spojitá na [0, 1] podle Věty 10.23.
Dle řetízkového pravidla máme

G′(t) =

n∑
i=1

∂F

∂xi
(H(t))H ′i(t) =

n∑
i=1

∂F

∂xi
((1− t)a+ tb)(bi − ai) pro každé t ∈ (0, 1).

Tedy G má v každém bodě t ∈ (0, 1) derivaci. Podle Lagrangeovy věty nalezneme t0 ∈ (0, 1)
splňující

G′(t0) = G(1)−G(0) = F (b)− F (a).
Položme ξ = (1− t0)a+ t0b. Potom

F (b)− F (a) = G′(t0) =

n∑
i=1

∂F

∂xi
((1− t0)a+ t0b)(bi − ai) = F ′(ξ)(b− a).

�

Definice. Nechť (P, %) a (Q, σ) jsou metrické prostory, f : P → Q a K > 0. Řekneme, že f je
K-lipschitzovské, jestliže

∀x, y ∈ P : σ(f(x), f(y)) ≤ K%(x, y).
Řekneme, že f je lipschitzovské, jestliže existuje K > 0 takové, že že f je K-lipschitzovské.

Definice. Řekneme, že množina G ⊂ Rn je konvexní, jestliže pro každé její dva body platí, že
úsečka, která je spojuje, je obsažena v G.

Věta 11.16 (omezená derivace a lipschitzovskost). Nechť G ⊂ Rn je otevřená konvexní množina
v Rn, f : G→ Rm má derivaci v každém bodě G a

sup {‖f ′(x)‖ : x ∈ G} <∞.
Označme K = sup {‖f ′(x)‖ : x ∈ G}. Pak f je K-lipschitzovská.

Důkaz. Dokážeme, že
∀a, b ∈ G : ‖f(b)− f(a)‖ ≤ K‖b− a‖.

Zvolme a, b ∈ G. Jestliže f(a) = f(b), potom tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že
f(a) 6= f(b) a položme

v =
f(b)− f(a)
‖f(b)− f(a)‖

.
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Potom ‖v‖ = 1. Definujme funkci ϕ : G→ R předpisem

ϕ(x) = f(x) · v =

m∑
j=1

fj(x)vj .

Potom
ϕ(b)− ϕ(a) = (f(b)− f(a)) · v = ‖f(b)− f(a)‖ .

Dále pro každé x ∈ G máme

ϕ′(x) =

m∑
j=1

vjf
′
j(x),

takže pro každé x ∈ G a každé h ∈ Rn splňující ‖h‖ ≤ 1, platí podle Věty 11.11

|ϕ′(x)(h)| =
∣∣∣ m∑
j=1

vjf
′
j(x)(h)

∣∣∣ = |f ′(x)(h) · v| ≤ ‖f ′(x)(h)‖ · ‖v‖ ≤ ‖f ′(x)‖ ‖h‖ ‖v‖ ≤ K.
Tedy

‖ϕ′(x)‖ = sup {|ϕ′(x)(h)| : h ∈ Rn, ‖h‖ ≤ 1} ≤ K.
Podle Věty 11.15 nalezneme ξ ∈ G splňující

ϕ(b)− ϕ(a) = ϕ′(ξ)(b− a).

Tedy podle Věty 11.11 celkem máme

‖f(b)− f(a)‖ = ϕ′(ξ)(b− a) ≤ ‖ϕ′(ξ)‖‖b− a‖ ≤ K‖b− a‖.

�

11.3. Parciální derivace a diferenciály vyšších řádů.

Značení. Nechť f je funkce z Rn do R, i, j ∈ {1, . . . , n}, a a ∈ Rn. Parciální derivaci funkce ∂f
∂xi

podle j-té proměnné v bodě a značíme ∂2f
∂xj∂xi

(a), pokud i 6= j, případně ∂2f
∂x2
i
(a), pokud i = j.

Obdobně značíme parciální derivace vyšších řádů.

Definice. Nechť G ⊂ Rn je otevřená množina, f : G → R a k ∈ N. Řekneme, že f je třídy
Ck(G), jestliže jsou všechny parciální derivace funkce f až do řádu k včetně spojité na G. Množinu
všech funkcí f : G → R třídy Ck označujeme Ck(G) a klademe C∞(G) =

⋂∞
k=1 Ck(G). O funkci g

řekneme, že je třídy Ck na G (k ∈ N∪{∞}), jestliže g|G ∈ Ck(G). Množinu všech spojitých funkcí
na G značíme C0(G). Funkce třídy C1(G) nazýváme hladkými funkcemi na G.

Poznámky. Nechť G ⊂ Rn je otevřená.
(a) Jestliže f ∈ C1(G), potom f má totální diferenciál v každém bodě množiny G.
(b) Platí

C0(G) ⊃ C1(G) ⊃ C2(G) ⊃ . . .
(c) Jestliže f, g ∈ Ck(G), potom také f + g a fg patří do Ck(G). Pokud navíc g je nenulová na

G, tak i fg ∈ C
k(G).

Definice. Nechť m,n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená a k ∈ N ∪ {∞} ∪ {0}. Řekneme, že f : Rn → Rm
je třídy Ck(G), jestliže jeho složky f1, . . . , fm jsou třídy Ck(G).

Poznámka. Zobrazení f : G→ Rm třídy C1(G) má derivaci v každém bodě množiny G.

konec 12. přednášky (8.11.2023)

Věta 11.17 (skládání zobrazení třídy Ck). Nechť k ∈ N ∪ {∞}, m,n, s ∈ N a G ⊂ Rn, H ⊂ Rm
jsou otevřené množiny. Nechť f : G → Rm, g : H → Rs jsou po řadě tříd Ck(G) a Ck(H) a platí
f(G) ⊂ H. Pak je zobrazení g ◦ f třídy Ck(G).
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Důkaz. Označme h = g ◦ f . Protože f : G → Rm, g : H → Rs a f(G) ⊂ H, je zobrazení h
definované na G. Dále budeme postupovat pomocí matematické indukce podle k. Předpokládejme
nejprve, že k = 1. Pro každé x ∈ G existují podle Věty 11.8 derivace f ′(x) a g′

(
f(x)

)
. Podle

Věty 11.14 pak platí pro každé x ∈ G, l ∈ {1, . . . , s}, i ∈ {1, . . . , n} vztah

(19)
∂hl
∂xi

(x) =

m∑
j=1

∂gl
∂yj

(
f(x)

)∂fj
∂xi

(x).

Funkce x 7→ ∂gl
∂yj

(
f(x)

)
, x 7→ ∂fj

∂xi
(x) jsou spojité, a proto je funkce ∂hl

∂xi
spojitá. Odtud vyplývá, že

zobrazení g ◦ f je třídy C1 na G.
Předpokládejme nyní platnost tvrzení pro k − 1, kde k ∈ N, k > 1. Stejně jako v předchozím

případě platí pro každé x ∈ G, l ∈ {1, . . . , s}, i ∈ {1, . . . , n} vztah (19).
Nechť l ∈ {1, . . . , s}, i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m}. Funkce x 7→ ∂fj

∂xi
(x) je třídy Ck−1 na G.

Funkce x 7→ ∂gl
∂yj

(
f(x)

)
je dle indukčního předpokladu třídy Ck−1 na G, neboť funkce y 7→ ∂gl

∂yj
(y) je

třídy Ck−1 na H a f ∈ Ck(G) ⊂ Ck−1(G). Podle výše uvedené poznámky (c) je funkce x 7→ ∂hl
∂xi

(x)

též třídy Ck−1 na G. Tedy je funkce h třídy Ck(G).
Je-li k =∞, tvrzení plyne přímo z definice podle předchozího. �

Věta 11.18 (záměnnost parciálních derivací). Nechť f je funkce z Rn do R, a ∈ Rn a i, j ∈
{1, . . . , n}. Jestliže obě funkce ∂f

∂xi
, ∂f
∂xj

mají totální diferenciál v a, potom

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že n = 2. Nechť a = [a1, a2] ∈ R2 a δ > 0, je takové, že

(a1 − δ, a1 + δ)× (a2 − δ, a2 + δ) ⊂ D
(∂f
∂x

)
∩D

(∂f
∂y

)
.

Položme

W (t) =
f(a1 + t, a2 + t)− f(a1 + t, a2)− f(a1, a2 + t) + f(a1, a2)

t2
pro t ∈ (0, δ).

Zvolme t ∈ (0, δ). Položme

ϕ(x) = f(x, a2 + t)− f(x, a2) pro x ∈ [a1, a1 + δ).

Potom

W (t) =
1

t2
(
ϕ(a1 + t)− ϕ(a1)

)
a

ϕ′(x) =
∂f

∂x
(x, a2 + t)− ∂f

∂x
(x, a2) pro každé x ∈ [a1, a1 + δ).

Podle Lagrangeovy věty nalezneme ξ(t) ∈ (a1, a1 + t) takové, že

ϕ(a1 + t)− ϕ(a1) = ϕ′(ξ(t)) · t.

Pak

(20) W (t) =
ϕ′(ξ(t))

t
=

1

t

(∂f
∂x

(ξ(t), a2 + t)− ∂f

∂x
(ξ(t), a2)

)
.

Protože ∂f
∂x má v bodě a totální diferenciál, existuje funkce z1 : (−δ, δ)2 → R splňující

(21)
∂f

∂x
(a1 +α, a2 + β) =

∂f

∂x
(a) +

∂2f

∂x2
(a)α+

∂2f

∂y∂x
(a)β + z1(α, β) pro každé [α, β] ∈ (−δ, δ)2

a

(22) lim
[α,β]→o

z1(α, β)

‖[α, β]‖
= 0.
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Dosaďme do (21) postupně [α, β] = [ξ(t)− a1, t] a [α, β] = [ξ(t)− a1, 0]. Dostaneme

∂f

∂x
(ξ(t), a2 + t) =

∂f

∂x
(a) +

∂2f

∂x2
(a)(ξ(t)− a1) +

∂2f

∂y∂x
(a)t+ z1(ξ(t)− a1, t),

∂f

∂x
(ξ(t), a2) =

∂f

∂x
(a) +

∂2f

∂x2
(a)(ξ(t)− a1) +

∂2f

∂y∂x
(a) · 0 + z1(ξ(t)− a1, 0).

Díky tomu, že t bylo zvoleno libovolně, obdržíme kombinací posledních dvou rovností s (20) vztah

W (t) =
∂2f

∂y∂x
(a) +

z1(ξ(t)− a1, t)− z1(ξ(t)− a1, 0)
t

pro každé t ∈ (0, δ).

Pro každé t ∈ (0, δ) platí

z1(ξ(t)− a1, t)
t

=
z1(ξ(t)− a1, t)
‖[ξ(t)− a1, t]‖

· ‖[ξ(t)− a1, t]‖
t

a
‖[ξ(t)− a1, t]‖

t
≤
√
(ξ(t)− a1)2 + t2

t
≤
√
t2 + t2

t
=
√
2.

Z (22) plyne, že

lim
t→0+

z1(ξ(t)− a1, t)
‖[ξ(t)− a1, t]‖

= 0,

a tedy celkem

lim
t→0+

z1(ξ(t)− a1, t)
t

= 0.

Podobně odvodíme

lim
t→0+

z1(ξ(t)− a1, 0)
t

= 0.

Odtud vyplývá

lim
t→0+

W (t) =
∂2f

∂y∂x
(a).

Nyní vyjádříme funkci W jiným způsobem. Zvolme t ∈ (0, δ) a definujme

ψ(y) = f(a1 + t, y)− f(a1, y) pro y ∈ [a2, a2 + δ).

Potom

W (t) =
ψ(a2 + t)− ψ(a2)

t2
pro t ∈ (0, δ).

Obdobně jako v první části důkazu odvodíme

W (t) =
∂2f

∂x∂y
(a) +

z2(t, η(t)− a2)− z2(0, η(t)− a2)
t

pro nějaké η(t) ∈ (a2, a2 + t), kde z2 je funkce splňující

lim
[α,β]→o

z2(α, β)

‖[α, β]‖
= 0.

Odtud plyne podobně jako v předchozím případě

lim
t→0+

W (t) =
∂2f

∂x∂y
(a).

Platí tedy
∂2f

∂y∂x
(a) =

∂2f

∂x∂y
(a).

Nechť nyní n ∈ N a f : Rn → R a i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j. Definujme funkci g : R2 → R předpisem

g(x, y) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , aj−1, y, aj+1, . . . , an).

Položme dále
γ(x, y) = (a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , aj−1, y, aj+1, . . . , an).
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Potom

∂g

∂x
(x, y) =

∂f

∂xi
(γ(x, y)),

∂2g

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂xj∂xi
(γ(x, y))

∂g

∂y
(x, y) =

∂f

∂xj
(γ(x, y)),

∂2g

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂xi∂xj
(γ(x, y)).

Zobrazení γ : R2 → Rn má derivaci v každém bodě R2, a tedy ∂g
∂x ,

∂g
∂y mají totální diferenciál

v (ai, aj). Odtud plyne tvrzení. �

Poznámka. Parciální derivace obecně nejsou záměnné.

Důsledek. Nechť n ∈ N, f je funkce z Rn do R, G ⊂ Rn je otevřená, f ∈ C2(G), a ∈ G a
i, j ∈ {1, . . . , n}. Potom

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).

konec 13. přednášky (13.11.2023)

Důsledek. Nechť k, n ∈ N, f je funkce z Rn do R, G ⊂ Rn je otevřená, f ∈ Ck(G), a ∈ G,
π : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} je permutace a i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}. Potom

∂kf

∂xik . . . ∂xi1
(a) =

∂kf

∂xiπ(k)
. . . ∂xiπ(1)

(a).

Důkaz. Je-li k = 1, tvrzení zřejmě platí. Pro k > 1 stačí tvrzení dokázat pro permutaci ve
formě „sousední transpozice“ , neboť každá permutace je konečnou kombinací sousedních trans-
pozic. Nechť j ∈ {1, . . . , k − 1}. Položme

π(`) =


j + 1, jestliže ` = j,
j, jestliže ` = j + 1,
`, jinak,

pro ` ∈ {1, . . . , k}.

Označme

g =
∂j−1f

∂xij−1
· · · ∂xi1

.

Potom g ∈ C2(G), a tedy podle předcházejícího důsledku Věty 11.18 platí

∂2g

∂xj+1∂xj
(a) =

∂2g

∂xj∂xj+1
(a) =

∂2g

∂xπ(j+1)∂xπ(j)
(a).

Odtud plyne tvrzení. �

Poznámka. Zavedení vyšších derivací:

f : Rn → Rm;

f ′ : Rn → L(Rn,Rm);

f ′′ : Rn → L(Rn,L(Rn,Rm));

f ′′′ : Rn → L(Rn,L(Rn,L(Rn,Rm)))

. . .
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Pro L ∈ L(Rn,L(Rn,Rm)), u, u1, u2, v, w ∈ Rn a α ∈ R platí

L(u) ∈ L(Rn,Rm);

L(u)(v) ∈ Rm;

L(u)(v + w) = L(u)(v) + L(u)(w);

L(u)(αv) = αL(u)(v);

L(u1 + u2)(v) = (L(u1)(v) + L(u2)(v));

L(αu)(v) = αL(u)(v).

Tedy třídu L(Rn,L(Rn,Rm)) lze ztotožnit s třídou všech bilineárních zobrazení z Rn×Rn do Rm.

Definice. Nechť m,n, k ∈ N. Zobrazení L : (Rn)k → Rm se nazývá k-lineární, jestliže

u 7→ L(v1, . . . , vi−1, u, vi+1, . . . , vk)

je lineární zobrazení z Rn do Rm pro každé i ∈ {1, . . . , k}, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk ∈ Rn. Množinu
všech k-lineárních zobrazení z (Rn)k do Rm značíme Lk(Rn,Rm).

Poznámka. Nechť m,n, k ∈ N. Pro B ∈ L2(Rn,Rm) platí

B(u, v) = B(

n∑
i=1

uie
i,

n∑
j=1

vje
j) =

n∑
i=1

n∑
j=1

uivjB(ei, ej).

Obdobně pro L ∈ Lk(Rn,Rm) dostaneme

(23) L(u1, . . . , uk) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

u1i1 . . . u
k
ik
L(ei1 , . . . , eik).

Je-li L ∈ Lk(Rn,Rm) a h ∈ Rn, potom zobrazení (u2, u3, . . . , uk) 7→ L(h, u2, . . . , uk) patří do
Lk−1(Rn,Rm).

Lemma (norma obrazu při k-lineárním zobrazení). Nechť m,n, k ∈ N a L ∈ Lk(Rn,Rm). Potom
existuje C ∈ R takové, že pro každé u1, . . . , uk ∈ Rn platí

‖L(u1, . . . , uk)‖Rm ≤ C‖u1‖Rn . . . ‖uk‖Rn .

Důkaz. Položme
K = max

{∥∥L(ei1 , . . . , eik)∥∥ ; i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}
}
.

Pak dle (23) pro každá u1, . . . , uk ∈ Rn platí∥∥L(u1, . . . , uk)∥∥ ≤ n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

|u1i1 . . . u
k
ik
|
∥∥L(ei1 , . . . , eik)∥∥ ≤ K n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∥∥u1∥∥ · · · ∥∥uk∥∥
≤ Knk

∥∥u1∥∥ · · · ∥∥uk∥∥ .
Tedy stačí položit C = Knk. �

Definice. Nechť m,n, k ∈ N a L ∈ Lk(Rn,Rm). Pak normou zobrazení L rozumíme číslo

‖L‖Lk(Rn,Rm) = sup
{
‖L(u1, . . . , uk)‖Rm , ‖u1‖Rn ≤ 1, . . . , ‖uk‖Rn ≤ 1

}
.

Poznámka. Nechť m,n, k ∈ N. Potom (Lk(Rn,Rm), ‖ · ‖Lk(Rn,Rm)) tvoří normovaný lineární
prostor.

Definice. Nechť m,n, k ∈ N, k ≥ 2, f je zobrazení z Rn do Rm a a ∈ Rn. Pak derivací k-tého
řádu zobrazení f v bodě a nazýváme k-lineární zobrazení L z (Rn)k do Rm splňující

lim
h→o

‖f (k−1)(a+ h)− f (k−1)(a)− L(h, ·, . . . , ·)‖Lk−1(Rn,Rm)

‖h‖Rn
= 0,

značíme L = f (k)(a).



32 LUBOŠ PICK

Věta 11.19 (derivace vyššího řádu a totální diferenciál). Nechť n, k ∈ N, f je zobrazení z Rn do
R, a ∈ Rn a L ∈ Lk(Rn,R) je k-tá derivace f v a. Potom mají všechny parciální derivace f řádu
(k − 1) totální diferenciál v a a pro každé i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} platí

L(ei1 , ei2 , . . . , eik) =
∂kf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik
(a).

Důkaz. Budeme postupovat matematickou indukcí dle k. Pro k = 1 tvrzení plyne z definice.
Předpokládejme, že k ∈ N, k > 1, a tvrzení platí pro k − 1. Zvolme i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}.

Předpokládejme, že L ∈ Lk(Rn,R) je k-tá derivace f v a. Nalezneme δ > 0 takové, že všechny
parciální derivace f řádu (k−1) existují na B(a, δ). Podle indukčního předpokladu pro x ∈ B(a, δ)
a [u2, . . . , uk] ∈ (Rn)k−1 platí

f (k−1)(x)(u2, . . . , uk) =

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jk=1

∂k−1f

∂xj2 . . . ∂xjk
(x)u2j2 . . . u

k
jk
,

a tedy zobrazení g : B(a, δ)→ R definované předpisem

g(x) = f (k−1)(x)(ei2 , . . . , eik)

splňuje

g(x) =
∂k−1f

∂xi2 . . . ∂xik
(x) pro x ∈ B(a, δ).

Označme
w = (ei2 , . . . , eik).

Pak pro h ∈ Rn \ {o}, ‖h‖ < δ, platí∣∣f (k−1)(a+ h)(w)− f (k−1)(a)(w)− L(h,w)
∣∣

‖h‖

≤
∥∥f (k−1)(a+ h)− f (k−1)(a)− L(h, ., . . . , .)

∥∥
‖h‖

,

a tedy

lim
h→o

∣∣f (k−1)(a+ h)(w)− f (k−1)(a)(w)− L(h,w)
∣∣

‖h‖
= 0.

Odtud vyplývá, že

lim
h→o

|g(a+ h)− g(a)− L(h,w)|
‖h‖

= 0.

Tudíž pro i1 ∈ {1, . . . , n} platí

lim
t→0

∣∣∣∣g(a+ tei1)− g(a)
t

− L(ei1 , w)
∣∣∣∣ = 0,

a tedy

∂kf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik
(a) =

∂g

∂xi1
(a) = lim

t→0

g(a+ tei1)− g(a)
t

= L(ei1 , ei2 , . . . , eik).

�

konec 14. přednášky (15.11.2023)

Poznámky. (a) Z předchozí věty plyne jednoznačnost fk(a), a tedy zpětně i korektnost tohoto
značení.

(b) Je-li f funkce z Rn do Rm a a ∈ Rn, pak fk(a) existuje právě tehdy, když existují fkj (a)
pro každé j ∈ {1, . . . ,m}.
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Věta 11.20 (symetrie derivace). Nechť m,n, k ∈ N, f je zobrazení z Rn do Rm, a ∈ Rn a f (k)(a)
existuje. Potom je f (k)(a) symetrické zobrazení, tj. je-li π : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} permutace, pak

f (k)(a)(u1, . . . , uk) = f (k)(a)(uπ(1), . . . , uπ(k))

pro každá u1, . . . , uk ∈ Rn.

Důkaz. Zvolme j ∈ {1, . . . ,m}, kde f = (f1, . . . , fm). Dokážeme platnost tvrzení pro fj . Díky
Větě 11.19 stačí dokázat, že pro i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} a permutaci π : {1, . . . , k} → {1, . . . , k}
platí

(24)
∂kfj

∂xik . . . ∂xi1
(a) =

∂kfj
∂xiπ(k)

. . . ∂xiπ(1)

(a).

Uvedený vztah stačí dokázat pouze pro sousední transpozice. Zvolme ` ∈ {1, . . . , k− 1} a položme

π(s) =


`+ 1, s = `,

`, s = `+ 1,

s jinak,
s ∈ {1, . . . , k}.

Potom funkce

g(x) =
∂`−1fj

∂xi`−1
. . . ∂xi1

(x)

splňuje

g(x) =
∂`−1fj

∂xiπ(`−1)
. . . ∂xiπ(1)

(x)

na okolí bodu a. Protože ` ≤ k− 1, má funkce f derivaci (`+1)-ního řádu v a. Z Věty 11.19 tedy
plyne, že funkce

x 7→ ∂g

∂xi`
(x), x 7→ ∂g

∂xi`+1

(x)

mají totální diferenciál v a. Podle Věty 11.18 tedy platí

∂2g

∂xi`+1
∂xi`

(a) =
∂2g

∂xi`∂xi`+1

(a).

Odtud plyne (24). �

Věta 11.21 (postačující podmínka pro existenci derivace vyššího řádu). Nechť m,n, k ∈ N, f je
zobrazení z Rn do Rm, G ⊂ Rn je otevřená, f ∈ Ck(G) a a ∈ G. Potom f (k)(a) existuje.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že m = 1. Použijeme matematickou indukci podle k. Pro k = 1
tvrzení platí díky Větě 11.8. Předpokládejme, že k ∈ N, k > 1, a že tvrzení platí pro k − 1.
Označme A = {1, . . . , n}k−1. Potom A je konečná množina, označme #A počet jejích prvků. Pro
každé α = (i1, . . . , ik−1) ∈ A položme

gα =
∂k−1f

∂xi1 . . . ∂xik−1

.

Potom pro každé α ∈ A je gα třídy C1(G), a tedy gα má totální diferenciál v každém bodě
množiny G. Zvolme ε > 0. Díky tomu, že A je konečná, nalezneme δ > 0 takové, že

∀α ∈ A ∀h ∈ Rn, ‖h‖ < δ : |gα(a+ h)− gα(a)− g′α(a)(h)| < ε‖h‖.
Položme

L(h, v1, . . . , vk−1) =
∑
α∈A

n∑
i=1

∂gα
∂xi

(a)hiv
1
α1
· · · vk−1αk−1

pro h ∈ Rn a (v1, . . . , vk−1) ∈ (Rn)k−1.

Potom L ∈ Lk(Rn,R) a

L(h, v1, . . . , vk−1) =
∑
α∈A

g′α(a)(h)v
1
α1
· · · vk−1αk−1

.
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Zvolme u1, . . . , uk−1 ∈ Rn splňující
∥∥uj∥∥Rn ≤ 1 pro každé j ∈ {1, . . . , k − 1}. Označme w =

(u1, . . . , uk−1). Potom pro každé h ∈ Rn, ‖h‖ < δ, platí podle indukčního předpokladu a Věty 11.19

f (k−1)(a+ h)(w)− f (k−1)(a)(w)− L(h,w)

=
∑
α∈A

gα(a+ h)u1α1
· · ·uk−1αk−1

−
∑
α∈A

gα(a)u
1
α1
· · ·uk−1αk−1

−
∑
α∈A

g′α(a)(h)u
1
α1
· · ·uk−1αk−1

=
∑
α∈A

(gα(a+ h)− gα(a)− g′α(a)(h))u1α1
· · ·uk−1αk−1

.

Odtud a z definice normy (k − 1)-lineárního zobrazení vyplývá, že

‖f (k−1)(a+ h)− f (k−1)(a)− L(h, ·, . . . , ·)‖Lk−1(Rn,R) ≤
∑
α∈A
|gα(a+ h)− gα(a)− g′α(a)(h)|

< (#A)ε ‖h‖ .

Tedy

lim
h→o

‖f (k−1)(a+ h)− f (k−1)(a)− L(h, ·, . . . , ·)‖Lk−1(Rn,R)

‖h‖Rn
= 0,

a tudíž L = f (k)(a).
Nechť m ∈ N. Pro každé j ∈ {1, . . . ,m} nalezneme podle z již dokázaného zobrazení Lj ∈

Lk(Rn,R) splňující

lim
h→o

‖f (k−1)j (a+ h)− f (k−1)j (a)− Lj(h, ·, . . . , ·)‖Lk−1(Rn,R)

‖h‖Rn
= 0.

Položme L = (L1, . . . , Lm). Potom L ∈ Lk(Rn,Rm) a platí

lim
h→o

‖f (k−1)(a+ h)− f (k−1)(a)− L(h, ·, . . . , ·)‖Lk−1(Rn,Rm)

‖h‖Rn
= 0,

takže L = f (k)(a). �

Poznámka. Nechť n ∈ N, f je funkce z Rn do R, a ∈ Rn a f ′′(a) existuje. Potom je f ′′(a)
bilineární zobrazení reprezentované maticí

H =


∂2f
∂x2

1
(a) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(a)

. . .
∂2f

∂xn∂x1
(a) . . . ∂2f

∂x2
n
(a)


ve smyslu

∀u, v ∈ Rn : f ′′(a)(u, v) = uTHv.

Matice H je symetrická.

Definice. Nechť f je funkce z Rn do R, a ∈ Rn a f ′′(a) existuje. Potom matici H nazýváme
Hessovou maticí.

Definice. Nechť n ∈ N, f je funkce z Rn do R, a ∈ Rn a f ′′(a) existuje. Potom druhým dife-
renciálem funkce f v bodě a nazýváme kvadratickou formu h 7→ f ′′(a)(h, h). Podobně pro k ∈ N
rozumíme diferenciálem k-tého řádu funkce f v bodě a zobrazení h 7→ f (k)(a)(h, . . . , h).

konec 15. přednášky (20.11.2023)
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11.4. Taylorův polynom více proměnných.

Definice. Nechť k, n ∈ N, f je funkce z Rn do R, a ∈ Rn a f (k)(a) existuje. Potom Taylorovým
polynomem k-tého řádu funkce f v bodě a rozumíme polynom n proměnných

T f,ak (x) = f(a) +

k∑
j=1

1

j!
f (j)(a)(x− a, . . . , x− a),

přičemž vektor (x− a, . . . , x− a) má j složek.

Věta 11.22 (Lagrangeův tvar zbytku). Nechť n ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, f je zobrazení z Rn do R,
G ⊂ Rn je otevřená konvexní množina, f ∈ Ck+1(G) a a, x ∈ G. Potom existuje ξ ležící na úsečce
spojující body a a x takové, že

f(x) = T f,ak (x) +
1

(k + 1)!
f (k+1)(ξ)(x− a, . . . , x− a)

(přičemž vektor (x− a, . . . , x− a) má k + 1 složek).

Důkaz. Díky konvexitě a otevřenosti G nalezneme interval (α, β) splňující [0, 1] ⊂ (α, β) a takový,
že

a+ t(x− a) ∈ G pro každé t ∈ (α, β).

Položme
ϕ(t) = f(a+ t(x− a)) pro t ∈ (α, β).

Zobrazení t 7→ a + t(x − a) je třídy C∞(R), a tedy podle Věty 11.17 je ϕ třídy Ck(α, β). Podle
Lagrangeova tvaru zbytku pro funkci jedné proměnné existuje η ∈ (0, 1) takové, že

ϕ(1)− Tϕ,0k (1) =
ϕ(k+1)(η)

(k + 1)!
,

tedy

(25) f(x) =

k∑
j=0

ϕ(j)(0)

j!
+
ϕ(k+1)(η)

(k + 1)!
.

Použitím řetízkového pravidla dostaneme pro každé t ∈ (α, β)

ϕ′(t) =

n∑
i1=1

∂f

∂xi1
(a+ t(x− a))(xi1 − ai1) = f ′(a+ t(x− a))(x− a),

ϕ′′(t) =

n∑
i2=1

n∑
i1=1

∂2f

∂xi2∂xi1
(a+ t(x− a))(xi1 − ai1)(xi2 − ai2 = f ′′(a+ t(x− a))(x− a, x− a)),

...

Pro každé j ∈ {1, . . . , k + 1} a t ∈ (α, β) platí

ϕ(j)(t) =

n∑
ij=1

· · ·
n∑

i1=1

∂jf

∂xij . . . ∂xi1
(a+ t(x− a))(xi1 − ai1) · · · (xij − aij )

= f (j)(a+ t(x− a))(x− a, . . . , x− a).

Dosazením do (25) dostaneme podle definice Taylorova polynomu

f(x) = T f,ak (x) +
1

(k + 1)!
f (k+1)(a+ η(x− a))(x− a, . . . , x− a).

Položme ξ = a + η(x − a). Potom ξ leží na úsečce spojující body a a x a splňuje požadované
tvrzení. �
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Věta 11.23 (Peanův tvar zbytku). Nechť n ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, f je zobrazení z Rn do R, a ∈ Rn
a f je třídy Ck na jistém okolí a. Potom

lim
x→a

f(x)− T f,ak (x)

‖x− a‖k
= 0.

Důkaz. Pro k = 0 tvrzení triviálně platí. Předpokládejme, že k ≥ 1. Nalezneme δ > 0 takové, že
f ∈ Ck(B(a, δ)). Zvolme x ∈ B(a, δ). Protože množina B(a, δ) je otevřená a konvexní, můžeme
podle Věty 11.22 nalézt ξ(x) ležící na úsečce spojující a a x takové, že

f(x) = T f,ak−1(x) +
1

k!
f (k)(ξ(x))(x− a, . . . , x− a).

Potom platí

f(x)− T f,ak (x) =
1

k!

(
f (k)(ξ(x))− f (k)(a)

)
(x− a, . . . , x− a)

=
1

k!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

(
∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(ξ(x))− ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a)

)
(xi1 − ai1) · · · (xik − aik).

Tedy ∣∣∣f(x)− T f,ak (x)
∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣ 1k!
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

(
∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(ξ(x))− ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a)

)
(xi1 − ai1) · · · (xik − aik)

∣∣∣∣∣
≤ 1

k!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∣∣∣∣ ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(ξ(x))− ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a)

∣∣∣∣ ‖x− a‖k .
Odtud vyplývá, že pro každé x ∈ B(a, δ) \ {a} platí

0 ≤

∣∣∣f(x)− T f,ak (x)
∣∣∣

‖x− a‖k
≤ 1

k!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∣∣∣∣ ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(ξ(x))− ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a)

∣∣∣∣ .
Všechny parciální derivace až do řádu k včetně jsou spojité v a, a tedy

lim
x→a

1

k!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∣∣∣∣ ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(ξ(x))− ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a)

∣∣∣∣ = 0,

neboť ‖ξ(x)− a‖ ≤ ‖x− a‖. Odtud plyne tvrzení. �

Poznámka. Symbol o můžeme zřejmým způsobem definovat i pro funkce více proměnných. Pak
lze tvrzení předcházející věty psát ve tvaru

f(x) = T f,ak (x) + o(‖x− a‖k), x→ a.

konec 16. přednášky (22.11.2023)

11.5. Věty o implicitně zadaných funkcích.

Věta 11.24 (o implicitně zadané funkci). Nechť n ∈ N, k ∈ N ∪ {∞}, G ⊂ Rn+1 je otevřená
množina, F : G→ R, x̃ ∈ Rn, ỹ ∈ R, [x̃, ỹ] ∈ G a nechť platí:

(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (x̃, ỹ) = 0,
(c) ∂F

∂y (x̃, ỹ) 6= 0.
Potom existuje okolí U ⊂ Rn bodu x̃ a okolí V ⊂ R bodu ỹ tak, že U × V ⊂ G a pro každé

x ∈ U existuje právě jedno y ∈ V s vlastností F (x, y) = 0. Označíme-li toto y symbolem ϕ(x), pak
ϕ ∈ Ck(U) a

∂ϕ

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

(x, ϕ(x))
∂F
∂y (x, ϕ(x))

, kde i ∈ {1, . . . , n} a x ∈ U .
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Důkaz. Existence ϕ. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ∂F
∂y (x̃, ỹ) > 0. Protože k ≥ 1

a F ∈ Ck(G), je ∂F
∂y spojitá v bodě [x̃, ỹ]. Díky této spojitosti nalezneme δ1 > 0 a ξ1 > 0 taková,

že B(x̃, δ1)× [ỹ − ξ1, ỹ + ξ1] ⊂ G a

∀[x, y] ∈ B(x̃, δ1)× [ỹ − ξ1, ỹ + ξ1] :
∂F

∂y
(x, y) > 0.

Odtud plyne, že funkce t 7→ F (x̃, t) je rostoucí na [ỹ − ξ1, ỹ + ξ1]. Máme proto

F (x̃, ỹ − ξ1) < 0 a F (x̃, ỹ + ξ1) > 0.

Díky spojitosti F nalezneme δ2 ∈ (0, δ1) takové, že

∀x ∈ B(x̃, δ2) : F (x, ỹ − ξ1) < 0 & F (x, ỹ + ξ1) > 0.

Položme U = B(x̃, δ2) a V = (ỹ−ξ1, ỹ+ξ1). Zvolme x ∈ U . Funkce t 7→ F (x, t) je na [ỹ−ξ1, ỹ+ξ1]
rostoucí, spojitá a splňuje F (x, ỹ − ξ1) < 0 a F (x, ỹ + ξ1) > 0. Díky Bolzanově větě o nabývání
mezihodnot existuje právě jedno y ∈ (ỹ − ξ1, ỹ + ξ1) takové, že F (x, y) = 0. Tím je dokázána
existence implicitní funkce ϕ : U → V splňující F (x, ϕ(x)) = 0 pro každé x ∈ U .

Spojitost ϕ. Zvolme x∗ ∈ U a ε > 0. Položme

G∗ = U × ((ϕ(x∗)− ε, ϕ(x∗) + ε) ∩ V )

a F ∗ = F |G∗ . Potom je G∗ otevřená a platí

F ∗ ∈ Ck(G∗), F ∗(x∗, ϕ(x∗)) = 0 a
∂F ∗

∂y
(x∗, ϕ(x∗)) > 0.

Podle již dokázané části tvrzení nalezneme okolí U∗ ⊂ Rn bodu x∗ a okolí V ∗ ⊂ R bodu ϕ(x∗)
taková, že U∗ × V ∗ ⊂ G∗ a

∀x ∈ U∗ ∃!y ∈ V ∗ : F ∗(x, y) = 0.

Odtud plyne
ϕ(U∗) ⊂ V ∗ ⊂ (ϕ(x∗)− ε, ϕ(x∗) + ε).

Tím je dokázána spojitost ϕ v bodě x∗. Protože bod x∗ ∈ U byl zvolen libovolně, plyne odtud
spojitost ϕ na U .

Platí ϕ ∈ C1(U). Zvolme i ∈ {1, . . . , n} a x∗ ∈ U . Díky spojitosti ϕ na U nalezneme δ > 0 a
η > 0 taková, že B(x∗, δ) ⊂ U , ϕ(B(x∗, δ)) ⊂ V a

B(x∗, δ)× ϕ(B(x∗, δ)) ⊂ B([x∗, ϕ(x∗)], η) ⊂ G.
Zvolme t ∈ (−δ, δ)\{0}. K němu podle Věty 11.15 nalezneme ξ(t) ∈ Rn+1 ležící na úsečce spojující
body [x∗, ϕ(x∗)] a [x∗ + tei, ϕ(x∗ + tei)] takové, že

0 = F (x∗ + tei, ϕ(x∗ + tei))− F (x∗, ϕ(x∗)) = F ′(ξ(t))(tei, ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)).

To podle Věty 11.1 znamená, že

0 =
∂F

∂xi
(ξ(t)) · t+ ∂F

∂y
(ξ(t))(ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)).

Odtud vyplývá, že

(26)
ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)

t
= −

∂F
∂xi

(ξ(t))
∂F
∂y (ξ(t))

.

Díky trojúhelníkové nerovnosti dostaneme

‖ξ(t)− [x∗, ϕ(x∗)]‖ ≤ |t|+
∣∣ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)

∣∣ .
Podle již dokázané části tvrzení víme, že ϕ je spojitá, a tedy platí

lim
t→0

∣∣ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)
∣∣ = 0.

Odtud dostaneme
lim
t→0
‖ξ(t)− [x∗, ϕ(x∗)]‖ = 0,
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neboli
lim
t→0

ξ(t) = [x∗, ϕ(x∗)].

Dosazením do (26) a pomocí věty o spojitosti složeného zobrazení (Věta 10.23) dostaneme

(27)
∂ϕ

∂xi
(x∗) = lim

t→0

ϕ(x∗ + tei)− ϕ(x∗)
t

= − lim
t→0

∂F
∂xi

(ξ(t))
∂F
∂y (ξ(t))

= −
∂F
∂xi

(x∗, ϕ(x∗))
∂F
∂y (x

∗, ϕ(x∗))
.

Protože x∗ ∈ U bylo zvoleno libovolně, platí (27) pro každé x∗ ∈ U .

Platí ϕ ∈ Ck(U). Tvrzení dokážeme konečnou matematickou indukcí. Z předchozího víme, že
ϕ ∈ C1(U). Předpokládejme, že ϕ ∈ Cj−1(U) pro nějaké j ∈ N, 2 ≤ j ≤ k. Zobrazení x 7→ [x, ϕ(x)]
je tedy třídy Cj−1(U). Funkce ∂F

∂x1
, . . . , ∂F∂xn ,

∂F
∂y jsou podle předpokladu věty třídy Ck−1(G), a

tedy také třídy Cj−1(G). Podle věty o skládání hladkých zobrazení (Věta 11.17) jsou funkce x 7→
∂F
∂x1

(x, ϕ(x)), . . . , x 7→ ∂F
∂xn

(x, ϕ(x)), x 7→ ∂F
∂y (x, ϕ(x)) třídy Cj−1(U). Díky (27) jsou tedy funkce

∂ϕ
∂x1

, . . . , ∂ϕ∂xn třídy Cj−1(U). Odtud plyne, že ϕ je třídy Cj(U). �

konec 17. přednášky (27.11.2023)

Věta 11.25 (o implicitně zadaných funkcích). Nechť m,n ∈ N, k ∈ N ∪ {∞}, G ⊂ Rn+m je
otevřená množina, F : G→ Rm, x̃ ∈ Rn, ỹ ∈ Rm, [x̃, ỹ] ∈ G a nechť platí:

(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (x̃, ỹ) = o,
(c) ∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂y1
(x̃, ỹ) . . . ∂F1

∂ym
(x̃, ỹ)

. . .
∂Fm
∂y1

(x̃, ỹ) . . . ∂Fm
∂ym

(x̃, ỹ)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Potom existuje okolí U ⊂ Rn bodu x̃ a okolí V ⊂ Rm bodu ỹ tak, že U × V ⊂ G a pro každé
x ∈ U existuje právě jedno y ∈ V s vlastností F (x, y) = o. Označíme-li toto y symbolem ϕ(x), pak
ϕ ∈ Ck(U).

Důkaz. Použijeme matematickou indukci podle m. Je-li m = 1, platí tvrzení podle Věty 11.24.
Předpokládejme, že tvrzení platí pro nějaké m ∈ N. Nechť F a [x̃, ỹ] splňují předpoklady věty,
přičemž m je nahrazeno (m+ 1). Podle předpokladu věty je matice

AF =


∂F1

∂y1
(x̃, ỹ) . . . ∂F1

∂ym+1
(x̃, ỹ)

...
...

∂Fm+1

∂y1
(x̃, ỹ) . . . ∂Fm+1

∂ym+1
(x̃, ỹ)


regulární. Ukážeme, že bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat AF = I, kde I označuje
jednotkovou matici typu (m + 1) × (m + 1). Uvažujme zobrazení L : Rm+1 → Rm+1 definované
předpisem L(y) = (AF )−1y. Toto zobrazení je lineární bijekce Rm+1 na Rm+1 a je třídy C∞ na
Rm+1. Dále uvažujme zobrazení T : G → Rm+1 definované předpisem T = L ◦ F . Tvrdíme, že
zobrazení T má následující vlastnosti:

• T ∈ Ck(G),
• ∀[x, y] ∈ G : T (x, y) = o⇔ F (x, y) = o,
• AT = AL ◦ AF = A−1F ◦ AF = I.

První vlastnost plyne z Věty 11.17 a druhá z regularity matice A−1F . Ověřme třetí vlastnost. Zob-
razení y 7→ F (x̃, y) má derivaci v bodě ỹ reprezentovanou maticí AF . Zobrazení y 7→ T (x̃, y) =
L ◦ F (x̃, y) má podle věty o derivaci složeného zobrazení (Věta 11.13) v bodě ỹ derivaci reprezen-
tovanou maticí (AF )−1AF = I. Protože

Fm+1(x̃, ỹ) = 0 a
∂Fm+1

∂ym+1
(x̃, ỹ) = 1 6= 0,
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nalezneme díky Větě 11.24 okolí U∗ ⊂ Rn+m bodu [x̃, ỹ1, . . . , ỹm] a okolí V ∗ ⊂ R bodu ỹm+1

takové, že
∀[x, y1, . . . , ym] ∈ U∗ ∃!ym+1 ∈ V ∗ : Fm+1(x, y1, . . . , ym, ym+1) = 0.

Označme tento bod symbolem ψ(x, y1, . . . , ym). Pak ψ ∈ Ck(U∗). Definujme H : U∗ → Rm před-
pisem

Hi(x, y1, . . . , ym) = Fi(x, y1, . . . , ym, ψ(x, y1, . . . , ym)), i ∈ {1, . . . ,m}.
Pak H ∈ Ck(U∗) podle Věty 11.17 a platí H(x̃, ỹ1, . . . , ỹm) = o. Dále platí

∂Hi

∂yj
(x̃, ỹ1, . . . , ỹm) =

∂Fi
∂yj

(x̃, ỹ1, . . . , ỹm, ψ(x̃, ỹ1, . . . , ỹm))

+
∂Fi
∂ym+1

(x̃, ỹ1, . . . , ỹm, ψ(x̃, ỹ1, . . . , ỹm))
∂ψ

∂yj
(x̃, ỹ1, . . . , ỹm)

=

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j ∈ {1, . . . ,m},

neboť
∂Fi
∂ym+1

(x̃, ỹ1, . . . , ỹm, ψ(x̃, ỹ1, . . . , ỹm)) = 0, i ∈ {1, . . . ,m}.

Můžeme tedy aplikovat indukční předpoklad na H v bodě [x̃, ỹ1, . . . , ỹm]. Nalezneme okolí S ⊂ Rn
bodu x̃ a okolí R ⊂ Rm bodu [ỹ1, . . . , ỹm] taková, že S ×R ⊂ U∗ a

∀x ∈ S ∃![y1, . . . , ym] ∈ R : H(x, y1, . . . , ym) = o.

Označme ϕi(x) = yi, i ∈ {1, . . . ,m}, a ϕm+1(x) = ψ(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x)). Potom ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm+1)
je třídy Ck na S a pro každé x ∈ S platí

Fi(x, ϕ(x)) = Fi(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x), ϕm+1(x))

= Fi(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x), ψ(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x)))

=

{
Hi(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) = 0, i ∈ {1, . . . ,m},
0, i = m+ 1.

Nalezneme okolí V ⊂ R × V ∗ ⊂ Rm+1 bodu ỹ a okolí U ⊂ ϕ−1(V ) ⊂ Rn bodu x̃. Jestliže
[x, y] ∈ U × V splňuje F (x, y) = o, pak x ∈ S a y ∈ R× V ∗, a tedy [x, y1, . . . , ym] ∈ S ×R ⊂ U∗.
Potom ym+1 = ψ(x, y1, . . . , ym), neboť ym+1 ∈ V ∗. Dále yi = ϕi(x), i ∈ {1, . . . ,m}, takže ym+1 =
ϕm+1(x). Odtud plyne tvrzení. �

11.6. Lokální extrémy funkcí více proměnných.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor, M ⊂ P , a ∈ M a f je funkce z P do R splňující
M ⊂ D(f). Řekneme, že f nabývá v bodě a svého maxima (minima) na M , jestliže platí

∀x ∈M : f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)).

Řekneme, že f nabývá v bodě a svého lokálního maxima (lokálního minima) naM , jestliže existuje
takové δ > 0, že

∀x ∈ B(a, δ) ∩M : f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)).
Řekneme, že f nabývá v bodě a svého ostrého lokálního maxima (ostrého lokálního minima) na
M , jestliže existuje takové δ > 0, že

∀x ∈ (B(a, δ) ∩M) \ {a} : f(x) < f(a) (f(x) > f(a)).

Poznámka. Nechť n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená, a ∈ G, h ∈ Rn, f : G → R a f ∈ C2(G).
Nalezneme δ > 0 splňující a + th ∈ G pro |t| < δ a definujeme funkci g : (−δ, δ) → R předpisem
g(t) = f(a+ th). Potom g′(0) = f ′(a)(h) a g′′(0) = f ′′(a)(h, h).

konec 18. přednášky (29.11.2023)
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Volné extrémy.

Věta 11.26 (nutná podmínka existence lokálního extrému). Nechť n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená,
a ∈ G a i ∈ {1, . . . , n}. Nechť funkce f : G → R má v bodě a lokální extrém. Potom buď ∂f

∂xi
(a)

neexistuje nebo ∂f
∂xi

(a) = 0.

Důkaz. Předpokládejme, že ∂f
∂xi

(a) existuje. Nalezneme δ > 0 splňující a+ tei ∈ G pro t ∈ (−δ, δ).
Definujme funkci g : (−δ, δ)→ R předpisem g(t) = f(a+tei). Potom má g v bodě 0 lokální extrém,
a tedy g′(0) buď neexistuje nebo je rovna 0. Díky předcházející poznámce víme, že platí

g′(0) = f ′(a)(ei) =
∂f

∂xi
(a),

takže g′(0) existuje. Tedy g′(0) = 0, a tudíž také ∂f
∂xi

(a) = 0. �

Věta 11.27 (elipticita positivně definitiní kvadratické formy). Nechť n ∈ N a Q : Rn → R je
positivně definitní kvadratická forma. Potom existuje ε > 0 takové, že

∀h ∈ Rn : Q(h) ≥ ε‖h‖2.

Důkaz. Jest

Q(h) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijhihj , h ∈ Rn,

pro vhodná aij ∈ R, i, j ∈ {1, . . . , n}, a tedy je zobrazení Q spojité na Rn. Označme

S = {h ∈ Rn ; ‖h‖ = 1}

a
ε = inf{Q(h) ; h ∈ S}.

Množina S je omezená a uzavřená, a tedy je podle Věty 10.19 kompaktní. Podle Věty 10.28
nalezneme h0 ∈ S takové, že Q(h0) = ε. Odtud a z positivní definitnosti Q vyplývá, že ε > 0.
Tvrzení věty zřejmě platí pro h = o. Zvolme h ∈ Rn \ {o}. Potom

Q(h) = Q

(
‖h‖ h

‖h‖

)
= ‖h‖2Q

(
h

‖h‖

)
≥ ε‖h‖2.

�

Věta 11.28 (podmínky druhého řádu pro existenci lokálního extrému). Nechť n ∈ N, G ⊂ Rn je
otevřená, f ∈ C2(G), a ∈ G a f ′(a) = 0. Potom platí:

(a) je-li kvadratická forma h 7→ f ′′(a)(h, h) positivně definitní, pak funkce f nabývá v bodě a
svého ostrého lokálního minima;

(b) je-li kvadratická forma h 7→ f ′′(a)(h, h) negativně definitní, pak funkce f nabývá v bodě a
svého ostrého lokálního maxima;

(c) je-li kvadratická forma h 7→ f ′′(a)(h, h) indefinitní, pak funkce f nenabývá v bodě a lokálního
extrému.

Důkaz. (a) Podle Věty 11.27 nalezneme ε > 0 takové, že

(28) ∀h ∈ Rn : f ′′(a)(h, h) ≥ ε ‖h‖2 .

Díky Větě 11.23 (Peanův tvar zbytku) nalezneme δ > 0 splňující

f(x)− T f,a2 (x)

‖x− a‖2
> −ε

4
pro každé x ∈ B(a, δ) \ {a}.

Díky tomu, že f ′(a) je nulové zobrazení, a tedy pro každé x ∈ Rn platí

T f,a2 (x) = f(a) +
1

2
f ′′(a)(x− a, x− a),
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plyne odtud, že

f(x)− f(a)− 1
2f
′′(a)(x− a, x− a)

‖x− a‖2
> −ε

4
pro každé x ∈ B(a, δ) \ {a}.

Kombinací posledního odhadu a (28) obdržíme

f(x)− f(a) > 1

2
f ′′(a)(x− a, x− a)− ε

4
‖x− a‖2 ≥ ε

2
‖x− a‖2 − ε

4
‖x− a‖2 =

ε

4
‖x− a‖2 > 0.

Tedy f nabývá v bodě a svého ostrého lokálního minima.
(b) Tvrzení lze dokázat obdobně jako tvrzení (a).
(c) Díky tomu, že kvadratická forma h 7→ f ′′(a)(h, h) je indefinitní, nalezneme h1, h2 ∈ Rn

taková, že
f ′′(a)(h1, h1) > 0 a f ′′(a)(h2, h2) < 0.

Nalezneme δ > 0 takové, že pro každé t ∈ (−δ, δ) platí a+ th1 ∈ G a a+ th2 ∈ G. Pro t ∈ (−δ, δ)
položme g1(t) = f(a+ th1) a g2(t) = f(a+ th2). Potom

g′1(0) = f ′(a)(h1) = 0, g′′1 (0) = f ′′(a)(h1, h1) > 0.

Tedy g1 má v 0 ostré lokální minimum. Obdobně lze dokázat, že g2 má v 0 ostré lokální maximum.
Odtud plyne, že f nemá v a lokální extrém. �

Poznámka. Je-li kvadratická forma h 7→ f ′′(a)(h, h) semidefinitní, pak pouze na základě této
informace nelze rozhodnout, zda má f v a extrém, případně jakého typu, jak ilustrují příklady
f(x, y) = ±x4 ± y4.

konec 19. přednášky (4.12.2023)

Vázané extrémy.

Věta 11.29 (Lagrangeova věta o multiplikátorech). Nechť m,n ∈ N, m < n, G ⊂ Rn je otevřená,
f, g1, . . . , gm : G→ R, f, g1, . . . , gm ∈ C1(G),

M = {z ∈ G : g1(z) = 0, . . . , gm(z) = 0}

a bod z̃ je bodem lokálního extrému funkce f vzhledem k množině M . Potom je splněna alespoň
jedna z následujících podmínek:

(a) vektory ∇g1(z̃), . . . ,∇gm(z̃) jsou lineárně závislé;
(b) existují reálná čísla λ1, . . . , λm splňující

∇f(z̃) + λ1∇g1(z̃) + · · ·+ λm∇gm(z̃) = o.

Důkaz. Předpokládejme, že výrok (a) neplatí. Označme s = n − m a g = (g1, . . . , gm). Pišme
Rn = Rs × Rm, přičemž proměnné prostoru Rs značíme x a proměnné prostoru Rm značíme y.
Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1
∂y1

(z̃) · · · ∂g1
∂ym

(z̃)
...

...
∂gm
∂y1

(z̃) · · · ∂gm
∂ym

(z̃)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Podle Věty 11.25 nalezneme okolí U ⊂ Rs bodu x̃ = [z̃1, . . . , z̃s] a okolí V ⊂ Rm bodu ỹ =
[z̃s+1, . . . , z̃n] taková, že pro každé x ∈ U existuje právě jedno y ∈ V (označme jej ϕ(x)) splňující

g(x, ϕ(x)) = o.

Definujme funkci ψ : U → R předpisem

ψ(x) = f(x, ϕ(x)).
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Protože ϕ ∈ C1(U), platí ψ ∈ C1(U). Funkce ψ má v bodě x̃ zřejmě lokální extrém. Podle
Věty 11.26 tedy platí ∇ψ(x̃) = o. Zvolme j ∈ {1, . . . , s}. Potom

(29) 0 =
∂ψ

∂xj
(x̃) =

∂f

∂xj
(z̃) +

m∑
i=1

∂f

∂yi
(z̃)

∂ϕi
∂xj

(x̃).

Funkce x 7→ g(x, ϕ(x)) je konstantní na U , a tedy

(30)
∂gl
∂xj

(z̃) +

m∑
i=1

∂gl
∂yi

(z̃)
∂ϕi
∂xj

(x̃) = 0, l ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , s}.

Označme

uj = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j

, 0, . . . , 0,
∂ϕ1

∂xj
(x̃), . . . ,

∂ϕm
∂xj

(x̃)) ∈ Rn, j ∈ {1, . . . , s},

a
H = Lin[u1, . . . , us].

Zřejmě platí dimH = s. Tedy dimH⊥ = m. Podle (30) máme

∇gl(z̃) ∈ H⊥, l ∈ {1, . . . ,m},

takže vektory ∇g1(z̃), . . . ,∇gm(z̃) tvoří bázi H⊥. Z (29) vyplývá, že ∇f(z̃) ∈ H⊥. Odtud plyne,
že ∇f(z̃) je lineární kombinací vektorů ∇g1(z̃), . . . ,∇gm(z̃), takže platí výrok (b). �

11.7. Regulární zobrazení.

Definice. Nechť n ∈ N, G ⊂ Rn a f je zobrazení z Rn do Rn. Řekneme, že f je difeomorfismus
na G, jestliže je prosté na G, f(G) je otevřená množina v Rn, f ∈ C1(G) a f−1 ∈ C1(f(G)).

Věta 11.30 (o lokálním difeomorfismu). Nechť n ∈ N, a ∈ Rn a f je zobrazení z Rn do Rn, které
je třídy C1 na jistém okolí V bodu a. Jestliže Jf (a) 6= 0, pak existuje okolí U ⊂ Rn bodu a takové,
že f |U je difeomorfismus na U .

Důkaz. Položme G = Rn × V , b = f(a) a definujme funkci F : G→ Rn předpisem

F (y, x) = f(x)− y.

Potom F ∈ C1(G), F (b, a) = o a∣∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂x1
(b, a) . . . ∂F1

∂xn
(b, a)

...
...

∂Fn
∂x1

(b, a) . . . ∂Fn
∂xn

(b, a)

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
...

...
∂fn
∂x1

(a) . . . ∂fn
∂xn

(a)

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Podle Věty 11.25 nalezneme okolí U1 ⊂ V bodu a a okolí W ⊂ Rn bodu b taková, že pro každé
y ∈ W existuje právě jedno x ∈ U1 (označme x = ϕ(y)) takové, že F (y, x) = o. Navíc platí
ϕ ∈ C1(W ) a

o = F (y, ϕ(y)) = f(ϕ(y))− y, y ∈W.
Tedy

f(ϕ(y)) = y pro každé y ∈W .

Zobrazení f je tudíž prosté na množině U1 ∩ f−1(W ). Položme U = U1 ∩ f−1(W ). Pak U je
otevřená množina, a ∈ U ⊂ V a (f |U )−1 = ϕ ∈ C1(W ). �

Definice. Nechť n ∈ N, a G ⊂ Rn je otevřená množina. Řekneme, že f : G → Rn je regulární,
jestliže f ∈ C1(G) a pro každé a ∈ G platí Jf (a) 6= 0.

Věta 11.31 (vztah difeomorfismu a regulárního zobrazení). Nechť n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená
množina a f : G→ Rn. Pak f je difeomorfismus na G právě když je regulární a prosté.
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Důkaz. ⇒ Předpokládejme, že f je na G difeomorfismus. Potom f je zřejmě prosté a třídy
C1(G). Zvolme a ∈ G. Potom

Id = Id′(a) = (f−1 ◦ f)′(a) = (f−1)′(f(a)) ◦ f ′(a).

Odtud plyne, že f ′(a) regulární, a tedy Jf (a) 6= 0.
⇐ Nyní předpokládejme, že f regulární a prosté na G. Potom f ∈ C1(G). Zvolme y ∈ f(G).

K němu nalezneme x ∈ G splňující f(x) = y. Podle Věty 11.30 nalezneme otevřenou množinu
U ⊂ G obsahující x takovou, že f |U je difeomorfismus. Tedy f(U) je otevřená a y ∈ f(U) ⊂ f(G).
Tudíž je f(G) otevřená. Navíc je f−1 ∈ C1(f(U)). Protože y bylo zvoleno libovolně, plyne odtud,
že f−1 ∈ C1(f(G)). �

konec 20. přednášky (6.12.2023)

12. Metrické prostory II

12.1. Úplné metrické prostory.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a {xn} je posloupnost prvků P . Řekneme, že {xn} je
cauchyovská, případně že splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku, jestliže platí

(31) ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N, n,m ≥ n0 : %(xn, xm) < ε.

Poznámka. Výrok (31) je ekvivalentní výroku

∃K > 0 ∀ε > 0 ∃n0 ∀m,n ≥ n0 : %(xm, xn) < Kε.

Důkaz lze provést obdobně jako v případě limity posloupnosti reálných čísel.

Věta 12.1 (konvergence a Bolzanova–Cauchyova podmínka). Nechť (P, %) je metrický prostor a
{xn} je konvergentní posloupnost prvků P . Potom je {xn} cauchyovská.

Důkaz. Nechť x ∈ P splňuje limxn = x. Nechť ε > 0. Potom existuje n0 ∈ N takové, že pro každé
n ≥ n0 platí %(xn, x) < ε. Pak pro každé m,n ≥ n0 platí

%(xn, xm) ≤ %(xn, x) + %(xm, x) ≤ ε+ ε = 2ε,

a tedy posloupnost {xn} podle Věty 12.1 splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku. �

Věta 12.2 (Bolzanova–Cauchyova podmínka pro diskrétní prostory). Nechť P je množina a {xn}
je posloupnost prvků P . Potom je {xn} cauchyovská v metrickém prostoru (P, %diskr) právě tehdy,
když existují x ∈ P a n0 ∈ N taková, že pro každé n ≥ n0 platí xn = x.

Důkaz. ⇒ Položme ε = 1. Nalezneme n0 takové, že pro každá m,n ≥ n0 platí %(xm, xn) < 1.
Z definice diskrétní metriky vyplývá, že pro každá taková m,n platí xn = xm. Odtud již snadno
plyne dokazovaná implikace.
⇐ Z Věty 10.2(b) víme, že posloupnost {xn} je v (P, %diskr) konvergentní. Podle Věty 12.1 je

tedy v tomto prostoru cauchyovská. �

Definice. Řekneme, že metrický prostor je úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost prvků
P je konvergentní.

Příklad. Dokažte, že metrický prostor R je úplný.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty 2.24.

Příklad. Dokažte, že metrický prostor (0, 1) není úplný.

Řešení. Uvažujme posloupnost {xn} = { 1
n+1} prvků intervalu (0, 1). Zvolme ε > 0. K němu

nalezneme n0 ∈ N splňující 1
n0
< ε. Potom pro každá m,n ≥ n0 platí

|xm − xn| =
∣∣ 1
m+1 −

1
n+1

∣∣ < 1
n0
< ε.
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Odtud plyne, že posloupnost {xn} je cauchyovská v (0, 1). Dokážeme, že {xn} není konvergentní v
(0, 1). Předpokládejme, že x ∈ (0, 1). Nalezneme n1 ∈ N takové, že 1

n1
< x. Označme ε = x− 1

n1
.

Pak ε > 0 a pro každé n ≥ n1 platí

|xn − x| = x− 1
n+1 ≥ x−

1
n1

= ε,

a tedy limxn 6= x. Protože x ∈ (0, 1) bylo zvoleno libovolně, posloupnost {xn} nemá v prostoru
(0, 1) limitu, a tedy v něm není konvergentní. Prostor (0, 1) tedy není úplný.

Příklad. Nechť n ∈ N. Dokažte, že metrický prostor Rn je úplný.

Řešení. Nechť {xk} je cauchyovská posloupnost prvků prostoru Rn. Pro každé i ∈ {1, . . . , n} a
k, l ∈ N platí

|xki − xli| ≤ %2(xk, xl).
Z této nerovnosti plyne, že {xki }∞k=1 je cauchyovská posloupnost reálných čísel pro každé i ∈
{1, . . . , n}. Díky úplnosti prostoru R je každá z těchto posloupností konvergentní. Označme limk→∞ xki =
x∗i , kde i ∈ {1, . . . , n}. Prvek x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] je pak limitou posloupnosti {xk}.

Příklad. Dokažte, že diskrétní metrický prostor (P, %diskr) je úplný.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty12.2 a Věty 10.2(a).

Úplnost metrického prostoru zásadním způsobem závisí na zvolené metrice. Tento fakt ilustrují
následující dvě věty.

Věta 12.3 (prostor spojitých funkcí se supremovou metrikou a úplnost). Nechť a, b ∈ R, a < b.
Potom je metrický prostor (C([a, b]), %sup) úplný.

Důkaz. Nechť {fn} je cauchyovská posloupnost v prostoru (C([a, b]), %sup). Zvolme x ∈ [a, b]. Potom
je posloupnost reálných čísel {fn(x)} cauchyovská v R, neboť pro každé n,m ∈ N platí |fn(x) −
fm(x)| ≤ %sup(fn, fm). Díky úplnosti prostoru Rmá posloupnost {fn(x)} v R vlastní limitu, kterou
označíme symbolem f(x). Tím je definována funkce f : [a, b]→ R.

Zvolme ε > 0. Díky cauchyovskosti posloupnosti {fn} nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každá
n,m ≥ n0 a x ∈ [a, b] platí

|fn(x)− fm(x)| ≤ %sup(fn, fm) < ε.

Protože limm→∞ fm(x) = f(x), plyne odtud, že pro každá n ≥ n0 a x ∈ [a, b] platí

|fn(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)| ≤ ε,

a tedy také
sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Odtud plyne, že lim %sup(fn, f) = 0. Zbývá dokázat, že f je spojitá na [a, b].
Předpokládejme, že y ∈ [a, b]. Zvolme ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každé x ∈ [a, b]

platí |fn0
(x)− f(x)| ≤ ε. Díky spojitosti funkce fn0

na [a, b] nalezneme δ > 0 takové, že pro každé
z ∈ [a, b] splňující |z − y| < δ platí |fn0(z) − fn0(y)| < ε. Potom pro každé z ∈ [a, b] splňující
|z − y| < δ platí

|f(z)− f(y)| ≤ |f(z)− fn0(z)|+ |fn0(z)− fn0(y)|+ |fn0(y)− f(y)| < 3ε.

Funkce f je tedy spojitá v bodě y. Protože bod y byl zvolen libovolně, je funkce f spojitá na
[a, b]. �

konec 21. přednášky (11.12.2023)

Věta 12.4 (prostor spojitých funkcí s integrální metrikou a úplnost). Metrický prostor (C([−1, 1]), %int)
není úplný.
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Důkaz. Pro každé n ∈ N definujeme funkci fn na [−1, 1] předpisem

fn(x) = sign(x) n
√
|x|.

Potom pro každá m,n ∈ N splňující m < n platí

%int(fn, fm) =

∫ 1

−1
|fn(x)− fm(x)| dx = 2

∫ 1

0

(
fn(x)− fm(x)

)
dx

= 2
( n

n+ 1
− m

m+ 1

)
=

2(n−m)

(n+ 1)(m+ 1)
.

Zvolme ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N takové, že n0 + 1 > 2
ε . Potom pro každá m,n ≥ n0 platí

%int(fn, fm) =
2(n−m)

(n+ 1)(m+ 1)
≤ 2

n

n+ 1

1

m+ 1
≤ 2

n0 + 1
< ε,

takže posloupnost {fn} je cauchyovská v prostoru
(
C([−1, 1]), %int

)
. Dokážeme však, že tato po-

sloupnost není v prostoru
(
C([−1, 1]), %int

)
konvergentní.

Zvolme f ∈ C([−1, 1]) a předpokládejme nejprve, že f(0) ≤ 0. Potom díky spojitosti funkce f
v bodě 0 nalezneme δ > 0 takové, že pro každé y ∈ [0, δ] platí f(y) < 1

2 . K tomuto δ nalezneme
m ∈ N takové, že 2−m < δ. Označme

γ =

∫ δ

2−m

(
fm(x)− f(x)

)
dx.

Potom γ > 0, neboť pro každé x ∈ [2−m, δ] platí fm(x) > 1
2 a f(x) ≤ 1

2 , takže fm(x) > f(x).
Navíc pro každé n ≥ m platí

%(fn, f) =

∫ 1

−1
|fn(x)− f(x)| dx ≥

∫ δ

2−m
|fn(x)− f(x)| dx =

∫ δ

2−m

(
fn(x)− f(x)

)
dx

≥
∫ δ

2−m

(
fm(x)− f(x)

)
dx = γ,

takže funkce f není limitou posloupnosti {fn} v prostoru
(
C([−1, 1]), %int

)
. Obdobně lze dokázat,

že ani žádná funkce f ∈ C([−1, 1]) splňující f(0) ≥ 0 není limitou posloupnosti {fn}. Posloupnost
{fn} tedy není v prostoru

(
C([−1, 1]), %int

)
konvergentní. Z toho plyne, že tento metrický prostor

není úplný. �

Věta 12.5 (kompaktnost a úplnost). Nechť (P, %) je kompaktní metrický prostor. Potom je P
úplný.

Důkaz. Předpokládejme, že {xn} je cauchyovská posloupnost v P . Díky kompaktnosti P nalezneme
rostoucí posloupnost přirozených čísel {nk} a x ∈ P taková, že limk→∞ xnk = x. Zvolme ε > 0.
Díky Bolzanově–Cauchyově podmínce nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každá m,n ∈ N splňující
m ≥ n0 a n ≥ n0 platí %(xn, xm) < ε. Díky konvergenci posloupnosti {xnk}∞k=1 dále nalezneme
k0 ∈ N takové, že pro každé k ∈ N, k ≥ k0, platí %(xnk , x) < ε. Protože {nk} je rostoucí, nalezneme
k ∈ N, k ≥ k0, takové, že nk ≥ n0. Potom pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí

%(xn, x) ≤ %(xn, xnk) + %(xnk , x) < ε+ ε = 2ε.

Odtud plyne, že limxn = x, takže {xn} je konvergentní. Prostor P je tedy úplný. �

Poznámky. (a) Z důkazu Věty 12.5 plyne následující tvrzení: v libovolném metrickém prostoru
je každá cauchyovská posloupnost s konvergentní podposloupností již sama konvergentní.

(b) Opačná implikace ve Větě 12.5 neplatí. Příklady úplných nekompaktních prostorů jsou R,
Rn, (C([a, b]), %sup) a nekonečný diskrétní prostor. Posledně jmenovaný prostor ukazuje, že pro
kompaktnost nestačí ani úplnost a omezenost.

Věta 12.6 (úplnost a uzavřenost). Nechť (P, %) je úplný metrický prostor a M ⊂ P . Potom je
(M,%) úplný právě tehdy, když M je uzavřená.
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Důkaz. ⇒ Nechť {xn} je posloupnost prvků M , x ∈ P a limxn = x. Posloupnost {xn} je
konvergentní, a tudíž cauchyovská, v P . Tím pádem je cauchyovská také vM , což je úplný metrický
prostor. Nalezneme tedy y ∈ M takové, že limxn = y. Z jednoznačnosti limity vyplývá x = y,
takže x ∈M . Množina M je tedy uzavřená.
⇐ Nechť {xn} je cauchyovská posloupnost prvkůM . Potom je {xn} cauchyovská také v P , což

je úplný metrický prostor. Nalezneme tady x ∈ P takové, že limxn = x. Protože M je uzavřená,
platí x ∈M . Tedy limxn = x také v M , takže (M,%) je úplný. �

Věta 12.7 (Cantorova). Nechť (P, %) je metrický prostor. Potom P je úplný právě tehdy, když
pro každou posloupnost {Fn} neprázdných uzavřených podmnožin P splňující

(32) Fn+1 ⊂ Fn pro každé n ∈ N
a

(33) lim
n→∞

diamFn = 0

je
⋂∞
n=1 Fn jednobodová množina.

Důkaz. ⇒ Pro každé n ∈ N zvolme xn ∈ Fn. Zvolme dále ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N takové, že
diamFn0

< ε. Potom pro každá m,n ∈ N, m,n ≥ n0, platí xm, xn ∈ Fn0
, a tedy %(xm, xn) < ε.

Posloupnost {xn} je tudíž cauchyovská. Díky úplnosti P nalezneme x ∈ P takové, že limxn = x.
Pro každé n ∈ N je {xj}∞j=n posloupnost prvků Fn, která podle věty o limitě vybrané posloupnosti
konverguje k x. Protože Fn je uzavřená, platí x ∈ Fn. Protože n ∈ N bylo zvoleno libovolně, platí
x ∈

⋂∞
n=1 Fn. Pro každé m ∈ N pak jest diam

(⋂∞
n=1 Fn

)
≤ diamFm, a tedy diam

(⋂∞
n=1 Fn

)
= 0.

Odtud plyne, že
⋂∞
n=1 Fn = {x}.

konec 22. přednášky (13.12.2023)

⇐ Nechť {xn} je cauchyovská posloupnost. Pro každé n ∈ N položme

Fn = {xj ; j ≥ n}.
Potom je {Fn} posloupnost neprázdných uzavřených množin splňující (32). Zvolme ε > 0. Na-
lezneme n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí %(xn, xn0) < ε. Odtud plyne, že
diamFn ≤ diamFn0 < ε pro každé n ∈ N, a tedy platí (33). Podle předpokladu nalezneme x ∈ P
takové, že

⋂∞
n=1 Fn = {x}. Potom pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí

%(x, xn) ≤ diamFn0
< ε.

Odtud plyne, že limxn = x. �

Poznámka. Bez předpokladu limn→∞ diamFn = 0 Cantorova věta neplatí. Příkladem je posloup-
nost Fn = [n,∞), n ∈ N, v metrickém prostoru R.

12.2. Husté a řídké množiny.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P . Řekneme, že A je hustá v P , jestliže A = P .

Poznámka. Množina A je hustá v metrickém prostoru P právě tehdy, když pro každé x ∈ P
existuje posloupnost {xn} prvků A splňující xn → x.

Poznámky. (a) Q a R \Q jsou husté v R,
(b) množina všech polynomů na [a, b], kde [a, b] ⊂ R, je hustá v C([a, b], %sup),
(c) množina A je hustá v diskrétním prostoru P právě tehdy, když A = P .

Věta 12.8 (charakterisace hustých množin). Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P . Potom
je A ⊂ P je hustá právě tehdy, když pro každou otevřenou neprázdnou množinu G ⊂ P platí
G ∩A 6= ∅.

Důkaz. ⇒ Předpokládejme že G ⊂ P je otevřená neprázdná množina splňující G∩A = ∅. Potom
je P \G uzavřená a platí A ⊂ P \G. Tudíž A ⊂ P \G = P \G 6= P . Tedy A není hustá v P .
⇐ Předpokládejme, že A není hustá v P a položme G = P \ A. Potom je G neprázdná a

otevřená a platí G ∩A = ∅. Odtud plyne tvrzení. �
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Věta 12.9 (průnik hustých množin). Nechť (P, %) je metrický prostor, G ⊂ P je otevřená hustá
a H ⊂ P je hustá. Potom je G ∩H hustá.

Důkaz. Zvolme otevřenou neprázdnou množinu G1. Potom je G1 ∩ G otevřená. Podle Věty 12.8
je navíc neprázdná. Tudíž je G1 ∩ (G ∩H) = (G1 ∩ G) ∩H neprázdná. Protože G1 byla zvolena
libovolně, plyne odtud, že (G ∩H) je hustá. �

Poznámka. Tvrzení Věty 12.9 neplatí bez předpokladu otevřenosti alespoň jedné z množin. Na-
příklad disjunktní množiny Q a R \Q jsou husté v R.

Poznámka. Nechť (P, %) je metrický prostor, n ∈ N a G1, . . . , Gn jsou otevřené husté podmnožiny
P . Potom

⋂n
k=1Gk je otevřená a hustá. Toto tvrzení neplatí pro spočetný průnik. Například pro

každé r ∈ Q je množina Q \ {r} hustá a otevřená v Q, ale množina
⋂
r∈Q (Q \ {r}) je prázdná, a

tedy není hustá v R.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P . Řekneme, že A je řídká, jestliže P \ A je
hustá.

Poznámky. (a) Prázdná množina je řídká v libovolném metrickém prostoru,
(b) podmnožina diskrétního prostoru je řídká právě tehdy, když je prázdná,
(c) N je řídká v R,
(d) Q není řídká v R,
(e) nechť a, b ∈ R, a < b, pak množina

A = {f ∈ C[a, b], −1 ≤ f(x) ≤ 1, x ∈ [a, b]}
je řídká v (C[a, b], %int), ale není řídká v (C[a, b], %sup).

Věta 12.10 (charakterisace řídkých množin). Nechť (P, %) je metrický prostor a nechť A ⊂ P .
Potom jsou následující tři výroky ekvivalentní:

(a) A je řídká v P ,
(b) Int

(
A
)
= ∅,

(c) P \A obsahuje hustou otevřenou množinu.

Důkaz. (a)⇒(b) Předpokládejme, že množina Int
(
A
)
je neprázdná. Tato množina je otevřená

a platí
Int
(
A
)
∩ (P \A) = ∅.

Podle Věty 12.8 tedy P \A není hustá, takže A není řídká.
(b)⇒(c) Množina P \A je otevřená a splňuje P \A ⊂ P \A. Dokážeme, že je hustá. Zvolme

otevřenou neprázdnou množinu G a položme H = G∩ (P \A). Předpokládejme, že H = ∅. Potom
G ⊂ A, tedy G ⊂ Int(A), takže Int(A) 6= ∅, což je spor. Tedy H 6= ∅. Odtud plyne tvrzení.

(c)⇒(a) Protože P \ A obsahuje hustou otevřenou množinu, je Int(P \ A) hustá. Protože
Int(P \A) = P \A, je P \A hustá. Tedy je A řídká. �

Věta 12.11 (vlastnosti řídkých množin). Nechť (P, %) je metrický prostor a A,B ⊂ P . Potom
(a) je-li A řídká a B ⊂ A, pak B je řídká,
(b) jsou-li A a B řídké, pak také A ∪B je řídká,
(c) množina A řídká právě tehdy, když A je řídká.

Důkaz. (a) Platí B ⊂ A, a tedy P \A ⊂ P \B. Množina P \B je hustá, a tedy B je řídká.
(b) Platí

P \A ∪B = P \ (A ∪B) = (P \A) ∩ (P \B).

Protože množiny A a B jsou řídké, jsou P \A a P \B husté a otevřené. Množina (P \A)∩ (P \B)
je hustá. Množina P \A ∪B je hustá, tedy A ∪B je řídká.

(c) Tvrzení plyne z toho, že, P \A = P \A. �

Definice. Nechť P je množina a M ⊂ expP . Řekneme, že struktura M je množinový ideál,
jestliže je uzavřená na podmnožiny a konečná sjednocení, a množinový σ-ideál, jestliže je uzavřená
na podmnožiny a spočetná sjednocení.
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Poznámka. Z tvrzení (a) a (b) Věty 12.11 plyne, že systém všech řídkých podmnožin každého
metrického prostoru tvoří množinový ideál. Obecně však netvoří množinový σ-ideál. Příkladem je
množina Q =

⋃
x∈Q{x}, která je spočetným sjednocením řídkých množin, ale není řídká v R.

konec 23. přednášky (18.12.2023)

12.3. Množiny první a druhé kategorie a residuální množiny.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a A ⊂ P . Řekneme, že A je první kategorie, jestliže exis-
tuje posloupnost řídkých množin {An} splňující A =

⋃∞
n=1An. Řekneme, že A je druhé kategorie,

jestliže není první kategorie. Řekneme, že A je residuální, jestliže P \A je první kategorie.

Poznámky. (a) Q je první kategorie v R,
(b) R \Q je druhé kategorie a residuální v R,
(c) (C([a, b]), %int) je první kategorie.

Poznámka. Systém všech množin první kategorie v metrickém prostoru tvoří σ-ideál.

Poznámka. Nechť (P, %) je metrický prostor a G ⊂ P je otevřená a hustá množina. Potom je
P \G uzavřená a řídká. Toto pozorování plyne z Věty 10.6 a toho, že

P \ P \G = P \ (P \G) = G

je hustá množina.

Věta 12.12 (charakterisace prostorů druhé kategorie). Metrický prostor (P, %) je druhé kategorie
právě tehdy, když pro každou posloupnost {Gn} otevřených hustých množin platí

⋂∞
n=1Gn 6= ∅.

Důkaz. ⇒ Předpokládejme, že pro nějakou posloupnost {Gn} otevřených hustých množin platí⋂∞
n=1Gn = ∅. Potom je pro každé n ∈ N množina P \Gn uzavřená a řídká. Navíc platí

P = P \ ∅ = P \
∞⋂
n=1

Gn =

∞⋃
n=1

(P \Gn),

a tedy je P první kategorie.
⇐ Předpokládejme, že P je první kategorie. Potom nalezneme posloupnost řídkých množin

{An} splňující P =
⋃∞
n=1An. Podle Věty 12.11(c) je pro každé n ∈ N množina An řídká. Pro

n ∈ N položme Gn = P \An. Pak je pro každé n ∈ N množina Gn otevřená a hustá. Navíc platí
∞⋂
n=1

Gn =

∞⋂
n=1

(P \An) = P \
∞⋃
n=1

An = P \ P = ∅.

�

Definice. Řekneme, že metrický prostor (P, %) je Baireův, jestliže je každá jeho neprázdná ote-
vřená podmnožina druhé kategorie.

Věta 12.13 (charakterisace Baireových prostorů). Nechť (P, %) je metrický prostor. Pak jsou
následující tři výroky ekvivalentní.

(a) P je Baireův,
(b) pro každou posloupnost {Gn} otevřených hustých množin je

⋂∞
n=1Gn hustá,

(c) každá residuální množina je hustá.

Důkaz. (a)⇒(b) Předpokládejme, že pro nějakou posloupnost {Gn} otevřených hustých množin
není

⋂∞
n=1Gn hustá. Díky Větě 12.8 nalezneme neprázdnou otevřenou množinu G splňující

G ∩
∞⋂
n=1

Gn = ∅.

Zvolme n ∈ N. Dokážeme, že množina G ∩ Gn otevřená a hustá v metrickém prostoru (G, %).
Zvolme x ∈ G. Díky hustotě Gn v P nalezneme posloupnost {xk} prvků Gn splňující xk → x pro
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k → ∞. Díky otevřenosti G nalezneme r > 0 splňující B(x, r) ⊂ G. Nalezneme k0 ∈ N takové,
že pro každé k ≥ k0 platí xk ∈ B(x, r). Potom je {xk}∞k=k0 posloupnost prvků G ∩ Gn splňující
xk → x. Odtud plyne, že G ∩ Gn otevřená a hustá v G. Protože n bylo zvoleno libovolně, plyne
odtud, že pro každé n ∈ N je množina G \Gn uzavřená a řídká v G. Navíc platí

G = G \
∞⋂
n=1

Gn =

∞⋃
n=1

(G \Gn),

takže G je první kategorie. Tudíž P není Baireův.
(b)⇒(c) Předpokládejme, že A ⊂ P je residuální množina. Potom existuje posloupnost {An}

řídkých množin splňující P \A =
⋃∞
n=1An. Pro n ∈ N položme Gn = P \An. Potom je pro každé

n ∈ N množina Gn otevřená a hustá a platí
∞⋂
n=1

Gn =

∞⋂
n=1

(P \An) = P \
∞⋃
n=1

An ⊂ P \
∞⋃
n=1

An = A.

Podle (b) je
⋂∞
n=1Gn hustá, a tedy také A je hustá.

(c)⇒(a) Předpokládejme, že A je neprázdná množina první kategorie. Potom je P \ A resi-
duální, a tedy hustá. Podle Věty 12.8 není A otevřená, a tedy P je Baireův. �

12.4. Baireova věta.

Poznámka. Je-li G otevřená neprázdná množina v metrickém prostoru, potom existují prvek
x ∈ G a číslo r > 0 taková, že B(x, r) ⊂ G. Toto pozorování lze dokázat například následujícím
způsobem. Díky otevřenosti G nalezneme r1 > 0 takové, že B(x, r1) ⊂ G a zvolíme r ∈ (0, r1).
Zvolme y ∈ B(x, r). K němu nalezneme posloupnost {xn} prvků B(x, r) takovou, že xn → y.
Položme ε = r1 − r. Potom je ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N takové, že %(xn0

, y) < ε. Potom

%(x, y) ≤ %(x, xn0) + %(xn0 , y) < r + ε = r + r1 − r = r1,

takže y ∈ B(x, r1) ⊂ G. Protože y bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že B(x, r) ⊂ G.

Věta 12.14 (Baireova). Nechť (P, %) je úplný metrický prostor. Potom je P Baireův.

Důkaz. Předpokládejme, že {Gn} je posloupnost otevřených hustých množin. Zvolme neprázdnou
otevřenou množinu G. Podle Věty 12.8 je množina G∩G1 otevřená a neprázdná. Zvolme x1 ∈ G∩
G1. Nalezneme r1 ∈ (0, 1) takové, že B(x1, r1) ⊂ G∩G1. Podle Věty 12.8 je B(x1, r1)∩G2 otevřená
a neprázdná. Nalezneme r2 ∈ (0, 12 ) takové, že B(x2, r2) ⊂ B(x1, r1) ∩ G2. Předpokládejme, že
pro nějaké n ∈ N, n ≥ 2, máme určeny prvky x1, . . . , xn ∈ P a čísla r1, . . . , rn > 0, pro každé
j ∈ {1, . . . , k} platí rj ∈ (0, 1j ) a pro každé j ∈ {2, . . . , k} platí

B(xj , rj) ⊂ G ∩B(xj−1, rj−1).

Podle Věty 12.8 je množina B(xn, rn) ∩Gn+1 otevřená a neprázdná. Zvolme xn+1 ∈ B(xn, rn) ∩
Gn+1. Nalezneme rn+1 ∈ (0, 1

n+1 ) takové, že B(xn+1, rn+1) ⊂ B(xn, rn) ∩Gn+1.
Pro n ∈ N položme Fn = B(xn, rn). Potom {Fn} je posloupnost neprázdných uzavřených

množin splňující Fn+1 ⊂ Fn pro každé n ∈ N a

lim diamFn = 0.

Prostor P je úplný, a tedy díky Cantorově větě nalezneme x ∈ P splňující

{x} =
∞⋂
n=1

Fn.

Potom pro každé n ∈ N platí

x ∈ Fn = B(xn, rn) ⊂ G ∩
n⋂
i=1

Gi.
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Tedy

x ∈ G ∩
∞⋂
n=1

Gn.

Odtud plyne, že G ∩
⋂∞
n=1Gn 6= ∅, takže podle Věty 12.8 je

⋂∞
n=1Gn hustá. Podle Věty 12.13 je

tudíž P Baireův. �

Poznámky. (a) (0, 1) je Baireův, ale není úplný,
(b) (0, 1) ∪ {2} je Baireův,
(c) (0, 1) ∪ (Q ∩ (2, 3)) je druhé kategorie, ale není Baireův,
(d) (C([0, 1]), %int) není Baireův.

Poznámka. Pro neprázdný metrický prostor P platí

P je kompaktní ⇒ P je úplný ⇒ P je Baireův ⇒ P je druhé kategorie,

přičemž žádnou z implikací není možné obrátit.

konec 24. přednášky (20.12.2023)

12.5. Metoda kategorií.

Poznámka. Nechť P je množina a V (x), x ∈ P , je výroková forma. Chceme-li dokázat výrok
∃ x ∈ P : V (x), můžeme postupovat následujícím způsobem. Nalezneme na P metriku % takovou,
že (P, %) je úplný a {x ∈ P, ¬V (x)} je první kategorie. Tento postup je důležitým příkladem
nekonstruktivní důkazové techniky a nazýváme jej metoda kategorií.

Věta 12.15 (existence spojité funkce bez derivace). Existuje funkce f ∈ C([0, 1]), která nemá v
žádném bodě ani jednu vlastní jednostrannou derivaci.

Důkaz. Položme

E+ = {f ∈ C([0, 1]) ; ∃x ∈ [0, 1) takové, že existuje vlastní f ′+(x)}
a pro každé n ∈ N, n ≥ 2, položme

E+
n = {f ∈ C([0, 1]) ; ∃x ∈ [0, 1− 1

n ] ∀h ∈ (0, 1
n ) : |f(x+ h)− f(x)| ≤ nh}.

Dokážeme, že E+ ⊂
⋃∞
n=2E

+
n . Předpokládejme, že f ∈ E+. Nalezneme x ∈ [0, 1) takové, že

f ′+(x) ∈ R. Označme

A = lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)|
h

.

Potom A ∈ R. Nalezneme h0 ∈ (0, 1− x) takové, že pro každé h ∈ (0, h0) platí

|f(x+ h)− f(x)| ≤ (A+ 1)h.

Konečně nalezneme n ∈ N, n ≥ max{2, A+ 1, 1
h0
}. Potom f ∈ E+

n .
Zvolme n ∈ N, n ≥ 2. Dokážeme, že E+

n je uzavřená. Předpokládejme, že {fk} je posloupnost
prvků E+

n a f ∈ C([0, 1]) splňující %sup(fk, f)→ 0. Potom pro každé k ∈ N nalezneme xk ∈ [0, 1− 1
n ]

takové, že pro každé h ∈ (0, 1
n ) platí |fk(xk + h)− fk(xk)| ≤ nh. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy

věty nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel {kj} a x ∈ [0, 1− 1
n ] splňující limj→∞ xkj =

x. Zvolme ε > 0. Díky tomu, že %sup(fk, f) → 0, nalezneme k0 ∈ N takové, že pro každé k ∈ N,
k ≥ k0, platí

%sup(fk, f) < ε.

Funkce f je spojitá, a tedy stejnoměrně spojitá na [0, 1]. Díky tomu nalezneme δ > 0 takové, že
pro každá x, y ∈ [0, 1] splňující |x − y| < δ platí |f(x) − f(y)| < ε. Dále nalezneme j ∈ N takové,
že kj ≥ k0 a |xkj − x| < δ. Zvolme h ∈ (0, 1

n ). Potom

|f(xkj + h)− f(x+ h)| < ε

a
|f(xkj )− f(x)| < ε.
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Tedy

|f(x+ h)− f(x)| ≤ |f(x+ h)− f(xkj + h)|+ |f(xkj + h)− fkj (xkj + h)|
+ |fkj (xkj + h)− fkj (xkj )|+ |fkj (xkj )− f(xkj )|+ |f(xkj )− f(x)|
< ε+ ε+ nh+ ε+ ε = nh+ 4ε.

Protože ε bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že pro každé h ∈ (0, 1
n ) platí

|f(x+ h)− f(x)| ≤ nh.

Odtud vyplývá, že f ∈ E+
n , takže E+

n je uzavřená.
Dokážeme, že E+

n je řídká. Díky uzavřenosti E+
n stačí dokázat, že C([0, 1])\E+

n je hustá. Zvolme
f ∈ C([0, 1]) a ε > 0. Nalezneme po částech lineární funkci ϕ na [0, 1] splňující ‖f − ϕ‖ < ε a
funkci „tvaru pily“ p v C([0, 1]) splňující ‖p‖ < ε a

∀x ∈ [0, 1− 1
n ] ∃h ∈ (0, 1− x) : |p(x+ h)− p(x)| > nh.

Položme g = ϕ+ p. Potom g 6∈ E+
n a

‖f − g‖ ≤ ‖f − ϕ‖+ ‖ϕ− g‖ = ‖f − ϕ‖+ ‖p‖ < 2ε,

takže C([0, 1]) \ E+
n je hustá v C([0, 1]).

Tedy E+ je první kategorie. Obdobně lze dokázat, že i množina

E− = {f ∈ C([0, 1]) ; ∃x ∈ (0, 1] takové, že existuje vlastní f ′−(x)}

je první kategorie, takže i E+ ∪ E− je první kategorie. Protože (C([0, 1]), %sup) je úplný, plyne
z Baireovy věty, že je sám v sobě druhé kategorie, takže E+ ∪ E− 6= C([0, 1]). Odtud plyne
tvrzení. �

Poznámka. Tvrzení Věty 12.15 lze dokázat i konstruktivně. Nechť g : R → R splňuje g(x) = |x|
pro x ∈ [−1, 1] a g je 2-periodická na R. Položme

f(x) =

∞∑
n=0

(
3

4

)n
g (4nx) , x ∈ R.

Potom f je spojitá na R a v žádném bodě nemá ani jednu vlastní jednostrannou derivaci.

12.6. Banachova věta o kontrakci.

Definice. Nechť (P, %) je metrický prostor a f : P → P . Řekneme, že f je kontrakce, jestliže
existuje γ ∈ [0, 1) takové, že pro každé x, y ∈ P platí %(f(x), f(y)) ≤ γ%(x, y). Řekneme, že f je
neexpansivní, jestliže pro každé x, y ∈ P , x 6= y, platí %(f(x), f(y)) < %(x, y).

Poznámka. Každá kontrakce je neexpansivní. Funkce sin na [0, π2 ] je neexpansivní, ale není kon-
trakce. Každé neexpansivní zobrazení je lipschitzovské (s konstantou 1), a tedy stejnoměrně spojité.

Definice. Nechť P je množina, f : P → P a x ∈ P . Řekneme, že x je pevný bod f , jestliže
f(x) = x.

Věta 12.16 (Banachova věta o kontrakci). Nechť (P, %) je úplný neprázdný metrický prostor
a f : P → P je kontrakce. Potom f má právě jeden pevný bod.

Důkaz. Nechť γ ∈ [0, 1) splňuje %(f(x), f(y)) ≤ γ%(x, y) pro každá x, y ∈ P . Zvolme x1 ∈ P a
předpokládejme, že pro nějaké n ∈ N máme určeny x1, . . . , xn. Položme xn+1 = f(xn). Takto
definujeme posloupnost {xn} prvků P . Dokážeme matematickou indukcí, že pro každé n ∈ N platí

(34) %(xn, xn+1) ≤ γn−1%(x1, x2).

Pro n = 1 je nerovnost (34) zřejmá. Předpokládejme, že (34) platí pro nějaké n ∈ N. Potom

%(xn+1, xn+2) = %(f(xn), f(xn+1)) ≤ γ%(xn, xn+1) ≤ γγn−1%(x1, x2) = γn%(x1, x2).
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Odtud a z trojúhelníkové nerovnosti plyne, že pro každá m,n ∈ N, m > n, platí

%(xn, xm) ≤ %(xn, xn+1) + %(xn+1, xn+2) + · · ·+ %(xm−1, xm)

≤
(
γn−1 + γn + · · ·+ γm−2

)
%(x1, x2) ≤

γn−1

1− γ
%(x1, x2).

Zvolme ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N takové, že

γn0−1

1− γ
%(x1, x2) < ε.

Potom pro každá m,n ∈ N, m > n ≥ n0, platí

%(xn, xm) ≤ γn−1

1− γ
%(x1, x2) ≤

γn0−1

1− γ
%(x1, x2) < ε.

Tedy {xn} je cauchyovská. Díky úplnosti P nalezneme x ∈ P splňující limxn = x. Podle věty o
limitě vybrané posloupnosti platí limxn+1 = x, tedy lim f(xn) = x. Ze spojitosti f a Heineovy
věty ale zároveň plyne, že lim f(xn) = f(x). Díky jednoznačnosti limity tedy platí f(x) = x, takže
x je pevný bod f . Dokážeme jeho jednoznačnost. Předpokládejme, že y je pevný bod f . Potom

%(x, y) = %(f(x), f(y)) ≤ γ%(x, y).

Protože γ < 1, platí %(x, y) = 0, a tedy y = x. �

konec 25. přednášky (3.1.2024)

Věta 12.17 (o pevném bodu neexpansivního zobrazení). Nechť (P, %) je kompaktní neprázdný
metrický prostor a f : P → P je neexpansivní. Potom f má právě jeden pevný bod.

Důkaz. Definujme zobrazení g : P → [0,∞) předpisem

g(x) = %(x, f(x)).

Zvolme x, y ∈ P . Potom buď x = y, nebo %(f(x), f(y)) < %(x, y). V každém případě platí
%(f(x), f(y)) ≤ %(x, y), a tedy

g(x)− g(y) = %(x, f(x))− %(y, f(y)) ≤ %(x, y) + %(y, f(y)) + %(f(y), f(x))− %(y, f(y))
= %(x, y) + %(f(x), f(y)) ≤ %(x, y) + %(x, y) = 2%(x, y).

Ze symetrie dostaneme g(y)−g(x) ≤ 2%(x, y), a tedy |g(x)−g(y)| ≤ 2%(x, y). Odtud plyne, že g je
lipschitzovské, a tedy spojité na P , takže nabývá na P svého minima. Nalezneme x0 ∈ P takové,
že pro všechna y ∈ P platí g(x0) ≤ g(y). Předpokládejme, že g(x0) > 0. Potom x0 6= f(x0), a tedy

g(f(x0)) = %(f(x0), f
2(x0)) < %(x0, f(x0)) = g(x0),

což je spor s tím, že g nabývá minima v x0. Tedy g(x0) = 0, takže x0 je pevný bod f . Dokážeme
jeho jednoznačnost. Předpokládejme, že x, y ∈ P jsou dva různé pevné body f . Potom f(x) 6= f(y),
a tedy

%(x, y) = %(f(x), f(y)) < %(x, y),

což je spor. �

Věta 12.18 (o pevném bodu zobrazení, jehož mocnina je kontrakce). Nechť (P, %) je úplný ne-
prázdný metrický prostor, f : P → P a existuje n ∈ N takové, že že fn je kontrakce na P , kde
fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n-krát). Potom f má právě jeden pevný bod.

Důkaz. Podle Banachovy věty o kontrakci má fn v P právě jeden pevný bod, označme jej x0.
Potom

fn(f(x0)) = f(fn(x0)) = f(x0),

takže f(x0) je pevný bod fn. Z jednoznačnosti pevného bodu plyne f(x0) = x0, a tedy x0 je
pevný bod f . Dokážeme jeho jednoznačnost. Předpokládejme, že y je pevný bod f . Dokážeme
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matematickou indukcí, že pro každé k ∈ N je y pevný bod fk. Pro k = 1 tvrzení platí. Nechť pro
nějaké k ∈ N je y pevný bod fk. Potom

fk+1(y) = f(fk(y)) = f(y) = y.

Speciálně je tedy y pevný bod fn. Z jednoznačnosti pevného bodu plyne y = x0. �

12.7. Banachovy prostory.

Definice. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a L : X → Y je lineární. Řekneme, že L
je omezené, jestliže existuje C > 0 takové, že pro každé x ∈ X platí

‖L(x)‖Y ≤ C‖x‖X .
Prostor všech omezených lineárních zobrazení z X do Y značíme L(X,Y ). Normou omezeného
lineárního zobrazení L nazýváme hodnotu

‖L‖L(X,Y ) = sup{‖L(x)‖Y : x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1}.

Poznámka. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a L : X → Y je omezené lineární
zobrazení. Potom platí

‖L(x)‖Y ≤ ‖L‖L(X,Y )‖x‖X pro každé x ∈ X.

Poznámka. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory. Potom
(
L(X,Y ), ‖ · ‖L(X,Y )

)
tvoří

normovaný lineární prostor, který je úplný za předpokladu, že Y je úplný. Ve speciálním případě,
kdy Y = R, se L(X,Y ) nazývá duálním prostorem k X.

Věta 12.19 (charakterisace omezeného lineárního zobrazení). Nechť X,Y jsou normované line-
ární prostory a L : X → Y je lineární. Potom jsou následující výroky ekvivalentní.

(a) L je omezené,
(b) L je lipschitzovské,
(c) L je spojité,
(d) L je spojité v bodě o.

Důkaz. (a)⇒(b) Zvolme x, y ∈ X. Potom

‖L(x)− L(y)‖Y = ‖L(x− y)‖Y ≤ ‖L‖L(X,Y )‖x− y‖X ,
takže L je lipschitzovské s konstantou nepřevyšující ‖L‖L(X,Y ).

(b)⇒(c)⇒(d) Obě implikace zřejmě platí.
(d)⇒(a) Nalezneme δ > 0 takové, že pro každé x ∈ X, ‖x‖X < δ, platí ‖L(x)‖Y < 1. Zvolme

x ∈ X \ {o} a položme γ = δ
2‖x‖X . Potom je ‖γx‖X < δ, a tedy platí

γ‖L(x)‖Y = ‖γL(x)‖Y = ‖L(γx)‖Y < 1.

Tedy

(35) ‖L(x)‖Y ≤
2

δ
‖x‖X .

Protože x ∈ X \ {o} bylo zvoleno libovolně a pro x = o platí (35) triviálně, plyne odtud, že L je
omezené a

‖L‖L(X,Y ) ≤
2

δ
.

�

Věta 12.20 (spojitost normy). Nechť X je normovaný lineární prostor. Potom je zobrazení

‖ · ‖ : X → R
1-lipschitzovské (a tedy spojité).

Důkaz. Tvrzení plyne bezprostředně z toho, že díky trojúhelníkové nerovnosti platí

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖ pro každá x, y ∈ X.

�
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Věta 12.21 (normy na prostoru konečné dimenze). Nechť n ∈ N, X je vektorový prostor dimenze
n, {x1, . . . , xn} je jeho báze a ‖ · ‖ : X → R je norma. Potom existují c, C > 0 taková, že pro každé
x ∈ X platí

(36) c‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖2,
kde ‖ · ‖2 je kanonická norma na X definovaná předpisem

‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

λ2i , kde λ ∈ Rn splňuje x =

n∑
i=1

λixi.

Speciálně, na prostoru konečné algebraické dimenze jsou libovolné dvě normy ekvivalentní.

Důkaz. Zvolme x ∈ X. K němu nalezneme jednoznačně určené λ = [λ1, . . . , λn] ∈ Rn splňující
x =

∑n
i=1 λixi. Položme C =

√∑n
i=1 ‖xi‖2. Potom díky trojúhelníkové nerovnosti a Cauchyově–

Schwarzově–Buňakovského nerovnosti platí

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|λi|‖xi‖ ≤

√√√√ n∑
i=1

λ2i

√√√√ n∑
i=1

‖xi‖2 = C‖x‖2.

Tím je dokázána druhá nerovnost v (36).
Definujme funkci F : Rn → X předpisem

F (λ) =

n∑
i=1

λixi pro λ ∈ Rn.

Potom F je bijekce a navíc pro každé λ ∈ Rn platí

‖F (λ)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥ ≤ C
√√√√ n∑

i=1

λ2i ,

takže F je spojité. Položme

S =

{
λ ∈ Rn :

n∑
i=1

λ2i = 1

}
.

Potom S je zřejmě omezená. Navíc je vzorem uzavřené množiny {1} při spojitém zobrazení z
Rn do R definovaném předpisem λ 7→

∑n
i=1 λ

2
i , a tedy je uzavřená. Podle Věty 10.19 je tedy S

kompaktní v Rn. Podle Věty 10.26 je F (S) kompaktní v X. Podle Věty 12.20 je zobrazení ‖ · ‖
spojité na X, a tedy nabývá na F (S) svého minima, které označíme symbolem δ. Protože 0 /∈ S,
platí o /∈ F (S), a tedy δ > 0.

Je-li x = o, pak první nerovnost v (36) zřejmě platí. Předpokládejme, že x 6= o a položme
λ = F−1(x). Potom

1

‖x‖2
x =

n∑
i=1

λi
‖x‖2

xi.

Navíc
n∑
i=1

(
λi
‖x‖2

)2

= 1,

takže 1
‖x‖2x ∈ F (S). Tedy ∥∥∥∥ 1

‖x‖2
x

∥∥∥∥ ≥ δ.
Díky vlastnostem normy odtud plyne

‖x‖ ≥ δ‖x‖2.
Platí tedy první nerovnost v (36) s konstantou c = δ. �

konec 26. přednášky (8.1.2024)
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Definice. Banachovým prostorem nazýváme úplný normovaný lineární prostor.

Věta 12.22 (úplnost prostoru konečné dimenze). Každý normovaný lineární prostor konečné
algebraické dimenze je Banachův.

Důkaz. Nechť n ∈ N, X je normovaný lineární prostor dimenze n s normou ‖ · ‖, {x1, . . . , xn} je
jeho báze a ‖·‖2 je norma odpovídající této bázi. Nechť {xk} je cauchyovská posloupnost prvků X.
Podle Věty 12.21 jsou normy ‖ · ‖ a ‖ · ‖2 ekvivalentní, a tedy {xk} je cauchyovská také vzhledem
k normě ‖ · ‖2. Nechť pro k ∈ N je λk ∈ Rn určeno vztahem

xk =

n∑
i=1

λki xi.

Potom je {λk} cauchyovská posloupnost prvků Rn. Díky úplnosti Rn nalezneme λ ∈ R splňující
limk→∞ λk = λ. Položme x =

∑n
i=1 λixi. Potom ‖xk − x‖2 → 0, a tedy, díky ekvivalenci norem,

také ‖xk − x‖ → 0. Tedy {xk} je konvergentní. Odtud plyne, že X je úplný. �

Věta 12.23 (vnitřek podprostoru). Nechť X je normovaný lineární prostor a Y je jeho lineární
podprostor. Potom IntY 6= ∅ právě tehdy, když X = Y .

Důkaz. ⇒ Předpokládejme, že pro nějaká y ∈ Y a r > 0 platí B(y, r) ⊂ Y . Zvolme x ∈ X \ {o}
a položme z = y + r

2‖x‖x. Potom z ∈ B(y, r), a tedy z ∈ Y . Protože x = 2‖x‖
r (z − y), plyne z

linearity Y , že x ∈ Y . Tedy X = Y .
⇐ Tato implikace je zřejmá. �

Věta 12.24 (dimenze Banachova prostoru). Nechť X je Banachův prostor. Potom je jeho dimenze
buď konečná, nebo nespočetná.

Důkaz. Předpokládejme, že {xn} je spočetná nekonečná báze X. Pro n ∈ N položme En =
Lin({x1, . . . , xn}). Potom X =

⋃∞
n=1En. Pro každé n ∈ N je En vlastní lineární podprostor

X konečné dimenze. Podle Věty 12.22 je En úplný, a tedy podle Věty 12.6 je uzavřený. Podle
Věty 12.23 platí Int(En) = Int(En) = ∅. Z Věty 12.10 tedy plyne, že pro každé n ∈ N je En řídká.
Prostor X je tudíž první kategorie. Zároveň je ale úplný, takže díky Baireově větě (Věta 12.14)
dostáváme spor. �

Věta 12.25 (úplnost Lebesgueových prostorů). Nechť p ∈ [1,∞] a (R, µ) je prostor s mírou.
Potom je Lp(R, µ) Banachův prostor.

Důkaz. Víme, že Lp(R, µ) je normovaný lineární prostor, neboť trojúhelníkvá nerovnost plyne
z Minkowského nerovnosti a ostatní axiomy normy jsou zřejmě splněny. Předpokládejme nejprve,
že p ∈ [1,∞) a posloupnost {fn}∞n=1 je cauchyovská v Lp. Chceme dokázat, že je konvergentní
v Lp. K tomu stačí nalézt její konvergentní podposloupnost. Díky Bolzanově–Cauchyově podmínce
nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel {nk}∞k=1 takovou, že

‖fnk+1
− fnk‖p < 2−k pro každé k ∈ N.

Pro k ∈ N a x ∈ R položme

gk(x) =

k∑
j=1

∣∣fnj+1
(x)− fnj (x)

∣∣ .
Potom je {gk(x)}∞k=1 neklesající posloupnost reálných čísel pro každé x ∈ R. Položme

g(x) = lim gk(x) pro x ∈ R.

Tato bodová limita existuje díky monotonii posloupnosti {gk(x)}∞k=1, takže funkce g je dobře
definovaná. Navíc díky trojúhelníkové nerovnosti platí pro každé k ∈ N

(37) ‖gk‖p ≤
k∑
j=1

‖fnj+1
− fnj‖p <

∞∑
j=1

2−j = 1.
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Díky Fatouovu lemmatu platí(∫
R
g(x)p dµ

) 1
p

≤ lim inf
k→∞

(∫
R
gk(x)

p dµ

) 1
p

≤ 1,

takže g ∈ Lp. Nalezneme množinu N nulové míry a takovou, že
∞∑
j=1

∣∣fnj+1(x) − fnj(x)
∣∣ konverguje pro každé x ∈ R \N .

Tedy
∞∑
j=1

(
fnj+1(x) − fnj(x)

)
konverguje pro každé x ∈ R \N .

Položme

f(x) = fn1
(x) +

∞∑
j=1

(
fnj+1

(x)− fnj (x)
)

pro x ∈ R \N .

Potom pro každé k ∈ N, k ≥ 2, a každé x ∈ R \N platí

fnk(x) = fn1
(x) +

k−1∑
j=1

(
fnj+1

(x)− fnj (x)
)
,

a tedy

(38) lim
k→∞

fnk(x) = f(x).

Navíc

(39) |fnk(x)| ≤ |fn1(x)|+ gk(x) ≤ |fn1(x)|+ g(x) pro každé x ∈ R \N .

Protože |fn1
|+ g ∈ Lp, díky (38), (39) a Lebesgueově větě o konvergenci s majorantou dostaneme

f ∈ Lp a ‖fnk − f‖p → 0, což jsme chtěli dokázat.
Nyní předpokládejme, že {fn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost v L∞. Pro každé k ∈ N nalezneme

nk ∈ N takové, že pro každá m,n ≥ nk existuje množina Nk,m,n nulové míry splňující

(40) |fm(x)− fn(x)| <
1

k
pro každé x ∈ R \Nk,m,n.

Potom je i množina N =
⋃
Nk,m,n, kde sjednocení je bráno přes všechna přípustná k,m, n, nulové

míry a pro každé x ∈ R\N je posloupnost {fn(x)}∞n=1 cauchyovská v R. Položme f(x) = lim fn(x)
pro x ∈ R \N . Limitním přechodem m→∞ v (40) dostaneme

|f(x)− fn(x)| ≤
1

k
pro každá n ≥ nk a x ∈ R \N.

Odtud vyplývá, že f ∈ L∞ a platí ‖fn − f‖∞ → 0. Tedy L∞ je úplný. �

Poznámky. (a) Nechť a, b ∈ R, a < b. Potom
(
C([a, b]), ‖ · ‖sup

)
je Banachův prostor,

(b) `∞ je Banachův prostor.
(c) c, c0 jsou Banachovy prostory.
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