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10. METRICKE PROSTORY

10.1. Definice a zakladni vlastnosti.

Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, g), kde P je mnoZina, go: P x P —
[0, 00) je funkce splimjici

(a) Vo,y € P:o(z,y) =0 2=y,

(b) Yo,y € P: o(z,y) = o(y, v),

(c) Va,y,z € P: o(x,2) < o(z,y) + oy, 2)-
Funkce ¢ se nazyva metrika na P.
Poznamka. Definice metrického prostoru pfipousti i moZnost, Zze P je prazdna mnoZina.
Priklady metrickych prostori.
Priklad (eukleidovska metrika na R). Definujme funkci o na R x R pfedpisem

oz, y) =lz—yl, zyekR

Dokazte, ze (R, ¢) tvoif metricky prostor.
Reseni. Pro kazdé x,y € R plati |z — y| € [0,00). Sta&i tedy oveFit platnost podminek (a)—(c) z
definice metriky. Podminky (a) a (b) jsou v8ak zfejmé splnény a podminka (c) je trojihelnikova
nerovnost realnych éisel.

Umluva. V dalsim textu budeme na metrickém prostoru R vizdy uvazovat metriku o(z,y) =
| — y|, pokud nebude vyslovné feceno jinak.

Piiklad (eukleidovska metrika na R™). Necht n € N. Definujme funkeci g na R™ x R™ pfedpisem

n

> (@i — )2,

i=1

02(,y) =

kde z = [z1,...,2n), ¥ = [y1, ..., yn]. Dokazte, Ze (R™, p2) tvofi metricky prostor.
ReSeni. Tvrzeni plyne z avah uvedenych v oddilu 8.4.

Piiklad (newyorska metrika na R™). Necht n € N. Definujme funkci g; na R™ x R™ pfedpisem

n

(1) Ql(x7y):2|zi7yi|a

i=1

kde x = [z1,...,2n] @y = [y1,...,yn]. DokaZte, ze (R™, 01) tvofi metricky prostor.
Reseni. Pro kazdé z,y € R™ plati g;(z,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z definice metriky
jsou z¥ejmé splnény. Zbyva tedy ovéfit podminku (c). Necht z,y,2 € R, z = [x1,...,2,], y =
Y1, yn] @ 2 =[21,...,2,]. Potom

n n

01(x,2) = Z |z, — 2] < Z(m —yi| + |yi — 2i)

=1 1=1
= o01(z,y) + 01(y, 2).

Tim je ovéfena platnost podminky (c).
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Pfiklad (maximova metrika na R™). Necht n € N. Definujme funkci g, na R™ x R™ pfedpisem
(2) 0co(@,y) = max{|z; —yi|; i € {1,...,n}},

kde z = [z1,...,2n) @y = [Y1,-- ., Yn]. Dokazte, Ze (R™, 0s) tvoii metricky prostor.

Reseni. Pro kazdé z,y € R™ plati oo (z,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z definice metriky

jsou z¥ejmé splnény. Zbyva tedy ovéfit podminku (c). Necht z,y,2 € R™, z = [x1,...,2,], y =
[Y1,---syn] @ 2 =[21,...,2,). Nalezneme j € {1,...,n} takové, ze
0cc(x,2) = max{|z; — z|; i € {1,...,n}} = |z; — 2.

Podle trojihelnikové nerovnosti mame
5 = 2] <l — il + ly; = 2.
Protoze
|‘rj - y]| < max{|xi - y1|7 (S {17 s 7TL}} = Qoo(x7y)

lyj — 2] <max{ly; — zi|; i € {1,...,n}} = 000 (y, 2),
dostavame celkem
000 (T, 2) < 000 (T, Y) + 000 (Y, 2).
Tim jsme ovéfili platnost podminky (c).

Piiklad. Necht a,b € R, a < b. Oznaéme symbolem C([a, b]) mnoZinu vSech spojitych realnych
funkei definovanych na intervalu [a, b]. Definujme funkei gg,p na C([a, b)) x C([a, b]) pfedpisem

qup(fvg) = Ssup |f((E) - g($)|

z€la,b
Dokazte, ze (C([a,bD7 Osup) tvofi metricky prostor. Funkei gy, nazyvame supremovou metrikou

na C([a, b]).

Reseni. Necht f,g € C([a,b]). Diky spojitosti funkce absolutni hodnota, vété o spojitosti a arit-
metickych operacich a vété o spojitosti slozené funkce plati | f —g| € C([a, b]). Podle véty o existenci
extrémi nabyva funkce |f — g| na [a, b] svého maxima, takZze funkce ggup je na C([a,b]) x C([a, b))
dobfe definovana a spliiuje gsup(f,9) € [0,00) pro kazdé f,g € C([a,b]). Podminky (a) a (b) z
definice metriky jsou zfejmé splnény. Necht f, g, h € C([a,b]). Potom pro kazdé x € [a, b] plati
[f(z) = hz)| < [f(z) — g(x)| + |g(z) — h(z)|
< sup |f(y) =g+ sup [9(y) — h(y)|

y€[a,d] y€(a,b]
= Osup(f>9) + 2sup(9, 1)
Odtud plyne, Ze ¢islo gsup(f, g) + 0sup(g, 2) je horni zavorou mnoziny
{If(z) = h(@)]; = € [a,b]},
a tedy podle definice suprema plati
qup(fv h) < qup(fv g) + qup(ga h)'

Tim je ovéfena podminka (c) z definice metriky. Dokézali jsme, Ze (C([a,b]), osup) je metricky
prostor.

Piiklad. Necht a,b € R, a < b. Definujme funkei gine na C([a,b]) x C([a, b]) predpisem

oint(f> 9) / |f(z )| dx.

Dokazte, Ze (C([a,b]), 0int) tvoFi metricky prostor. Funkci gi, nazyvame integrdlni metrikou na

C([a, b))

K feSeni piikladu budeme potfebovat néasledujici pomocné tvrzeni.
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Lemma. Necht a,b € R, a < b, a h € C([a,b]). Necht ezistuje xo € [a,b] takové, Ze h(xzg) > 0.
Potom fab |h(x)| dz > 0.

Diikaz. Necht nejprve zp je vnitfnim bodem [a, b]. Ze spojitosti funkce h plyne existence § > 0
takového, ze (zo — 6,29 + 8) C [a,b] a h(x) > Fh(zo) pro kazdé z € (zg — 6, z9 + ). Potom

/ablh(x)dxz/jo6Ih(x)ldx+/mo+5|h(x)|dx+/b \h(z)| da

zo—0 zo+0

T+
> / ()| dz > %h(mo) £96 = 6h(zo) > 0.
1}076

Nyni predpokladejme, Ze xg = a. Potom ze spojitosti funkce h plyne existence § > 0 takového, Ze
§ <b—aa h(z) > $h(a) pro kazdé z € [a,a + §). Potom

b a+9d
/ﬂ |h(x)| dx > / |h(z)| dz > %h(a) 25> 0.

V piipadé xy = b postupujeme obdobné. O

ReSeni. ProtoZe kazda spojita funkce na uzavienim intervalu méa Riemanniv integral, je funkce
Oint dobfe definovana a spliiuje it (f, g) € [0,00) pro kazdé f,g € C([a,b]). Jestlize f = g, potom
ziejmé oint (f, g) = 0. Jestlize naopak f,g € C([a,b]) a plati gin(f,9) = 0, pak podle lemmatu je
f(x) — g(x) = 0 pro kazdé x € [a,b], tedy f = g. Tim je ovéfena podminka (a) z definice metriky.
Podminka (b) je zfejmé splnéna. Ovéfime platnost podminky (c). Necht f, g, h € C([a,b]). Potom
pomoci linearity urc¢itého integralu dostavame

b
ot (1 1) = / (@) — h(z)|dx
ab
< / (1) — g(@)] + g(z) — h(z)]) da

b b
~ [ 1@ - g(@)lde + [ lote) - o)l de
= 0int(f, 9) + 0int(g, ).
Dokéazali jsme, Ze (C([a, b)), gint) je metricky prostor.
P#iklad. Necht P je libovolna mnoZzina. Definujme funkeci ggiskr: P X P — [0, 00) predpisem

1, pokud x # y,
0, pokud z =y.

Qdiskr(xa y) = {
Dokazte, ze potom (P, gqiskr) tvori metricky prostor. Funkei ggisky nazyvame diskrétni metrikou
na P a (P, ogiskr) diskrétnim metrickym prostorem.

Reseni. Pro kazdé x,y € P plati o(z,y) € [0,00) a podminky (a) a (b) z definice metriky jsou
ziejmeé splnény. Necht z,y,z € P. Jestlize x = z, potom gqiskr(, 2) = 0, a tedy nerovnost v (¢) je
ziejmé splnéna. Jestlize x # z, potom x # y nebo z # y. Odtud plyne, ze

Qdiskr(ma y) + Qdiskr(ya Z) > 1= Qdiskr(x; Z)

Podminka (c) je tedy splnéna. Dokazali jsme, Ze (P, oqiskr) je metricky prostor.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, z € P a r > 0. Potom mnoZinu
B(z,r)={y € P; olz,y) <r},

nazyvame otevicenou kouli se stfedem x a polomérem 7.

konec 1. pfednasky (2.10.2023)
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Definice. Normovangm linedrnim prostorem budeme rozumét dvojici (X, ||||), kde X je vektorovy
prostor nad télesem R a || - ||: X — [0, 00) je zobrazeni splitujici

(a)Vze X: [lz] =0 & x =0,

(b) YA e RVz € z: || Ax]| = |A|]|z|l,

(¢) Vo, y € X+ flz +yl| < =]l + [yl

Zobrazeni || - || nazyvame normou na X.

Véta 10.1 (vztah mezi normou a metrikou). Je-li (X, || - ||) normovany linedrni prostor a pro
x,y € X definujeme o(xz,y) = ||z — yl|, potom (X, 0) je metricky prostor.

Diikaz. Necht z,y € X. Potom z¥ejmé o(x,y) € [0,00). Ovéfime podminky (a)-(c) z definice
metriky. Rovnost o(z,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||z — y|| = 0, coZ nastava pravé tehdy,
kdyz x — y = o, neboli = y. PouZijeme-li podminku (b) z definice normy pro specialni volbu
A = —1, dostaneme

o(z,y) =z —yll = (=) (y — )| = [(=D|[ly — =||
=y —z| = o(y, x),

tedy podminka (b) z definice metriky je splnéna. Pro kazdé z,y,z € X plati diky podmince (c) z
definice normy

oz, 2) =z =zl =l —y) + (y—2) < llz —yl + lly — =l
= oz, y) + o(y, 2).
Overili jsme tedy 1 podminku (c) z definice metriky. Tim je diikaz dokoncen. O

Poznamka. Diskrétni metricky prostor neni indukovan normou.

Poznamka (normy naR"). Je-lin € Nap € [1, 0], pak (R, ]|-]|,) je normovany linearni prostor,
kde
||IE|| _ (Zi:l |xi|p)p ) jestliie pE [17 OO),
P max;eq1,.. .} ||, Jjestlize p = oo.

Poznamka (normy na prostorech funkei). Necht a,b € R, a < b. Potom dvojice (C([a,d]), |- [lsup)
i (C([a,b]), | - lint) tvo¥i normované linedrni prostory, kde
[ fllsup = max |f(z)|

z€la,b]

b
Il = () [ 17(2)] do.
a
Poznamka. Specialni piipady || - |1, || - |l2 & || - ||co indukuji po fadé newyorskou, eukleidovskou
a maximovou normu (a tedy metriku).

Poznamka (normy na prostorech posloupnosti). Necht p € [1, 00]. Potom dvojice (€2, ||-||¢») tvor
normovany linedrni prostor, kde

- {2, 207 |zn|P < oo} jestlize p € [1,00),
Hzn )2, s sup, ey |zn| < 00} jestlize p = oo,
apro x = {x,}52 jest
i, .
o = (30 |znlP)?  jestlize p € [1,00),
SUp,en |Tn] jestlize p = 0.
Piiklad (pampeliskova metrika). Necht n € N. Na R™ x R™ definujeme funkei gpamp predpisem

(2,9) |z — |2 jestliZe z je nasobkem y,
:I’" = .
T Yl + gl jinak

Dokazte, ze (P, gpamp) tvoii metricky prostor.
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Poznamka. Necht (P, p) je metricky prostor a M C P. Potom dvojice (M, o|rrxnr) opét tvori
metricky prostor.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a M C P. Potom dvojici (M, g|prxn) nazyvame
metrickym podprostorem metrického prostoru (P, 0). Metriku g|arxar na prostoru M nazyvame
indukovanou nebo téz zdédénou metrikou z prostoru (P, ) a zna¢ime ji opét pouze symbolem p.

Definice. Necht (X, ||| x) je normovany linearni prostor a Y je vektorovy podprostor X. Potom
dvojici (Y, ] - || x) nazyvame podprostorem Y a normu || -||x na prostoru Y nazyvame indukovanou
nebo téz zdédénou normou z prostoru X.

Definice (podprostory ¢*°). Dvojice (¢, ||-|le=) & (co, || - ||¢=) tvoFi normované linedrni podprostory
prostoru £°°, kde

c= {;v € (% : existuje vlastni lim xn}
n—oo

coz{xefoo: lim xn:O}.

n—oo

10.2. Konvergence v metrickych prostorech.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor. Posloupnosti prvkia P rozumime kazdé zobrazeni
n — x,,n € N, mnoziny pfirozenych ¢isel N do prostoru P. Takovou posloupnost obvykle zna-
¢ime {x, }22,, pfipadné jen {z,}. Prvek z, nazyvame n-tgm clenem této posloupnosti. Mnozinu
{z,,; n € N} nazyvame mnozinou vsech ¢leni posloupnosti {x,}. Jestlize {n;};°, je rostouci
posloupnost piirozenych ¢isel, pak posloupnost {z,, }32; nazyvame vybranou posloupnosti z {x,},
pfipadné podposloupnosti {x,}.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, {z,} je posloupnost prvki P a x € P. Rekneme,
ze {xp} konverguje k x v P, jestlize lim, o 0(zn,z) = 0. Znacime z, S x, pripadné pouze
xyn — x. Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {x,} v P. Konvergentni posloupnosti rozumime
posloupnost, ktera ma limitu v P.

Poznamka. Je-li P = R, pak vySe uvedeny pojem konvergence posloupnosti splyva s pojmem
konvergence posloupnosti realnych &isel.

Véta 10.2 (vlastnosti konvergence). Necht (P, p) je metricky prostor.

(a) Necht {x,} je posloupnost prvki z P a existujing € N a x € P takové, Ze x, = x pro kazdé
n > ng. Potom x,, — .

(b) Kazdd posloupnost md nejvgse jednu limitu.

(¢c) Vyrok x,, — x plati prdavé tehdy, kdyz

Ve>03ng e NVneN:n>ny = =z, € B(z,¢).

Diikaz. (a) Pro kazdé n € N, n > ng, plati o(zn,2) = 0, a tedy lim, o0 0(2n,z) = 0, takze
Tp — T

(b) Predpokladejme, Ze existuji x,y € P takové, Ze lim, oo , = @ & lim,, o T, = y. Zvolme
¢ > 0. K nému nalezneme ng € N a n; € N takové, Ze o(z,x,) < € pro kazdé n € N, n > ng, a
o(y,z,) < € pro kazdé n € N, n > n;. Polozme ny = max{ng,n1}. Pron € N, n > ny, potom plati

0 < o(z,y) < oz, zn) + 0(zn,y) < 2e.

ProtoZe € bylo libovolné zvoleno, plyne odtud, Ze o(x,y) =0, a tedy = = y.
(¢) Snadné cviceni. O

Znaceni. Misto z,, — = budeme nékdy psat lim,, ., z, = .

Vé&ta 10.3 (limita vybrané posloupnosti). Necht (P, o) je metricky prostor, {x,} je posloupnost
proki z P, {zn, 132, je vybrand posloupnost z {x,}, © € P alimx, = x. Potom limy_,o0 T, = .

Diikaz. Protoze posloupnost realnych ¢isel {o(zy,, )} je vybrana z posloupnosti { o(z,, x)}, plyne
z véty o limité vybrané posloupnosti realnych ¢isel, ze limy_, 00 Tp, = .
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Pfiklad. Necht P je mnozina a {x,} je posloupnost prvki z P. Dokazte, Ze {x,} je konvergentni
v (P, paiskr) pravé tehdy, kdyz existuji ng € N a x € P takové, ze x,, = = pro kazdé n € N, n > ny.

ReSeni. = Necht z,, — z pro n&jaky prvek = € P. Potom lim,_,o o(2,, ) = 0. Nalezneme
no € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati gqiskr(n, ) < 1. Z definice diskrétni metriky
plyne, Ze pro kazdé takové n plati z, = x.

< Tato implikace plyne z Véty 10.2(a) (a plati v kazdém metrickém prostoru).

Poznamka (ekvivalence metrik v eukleidovském prostoru). Necht n € N a x,y € R™. Potom

n n n
Dol =yl < (D 12D (@i -y <Vn Z
i=1 =1 1

1=

<n max [o yz|<nZ|% Yil-
Tedy
Izl < Vnllzl2 < nllzlle < nllz[1 pro kezdé z € X,
a také
01(z,y) < vVnoa(z,y) < nose(z,y) < noi(x,y) pro kazda z,y € X.
Odtud vyplyva, ze
Tk g Yy = Tk g Yy = Tk g—°>o Y.

konec 2. pfednasky (4.10.2023)

Poznamka. Necht n € N, {z}7°, je posloupnost prvka z R™ a y € R™. Potom zy, 1 Yy praveé
tehdy, kdyZ pro kazdé i = 1,...,n plati limy_, o (2x)i = ¥i-

10.3. Topologické pojmy v metrickych prostorech.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a M C P. Rekneme, 7e mnozina M je uzaviend v (P, o),
jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {x, } prvka mnoziny M je limita této posloupnosti
prvkem M.

Poznamka. MnoZina M je uzaviena v metrickém prostoru (P, ¢) pravé tehdy, kdyz plati
{zn}C M, z, 52, 2P = x€M.

Piiklad. Necht a,b € R, a < b. Dokazte, Ze [a, b] je uzaviena mnoZina v R a (a,b] nenf uzaviena
mnozina v R.

Reseni. Predpokladejme, Ze {x,} je posloupnost prvki [a, b] spliwjici z,, — 2 pro n&jaké = € R.
Potom podle véty o limité a uspofadani plati « € [a, b]. Tedy [a, b] je uzaviena mnoZina.

Polozme z,, = a+ b_T‘l, n € N. Potom je {a,,} posloupnost prvku (a, b] spliwujici z,, — a. Protoze
a ¢ (a,b], plyne odtud, Ze (a,b] neni uzaviena mnozina.

Véta 10.4 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, 9) je metricky prostor.
(a) Mnoziny O a P jsou uzaviené.
(b) Necht F je neprdzdny systém uzaviengch mnoZin. Potom je (| F uzaviend mnoZina.
(c) Necht m € N a Fi, ..., F,, jsou uzaviené mnoziny. Potom je |J;-, F; uzavFend mnoZina.

Diikaz. (a) Prazdna mnozina neobsahuje zadnou posloupnost, takze implikace v definici uzaviené
mnoziny je splnéna. Uzavienost mnoziny P je zfejmaé.

(b) Pfedpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvka [F spliujici ,, — = pro né&jaké z € P.
Zvolme F € F. Potom je {z,} posloupnost prvki F. ProtoZze F je uzaviena, plati € F. Protoze
F byla zvolena libovolng, plyne odtud, ze z € [ F. Tedy () F je uzavienid mnoZina.

(c) Predpokladejme, Ze {x,} je posloupnost prvka (J;-, F; spliwjici z,, — = pro néjaké z € P.
Nalezneme j € {1,...,m} takové, ze mnozina {n € N; z,, € F;} je nekone¢na. To znamena,
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Ze existuje podposloupnost {z,, } posloupnosti {z, }, ktera je cela obsazena v mnoziné F;. Podle
Véty 10.3 plati limy_,o0 ©,,, = x. Protoze F} je uzavfena mnozina, plati z € F;, a tedy = € |J,-, F;.
Odtud plyne, ze |J;~, F; je uzaviend mnoZina. O

Poznamka. Pro nekoneény soubor uzavienych mnozin tvrzeni Véty 10.4(c) neplati. Piikladem
je systém F = {[%,1], n € N} v R.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, A C P a x € P. Rekneme, ze z je vnitinim bodem
mnoziny A, jestliZe existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C A. Rekneme, 7e mnozina A je oteviend
v P, jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitfnim bodem. MnoZinu v8ech vnit¥nich bodid mnoziny A
nazyvame jejim vnitfkem a zna¢ime Int A.

Véta 10.5 (otevienost oteviené koule). Necht (P, g) je metricky prostor, x € P ar > 0. Dokazte,
Ze potom je B(x,r) oteviend mnoZina.

Diikaz. Zvolme y € B(x,r). Polozme ro = r — o(z,y). Potom rg > 0. Pro kazdé z € B(y,ro) navic
plati

o(z,2) < olx,y) + oy, 2) < o(z,y) + 19 =1
Tedy z € B(zx,r). Protoze z bylo zvoleno libovolng, vyplyva odtud, ze B(y,r¢) C B(z,r). Tudiz
kazdy bod mnoziny B(x,r) je jejim vnitinim bodem, a tedy B(z,r) je oteviena mnoZina. O

Vé&ta 10.6 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P.
Potom M je oteviend prdvé tehdy, kdyZ P\ M je uzaviend.

Diikaz. = Necht {z,} je posloupnost prvka P\ M, ¢ € P a z, — x. Pfedpokladejme, Ze
x € M. Potom diky otevienosti M nalezneme r > 0 takové, ze B(xz,r) C M. K nému dale
nalezneme ng € N takové, Ze o(xy,,r) < r. Potom z,, € (P \ M) N B(x,r), coz je spor. Tedy
x ¢ M. To znamené, ze x € P\ M, a tedy P\ M je uzaviena mnoZina.

< Prtedpokladejme, ze M neni oteviend mnozina. Pak existuje x € M takové, Ze pro kazdé
r > 0 plati B(z,r) N (P\ M) # 0. Specialng pro kazdé n € N plati B(z,2) N (P \ M) # 0. Pro
kazdé n € N nalezneme x,, € B(x, 2)N(P\ M). Potom {2,,} C P\ M, z, =z ax ¢ P\ M. Tedy
P\ M neni uzaviena. O

Vé&ta 10.7 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor.
(a) Mnoziny O a P jsou oteviené.
(b) Necht G je neprazdny systém oteviengch mnoZin. Potom je |JG oteviend.
(¢c) Necht m € N a Gy, ..., Gy, jsou oteviené. Potom je (i, G; otevrend.

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostfedné z definice oteviené mnoziny.
(b) Predpokladejme, ze z € |JG. Nalezneme G € |JG spliwjici « € G. ProtoZe G je oteviena,
existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C G. Tedy B(z,r) C UG. Tudiz |G je oteviena.

(¢) Zvolme z € -, G;. Pro kazdé i € {1,...,m} nalezneme r; > 0 takové, ze B(z,r;) C G;.
Polozme r = min{r;; i € {1,...,m}}. Potom r > 0 a pro kazdé¢ i € {1,...,m} plati B(z,r) C
B(z,r;) C Gi. Tedy B(z,r) C (it G;. Mnozina ()~ G; je tudiZ oteviena. O

Véta 10.8 (oteviené a uzaviené mnoziny v diskrétnim prostoru). KaZdd podmnoZina diskrétniho
prostoru je zdroveri oteviend 1 uzaviend.

Diikaz. Necht P je mnozina a M C P. Necht {z,} je posloupnost prvki M, x € Pax, >z v
(P, 0diskr)- Nalezneme ng € N takové, ze z,, = x. Odtud plyne, ze € M, tedy M je uzaviena.
Protoze M byla volena libovolng, plyne odtud, Ze také P\ M je uzaviena. Podle Véty 10.6 je tedy
M oteviena. O

Poznamka. Necht (P, p) je metricky prostor a M C P. Potom
Int M = U{B(x,r), x€P, r>0, B(x,r) C M}.
Specialng, podle Vét 10.5 a 10.7(b) je Int M oteviena.

Poznamka. Mnozina [0,1) sice neni oteviena ani uzaviena v R, je v8ak zaroven oteviena i uza-
viena v metrickém prostoru [0, 1) se zdédénou metrikou.
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konec 3. pfednasky (9.10.2023)

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor, M C P ax € P. Rekneme, 7e je hranicnim bodem
mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(x,r) "M # 0 a B(z,r) N (P \ M) # (. Mnozinu
v8ech hrani¢nich bodi mnoziny M nazyvame hranici mnoZiny M a znacime ji H(M). MnoZinu
M = M U H(M) nazyvame uzdvérem M.

Véta 10.9 (vlastnosti hranice). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom plati
(a) H(M)=H(P\M),
(b) H(P) = H(0) =0.
Diikaz. (a) Tvrzeni ziejmé plyne pfimo z definice hranice.
(b) Necht x € P. Potom pro kazdé r > 0 plati B(z,r) N0 =0, a tedy x ¢ H(0). To znamen4,
ze H(D) = 0. Odtud a z tvrzeni (a) potom plyne, ze H(P) = (. O

Piiklad. Necht P je mnozina a M C P. Dokaite, Ze v prostoru (P, ogiskr) plati H(M) = 0.

Reseni. Zvolmez € Par € (0,1]. Potom B(z,r) = {x}. Jestlize x € M, pak B(z,r)N(P\M) = 0.
Je-li naopak z € P\ M, pak B(z,r) N M = (). V kazdém pripadé x neni hraniénim bodem M.
Vzhledem k tomu, ze x bylo zvoleno libovolné, je H(M) = ().

Piiklad. DokaZte, Ze v metrickém prostoru R plati H(Q) = HR\ Q) =R.

Reseni. Zvolme z € R a7 > 0. Nalezneme y, z € R spliwjici y € B(z,7)NQa z € B(x,7)N(R\Q).
Odtud plyne tvrzeni.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, A C P a x € P. Vzddlenosti bodu z od mnoZiny A
nazyvame nezaporny prvek dist(z, A) = inf{o(z,y); y € A}.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Primérem mnoZiny A nazyvame nezaporny

prvek
diam A = 0, je-li A =10,
sup{o(z,y); z,y € A}, je-li A 0.

Rekneme, e mnoZina A je omezend v P, jestlize plati diam A < oo.

Poznamky. Necht (P, o) je metricky prostor, A C P a z € P.
(a) Je-li dist(x, A) > 0, potom existuje r > 0 takové, ze B(z,r) N A = 0.
(b) Jestlize pro n&jaké r > 0 plati B(x,r) N A = @), potom dist(z, A) > r.
(¢) Pramér je monotonni v nasledujicim smyslu: jestlize A C B, potom diam A < diam B.

Véta 10.10 (charakterisace uzavienosti). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom M
je uzaviend prdvé tehdy, kdyz H(M) C M.

Diikaz. =  Zvolme x € H(M). Potom pro kazdé n € N nalezneme z,, € B(z, +) N M. Ziejmé
plati x,, — x. Z uzavienosti M pak plyne, ze x € M.

< Necht {z,} je posloupnost prvki M spliwjici z,, — z, kde € P. Jestlize x € H(M),
potom dle pfedpokladu plati € M. Pfedpokladejme, ze 2 ¢ H(M). Potom z definice hrani¢niho
bodu vyplyva, Ze existuje r > 0 takové, ze bud B(z,r) N M = () nebo B(x,r)N (P \ M) = 0.
Prvni moZnost nemuze nastat, protoze x,, — = a pro kazdé n € N plati z,, € M. Tudiz plati
B(z,7)N (P\ M) = 0. Specialné tedy x € M. Odtud plyne, ze M je uzaviena. O

Dausledek. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom M je uzaviend prdvé tehdy, kdyz
M=M.
Véta 10.11 (vlastnosti uzaveéru). Necht (P, o) je metricky prostor, AC P a B C P.

(a) Plati ) =0, P = P.

(b) Jestlize A C B, potom A C B.

(c) Plati A= {x € P; dist(z, A) = 0}.

(d) MnoZina A je uzaviend. Specidlné plati A = A.
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(e) Plati AUB = AUB.
(f) Plati diam A = diam A.
(g) Plati
A= ﬁ{F C P; F je uzaviena mnozina, A C F}.

Ditkaz. (a) Vime, ze H(®) =0 a H(P) = (. Tvrzeni tedy plyne z definice uzévéru.

(b) Predpokladejme, Ze x € A. Pokud x € B, pak x € B. Jestlize x € A\ B, potom specialné
r € A\ A, atedy z € H(A). Zvolme r > 0. Potom B(z,7) N A # 0, a tedy také B(z,r) N B # 0,
nebot A C B. Z toho, ze x ¢ B, dale ziejmé plyne, ze B(z,r) N (P \ B) # 0. Tedy x € H(B).
Protoze H(B) C B, dostavame z € B.

(¢) Ozna¢me

M = {x € P; dist(x, A) = 0}.

Dokazeme nejprve, Ze M je uzaviend mnozina. Predpokladejme, Ze {x,} je posloupnost prvkia M,
x € P ax, = x. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme m € N takové, Ze o(z, z,,) < €. Diky tomu, Ze
T € M, a tedy dist(2,,, A) = 0, nalezneme y € A takové, Ze o(x.,,y) < . Potom

dist(z, A) < o(z,y) < o(x, zm) + 0(m,y) < 2¢.

ProtoZe ¢ bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, Ze dist(xz, A) = 0, a tedy x € M. MnoZina M je
tedy uzaviena.

Z¥ejmé plati A C M, a tedy podle (b) také A C M. Protoze M je uzavien4, dostavime A C M.

DokaZeme nyni opa¢nou inkluzi. Necht x € P\ A. Pak x ¢ H(A). Protoze z € P\ A, podle
definice hranice nalezneme r > 0 takové, ze B(xz,r) N A = (. Potom dist(z, A) > r > 0, a tedy
x ¢ M. Odtud plyne M C A.

(d) V ditkazu tvrzeni (c) jsme ovérili, Ze mnozina {z € P; dist(z, A) = 0} je uzavFena. Z tvrzeni
(c) déle plyne, ze A = {x € P; dist(z, A) = 0}. Tedy A je uzaviena. Z diisledku plyne, ze A = A.

(e) Protoze A C AU B, plyne z (b), 22 A C AU B. Obdobné dostaneme B C AU B, a tedy
AUBC AUB.

DokéZeme opac¢nou inkluzi. Vime, ze A U B C AU B, a tedy podle (b) plati AUB C AU B.
Podle (d) a Véty 10.4(c) je AU B uzaviena mnozina, tedy AUB = AUB. Tedy AUB C AUB.

(f) Pokud A = {), pak tvrzeni ziejmé plati. Piedpokladejme, ze A # () a x,y € A. Zvolme ¢ > 0.
Podle (c¢) existuji 2/, y’ € A takova, Ze o(z,z’) < e a o(y,y’) < . Potom

o(z,y) < o(x, ")+ o(@',y') + o(y',y) < 2¢ 4 diam A.

Protoze ¢ bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze diam A < diam A. Opacna nerovnost plyne z
definice uzavéru a monotonie prameéru.

(g) Predpokladejme, Ze F je uzaviend mnoZina splitujici A C F. Potom podle (b) plati A C F.
ProtoZe F je uzaviend, plati F' = F, takie A C F. Opa¢na inkluze plyne z toho, Ze mnoZina A je
podle tvrzeni (d) uzaviena a navic ziejmé plati A C A.

O

Piiklady. Dokazte, Ze Q neni oteviend ani uzaviend v R a plati IntQ =0 a Q = R.

ReSeni. Vime, 7e H(Q) = R, takze Q = R. Tudiz Q # Q, a tedy mnozina Q neni uzaviena v R.
Zvolme x € Q a r > 0. Potom nalezneme y € B(z,r) N (R\ Q). Tedy B(x,r) neni podmnoZinou
Q, takZze x neni vnitfnim bodem mnoziny Q. Zédny bod Q tedy neni vnitinim bodem mnoziny Q,
a tedy Q nenf oteviend v R a Int Q = 0.

konec 4. pfednasky (11.10.2023)

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor, M C P aa € P. Pv{ekneme7 ze a je hromadnym bodem
mnoziny M, jestlize pro kazdé € > 0 plati
MnN (B(a,s) \ {a}) £ (.

Mnozinu v8ech hromadnych bodi mnoziny M nazyvame derivaci mnoZiny M a znac¢ime ji sym-
bolem M’. Rekneme, Ze a je izolovangm bodem mnoZiny M, jestlize a € M \ M.
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Pfiklad. Uvazujte metricky prostor R a mnoZinu M = (0,1). Dokazte, ze M’ = [0, 1].
Reseni. Zvolme z € [0,1] a 7 > 0. Pak zfejmé plati

(B(z,r) \ {z}) N M # 0.

Tedy [0,1] C M’. Nyni zvolme « ¢ [0,1] a polozme r = min{|z|, |x — 1|}. Potom r > 0 a B(z,r) N
M = 0. Tedy M’ C [0,1], takze celkem M’ = [0, 1].

Piiklad. Necht P je mnozina. Dokazte, Ze (P, odiskr)’ = 0.

Reseni. Zvolme z € P. Potom B(z,1) = {z}, a tedy B(z,1) \ {z} = 0. Tudiz x ¢ P’. Protoze
bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze P’ = ().

Poznamka. Je-li {a,}3%, je prosta omezena posloupnost realnych ¢isel a M = {a,; n € N},
potom M’ = H({a,}).

10.4. Kompaktni metrické prostory.

Definice. Pv{ekneme7 Ze metricky prostor (P, o) je kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti prvkia P
Ize vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, %e mnozina K C P je kompaktni v P, jestlize
je metricky prostor (K, o) kompaktni, tedy jestlize z kaZdé posloupnosti prvki K lze vybrat
podposloupnost, ktera konverguje v P a jejiz limita je prvkem K.

Véta 10.12 (kone¢nost a kompaktnost). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P je konecnd.
Potom je A kompaktni.

Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvka A. Nalezneme z € A, které se v posloupnosti {z,}
vyskytuje nekone¢nékrat. Posloupnost {z,} tudiz obsahuje konstantni, a tedy konvergentni pod-
posloupnost. O

Vé&ta 10.13 (kompaktnost intervalu). Necht a,b € R, a < b. Potom je interval [a,b] kompaktn{
v R.

Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvki [a,b] Potom je {z,} omezena. Dle Bolzanovy—Weier-
strassovy v&ty nalezneme rostouci posloupnost {n;} a € R takova, ze z,, — z. Protoze [a,]] je
uzaviend mnozina, plati « € [a, b]. Odtud plyne, Ze [a, ] je kompaktni mnoZzina v R.

Véta 10.14 (nutnid podminka kompaktnosti). Necht (P, ) je metricky prostor. Necht existuji
posloupnost {x,} proki P a § > 0 takovd, Ze

Ym,n € N, n#m: o(€n, Tm) > 0.
Potom P neni kompaktni.

Diikaz. Predpokladejme, 7e P je kompaktni. Nalezneme rostouci podposloupnost {n;} a € P
takova, Ze limg_, o0 Tn, = 2. Nalezneme kg takové, %e pro kazdé k > kg plati o(z,, ,x) < %. Potom

)

5 S Q(xnkoaxnkUJrl) S Q(xnkn7x) + Q(xaxnkoJrl) < 5 + 5 = 5a

coz je spor. Prostor P tedy neni kompaktni. O

Vé&ta 10.15 (kompaktnost v diskrétnim prostoru). Metricky prostor (P, gaiskr) je kompaktni pravé
tehdy, kdyz je mnozina P konecnd.

Diikaz. = Predpokladejme, ze mnozina P je nekone¢né. Potom P obsahuje prostou posloupnost
{z,}. Pro kazdé m,n € P, m # n, plati o(z,,z,) = 1. Je tedy splnéna podminka z Véty 10.14
pro 6 = 1. Podle této véty tedy prostor (P, gqiske) neni kompaktni.

< Tato implikace plyne z Véty 10.12. O

Véta 10.16 (kompaktnost a uzavienost). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kompaktnd.
Potom je K uzaviend.
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Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvki mnoziny K takova, Ze limz, = y, kde y € P. Diky
kompaktnosti K nalezneme rostouci posloupnost {nk}zo:l a x € K takova, ze limy 00 Tp,, = . Z
véty o limité vybrané posloupnosti plyne, Ze limy_,oc Tpn, = y. Z v€ty o jednoznacnosti limity pak
plyne, ze x = y. Tedy plati y € K. To podle definice znamena, ze mnozina K je uzaviena. O

Poznamka. Opac¢na implikace ve Vété 10.16 neplati. Pfikladem je nekone¢né mnozina v diskrét-
nim prostoru. Zajimavéjsi priklad uvedeme nize.

Véta 10.17 (kompaktnost a omezenost). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kompakitnd.
Potom je K omezend.

Diikaz. Predpokladejme, Ze K neni omezena. Potom K # (. Zvolme z € K. Diky tomu, Ze
diam K = oo, nalezneme pro kazdé n € N prvek x,, € K takovy, ze o(z,x,) > n. Diky kompakt-
nosti K nalezneme rostouci posloupnost {n}7° ; a y € K takova, ze limy_, oo 2, = y. Nalezneme
dale ko € N takové, Ze pro kazdé k € N, k > ko, plati o(y,z,,) < 1. Necht & € N, k > ko, je
takové, 7e n; > o(xz,y) + 1. Potom

ng < 0z, an,) < 0(x,y) + o(y, zn,) < o(z,y) +1 <y,

coz je spor. Mnozina K je tedy omezena. O

Véta 10.18 (uzaviend podmnoZina kompaktu). Necht (P, ) je metricky prostor, K C P je
kompaktni o F' C K je uzaviend. Potom je F kompaktni.

Diikaz. Zvolme posloupnost {z,} prvki F. Potom je {x,} také posloupnost prvkia kompaktni
mnoziny K. Nalezneme rostouci posloupnost {ng}32, a € K takova, ze limg oo z,, = .
Protoze F' je uzaviena, plati x € F. Mnozina F' je tedy kompaktni. O

Priklad. Dokazte, Ze mnoZzina

A={feC([0,1]); sup [f(z)] <1}

z€[0,1]

je v prostoru (C([0,1]), gsup) uzaviena a omezena, ale nikoli kompaktni.
Reseni. Necht f,g € A. Potom
osup(f59) = sup [f(z) —g(z)| < sup ([f(z)| + |g(x)]) <2.
z€[0,1] z€[0,1]

Tedy diam A < 2, takZe mnoZina A je omezené.

Predpokladejme, ze {f,} je posloupnost prvki A splitujici gsup(fn, f) = 0, kde f € C([0,1]).
Zvolme z € [0,1]. Potom f,(z) — f(z) v R a pro kazdé n € N plati f,(z) € [-1,1]. MnoZina
[—1,1] je uzaviena v R, takze f(z) € [—1,1]. Protoze = bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, Ze
f € A. Mnozina A je tedy uzaviena.

Pro kazdé n € N definujme funkci f,: [0,1] — R predpisem

fule) = {“ rele

1, J?E[QT,I]

Potom pro kazdé n € N plati f,, € A. Necht m,n € N, m < n. Potom 1 —2™~" > %, a tedy

qup(f7ufm) = Ssup |f71(93) - fm(z)| > |f7l(2in) - fm(%” =1-2""">
z€[0.1]

N =

7 Véty 10.14 tedy plyne, Ze A neni kompaktni.
konec 5. prednasky (16.10.2023)

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Dokaite, ze zadny z intervali [a,b), (a,b], (a,b), [a,00), (a,0),
(—00,b], (—00,b), (—00,00) neni kompaktni v R.

ReSeni. Prvni t¥i intervaly nejsou uzaviené mnoziny. Zbyvajici intervaly nejsou omezené mnoziny.
Tvrzeni tedy plyne z Vét 10.16 a 10.17.
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Véta 10.19 (kompaktnost v R™). Necht n € N a K C R™. Potom K je kompaktni prdvé tehdy,
kdyz je omezend a uzaviend.

Diikaz. =  Tato implikace plyne z Vét 10.16 a 10.17.

< Pouzijeme matematickou indukci podle n. Diky omezenosti K nalezneme a,b € R, a < b,
spliwijici K C [a, b]. Podle Véty 10.13 je [a, b] kompaktni. ProtoZe K je podle pfedpokladu uzaviena,
je podle Véty 10.18 kompaktni v R. Tim je dokézéno tvrzeni pro n = 1.

Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n € N a ze K je omezena a uzavieni mnozina
v R"*1 a {2*} je posloupnost prvki K. Oznaéme z* = [a* b*], kde a* € R™ a b* € R. Definujme
zobrazeni 11 : R**! — R™ a 7y: R*T! — R piedpisy

7T1([.Z‘1, cee ,$n+1]) = [9:17' . 'aInL WQ([‘Tlv s 7In+1]) = Tn+1-

Pro kazdé x,y € K plati
[m1(z) — 71 ()| < o2(2,y) < diam K

|ma(2) — m2(y)| < 02(z,y) < diam K,
takze 71 (K) je omezena v R™ a mo(K) je omezena v R. Podle Véty 10.11(f) jsou omezené také

mnoziny 71 (K) a m2(K). ProtoZe jsou navic podle Véty 10.11(d) uzaviené, jsou podle indukéniho
piedpokladu kompaktni. Tedy nalezneme podposloupnost {a*i 521 posloupnosti {a*} a prvek

a € m(K) takové, Ze lim;_,o a* = a, a podposloupnost {bkie }22 | posloupnosti {b*7} a prvek
b € my(K) takova, 7e limy_,o b*¢ = b. Potom

lim z%ie = lim [a"e, bFe] = [a, b].
£— 00 £— 00

Mnozina K je podle prfedpokladu uzaviena, a tedy [a,b] € K. Tedy je K kompaktni v R**1. [
10.5. Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory.
Definice. Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory, f: P — Q a a € P. Rekneme, Ze f je
spojité v bodé a, jestlize
Ve > 030 >0 Ve € By(a,0): f(z) € Bo(f(a),e).
Rekneme, Ze f je spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé prostoru P.
Poznamka. Zobrazeni f: (P, 9) — (Q, o) je spojité v bodé a pravé tehdy, kdyz
YVe>03§>0Ve € P, o(x,a) < : o(f(z), fa)) <&
Pfiklad. Necht (P, ggiske) & (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q. DokaZte, Ze f je spojiteé.

ReZeni. Predpokladejme, 7e a € P. Zvolme & > 0. Polozme § = 1. Potom plati B,,,.,.(a,d) = {a}.
Odtud plyne, ze pro kazdé x € B, (a,d) plati f(x) = f(a), a tedy f(z) € B,(f(a),e). To
znamené, 7e f je spojité v a. ProtoZe a bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze f je spojité
zobrazeni.

Vé&ta 10.20 (charakterizace spojitosti). Necht (P, ), (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q.
Potom jsou ndsledujict tii vyroky ekvivalentni:

(i) zobrazent f je spojité,

(ii) pro kazdou uzavienou mnoZinu F v Q je f~(F) uzaviend mnoZina v P,

(iii) pro kaZdou otevienou mnoZinu G v Q je f~1(G) oteviend mnoZina v P.

Diikaz. (i) = (iii) Pfedpoklddejme, Ze G je oteviena mnozina v Q a z € f~1(G). Potom f(z) €
G. Protoze G je otevieni, existuje ¢ > 0 takové, ze B,(f(z),e) C G. Diky spojitosti zobrazeni f
nalezneme ¢ > 0 takové, ze f(B,(z,d)) C B,(f(x),e). To znamena, zZe

BQ(xa(s) C fﬁl(BJ(f(x)»E)) - fﬁl(G)

Bod z je tedy vnitinim bodem mnoziny f~1(G). Odtud plyne, Ze f~(G) je oteviena mnoZina v
P.
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(iii) = (i) Necht a € P. Zvolme ¢ > 0. Mnozina f~1(B,(f(a),e)) obsahuje prvek a a podle
piedpokladu je oteviend. Nalezneme tedy & > 0 takové, Ze B,(a,d) C f~1(B,(f(a),e)), neboli
f(By(a,8)) C By(f(a),e). Odtud plyne, Ze f je spojité v a.

(iii) = (ii) Necht F je uzaviena mnozina v Q. Potom @\ F je oteviena mnoZina v @, a tedy,
podle (ii), je mnozina f~1(Q \ F) oteviena v P. Tedy

FHE) =R\ QNE) = FTHNfTHR\NF) =P\ fTHQ\ F).

MnoZina f~1(F) je tedy uzaviena v P.

(if) = (iii) Necht G je oteviena mnozina v Q). Potom @ \ G je uzaviena mnozina v @, a tedy,
podle (iii), je mnozina f~1(Q \ G) uzaviena v P. MnoZina f~}(G) = P\ f~3(Q \ G) je tudiz
oteviena v P. O

Véta 10.21 (Heineova véta pro spojitost v bodé). Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory,
f: P —Q aae P. Potom jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité v bodé a.

(ii) Pro kazdou posloupnost {x,} proki P spliiujici lim, oo , = a platd im, o f(z,) =

f(a).

Diikaz. (i) = (ii) Meéjme posloupnost {z,} prvka P spliwjici lim, o0 , = a. Zvolme £ > 0.
K nému pomoci (i) nalezneme 6 > 0 takové, Zze pro kazdé y € P spliwjici o(y,a) < § plati
o(f(y), f(a)) < e. K naSemu 0 nalezneme ny € N takové, ze pro kazdé n > ng plati o(z,,a) < 6.
Potom pro kazdé n > ng plati o(f(xn), f(a)) < e. Tim je dokazano, Ze lim, o f(z,) = f(a).

(ii) = (i) Provedeme opét nepifmy dikaz. Pfedpokladejme, Ze (i) neplati. To znamena, Ze
existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé § > 0 existuje y € B(a,0) spliwjici o(f(y), f(a)) > e. Diky
tomuto tvrzeni nalezneme pro kazdé n € N prvek z,, € B(a, 1) spliwjici o(f(z,), f(a)) > e.
Posloupnost {x,,} pak splije lim z,, = a, ale neplati lim f(z,) = f(a). Neplati tedy (ii). O

7Z predchozi véty plyne okamzité nasledujici vysledek.
Véta 10.22 (Heineova véta pro spojitost). Nechl (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P —
Q. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.
(i) Zobrazeni f je spojité.

(ii) Pro kazdou posloupnost {x,} prvki P a x € P spliiujici lim,,_, oo T, = x platilim, o f(z,)

f(z).
konec 6. pfednasky (18.10.2023)

Vé&ta 10.23 (spojitost slozeného zobrazeni). Necht (X, 0), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické prostory,
f: X =Y je spojité a g: Y — Z je spojité. Potom je zobrazeni go f: X — Z spojité.

Diikaz. Necht G C Z je oteviena mnozina v prostoru (Z, 7). Zobrazeni g je spojité, a tedy podle
véty o charakterizaci spojitého zobrazeni (Véta 10.20) je g~ !(G) oteviena mnoZina v prostoru
(Y,0). Zobrazeni f je spojité, takze podle téZe véty je mnozina f~1(g~1(G)) oteviena v prostoru
(X, 0). Protoze (go f)~1(G) = f~1(¢71(G)), plyne odtud pomoci Véty 10.20, 7e zobrazeni g o
f: X — Z je spojité. O

Definice. Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q. Rekneme, Ze f je homeomor-
fismus, jestlize f je bijekce, f je spojité a f~! je spojité. Rekneme, Ze prostory (P, o) a (Q, o) jsou
homeomorfni, jestlize existuje homeomorfismus f: P — Q.

Piiklad. Necht a,b € R,a < b. Ukazte, Ze interval (a,b) je homeomorfni s R.
Reseni. Definujme zobrazeni f: (a,b) — R piedpisem

f@) = tg(ri=2 - 3).
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Zobrazeni x +— T{=2 € (a,b), je prosté spojité zobrazeni definované na intervalu (a, b), jehoz
obor hodnot je roven ( ,Z). Odtud a z vlastnosti funkce tangens plyne, Ze f je prosté spojité

2
zobrazeni definované na (a, b), jehoz obor hodnot je roven R. Inverzni zobrazeni f~! ma tvar

) =

7 tohoto vyjadieni plyne, Ze zobrazeni f~! je spojité. Tim jsme ovéfili, Ze f je homeomorfismus
prostoru (a, b) na prostor R.

, L
E
27

arctgy + 5

- (b—a)+a.

Definice. Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory, f: P - Q,a € Pa A C P. Rekneme, 7e
f je spojité v bodé a vzhledem k A, jestlize a € A a plati

Ve > 030 >0Vz € By(a,0) NA: f(x) € Bo(f(a),e).
Rekneme, Ze f je spojité na A, jestlize je spojité v kazdém bodé A vzhledem k A.

Definice. Necht (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do Q, A C P,a € A’
a b € Q. Rekneme, 7Ze zobrazeni f md v bodé a limitu b vzhledem k mnoZiné A, jestlize plati

Ve>030>0Ve € A: (0<o(z,a) <= o(f(x),b) <e).
Jestlize A = P, pak tikdme, ze f md v bodé a limitu b.

Véta 10.24 (jednoznacénost limity). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory, [ je zobrazeni
2P doQ, ACP aac A'. Potom f md v bodé a nejvgse jednu limitu vzhledem k mnoZiné A.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, Ze by, bs € @Q, by # b, jsou limitami zobrazeni
f vzhledem k mnoZziné A. Zvolme & = %a(bl, by). Potom je € > 0 a nalezneme k nému 61,5 > 0
takova, ze plati

Ve e A: (0 < o(z,a) < 01 = o(f(x),b1) < e),

Ve e A: (0 < o(z,a) < 02 = o(f(x),b2) < €).
Diky tomu, Ze a € A’, nalezneme x € A takové, ze 0 < p(x,a) < min{d, d2}. Potom plati

o(by,b2) < o(by, f(z))+o(f(x),be) < 2 = (b1, ba),

COZ je spor. O

Poznamka. Limitu vzhledem k mnoziné A poéitame pouze v bodech, které jsou hromadnymi
body mnoziny A. Pokud totiz a ¢ A’, pak v jistém okoli bodu a jiZz kromé& bodu a nejsou zadné
body z A a proménna funkce f se nemtize blizit k bodu a v rameci mnoziny A \ {a}. V takovém
bodé a by sice definice limity formalné dévala smysl, ale nebyla by uréena jednozna¢né.

Znaceni. Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do Q, A C P aa €
A’. Pokud existuje limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoziné A, ozna¢ujeme tuto limitu
symbolem lim,_,4 zca f(x). Je-li A = P, piSeme jen lim,_,, f(x).

Priklad. Necht P = @Q = R, D je Dirichletova funkce a a € R. DokaZte, Ze
lim D(z)=1

z—a,zcQ
ReSeni. Protoze Q' = R, plati a € Q. Zvolme € > 0 a polozme § = 1. Potom pro kazdé = € Q
splijici 0 < |z — a| < § jest D(x) = 1, takZe

0=0(D(x),1) <e.

Poznamka. Necht (P, p), (Q,0) jsou metrické prostory, A C P, f je zobrazeni z P do Q a
a € AN A N D(f). Potom zobrazeni f je spojité v a vzhledem k mnozingé A pravé tehdy, kdyz

hmz—nz,reA f(IE) = f(a)

Vé&ta 10.25 (limita sloZeného zobrazeni). Necht (X, o), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické prostory, f
je zobrazeni z X doY a g je zobrazeni zY do Z. Nechi AC X,acec A\, BCY,beB',ce”Za
plati
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(a) existuje A > 0 takové, Ze f(AN (B(a,\)\ {a})) C B,
(b) hma:ﬁa,:rGA f(l.) = b;
(¢) limypyep 9(y) = c-
Necht je splnéna alesponi jedna z ndsledujicich podminek:
(P) existuje n > 0 takové, Ze pro kazdé x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,
(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k mnoZiné B.

Potom plati
lim (go f)(z)=c.

r—a,x€EA

Diikaz. Varianta s podminkou (P). Zvolme € > 0. Diky podmince (c) nalezneme 1 > 0 takové, ze

(3) Vy € B: (0 <o(y,b) <¢ = 7(g(y),c) <e).
K nalezenému ¢ diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, ze
(4) Ve e A: (0 < o(z,a) < ¢ = o(f(x),b) < ).

Vezméme A z podminky (a) a n z podminky (P) a polozme § = min{\, n,(}. Potom podle (a), (P)
a (4) plati
Vo € A: (0 < o(a,z) <6 = (f(z) € B&0<o(f(x),b) <v)).
Odtud a diky (3) obdrzime
Vee A: (0 < o(a,z) <0 =71(9(f(2)),c) <e).

Varianta s podminkou (S). Zvolme £ > 0. Diky podmince (S) nalezneme 1 > 0 takové, Ze

() Vy € B: (o(y,b) <v = 7(g(y),9(b)) <e).
K nalezenému v diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, Ze
(6) Ve e A: (0 < o(x,a) < (= o(f(x),b) <).

Vezméme A z podminky (a) a polozme § = min{\, ¢}. Potom podle (a) a (6) plati
Vo € A: (0 < o(a,z) <6 = (f(z) € B& 0<o(f(z),b) <v)).
Odtud a diky (5) obdrzime
Vere A: (0 < o(a,z) <d=71(9(f()),9(b)) <e).
Protoze ¢ = g(b), plyne odtud tvrzeni. O

10.6. Spojita zobrazeni na kompaktnich metrickych prostorech.

Véta 10.26 (spojity obraz kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor, (Q,o) je
metricky prostor a f: P — Q je spojité. Potom je f(P) kompaktni v Q.

Diikaz. Necht {y,} je posloupnost prvki f(P). Potom pro kazdé n € N existuje z,, € P takové, ze
f(zn) = yn. Protoze P je kompaktni, existuje podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,} a prvek
x € P takové, Ze x,,, — x v P. ProtoZe f je spojité, plyne z Heineovy véty, ze f(z,,) — f(x) v Q.
Oznac¢ime-li y = f(x), pak y € f(P) a plati limg_,o0 yn, = y. Odtud plyne, Ze f(P) je kompaktni
v Q. O

Definice. Necht (P, p) je neprazdny metricky prostor a f: P — R. Rekneme, ze zobrazeni f
nabyvd svého mazima na P, jestlize existuje x € P takové, ze f(x) > f(y) pro kazdé y € P.
Obdobné fekneme, ze f nabyvd svého minima na P, jestlize existuje x € P takoveé, ze f(x) < f(y)
pro kazdé y € P.

konec 7. pfednasky (23.10.2023)

Véta 10.27 (extrémy kompaktni mnoziny v R). Necht A je kompaktni podmnoZina R. Potom
jsou sup A a inf A proky A.
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Diikaz. Oznafme y = sup f(P). Podle Véty 10.17 je A omezena. Tedy y € R. Nalezneme posloup-
nost {x,} prvka A spliwjici z,, — y. Podle Véty 10.16 je A uzaviena. Tedy y € A. Obdobné lze
dokézat, ze inf A € A. O

Véta 10.28 (extrémy spojité funkce na kompaktu). Necht (P, o) je neprazdny kompaktni metricky
prostor a f: P — R je spojité. Potom f nabyvd na P svého mazxima i svého minima.

Diikaz. Podle Véty 10.26 je mnozina f(P) kompaktni. Podle Véty 10.27 tedy plati, ze sup f(P) €
f(P) ainf f(P) € f(P). Odtud plyne tvrzeni. O

Vé&ta 10.29 (omezenost spojité funkee na kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor
a f: P— R je spojité. Potom f je na P omezend.

Drikaz. Tvrzeni bezprostfedné plyne z Véty 10.28. (]

Definice. Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojité, jestlize
Ve>030>0Ve,ye P, o(z,y) <d:0(f(z), f(y)) <e.

Véta 10.30 (spojitost a stejnomérna spojitost na kompaktu). Necht (P, ) je kompaktni metricksy
prostor, (Q, o) je metricky prostor a f: P — Q je spojité. Potom [ je stejnomérné spojité.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojité. Potom nalezneme £ > 0 a posloupnosti
{zn}, {yn} prvki P spliwjici o(zn, yn) < = ao(f(zn), f(yn)) > €. Diky kompaktnosti P nalezneme
rostouci posloupnost {ny} a « € P tak, Ze x,, — =. Potom také y,, — x, nebot

o(z,yn,) < 0(x,2n,) + 0(Tny s Yny) = 0.
Ze spojitosti f a Heineovy véty tudiz plyne, Ze f(z,,) — f(x) a f(yn,) — f(z). Nalezneme k € N
takové, ze o(f(xn,), f(x)) < 5 a o(f(yn,), f(x)) < 5. Potom

e < o(f @) Fn)) < o @a ), f@) + 0 (Flgn), Fla) < 5+ 5 =<,

coz je spor. Zobrazeni f je tedy stejnomérné spojité. O

Véta 10.31 (charakterisace kompaktnich prostort). Metricky prostor (P, o) je kompakini prdavé
tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {F,} neprizdngch uzaviengch podmnoZin P takovou, Ze pro
kazdé n € N plati F,41 C F,, plati (., Fn, # 0.

Diikaz. = Predpokladejme, ze {F,} je posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P ta-
kova, ze pro kazdé n € N plati F,, 11 C F,,. Pro kazdé n € N zvolme z,, € F,,. Diky kompaktnosti
P nalezneme rostouci posloupnost {ng}>, a prvek « € P tak, ze limy_,o0 &, = 2. Zvolme n € N.
Potom pro v8echna k£ € N splitujici ni > n plati x,, € F),, nebot

Ty, € Fpn, C Fy.

Z uzavienosti F;, plyne z € F,. Protoze n bylo zvoleno libovolné, plati =z € ﬂff:l F,. Mnozina
N~ F, je tedy neprazdna.

<  Jestlize P = (), potom je P kompaktni. Pfedpokladejme, ze P # 0 a {z,,} je posloupnost
prvki P. Pro kazdé n € N polozme

Potom je {F},} posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P spliwjici Fj,11 C F,, pro kazdé
n € N. Podle pfedpokladu nalezneme z € () _, F,,. Diky tomu, Ze x € F}, nalezneme n; € N

takové, ze o(x,,, ) < 1. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké k € N mame ny, ..., n,. Diky tomu, Ze x €
F,,+1, nalezneme nyy1 € N splhujici ng1 > ng a o(xp,,,, ) < %ﬂ Potom je {ng}72, rostouci

posloupnost pfirozenych ¢isel a pro kazdé k € N plati o(zp,,z) < % Tedy limg—o0 Zp,, = 2. Z
libovolné posloupnosti jsme tedy vybrali konvergentni podposloupnost. To znamena, ze prostor P
je kompaktni. O
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11. FUNKCE VICE PROMENNYCH
11.1. Parcialni derivace a totalni diferencial.

Poznamka. Mnozina R™, kde n € N, je mnoZina v8ech uspofadanych n-tic realnych ¢isel, nebot
jde o kartézsky soucin o n faktorech:

R"=RxRx---xR.
n-krat
Je-li x € R™, potom jeho i-tou soufadnici zna¢ime x;, a miZzeme tedy psat = = [x1,..., %]
Mnozina R™ obsahuje nékteré vyznamné prvky. Je to predev8im pocdtek, to jest prvek, jehoz
vSechny soufadnice jsou nulové. Znacime jej o. Zvolme i € {1,...,n} a definujme prvek e’ € R"
takto:
el = [0,....0, 1 ,0,...,0].
-fadnice
Prvky R™ muZzeme mezi sebou s¢itat a muzeme je nasobit redlnym ¢&islem. Je-li x € R”, =z =
[®1,.. . xn], y ER™ y=[y1,...,yn], A € R, pak definujeme

r+y=[T1+y,. . Tn+ Yn)
Ax =[xy, .., Axy].

Trojice (R™, +,-), kde + a - jsou vySe uvedené operace, tvori vektorovy prostor nad R. MnoZina
B ={e"; ie{l,...,n}} tvori bazi prostoru R", tj. jde o linearné nezavislou mnozinu a kazdy
prvek © = [z1,...,2,] € R™ miZeme psat jako linearni kombinaci vektort z mnoziny B. Zde
konkrétné mame x = > | x;e’.

O mnoziné R™ s operacemi s¢itani a nasobeni realnym ¢islem budeme mluvit jako o prostoru
R"™ a o prvcich z R™ jako o bodech tohoto prostoru. Nékdy je ovSem uZzitetné pohlizet na dany
prvek x z R™ jako na wvektor, tj. orientovanou tsecku s poc¢ateénim bodem v pocatku a koncovym
v bodé x.

Pouzijeme-li v daliim textu symbol R™, R¥ R™ a podobné, budou n,m, k vidy pfirozena ¢isla.

Na R™ uvazujeme eukleidovskou normu

||| = ||[x1,,xn]|| =

a eukleidovskou metriku gs(z,y) = ||l — y||, =,y € R™.
Na R" je definovan skalarni soucin predpisem

n
vey=Y zs, proayER

i=1

Z Cauchyovy—Schwarzovy—Buniakovského véty plyne, Ze
n

Z TiYi

i=1

Definice. Rekneme, %e zobrazeni L: R” — R™ je linedrni, jestlize spliuje
(a) Yu,v € R": L(u+v) = L(u) + L(v),
(b) Va € R Vu € R™: L(au) = aL(u).

Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni prostoru R” do R™ budeme znaéit symbolem L(R™, R™).

Yo,y € R™: |w-y| = < [l lliyll-

j=l.n

i1, 0 m Tadcich a n

Poznamka. Kazdé L € L(R",R™) je reprezentovano matici A = (a;;)
sloupcich ve smyslu, ze pro kazdé x € R™ plati

aipy - Gip 31
L(z) = Az =

Gm1 s Gmn T
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Jestlize f: R® — R™, kde m,n € N, f = (f1,...,fm) a a € R", pak f je spojitd v a pravé
tehdy, kdyZz f; jsou spojité v a pro vSechna ¢ € {1,...,m}.

Jestlize L: R™ — R je linearni zobrazeni, pak existuji jednozna¢né uréena realna ¢isla Ay, ..., A,
takova, ze L(h) = >""" | A;h; pro kazdé h € R™.

Definice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak parcialni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako limitu

of . flatte') — f(a)
(9:172‘ (a) o %gr(l) t ’

pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle

i-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem
of af
C X x).

konec 8. prednasky (25.10.2023)

Dgﬁnice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R™ a pro kazdé i € {1,...,n} existuje
%(a). Pak gradientem f v a nazyvame prvek V f(a) € R definovany piedpisem

Vi@ = (@ @),

Oz, Oy

Definice. Necht a € R", f je reélné funkce n proménnych definovana na jistém okoli a a L: R" —
R je linearni zobrazeni. Rekneme, Ze L je totalni diferencial funkce f v bodé a, jestlize plati

o Ja+h) = fla) — L(h)

=0.
h—o [|7]]

Poznamka. Linearni zobrazeni L: R™ — R je totalni diferencial f v a pravé tehdy, kdyz

Lo @) = f(a) — Lz — a)

e [l — al]

=0.

Véta 11.1 (totalni diferencial a parcialni derivace). Necht f je redind funkce n promeénngch,
a € R” a f md v a totdlnt diferencidl L. Potom existuji

of o of

e (a),..., pr. (a)
a
L(h)fvf().hfai( )h +...+ﬁ( )h kazdé h € R"
= a 76x1a 1 axna n  pro kaZdé .

Diikaz. Necht Ay, ..., A, € R spliuji
L(h) = A1hy +---+ Aph,, pro kazdé h € R".

Zvolme i € {1,...,n} a definujme ¢: R — R™ predpisem o(t) = te’. Potom lim;_,op(t) = 0 a
©(t) # o pro t # 0. Tedy podle véty o limité slozeného zobrazeni plati
o flat o)~ fl) ~Lig(t) . flatte) — fla) - Ad
=0 o)l =0 ]
Odtud dostaneme

fla+te') = f(a)

lim - AZ' = 0,
t—0 t
neboli of
= A;.
oz, (a)

O

Poznamka. Z Véty 11.1 vyplyva, Ze totalni diferencial je jednozna¢né uréen (pokud existuje).
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Znaéeni. Totalni diferencial f v a zna¢ime symbolem f’(a) (pokud existuje).

Poznamka. Existence parcidlnich derivaci nezaruc¢uje spojitost. Uvazujme funkci

1, jestlize x1 = 0 nebo z9 =0,
flar,2) = g
0 jinak.
Potom of of
—(0,0) = =—(0,0) =0
(0.0 = 2-0,0) =0,

ale f neni spojita v [0, 0].

Véta 11.2 (totalni diferencial a spojitost). Necht f je redlnd funkce n proménngch, a € R™ a
existuje f'(a). Potom je f spojitd v a.

Diikaz. Diky spojitosti zobrazeni z — || — a|| a h— f'(a)(h) plati

(f(x) — f(a) = f'(a)(x — a)

I — all

lim (f(z) — f(a)) = lim

i ! — —

lim lim o = all + /'(@)(@ — a)) =0,

a tedy f je spojita v a. O
Poznamka. 7Z Véty 11.2 a ji pfedchazejici poznamky plyne, Ze funkce

flarzs) = {1

0 jinak,

, x1=0nebo xz, =0

nemé v [0, 0] totalni diferencial.

Vé&ta 11.3 (o cesti¢ce v kosticee). Necht I = (a1, 1) X -+ X (Qn, Bn) CR™, a,b € I, [ je redlnd
funkce n proménnych, kterd md v kaZdém bodé I vSechny parcidlng derivace. Potom existuji body
&L .. €6m € 1 takové, Ze

76~ F@) = 32 2L (e b~ ).
i=1

Diikaz. Oznacme

P’=a

pl (b17a27 7a/n)7

p2 (blaana3 50‘71)7
pn_l = (bh 7bnflaan)7

p" =b.

Potom plati
(7) ) = fla) =3/ = F')-

Zvolme i € {1,...,n}. Polozme

gl(x) = f(b17 ey bi*hxa i1y ney an)7 HAIS (a27/3’b)
Zvolme z € («y, ;). Potom

of
(8) g;(ﬂ?): ax_(blv"'7bi—1ax7ai+17"-70/71)-
K3
Jestlize a; # b;, pak diky Lagrangeové vété nalezneme z; v intervalu s krajnimi body a; a b;
splhujici

9) F0) = F(0' ™) = gi(bi) — gilas) = gi(zi) - (b — as).
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Jestlize a; = b;, poloZzme z; = a;. Potom (9) opét plati. Polozme

fi = (b17 b27 - 7bi—17 Ziy Ai41y -+ ,an).
Potom podle (8) a (9) plati f(p')— f(p*~!) = g—i(ﬁi)(bi —a;). Odtud a z (7) dostavame dokazovany
vztah. (]

Vé&ta 11.4 (postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu). Necht a € R™, f je redlnd
funkce n proménnych definovand na néjakém okoli a a ngl’ e aamf jsou spojité v a. Potom
existuje f'(a).

Diikaz. Definujme L: R™ — R predpisem

L(h) = f: OF (hi, heRrr,

ox;
i=1 v

a zvolme & > 0. Nalezneme 6 > 0, takové, ze

of
(9.’)31‘

of

Vie{l,...,n} Vo € B(a,): = B

(z)

(a)| < e.

3

Polozme § = a oznaéme

9

I=(a;—0,a1+0) X X (an — 0,a, + 9).

Potom B(a,d) C I C B(a,d). Zvolme z € B(a, ). Diky Véte 11.3 nalezneme ¢*, ..., &™ € I takova,
ze

<evilz—all.
Pro kazdé = € B(a,0) \ {a} tedy plati
|[f(@) = fa) = L(z —a)| _

< +/ne.
[l —all
Odtud plyne, Ze
o @) = f@) ~ L —a) _
z—a | — all
atedy L = f'(a). O

Definice. Necht a € R"™, f je realna funkce n proménnych definovana na néjakém okoli a a v € R™.
Pak derivaci funkce f v a podle v rozumime limitu

Dusia) = fiy [0+ )= 1)

pokud tato limita existuje vlastni.

Poznamka. Plati aaTg:(a) = D,,(a), pokud ma alespoii jedna strana smysl. Déle plati D, f(a) = 0.

konec 9. pfednasky (30.10.2023)
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Véta 11.5 (geometricky vyznam gradientu). Necht a € R™, f je redlnd funkce n proménngch a
existuje f'(a). Potom

(a) pro kazdé v € R™ plati D, f(a) = f'(a)(v),

(b) max{D, f(a) : ||v]| = 1} = [[Vf(a)l|.

Diikaz. (a) Jestlize v = o, potom je tvrzeni ziejmé. Predpokladejme, Ze v # o. Potom

Dy f(a) = lim 20010 = f(a)

t—0 t

_ iy [ flattv) = fa) = f(a)(tv) fito]] ,
-t [ A ram).
Funkce ¢ — ”t—fl‘ je omezena na R\ {0} a plati
Lt )=S0 =)

Odtud plyne, ze D, f(a) = f'(a)(v).
(b) Podle (a), Véty 11.1 a Cauchyovy—Schwarzovy—Buhakovského nerovnosti plati

Dy,f(a) =V f(a) -v <||Vf(a)||lv] prokazdév e R™.
Tedy
(10) max{D, f(a) : ||v]| = 1} < [[Vf(a)ll.

Jestlize V f(a) = o, pak dokazované rovnost plati, nebot obé strany jsou rovny nule. Pfedpokla-
dejme, ze V f(a) # o a poloZme

v=Vf(@]| " Vf(a).
Pak podle (a) plati
" o

1 (“)xz

of

D, f(a) = f'(a)(v) = [Vf(a)| " (@) - 5-(a) = [IVF(a)].

1=

Odtud a z (10) plyne (b). O

Poznamka. Pokud Vf(a) # o, potom se maxima v tvrzeni (b) Véty 11.5 nabyva pravé pro
v=Vf(a)l~'Vf(a).

Poznamka (geometricky vyznam totélniho diferencialu). Predpokladejme, Ze f je redlna funkce
n proménnych, kterdA mé v bodé a € R™ totalni diferencial L. Definujme funkci 7: R® — R
predpisem T'(z) = f(a) + L(xz — a). Potom

o @) = T(@)

=0.
wa o —d

Tento vztah — neforméalné feceno — ukazuje, ze funkce T aproximuje velmi dobte funkci f v blizkosti
bodu a. Rozdil funkénich hodnot f(z) — T'(z) je ve srovnani se vzdalenosti ||x — a|| maly.

Grafem funkce T je afinni podprostor prostoru R™!. V uvedené situaci jej nazyvame tec-
nou rovinou, pokud n = 2, nebo tecnou nadrovinou, pokud n > 2, ke grafu funkce f v bodé
[a, f(a)]. Graf totalniho diferencialu je potom vektorovy podprostor R™*! rovnobézny s tecnou
(nad)rovinou. Tefné (nad)rovina ke grafu f v bodeé [a, f(a)] je tedy mnoZina

{e e R 2pp1 — fla) =) %j(a)(%‘ —a;)}
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11.2. Derivace vektorovych funkci. Pojem totalniho diferencialu pro funkce z R™ do R je
mozZné zobecnit i pro wvektorové funkce, tj. funkce z R™ do R™. To je provedeno v nésledujici
definici.

Definice. Necht I’ je zobrazeni z R" do R™, a € R" a L: R" — R™ je linedrni zobrazeni.
Rekneme, Ze L je derivaci zobrazeni F' v bodé a, pokud plati

. F(a+h)—F(a)—L(h)
() i TR -

Poznamka. Ve vztahu (11) se vyskytuje dvakrat symbol o oznacujici nulovy vektor. V piipadé
vyrazu h — o jde o vektor z R", ve druhém piipadé jde o vektor z R™. Vzhledem k tomu, Ze
je z kontextu jasné, z kterych prostori jsou uvedené vektory, pouzivame jeden symbol v obou
pripadech, ackoliv jde o rozdilné vektory, pokud n # m.

Poznamka. Vztah (11) je splnén, pravé kdyz plati

=0.
h—o 17|l

Ve vyrazu (12) se dvakrat vyskytuje symbol normy. Podobné jako pro nulovy vektor vyplyva z
kontextu, Ze norma v ¢itateli je normou na R™ a norma ve jmenovateli je normou na R".

Poznamka. Pro m = 1 splyva derivace (vektorové) funkce s pojmem totalniho diferencialu.

Poznamka. Zobrazeni F' z R"™ do R™ ma v bodé a € R" derivaci pravé tehdy, kdyz kazda jeho

slozka, tedy kazdé zobrazeni F; z R™ do R, ¢ € {1,...,m}, ma v bodé& a totalni diferencial.
Znaceni. M&-li F' v bodé a derivaci L = (Lq,...,Ly), pak je L; totalnim diferencidlem F; v
bodé a pro kazdé i € {1,...,m}. Totélni diferencial je uréen jednozna¢nég, pokud existuje, a tedy

derivace zobrazeni F' v bodé a je uréena jednozna¢né, pokud existuje. Tato ivaha nas opraviuje
oznalit linearni zobrazeni, které je derivaci funkce F' v bodé& a, symbolem F’(a).

Priklad. Necht a € R™ a F je zobrazeni z R™ do R™, které je konstantni na jistém okoli bodu a.
Dokazte, ze F’(a) je linearni zobrazeni, které libovolnému vektoru h € R™ pfifazuje nulovy vektor
v prostoru R™.

Reseni. Nalezneme 77 > 0 a b € R™ takova, 7e F(x) = b pro kazdé = € B(a,7). Potom pro kazdé
h € R™,||h|| < n, plati

F(a+h)— F(a) — F'(a)(h) =b—b—0=o.

Tedy
F(a+h) — F(a) — L(h)

li = o.
ho 7] ¢

Piiklad. Necht L: R® — R™ je linearni zobrazeni. DokaZte, ze v kazdém bodé a € R"™ plati
L'(a) = L.
ReSeni. Diky linearité L plati
L(a+ h) — L(a) — L(h) = o pro kazdé h € R™.
Tedy
L(a+h) — L(a) — L(h)

li = o.
no 7] ?

Poznamka (geometricky vyznam derivace). Predpokladejme, Ze F' je zobrazeni z R™ do R™,
které ma v bodé a € R™ derivaci. Na zobrazeni F' se miuZeme podivat jako na m-tici funkci
Fy, ..., F,, apro kazdou z téchto funkci uvazovat jeji derivaci, pomoci které mizeme aproximovat
jeji chovani v okoli bodu a jako jsme to vidéli u totalnitho diferencialu. Pomoci derivace F'(a), ktera

mé slozky Fy(a),...,F, (a), pak miZzeme aproximovat chovani funkce F' v okoli bodu a, nebot
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muzeme aproximovat chovani jednotlivych slozek. Jinymi slovy, definujeme-li funkci 7': R® — R™
predpisem T'(z) = F(a) + F’'(a)(x — a), pak podle definice plati

im L@ - T@) _

a=a |z —a
Afinni funkce T, ktera je obecné jednodussi objekt nez F', aproximuje velmi dobie funkci F' v
blizkosti bodu a. Vektor F(z) — T'(x) je totiz ve srovnani s velikosti vektoru « — a maly.

Vé&ta 11.6 (representace derivace). Necht F je zobrazeni z R™ do R™, které md v bodé a € R"
derivaci. Pak je F'(a) reprezentovdna matici

d d

Gat(@) - g(a)
(13) : :

OFm OF

al; (@) --- 819;, (a)
Diikaz. Vime, ze pro kazdé j € {1,...,m} existuje derivace Fj(a) a je reprezentovana vektorem
(gTFi(a)7 ceey gfi (a)). Linearn{ zobrazeni F’(a) ma slozky Fi(a), j = 1,...,m, takZe je reprezen-
tovano matici (13). O

Definice. Matice representujici F’(a) se nazyva Jacobiho matice. Jestlize m = n, potom determi-

nant Jacobiho matice nazyvame jakobidn a znacime jej Jg(a) nebo g((fiii))(a)

Véta 11.7 (derivace a spojitost). Necht F' je zobrazeni z R™ do R™, které md v bodé a € R™
derivaci. Pak je F spojité v a.

Diikaz. Vime, Ze existuji derivace F}(a), ¢ = 1,...,m, takZe vSechny funkce F; jsou spojité v a
podle Véty 11.2. Odtud plyne spojitost F' v a. O

konec 10. pfednasky (1.11.2023)

Véta 11.8 (postacujici podminka pro existenci derivace). Necht F je zobrazeni z R™ do R™,

a €R” qa % jsou spojité v a pro kazdéi € {1,...,n}, j €{1,...,m}. Pak F'(a) existuje.

Diikaz. Podle Véty 11.4 pro kazdé j € {1,...,m} existuje F/(a). Odtud plyne existence F'(a). [

Véta 11.9 (spojitost linearniho zobrazeni). Necht L: R™ — R™ je linedrni. Pak existuje C € R
takové, Ze ||L(z)|| < C||z|| pro kazdé x € R™.

Diikaz. Necht matice A = (aﬂ);zllzl € M(m x n) reprezentuje L. Pak mame z Cauchyovy—

Schwarzovy—Buiiakovského nerovnosti

n n

L@ = | S (Ew)? = fj(fjaﬁxi)% i(iaii)(zxﬂ): S ez

j=1 j=1 i=1 j= j

,_.
-
I
-
-
Il
-

j=11i=1

Odtud plyne dokazovana nerovnost s konstantou

Véta 11.10 (norma linedrniho zobrazeni). PoloZme

L
[|IL]| = SUP{”|(xa|j|)|| :xeR”, x# o} pro L € L(R™,R™).

Potom (L(R™,R™), || - ||) je normovany linedrni prostor.
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Diikaz. Norma nulového zobrazeni je zfejmé rovna nule. Jestlize ||L|| = 0, potom ||L(z)|| = 0 pro
kazdé x € R", tedy L = 0.
Pro kazda L € L(R",R™) a ¢ € R plati

L L
ezt =sup { O o e o 2 of —fefsun {1 0 e 20} <
Zvolme Ly, Ly € L(R™, R™). Potom diky subaditivité suprema plati

[l
L L
Ly + Lo :SHP{M; xeRn7x7éO}

< LI e 1)

]

]
L L
< sup{ [ L1 (@)l ; x € R x #£ 0} —|—sup{” 2(2)] ; x € R o #£ 0}
] [l
= [ Lall + || L2l -
O
Poznamka. Plati
[|L]| = sup {||L(x)|| : z € R", ||z|| =1} pro L € L(R",R™).
Véta 11.11 (omezenost linearniho zobrazeni). Necht L € L(R™,R™) a x € R™. Potom
IL(2)[| < ILI[ [l -
Diikaz. Jestlize x = o, pak je dokazovana nerovnost ziejma. Predpokladejme, Ze x # o. Potom
[L()|
<Ll
]
a tedy
L@ < 1L [l -
O

Véta 11.12 (derivace a lokalni lipschitzovskost). Necht F' je zobrazeni z R™ do R™, a € R™ a
existuje F'(a). Potom ezistuji C > 0 a 6 > 0 takovd, Ze

Vh € B(0,0): |[F(a+h)— F(a)|| <C|h]| .
Diikaz. Nalezneme 6 > 0 takové, Ze pro kazdé h € B(o,0) plati
[F(a+h) = F(a) = F'(a)(R)]| < [|A]-
Potom pro h € B(o, ) plati diky Véts 11.11
[F(a+h)—F(a)|| < |F(a+h) — F(a) = F'(a)(h)|| + [|F'(a)(R)]]
< Al + [IF @) 1Al = (L + IE (a)l]) 121l -
Odtud plyne tvrzeni s C =1+ [|[F'(a)||. O

Véta 11.13 (derivace slozeného zobrazeni). Necht n,k,m € N, F je zobrazeni z R™ do R¥, G je
zobrazeni z R¥ do R™, a € R", b = F(a) a existuji F'(a) a G'(b). Potom ezistuje (G o F)'(a) a
plati

(G o F)(a) = G'(b) o F'(a).
Diikaz. Diky Vé&té 11.12 nalezneme C € R a §y > 0, takova, Ze
(14) Vh € B(o,dp): ||[F(a+h)— F(a)|| < C|h] .

Ukazeme, Ze linearni zobrazeni G'(b) o F'(a): R™ — R™ je derivaci zobrazeni G o F' v bodé a.
Zvolme ¢ > 0. Diky existenci derivace G’(b) nalezneme 1 > 0 takové, Ze

(15) Vu € B(o,n): [|G(b+u) = G(b) — G'(b)(u)|| < & lull.



MATEMATICKA ANALYZA 3 NMMA201 - ZIMNI SEMESTR 2023-2024 PREDNASKA 25

Dale diky existenci derivace F'(a) nalezneme ¢ € (0, min{do, £}) takové, ze

(16) Vh € B(o,0): ||[F(a+h) = F(a) = F'(a)(h)| < e |n]-
Diky odhadu (14) a volbé& ¢ navic plati
(17) Vh € B(0,0): ||F(a+h)— F(a)|]] <n.

Zvolme h € B(o,6) a oznatme u = F(a + h) — F(a). Potom dle (14), (17) a (16) po Fadé plati
llull < C||A|, lull <n a|u— F'(a)(h)|| < ek, a tedy s pomoci (15) a Véty 11.11 dostaneme

(G o F)(a+h)—(GoF)(a) = (G'(b) o F'(a))(h)]|
= |G(F(a) + F(a+ h) = F(a)) = G(b) = G'(0)(F'(a) (h))]]
= IG(b+u) = G(b) = G'(b)(u) + G'(b)(u — F'(a)(h))|
< GO+ u) = GO) = G O) ()] + [|G"O)l|u— F'(a)(h)]
< ellul +1IG'®)ellnll < Cellhll + [G"®)llel|2]l = (C + G (B))ellA]-
Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Zobrazeni (GoF)'(a) je reprezentovano sou¢inem matic, které reprezentuji zobrazeni
F'(a) a G'(b), tedy matici
(3Gz > te{1,...,s} <3Fj )je{l,“.,k}
dy; je{l,... .k} O ie{1,...,n}

Véta 11.14 (fetizkové pravidlo). Necht k,n € N, a € R", F je zobrazeni z R™ do R¥, b = F(a),
G je zobrazeni z R¥ do R a existuji F'(a) a G'(b). Pak md funkce G o F v bod¢ a derivaci a pro
1€{1,...,n} plati

0GoF) 5 oG o aF,-

Diikaz. Existence derivace plyne z Véty 11.13. Vztah (18) plyne z reprezentace

S(@) . G0
9(GoF O(GoF oG oG . .
(P52 @, 20 @) = (R0 55 0) | .
Fo@) . 5
a vypoctu soudinu matic. O

Poznamka. Necht f: R? — R ma4 derivaci v kazdém bodé. Definujme h: R? — R pfedpisem
h(r,t) = f(rcost,rsint), (r,t) € (0,00) x R.
t) € (0,00) x R plati

Potom pro (r,
(g—(n t), %};(r, t)) = (af (rcost,rsint), g—g(rcost,rsint)) (COSt TS]Ht) ,

sint rcost

a tedy
%(r, )= %(rcost,rsint) cost + g—g(rcost,rsint) sint,
Z}Z (r,t) = gi (rcost,rsint)(—rsint) + g—y(r cost, rsint)(rcost).

konec 11. pfednasky (6.11.2023)

Piiklad. Na hromadu pisku tvaru kuzele je plynule prisypavan dalsi pisek. Vyska h roste rychlosti
KW (t) = 3cm /s a polomér podstavy r roste rychlosti r/(t) = 2cm /s. Spoctéte rychlost, s jakou
nartistd objem hromady v okamziku, kdy r =5 cm a h = 15 cm.
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ReSeni. Ozna¢me W (r,h) = Zr?h. Potom je velikost objemu V() v ¢ase ¢ déna funkei V(t) =
W (r(t),h(t)), t € (0,00). Podle fetizkového pravidla tedy plati
ow ow

V(6) = S0, A0 (2) + o (r(6), RO () = S r(Oh(e)r (6) + S () ().

Oznaéme ¢y hodnotu asu, pro kterou plati r(t9) = 5 a h(tg) = 15. Potom

V'(to) 3

Véta 11.15 (o prirtistku funkee). Necht F' je redlnd funkce n proménnych, a,b € R™. Oznacéme
J dsecku spojujici body a a b, tedy J = {(1 —t)a + tb; t € [0,1]}. Necht pro kaZdé x € J existuje
F'(z). Potom existuje £ € J takové, Ze

F(b) = F(a) = F'(§)(b— a).
Diikaz. Definujme funkei H: [0,1] — R™ predpisem
H(t)=(1—ta+tb, telo,1],
a funkci G: [0,1] — R predpisem
G(t)=(FoH)(), tel0,1].
Pro kazdé i € {1,...,n} plati H;(t) = a; + t(b; — a;), takze
H/(t)=b; —a; prokazdéte (0,1)aic{l,...,n}

Funkce F' a H jsou spojité podle Véty 11.7, a tedy také G je spojita na [0, 1] podle Véty 10.23.
Dle fetizkového pravidla mame

OF ) OF
OF ey =y 2

i=1 i=1

2
= 5152+ g25.3 = 125rcm® /5.

G'(t) = 1—t)a+tb)(b; —a;) prokazdét € (0,1).

Tedy G ma v kazdém bodé t € (0,1) derivaci. Podle Lagrangeovy véty nalezneme to € (0,1)
splnujici

G'(tp) = G(1) — G(0) = F(b) — F(a).
Polozme & = (1 — tg)a + tob. Potom

n

F(b) — F(a) amzz

(1 —to)a+ tob)(b; — a;) = F'(€)(b — a).

O

Definice. Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory, f: P — Q a K > 0. Rekneme, 7ze f je
K-lipschitzovské, jestlize

Va,y € P:o(f(z), f(y) < Ke(z,y).
Rekneme, Ze f je lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, ze ze f je K-lipschitzovskeé.

Definice. Rekneme, ze mnozina G C R” je konvexni, jestlize pro kazdé jeji dva body plati, ze

usecka, ktera je spojuje, je obsaZena v G.

Véta 11.16 (omezena derivace a lipschitzovskost). Necht G C R™ je oteviend konverni mnoZina
v R”, f: G — R™ md derivaci v kazdém bodé G a

sup {||f'(z)| : z € G} < o0.
Oznacme K = sup {||f'(z)|| : * € G}. Pak f je K-lipschitzovskd.
Diikaz. Dokazeme, Ze
Va,b € G: | f(b) — f(a)|| < K[|b—al|.
Zvolme a,b € G. Jestlize f(a) = f(b), potom tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme tedy, Ze
f(a) # f(b) a polozme
f(b) = f(a)
17®) = f@]

v =
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Potom ||v|| = 1. Definujme funkci ¢: G — R predpisem

m

pla) = (@) v =D fy(@);

Potom
p(b) — p(a) = (f(b) — f(a)) -v=[f(b) — fla)].

Dale pro kazdé z € G mame
(@)= vifj@),
=1
takZe pro kazdé x € G a kazdé h € R" splﬁujicij ||h]| < 1, plati podle Véty 11.11
| (z)(h)] = ‘Zv]‘f;(m)(h)‘ = £ @)(R) ol < (L @RI - ol < L @RIl < K.
j=1

Tedy
¢’ ()] = sup{|¢(z)(h)] : h €R™, ||h] <1} < K.
Podle Véty 11.15 nalezneme £ € G spliwujici

p(b) —pla) = ¢'(€) (b — a).
Tedy podle Véty 11.11 celkem méame

I1£(0) = f(a)ll = " ()b —a) < [L"(EIIb = all < K[[b— all.

11.3. Parcialni derivace a diferencialy vysSich rada.

Znaéeni. Necht f je funkce z R® do R, i,5 € {1,...,n}, a a € R™. Parcialni derivaci funkce %

podle j-té proménné v bodé a znacime %(Q), pokud i # j, pfipadné g%;(a), pokud i = j.
Obdobné zna¢ime parcialni derivace vyssich fadua.

Definice. Necht G C R™ je oteviena mnozina, f: G — R a k € N. Rekneme, ze f je tridy
C* (@), jestlize jsou viechny parcialni derivace funkce f az do fadu k véetné spojité na G. MnoZinu
viech funkei f: G — R tiidy C* oznadujeme C*(G) a klademe C*(G) = Nr—, C*(G). O funkci g
fekneme, 7e je tiidy C¥ na G (k € NU{o0o}), jestlize g|¢ € C¥(G). Mnozinu viech spojitych funkei
na G zna¢ime C°(G). Funkce t¥idy C!(G) nazyvame hladkijmi funkcemi na G.

Poznamky. Necht G C R"” je oteviena.
(a) Jestlize f € C}(G), potom f ma totélni diferencidl v kazdém bodé mnoziny G.
(b) Plat
G oct @) >C*G) o ...
(c) Jestlize f,g € C¥(G), potom také f + g a fg patii do C¥(G). Pokud navic g je nenulové na
G, tak i L ech(@).

Definice. Necht m,n € N, G C R" je oteviend a k € NU {oo} U {0}. Rekneme, ze f: R" — R™
je tridy C*(G), jestlize jeho slozky fi,..., fm jsou tiidy C*(G).

Poznamka. Zobrazeni f: G — R™ tifdy C'(G) m4 derivaci v kazdém bodé mnoziny G.
konec 12. pfednasky (8.11.2023)

Vé&ta 11.17 (skladani zobrazeni tiidy C¥). Necht k € NU {oo}, m,n,s € N a G C R", H C R™
jsou oteviené mnoziny. Necht f: G — R™, g: H — R® jsou po 7adé tiid C*(G) a C*(H) a plati
f(G) C H. Pak je zobrazeni g o f tridy C*(G).
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Dikaz. Oznatme h = go f. Protoze f: G — R™, g: H — R® a f(G) C H, je zobrazeni h
definované na G. Dale budeme postupovat pomoci matematické indukce podle k. Pfedpokladejme
nejprve, Zze k = 1. Pro kazdé = € G existuji podle Véty 11.8 derivace f'(z) a ¢'(f(x)). Podle
Véty 11.14 pak plati pro kazdé z € G, 1 € {1,...,s}, i € {1,...,n} vztah

ahl agl 8fj
(19) 81:1 Z 8y7 83:1( z)

Funkce z 69’ (f(m)) T 8f’ () jsou spojité, a proto je funkce 2 6 L spojita. Odtud vyplyva, Ze

zobrazeni g o f je tiidy C! na G.

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro k — 1, kde k € N, k£ > 1. Stejné jako v pfedchozim
pfipadé plati pro kazdé = € G, l € {1,...,s}, i € {1,...,n} vztah (19)

Necht 1 € {1,...,s},i€{1,...,n} aje{1,. m} Funkce z — fj( ) je t¥idy C*~! na G.

Funkce z — ggl ( f (z )) je dle indukéniho predpokladu tiidy C*~! na G, nebot funkce y agl (y) je

t¥idy C*~! na H a f € C*(G) C C*~(@G). Podle vyse uvedené poznamky (c) je funkce %(x)
téz t¥idy C¥~! na G. Tedy je funkce h t¥idy C*(G).
Je-li k = oo, tvrzeni plyne pfimo z definice podle pfedchoziho. U

Véta 11.18 (zameénnost parcidlnich derivaci). Necht f je funkce z R™ do R, a € R™ a i,j €
{1,...,n}. Jestlize obé funkce 8{’ aan maji totdlni diferencidl v a, potom
*f Q) = *f “
8Z‘ial‘j o 81‘]8.131

Diikaz. P¥edpokladejme nejprve, Ze n = 2. Necht a = [a1,az] € R? a § > 0, je takové, 7e

(a1 —d,a1 +9) X (a2_5a2+5)CD(gf) (g]y")
Polozme
W(t) = flai+tiaz +1) — flar +1,a9) = flar, a2 +1) + flar, a2) pro t € (0,9).

12
Zvolme t € (0,6). Polozme

o(x) = f(x,a2 +t) — f(x,a2) proz € [a1, a1 + ).

Potom
1
W) = 5 (plar +0) — olar))
a
0 0
o' (1) = %(m,az +1t) — a—i(x,ag) pro kazdé x € [a1,aq + 9).

Podle Lagrangeovy véty nalezneme &(t) € (a1, a1 +t) takové, ze

plar +1t) — p(ar) = @' (£(t)) - t.

Pak

! 1,0 0
(20) wi = EEO 2 ey 0y 1) - W ey, ).
Protoze % m4 v bodé a totalni diferencil, existuje funkce 21 : (—d,6)% — R spliwjici

2

(21) %(al +a,a0+0) = gﬁ( )+ 8—f( Ja + 8(?/8]; (a)B+ 21 (e, ) pro kazdé [a, 8] € (—4,6)?
a
22 im @8
- o Tl 811



MATEMATICKA ANALYZA 3 NMMA201 - ZIMNI SEMESTR 2023-2024 PREDNASKA 29

Dosadme do (21) postupné [a, f] = [£(t) — a1, t] a o, 8] = [£(t) — a1, 0]. Dostaneme

of of o2 f O f
%(é( ), a2 +1) = D () + 55 92 (a)(§(t) —a1) + 6yax(a)t+zl(£(t)—aht),
of of 2f O f

FEE,02) = T @)+ TEH@ED — ) + 5 A (0) 0+ 21 (€(6) — a1, 0.

Diky tomu, Ze t bylo zvoleno libovolng, obdrzime kombinaci poslednich dvou rovnosti s (20) vztah
*f (a) + z1(§(t) —ar,t) — 21(€(t) — a1,0)
Oyox t

Pro kazdé t € (0,9) plati

21(§(t) —ar,t) _ z1(8(t) —ax,t) [|[E(F) — a1, ]|

t IEOE t
le® —antlll _ VED —am)?+2 _VE+E /5

4 - t - t

W(t) =

pro kazdé ¢ € (0,0).

Z (22) plyne, ze

a0 ~at)
A, 1[€(t) —an, 4l
a tedy celkem
1im Zl(f(t) - a17t) — 0.
t*)0+ t
Podobné odvodime
fi A€M —a,0)
t—04 t
Odtud vyplyva
>’ f
tlg(l)1 w(t) = Oyox (a).

Nyni vyjadfime funkci W jinym zpisobem. Zvolme ¢ € (0,6) a definujme
U(y) = fla1 +t,y) — fla1,y) proy € [az, a2 +9).

Potom

W(t) = Plas + tt)z_ Plaz) pro t € (0,9).

Obdobné jako v prvni ¢asti ditkazu odvodime

O*f (a) + z2(t,n(t) — az) — 22(0,n(t) — az)

W(t) =

dzxdy t
pro né&jaké n(t) € (ag,as +t), kde 25 je funkece splitujict
im 228 g
(o8]0 [[[cv, Bl
Odtud plyne podobné jako v pfedchozim piipadé
0% f
tl—l}& wit 83383/( )
Plati tedy
0%f 0%f

Necht nynin € Na f: R® = Rai,j € {1,...,n},i < j. Definujme funkci g: R? — R piedpisem

g(l’,y) = f(a’lv ey A1, Ty A1y A1, Y, Q41 - - 'aan)'
Polozme dale

V(Iay) = (alv ey B 1, Ty Qi 1y -5 A1, Y, G40, - . '7an)'



30 LUBOS PICK

Potom

g _of »g _f

dg _of g _f
Zobrazeni v: R? — R™ ma derivaci v kazdém bodé R2, a tedy 2—57 g—g maji totalni diferencial
v (@i, a;). Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Parcialni derivace obecné nejsou zameénné.

Disledek. Necht n € N, f je funkce z R do R, G C R" je oteviend, f € C*(GQ), a € G a
1,7 €{1,...,n}. Potom
0 f Q) = 0 f 0)
8xi8xj o 83:]8331 '

konec 13. pfednasky (13.11.2023)

Diisledek. Necht k,n € N, f je funkce z R" do R, G C R™ je oteviend, f € C*(G), a € G,
m:{1,...,k} = {1,...,k} je permutace a i1,...,ix € {1,...,n}. Potom
ok f

k
@=——29 ()

(%ciﬂ(k) e 8%—”(1)

Diikaz. Je-li k = 1, tvrzeni zfejmé plati. Pro & > 1 staci tvrzeni dokdzat pro permutaci ve
formé ,,sousedni transpozice®, nebot kazda permutace je konetnou kombinaci sousednich trans-
pozic. Necht j € {1,...,k — 1}. Polozme

j+1, jestlize £ = j,

() = < 7, jestlize f = j+1, profle{l,..., k}.
L, jinak,
Oznacme
LS
g=

o 83%71 s axil '
Potom g € C?(G), a tedy podle predchéazejiciho diisledku Véty 11.18 plati

0%g _ 0%g Q) = 0%g
8xj+18xj a$]‘5$j+1 a’ETr(j_,_l)a’Eﬂ(j)

Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Zavedeni vyssich derivaci:
f:R" - R™;
f R = L(R™,R™);
fRY = LR™, L(R™,R™));
7R = LR, L(R™, L(R™,R™)))
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Pro L € L(R™, L(R™, R™)), w,u1,us,v,w € R™ a a € R plati
L(u) € L(R™,R™);

L(u)(v +w) = L(u)(v) + L(u)(w);

L(au)(v) = aL(u)(v).
Tedy t¥idu L(R", L(R™,R™)) lze ztotoznit s t¥idou vSech bilinearnich zobrazeni z R™ x R do R™.

Definice. Necht m,n, k € N. Zobrazeni L: (R")¥ — R™ se nazyva k-linedrni, jestlize

‘ o0k

s L. 07 w0

je linearni zobrazeni z R™ do R™ pro kazdé i € {1,...,k},v!, ..., v~ v+l . vF € R". Mnozinu
viech k-linearnich zobrazeni z (R™)¥ do R™ znaéime Lx(R",R™).
Poznamka. Necht m,n,k € N. Pro B € L5(R",R™) plati
B(u,v) = B(Z uge’, Z vjel) = Z Z wv;B(e', el).
i=1 j=1 i=1 j=1

Obdobné pro L € Li(R™,R™) dostaneme

(23) L(ut, ... u¥) = Z Z ul, ...uka(eil,...,eik).

11=1 =1
Je-li L € L, (R",R™) a h € R", potom zobrazeni (u?,u?, ... ,u*) — L(h,u?,...,u*) patii do
Lp—1(R™,R™).
Lemma (norma obrazu pf¥i k-linedrnim zobrazeni). Necht m,n,k € N a L € Li(R™,R™). Potom
existuje C € R takové, Ze pro kazdé u',. .., uF € R™ plati

IL(u's .. uP)re < Cllul [l - [lu® [lre-

Diikaz. Polozme
K= maX{HL(e“, .. .,ei’“)}
Pak dle (23) pro kazda u!,...,u* € R" plati

L@t P <Yl | L e )| S K> Y | (e

D it,.. ik € {1, n) )

=1 =1 i1=1 =1
< K ]| -]
Tedy staci polozit C = Kn*. O

Definice. Necht m,n,k € N a L € L, (R",R™). Pak normou zobrazeni L rozumime ¢islo
L]l 2, (& oy = sup {||L(u', ... P lrm s [Jutfee < 1,. .0 | ee < 1}.

Poznamka. Necht m,n,k € N. Potom (Li(R",R™),| - ||z, ®"rm)) tvoli normovany linedrni
prostor.

Definice. Necht m,n,k € N, k > 2, f je zobrazeni z R" do R™ a a € R". Pak derivaci k-tého
Fddu zobrazeni f v bod¢ a nazyvime k-linearni zobrazeni L z (R™)¥ do R™ spliujici

I e RO R Al O Ry JUNNID | PN
o [l

znacime L = f®)(a).

0,
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Véta 11.19 (derivace vyssiho fadu a totalni diferencial). Necht n,k € N, f je zobrazeni z R™ do
R, a€R™ a L € L (R™",R) je k-td derivace f v a. Potom magi vSechny parcidlni derivace f Tddu
(k — 1) totdind diferencidl v a a pro kaZdé i1,...,i, € {1,...,n} plat(
orf

3xi18x12 v 6:5” <a)
Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukci dle k. Pro k = 1 tvrzeni plyne z definice.

Piedpokladejme, 7e k € N, k > 1, a tvrzeni plati pro k — 1. Zvolme iy,...,i; € {1,...,n}.
Predpokladejme, ze L € Li(R™ R) je k-ta derivace f v a. Nalezneme 6 > 0 takové, Ze vSechny
parcialni derivace f fadu (k—1) existuji na B(a, d). Podle indukéniho pfedpokladu pro x € B(a,d)
a [u?,...,uF] € (R")*~! plati

n n akflf
f(kil)(x)( Z Z (:C)ng e u?k’

a tedy zobrazeni g: B(a,d) — R definované predplsem

glz) = f* V(@) (e, eh)

L(e™ e,... e*) =

spliuje
akf 1 f

m(iﬂ) pro x S B(a,é)

g(z) =

Oznacme
w=(e,...,e").
Pak pro h € R™\ {o}, ||h|| < 4, plati

£ (a+ h)(w) — 5D () (w) — L(h, w)]

([
_ %0 ) — 4D Ga) ~ Lih )
- 172
a tedy
|0 (a + h)(w) = fF7V (a)(w) = L(h, w)|
lim =0.
h—o 17|l
Odtud vyplyva, ze
1o loa+h) —g(@) — Lihw)|
h—o It
Tudiz pro 41 € {1,...,n} plati
1) .
Jing 900 F t€) — 9(a) ~ L(e™,w)| =0,
t—0 t
a tedy
*f dg gla+te) — g(a) i :
= = 1 == L 1 *2 o e e .
8xi1 31‘@‘2 - Bxik (a) 6a:i1 (a> tg% t (6 e € )

konec 14. pfednasky (15.11.2023)

Poznamky. (a) Z piedchozi véty plyne jednoznacnost f*(a), a tedy zpé&tné i korektnost tohoto
znaceni.

(b) Je-li f funkce z R™ do R™ a a € R", pak f*(a) existuje pravé tehdy, kdyZ existuji ff(a)
pro kazdé j € {1,...,m}.
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Vé&ta 11.20 (symetrie derivace). Necht m,n,k € N, f je zobrazeni z R™ do R™, a € R™ a f*)(a)
existuje. Potom je f*)(a) symetrické zobrazent, tj. je-lim: {1,...,k} — {1,... k} permutace, pak
F® @), .. u*) = fB (@) (™D, umR)

pro kazdd u', ..., uF € R™.
Diikaz. Zvolme j € {1,...,m}, kde f = (fi,..., fm). DokdZeme platnost tvrzeni pro f;. Diky

Vete 11.19 stadi dokazat, Ze pro iy,...,ix € {1,...,n} a permutaci w: {1,...,k} — {1,...,k}
plati

o f; o f;
24 d = d .
( ) (%clk PN 8(Ei1 (a) Bxiw(k) NN 8:@-«(1) (a)
Uvedeny vztah staci dokazat pouze pro sousedni transpozice. Zvolme ¢ € {1,... k— 1} a polozme
l+1, s=1{,
w(s) =< ¢, s=0+1, se{l,...,k}
s jinak,
Potom funkce -
O f;
9(37) - 8;1%_1 [N 8;52-1 (x)
spliuje
'
g(x) = (z)
al’iﬂ([71) e a{Eiﬂ(l)

na okoli bodu a. Protoze ¢ < k — 1, mé funkce f derivaci (¢4 1)-niho fadu v a. Z Véty 11.19 tedy
plyne, Ze funkce

T 99 (), =+ 99 (x)
8;% awi“_l
maji totalni diferencial v a. Podle Véty 11.18 tedy plati
8%g 0%g
xlz+1 :E’Lz xl@ ‘r’bu-l
Odtud plyne (24). O

Véta 11.21 (postacujici podminka pro existenci derivace vyssiho fadu). Necht m,n,k € N, f je
zobrazeni z R™ do R™, G C R" je oteviend, f € C*(G) a a € G. Potom f¥*)(a) existuje.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze m = 1. Pouzijeme matematickou indukci podle k. Pro k =1
tvrzeni plati diky Vété 11.8. Predpokladejme, ze £k € N, k& > 1, a Ze tvrzeni plati pro k& — 1.
Ozna¢me A = {1,...,n}*~1. Potom A je kone¢na mnozina, ozna¢me #A pocet jejich prvki. Pro
kazdé oo = (i1,...,ik—1) € A polozme

ak—lf
9= Bri .. Oxy L

Potom pro kazdé a € A je g, t¥idy C1(G), a tedy g, ma totalni diferencidl v kazdém bodé
mnoziny G. Zvolme € > 0. Diky tomu, Ze A je kone¢né, nalezneme & > 0 takové, ze

Va € AVh € R ||h]| <0 :|gala+h) = gala) = gola)(h)| < ellh]].

PoloZzme
n

L(h,v', ... 0" 1) = Z Z gga (a)hivl, U(]i,:,ll pro h € R" a (v!,..., 0" 1) e (R 1.
T

acA i=1
Potom L € L;(R",R) a

L(h,v',..,0F ) = > gl(a)(h)vh, -+ vE
acA
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Zvolme u',...,uF~1 € R"™ spliujici ||ujHRn < 1 pro kazdé j € {1,...,k — 1}. Oznafme w =
(ul,...,u*"1). Potom pro kazdé h € R™, ||h|| < 6, plati podle indukéniho piedpokladu a Véty 11.19

f(k—l)(a + h)(w) — f(kfl)(a)(w) — L(h,w)
= gala+hyub, - ub =S galayul, ubTt = gl (@)(Byul, b

acA acA acA
= Z (ga(a’ + h) - ga(a’) - g(lx(a)(h’)) uzlxl o 'ul(i;}l'
a€cA

Odtud a z definice normy (k — 1)-linearniho zobrazeni vyplyva, ze

1F* D@+ h) = F* (@) = Lhy o ) leyy@nm) € D gala+ k) = gala) = go(a)(h)]
acA
< (#A)e||h]l.
Tedy
S ) = fED (@) = Dl e
1m = O7
h—o ||h||Rn

a tudiz L = f*)(a).
Necht m € N. Pro kazdé j € {1,...,m} nalezneme podle z jiz dokdzaného zobrazeni L; €
L (R™ R) spliiujici

k—1 k—
o W@ ) = 0 — Ly e e
h—o (1]l R~

=0.

Polozme L = (Ly, ..., Ly,). Potom L € L, (R™,R™) a plati

lim [ (a+h) = fED (@) = L(h, ...l gy wr mem) 0
hvo | A]|zn ’
takze L = f*)(a). O

Poznamka. Necht n € N, f je funkce z R" do R, a € R™ a f”(a) existuje. Potom je f”(a)
bilinearni zobrazeni reprezentované matici

9% f 9% f
Ox? (a) Tt Omy 9z, (a)
H = ...
5 5
an,gml (a) te 815 (a)

ve smyslu
Vu,v €R™: f(a)(u,v) = v Ho.
Matice H je symetricka.

Definice. Necht f je funkce z R™ do R, a € R™ a f”(a) existuje. Potom matici H nazyvame
Hessovou matici.

Definice. Necht n € N, f je funkce z R" do R, a € R™ a f”(a) existuje. Potom druhgm dife-
rencidlem funkce f v bodé a nazyvame kvadratickou formu h — f”(a)(h,h). Podobné pro k € N
rozumime diferencidlem k-tého Fddu funkce f v bodé a zobrazeni h+— f*)(a)(h, ..., h).

konec 15. pfednasky (20.11.2023)
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11.4. Taylordv polynom vice proménnych.

Definice. Nechf k,n € N, f je funkce z R* do R, a € R a f*)(a) existuje. Potom Taylorovgm
polynomem k-tého Tddu funkce f v bodé a rozumime polynom n proménnych

Tf’ = Z f(]) )z —a,...,z—a),

pfidemz vektor (z —a,...,x —a) ma j slozek.

Vé&ta 11.22 (Lagrangeiv tvar zbytku). Necht n € N, k € NU {0}, f je zobrazeni z R™ do R,
G C R" je oteviend konvexni mnozina, f € C¥TY(G) a a,z € G. Potom existuje & leZici na tsecce
spojugjici body a a x takové, Ze

f@) =TE@) + g/ O a2 —a)

(pFicemz vektor (x —a,...,x —a) md k+ 1 sloZek).
Diikaz. Diky konvexité a otevienosti G nalezneme interval («, 3) spliwjici [0, 1] C («, 3) a takovy,
ze
a+t(x—a) € G prokazdét e (a,f).
Polozme
o(t) = fla+t(xr —a)) prote (a,f).

Zobrazeni t ++ a + t(z — a) je tiidy C*(R), a tedy podle Véty 11.17 je ¢ tiidy C*(a, B). Podle
Lagrangeova tvaru zbytku pro funkci jedné proménné existuje n € (0,1) takové, ze

(k+1)
(1) 1 (1) = S,

tedy

E o) o+
(25) =3¢ S s

Pouzitim Fetizkového pravidla dostaneme pro kazdé ¢ € (a, )

Zaxf (0 1o~ ) (a1, — @) = o+ 1 — ))& — ),

Z 31;1 8171 a+t(x—a))(wi, —a;,) (@i, — ai, = f'(a+t(x—a))(x—a,z—a)),

Z1:1

M-

I
-

12

Pro kazdé j € {1,...,l<:+1} at € (a,p) plati

8

:f(J)(a+t(x—a))(x—a,...,x—a)-

Dosazenim do (25) dostaneme podle definice Taylorova polynomu

flx) = T,{’a(x) + f(k+1)(a +n(x—a))(z—a,...,x—a).

(k+1)!

Polozme £ = a + n(x — a). Potom £ lezi na tsecce spojujici body a a z a spliuje pozadované
tvrzeni. O



36 LUBOS PICK
Véta 11.23 (Peantv tvar zbytku). Nechtn € N, k € NU {0}, f je zobrazeni z R™ do R, a € R™
a f je tiidy C* na jistém okoli a. Potom

_mrfa
lim f(x) k k(x)
e=a |z —d

=0.

Diikaz. Pro k = 0 tvrzeni trivialné plati. Pfedpokladejme, Ze k > 1. Nalezneme § > 0 takové, Ze
f € C¥(B(a,d)). Zvolme x € B(a,d). Protoze mnozina B(a,d) je oteviend a konvexni, miiZzeme
podle Véty 11.22 nalézt £(x) lezici na tsecce spojujici a a x takové, ze

f(@) =T (@ )+ f(’“)(f( N —a,...,z—a)
Potom plati

f@) =T @) = 7 (F9E@) - 1 @) @ = a0 - a)
kl Z Z (5%?“ L(ﬁ(@)‘W(@) (ziy — aiy) - (T4, — aiy)-

i1=1 =1
Tedy
(@) = T (@)
SR 2 A O O, T By 0y, ) T T T
1 ¢ = o f o f k
< = -2 —all*.
= k! Zl Zl 13, ... 0x;, (@) = 55— O, (@)l =l
Q1= Q=
Odtud vyplyva, ze pro kazdé x € B(a, ) \ {a} plati
@) - T @ \ ot
DS AR —| e —a
- |z — al k &E“ ) axlk Se .oz, E@) 0z, ... 0w, (a)

Tip=1

Vsechny parcialni derivace az do fadu k véetné jsou spojité v a, a tedy

}LH;EZ 2

= = 8:1:“ . 8x7k 9o oz, C@) - 0x;, ...0x;, (a)‘ =0,

(x) —al| < ||z — a]|. Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Symbol o mizeme ziejmym zpusobem definovat i pro funkce vice proménnych. Pak
Ize tvrzeni predchazejici véty psat ve tvaru

f(@) =T @) +o(lz —a|"), == a.
konec 16. pfednasky (22.11.2023)

11.5. Véty o implicitné zadanych funkcich.

Véta 11.24 (o implicitné zadané funkci). Necht n € N, k € NU {oo}, G C R""! je otevrend
mnoZina, F: G - R, 2 € R", g € R, [Z,79] € G a necht plati:

(a) F € CHG),

(b) F(z,5) =0,

(c) 95(&,9) # 0.

Potom ezistuje okoli U C R™ bodu & a okoli V- C R bodu § tak, Ze U x V C G a pro kazdé

x € U emistuje prdavé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem p(x), pak
pelCkU) a

l(x):—’(()))), kdeie{l,...,n}azxeU.
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Diikaz. FExistence . Bez tjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze %—5(5, 7) > 0. Protoze k > 1
a F € CkG), je %—5 spojita v bodé [z, §]. Diky této spojitosti nalezneme §; > 0 a & > 0 takova,
ze B(Z,61) X [§ — &1, +&] C G a

- N _ oF
V[$7y] € B(x751) X [y - 51,y+§1] : ?y(xvy) > 0.
Odtud plyne, Ze funkce ¢t — F(Z,t) je rostouci na [§ — &1, 7 + &1]. Mame proto
F(,9—&)<0 a F(@,g+&)>0.
Diky spojitosti F' nalezneme 02 € (0,47) takové, Ze
Vo € B(2,8): F(z,j—&)<0 & Flz,j+&)>0.

Polozme U = B(Z,62) aV = (§—&1,§+&1). Zvolme 2 € U. Funkee t — F(z,t) jena [§—&1,§+&1]
rostouci, spojita a splimje F(z,§ — &) < 0 a F(z,5 4+ &) > 0. Diky Bolzanové vété o nabyvani
mezihodnot existuje pravé jedno y € (§ — &1,7 + &) takové, Zze F(x,y) = 0. Tim je dokdzana
existence implicitni funkce ¢: U — V spliijici F(z, ¢(z)) = 0 pro kazdé x € U.
Spojitost p. Zvolme x* € U a € > 0. Polozme
G*=Ux ((p(z*) —e,p(x") +e)NV)

a F* = F|g-. Potom je G* oteviena a plati
*
Ay

Podle jiz dokazané ¢asti tvrzeni nalezneme okoli U* C R™ bodu z* a okoli V* C R bodu ¢(x*)
takova, ze U* x V* C G* a

F*eChG"), F*a*p(@))=0 a (%, ¢(2")) > 0.

VeeU* Ay eV*: F*(z,y) =0.
Odtud plyne
e(U") C V™ C (p(z") — &, 0(x7) + &)

Tim je dok&zana spojitost ¢ v bodé z*. Protoze bod z* € U byl zvolen libovolné&, plyne odtud
spojitost ¢ na U.

Plati ¢ € CY(U). Zvolme i € {1,...,n} a * € U. Diky spojitosti ¢ na U nalezneme § > 0 a
n > 0 takova, ze B(z*,0) C U, p(B(z*,0)) CV a

B(z",6) x (B(x7,6)) C B([z", ¢(z")],n) C G.
Zvolme t € (—4§,8)\{0}. K nému podle Véty 11.15 nalezneme £(¢) € R™*! lezici na tisedce spojujici
body [z*,p(x*)] a [z* + te!, p(x* + te')] takové, Ze
0=F(z" +te', p(a” +te')) — F(z,p(z")) = F'(£())(te', p(a™ + te') — p(a)).

To podle Véty 11.1 znamen4, ze

0= 2; (&) -t+ %(g(t))(w(:ﬂ* +te') — p(z*)).

Odtud vyplyva, ze

(26) (a* +te') — p(a*) B Sﬂ.( (t))
t )
Diky trojihelnikové nerovnosti dostaneme
I€(t) = [e", (@)l < [t + [o(a” +te') — p(a™)] .

Podle jiz dokdzané ¢asti tvrzeni vime, ze ¢ je spojita, a tedy plati

lim |p(2* + te') — p(z*)| = 0.
t—0
Odtud dostaneme
lim [|£(¢) — [2", p(2")][| = 0,

t—0
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neboli
lim €(t) = 2", ()]
Dosazenim do (26) a pomoci vty o spojitosti slozeného zobrazeni (Véta 10.23) dostaneme
O, o platte) —pat) - FEEW®)  FE (o)
(") = lim = —lim 55 = -5 .
Oz; =0 t =0 5y (E() Sy (@*, ("))

(27)

Protoze z* € U bylo zvoleno libovolng, plati (27) pro kazdé z* € U.

Plati ¢ € C*(U). Tvrzeni dokdZeme kone¢nou matematickou indukei. Z ptedchoziho vime, Ze
¢ € CY(U). Predpokladejme, ze ¢ € C?~1(U) pro n&jaké j € N, 2 < j < k. Zobrazeni z + [z, p(x)]
je tedy tiidy Cj*.l(U). Funkce g%, cee gﬂi’% jsou podle ptedpokladu véty tiidy C*~1(G), a
tedy také t¥idy C/~1(G). Podle véty o skladani hladkych zobrazeni (Véta 11.17) jsou funkce z +—
OF (2, 0(x)),...,x — 2L (2, p(x)),z — %—Z(x,w(m)) tridy C7~(U). Diky (27) jsou tedy funkce

Bz, RES
e, FE tridy C77H(U). Odtud plyne, Ze ¢ je tiidy C7(U). O

konec 17. pfednasky (27.11.2023)

Véta 11.25 (o implicitng zadanych funkcich). Necht m,n € N, k € NU {0}, G C R*"*™ je
oteviend mnozina, F: G - R™, £ € R", § € R™, [Z,3] € G a nech? plati:

(a) F € CMG),

(b) F(Z,7) = o,

(c)

OF) (~ =~ OF) (5 =~

(i G) ... (i)
#0.

OFm (5 ~ OFm (5 &~

851 (I7y) %Lm(l‘,y)

Potom ezistuje okoli U C R™ bodu T a okoli V- C R™ bodu g tak, Ze U x V. C G a pro kazdé
x € U emistuje prdavé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = o. Oznacime-li toto y symbolem p(x), pak
o eCrU).

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci podle m. Je-li m = 1, plati tvrzeni podle Véty 11.24.
Piedpokladejme, 7Ze tvrzeni plati pro néjaké m € N. Necht F' a [z,g] spliuji pfedpoklady véty,
pri¢emZ m je nahrazeno (m + 1). Podle pfedpokladu véty je matice

OFy (7 ~ OF ~ 7~
aiyll( ’ ) e aynl«ll»l ( ’ )
Ap = : :
OFar (5 OFmi1 (= -
67;/1+1 (SC, y) st Bymill ('1:7 y)

regularni. UkéZeme, Ze bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat Arp = I, kde I oznacuje
jednotkovou matici typu (m + 1) x (m + 1). UvaZujme zobrazeni L: R™™1 — R™*1 definované
predpisem L(y) = (Ap)~'y. Toto zobrazeni je linearni bijekce R™*! na R™*! a je tiidy C> na
R™*1. Dale uvazujme zobrazeni T: G — R™T! definované predpisem T = L o F. Tvrdime, Ze
zobrazeni T" mé nasledujici vlastnosti:

o T cCH@),

o Vx,yl € G: T(z,y) =0 F(x,y) = o,

[ ] ATZALOAFZAEIOAF:]I.
Prvni vlastnost plyne z Véty 11.17 a druhé z regularity matice A;l. Ovéfme tieti vlastnost. Zob-
razeni y — F(Z,y) méa derivaci v bodé § reprezentovanou matici Ap. Zobrazeni y — T(Z,y) =
Lo F(z,y) ma podle véty o derivaci sloZzeného zobrazeni (Véta 11.13) v bodé § derivaci reprezen-
tovanou matici (Ap)~'Ar = I. Protoze

8F‘m-ﬁ-l

z,y) =1%#0,
Dot (T,9) =1#

Fm+1(*%7g> =0
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nalezneme diky Vé&ts 11.24 okoli U* € R™™™ bodu [Z,§1,...,¥m] & okoli V* C R bodu @1
takové, ze
Y[z, y1,- o ym) €U IYmg1 €V Frni1 (T, 91, - -+ s Yy Ymg1) = 0.
Oznaéme tento bod symbolem ¥(z,y1, ..., ym). Pak ¢ € C¥(U*). Definujme H: U* — R™ pied-
pisem
Hi(z, 91, ym) = Filz, 91,y Yms V(2 91, - - -, ym)), 1 €4{1,...,m}.
Pak H € C*(U*) podle Véty 11.17 a plati H(Z, 31, - - -, §m) = 0. Déle plati

OH; . _ . OF; . . . L -
TyYis---5Ym) = x7y1a"'aym7¢x7y17"'7ym
< )= 5 ( )
oF; . . N o W0y N
xvyla"'vymawxayh"'aym o \TyYly - Ym
8ym+1( ( ))6yj( )
L =73, ..
= 1,7 €4{1,...,m},
{o, izy, “IE J
nebot
or; . . N s . ]
P (I7y1a"'7yma¢('xay17"'aym)):O’ 7’6{17"'am}'
ym+1

Mizeme tedy aplikovat indukéni predpoklad na H v bodé& [Z, §1, . . ., §m]. Nalezneme okoli S C R™
bodu Z a okoli R C R™ bodu [¢1, ..., ¥m] takova, ze S x R C U* a

Ve e S Myr,...,ym] € R: H(xyy1,. .., Ym) =0

Oznacme p;(z) = y;, 1 € {1,...,m}, a pmi1(x) = Y(x,01(2), ..., om(x)). Potom ¢ = (¢1,...,0m+1)
je tiidy C* na S a pro kazdé = € S plati

Fi(l', @(x)) = Fi(x’ 501(55)’ ) @m(x)’ (Perl(x))
= Fi(m7 901(55)7 s sﬂm(ﬂf)ﬂ/J(ﬂf, SDI(I)7 s me(x)))

Hi(x,01(),...,om(z)) =0, i€e€{l,...,m},
0, i=m+1.

Nalezneme okoli V' C R x V* C R™*! bodu § a okoli U C ¢~}(V) C R™ bodu 7. Jestlize
[x,y] € U x V spliwje F(z,y) =0, pakz € Say € Rx V* atedy [z,y1,...,ym] €S x R C U*.
Potom y,, 41 = ¥(x,y1,.-.,Ym), nebot y,41 € V*. Dale y; = i(z), i € {1,...,m}, takZe Y11 =
©m+1(x). Odtud plyne tvrzeni. O

11.6. Lokalni extrémy funkci vice proménnych.

Definice. 1\{echt’ (P, 0) je metricky prostor, M C P, a € M a f je funkce z P do R spliwujici
M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého mazima (minima) na M, jestlize plati
VeeM: f(z) < fla) (f(z)= f(a))

f{ekneme, Ze f nabyva v bodé a svého lokdlniho mazima (lokdlnitho minima) na M, jestlize existuje
takové § > 0, ze

Vo € Bla,0) N M f() < fla) (f(2) = f(a).
f{ekneme, Ze f nabyva v bodé a svého ostrého lokdlniho mazima (ostrého lokdlniho minima) na
M, jestlize existuje takové & > 0, Ze

Ve e (B(a,0) N M)\ {a}: f(z) < fla) (f(z)> [f(a)).

Poznamka. Necht n € N, G C R" je oteviena, a € G, h € R", f: G — R a f € C?(G).
Nalezneme § > 0 spliwjici a + th € G pro |t| < ¢ a definujeme funkci g: (—§,) — R predpisem
9(t) = f(a+th). Potom ¢'(0) = f"(a)(h) a g"(0) = f"(a)(h, ).

konec 18. pfednasky (29.11.2023)
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Volné extrémy.

Véta 11.26 (nutna podminka existence lokalniho extrému). Necht n € N, G C R™ je oteviend,
a€Gaie{l,...,n}. Necht funkce f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Potom bud g—i(a)
neexistuje nebo a%fi(a) =0.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze é%(a) existuje. Nalezneme § > 0 splitujici a +te! € G prot € (=6, 9).
Definujme funkci g: (—4,5) — R predpisem g(t) = f(a+te'). Potom ma g v bodé 0 lokalni extrém,
a tedy ¢’(0) bud neexistuje nebo je rovna 0. Diky pfedchazejici poznamce vime, Ze plati

- af
! _r! T\
g(0) = f(a)(€") = 5~ (a),
takze ¢'(0) existuje. Tedy ¢'(0) = 0, a tudiz také aaTi(a) =0. O

Véta 11.27 (elipticita positivné definitini kvadratické formy). Necht n € N a Q: R™ — R je
positivné definitni kvadratickd forma. Potom existuje € > 0 takové, Ze

Vh e R™ : Q(h) > <||h|*

Diikaz. Jest .
Q(h) =YY aihih;, heR™,
i=1 j=1
pro vhodna a;; € R, ¢,5 € {1,...,n}, a tedy je zobrazeni @ spojité na R". Oznaéme
S={heR"; |h]| =1}
a

e =inf{Q(h); h € S}.

Mnozina S je omezena a uzaviend, a tedy je podle Véty 10.19 kompaktni. Podle Véty 10.28
nalezneme hg € S takové, ze Q(hg) = €. Odtud a z positivni definitnosti @ vyplyva, ze € > 0.
Tvrzeni véty ziejmé plati pro h = o. Zvolme h € R™ \ {o}. Potom

Q) = Q (nhHZ”) — hPQ (”Z) > el
[l

Véta 11.28 (podminky druhého Fadu pro existenci lokalniho extrému). Nechtn € N, G C R" je
oteviend, f € C*(G), a € G a f'(a) = 0. Potom plati:

(a) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h,h) positivné definitni, pak funkce f nabgvd v bodé a
svého ostrého lokdlniho minima;

(b) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h,h) negativné definitni, pak funkce f nabjvd v bodé a
svého ostrého lokdlntho maxima;

(¢) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h, h) indefinitni, pak funkce f nenabgvd v bodé a lokdlniho
extrému.

Diikaz. (a) Podle Véty 11.27 nalezneme € > 0 takové, ze
(28) Yh e R™: f"(a)(h,h) > |||
Diky Vété 11.23 (Peantv tvar zbytku) nalezneme § > 0 spliujici

_Tfa
W > 72 pro kazdé x € B(aj)\{a}.

Diky tomu, Ze f’(a) je nulové zobrazeni, a tedy pro kazdé x € R™ plati

T () = f(0) + 31" (@)(z ~ 0.~ a),
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plyne odtud, ze
f@) = f(a) = 5"(a)(z — a,x — a)

2
[l —af

> —Z pro kazdé x € B(a,d) \ {a}.

Kombinaci posledniho odhadu a (28) obdrzime

f(@) = fla) > 3" @) —az—a) = S o= al 2 5o ol - S e~ al = S o~ a]

Tedy f nabyva v bodé a svého ostrého lokdlniho minima.
(b) Tvrzeni lze dokazat obdobné jako tvrzeni (a).
(c) Diky tomu, Ze kvadraticka forma h — f”(a)(h,h) je indefinitni, nalezneme h',h? € R"
takova, ze
f'(a)(h,hY) >0 a f"(a)(h* h?) <.
Nalezneme & > 0 takové, Ze pro kazdé t € (—6,0) plati a +th' € G a a+th? € G. Prot € (—4,6)
polozme g1 (t) = f(a +th') a go(t) = f(a + th?). Potom

91(0) = f'(a)(h') =0, g{(0) = f"(a) (A", A") > 0.
Tedy g1 ma v 0 ostré lokdln{ minimum. Obdobné 1ze dokazat, ze go ma v 0 ostré lokdlni maximum.

Odtud plyne, Ze f nemé v a lokalni extrém. O

Poznamka. Je-li kvadraticka forma h — f”(a)(h,h) semidefinitni, pak pouze na zakladé této
informace nelze rozhodnout, zda ma f v a extrém, pfipadné jakého typu, jak ilustruji priklady
flzy) = =2 £y

konec 19. pfednasky (4.12.2023)

Vazané extrémy.

Véta 11.29 (Lagrangeova v&ta o multiplikatorech). Necht m,n € N, m < n, G C R" je oteviend,
fvgl7~"7g’m: G—>R7 f7gla-"agm € Cl(G);

M={z€G:g1(2) =0,...,9m(z) =0}

a bod Z je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespoti
jedna z ndsledujicich podminek:

(a) vektory Vgi(2),...,Vgm(Z) jsou linedrné zdvislé;

(b) existuji redlnd éisla A1, ..., Ay splitugict

VIEZ) +MVa(Z) + -+ AV (2) = o.

Diikaz. Predpokladejme, Ze vyrok (a) neplati. Oznatme s = n—m a g = (g1,-..,9m). PiSme
R™ = R® x R™, pfiCemz proménné prostoru R® zna¢ime x a proménné prostoru R™ znacime .
Bez tjmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze

Gz - ()
: .| #0.
Bam(z) ... Bom(z)

Podle Véty 11.25 nalezneme okoli U C R® bodu & = [Z,...,2,] a okoli V. C R™ bodu § =
[Zs+1,- -, 2n] takova, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V (oznacme jej ¢(x)) splitujici

9(z, () = o.
Definujme funkci ¢: U — R predpisem
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Protoze ¢ € CY(U), plati ¢p € C'(U). Funkce 3 ma v bodé & zfejmé lokilni extrém. Podle
Veéty 11.26 tedy plati V(&) = o. Zvolme j € {1,...,s}. Potom

) of of . 0p;, .
2 .
(29) 0= G (@)= 5 ()+ 21_:1: 5, (e @
Funkce x — g(x, ¢(z)) je konstantni na U, a tedy
39! 39! 390@ :
= 1,... 1,...,s}.
(30) axj E 8yl 0, le{l,...om}, je{l,..., s}
Oznacme
8501 &Pm

—4(@)..., 8xj( ) eR", je{l,...,s}

H = Lin[u', ... u®].
Ztejmé plati dim H = s. Tedy dim H+ = m. Podle (30) mame
Va(2) e H, 1e{1,...,m},
takze vektory Vgi(2),..., Vgm(Z) tvori bazi H+. Z (29) vyplyva, ze Vf(Z) € H*. Odtud plyne,
7e V f(2) je linearni kombinaci vektort Vg1 (2),..., Vgn(Z), takze plati vyrok (b). O
11.7. Regularni zobrazeni.

Definice. Necht n € N, G C R" a f je zobrazeni z R" do R"™. Rekneme, 7e f je difeomorfismus
na G, jestlize je prosté na G, f(G) je oteviend mnozina v R", f € C}(G) a f~1 € CL(f(Q)).

Véta 11.30 (o lokalnim difeomorfismu). Nechtn € N, a € R™ a f je zobrazeni z R™ do R"™, které
je tridy C' na jistém okoli V bodu a. Jestlize Jp(a) # 0, pak existuje okoli U C R™ bodu a takové,
Ze flu je difeomorfismus na U.

Diikaz. Polozme G =R"™ x V, b = f(a) a definujme funkci F': G — R™ predpisem

F(y,z) = f(z) —y.
Potom F € CY(G), F(b,a) =0 a

9B (b,a) ... ZE(b,a) g;; (a) ... gg;(a)
: : = : | #0
Sk (b a) SEb,a)| |52 (a) ... S2(a)

Podle Véty 11.25 nalezneme okoli U; C V' bodu a a okoli W C R™ bodu b takova, ze pro kazdé
y € W existuje pravé jedno z € U; (ozname z = p(y)) takové, ze F(y,x) = o. Navic plati
peCH W) a
o=F(y,oW) = fle) -y, yeW
Tedy
f(p(y)) =y pro kazdé y € W.

Zobrazeni f je tudiz prosté na mnozing U; N f~1(W). Polozme U = Uy N f~Y(W). Pak U je
oteviena mnozina, a € U C V a (f|y)™! = ¢ € CH{W). O

Definice. Necht n € N, a G C R" je oteviena mnozina. Rekneme, ze f: G — R” je reguldrni,
jestlize f € C'(G) a pro kazdé a € G plati J;(a) # 0.

Véta 11.31 (vztah difeomorfismu a regularniho zobrazeni). Necht' n € N, G C R"™ je oteviend
mnozina a f: G — R". Pak f je difeomorfismus na G prdvé kdyz je requldrni a prosté.
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Diikaz. =  Piedpokladejme, Ze f je na G difeomorfismus. Potom f je zfejmé prosté a tiidy
CY@G). Zvolme a € G. Potom

ld=1d'(a) = (f" o f)(a) = (1) (f(a) o f'(a).
Odtud plyne, Ze f’(a) regularni, a tedy Jy(a) # 0.
< Nyni piedpoklddejme, Ze f regularni a prosté na G. Potom f € C}(G). Zvolme y € f(G).
K nému nalezneme z € G spliwjici f(z) = y. Podle Véty 11.30 nalezneme otevienou mnoZinu
U C G obsahujici z takovou, ze f|y je difeomorfismus. Tedy f(U) je oteviend a y € f(U) C f(G).
Tudiz je f(G) oteviena. Navic je f~1 € C*(f(U)). Protoze y bylo zvoleno libovolné, plyne odtud,
ze f~1 € CH(f(G)). U

konec 20. pfednasky (6.12.2023)

12. METRICKE PROSTORY II
12.1. Uplné metrické prostory.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a {x,} je posloupnost prvki P. Rekneme, 7e {x,} je
cauchyovskd, pripadné Ze spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, jestlize plati

(31) Ve>03ng e NVn,meN, nym >ng: 0(xn, Tn) <e.
Poznamka. Vyrok (31) je ekvivalentni vyroku

JK > 0Ve >0 3Ing Vm,n > ng: o(Tm, Tn) < Ke.
Diukaz lze provést obdobné jako v pripadé limity posloupnosti realnych ¢&isel.

Véta 12.1 (konvergence a Bolzanova—Cauchyova podminka). Necht (P, o) je metricky prostor a
{zn} je konvergentni posloupnost prvki P. Potom je {x,} cauchyouvskd.

Dikaz. Necht z € P spliiuje lim z,, = z. Necht ¢ > 0. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
n > ng plati o(z,,x) < e. Pak pro kazdé m,n > ng plati

Q(xnaxm) < Q(IH,I) + Q(.Tm,x) <e+e =2,
a tedy posloupnost {z,} podle Véty 12.1 spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku. O

Véta 12.2 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro diskrétni prostory). Necht P je mnoZina a {x,}
je posloupnost prvki P. Potom je {x,} cauchyovskd v metrickém prostoru (P, oqgiskr) prdvé tehdy,
kdyZ existugi x € P a ng € N takovd, Ze pro kaZdé n > ng plati x, = x.
Dikaz. =  Polozme ¢ = 1. Nalezneme ng takové, Ze pro kazda m,n > ng plati o(@m,,x,) < 1.
Z definice diskrétni metriky vyplyva, ze pro kazda takova m,n plati x,, = x,,. Odtud jiz snadno
plyne dokazovana implikace.

< 7 Véty 10.2(b) vime, Ze posloupnost {x,} je v (P, odiskr) konvergentni. Podle Véty 12.1 je
tedy v tomto prostoru cauchyovska. O

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor je uplng, jestlize kazda cauchyovské posloupnost prvka
P je konvergentni.

Priklad. Dokazte, Ze metricky prostor R je dplny.
Reseni. Tvrzeni plyne z Véty 2.24.
Ptiklad. Dokazte, ze metricky prostor (0,1) neni tplny.

Reseni. Uvazujme posloupnost {z,} = {n%_l} prvki intervalu (0,1). Zvolme £ > 0. K nému
nalezneme ng € N splhujici n%) < e. Potom pro kazda m,n > ng plati

|xm—xn|:|—mi_1—n%_1 <ni0<€.
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Odtud plyne, Ze posloupnost {z,,} je cauchyovska v (0,1). DokadZeme, Ze {x,} neni konvergentni v
(0,1). Pfedpokladejme, Ze = € (0,1). Nalezneme n; € N takové, ze - 1

<. Oznatme € = = — o
Pak € > 0 a pro kazdé n > n; plati

|ty —2| =20 — =5 >0 - =¢,

a tedy limz,, # . Protoze z € (0,1) bylo zvoleno libovolné&, posloupnost {z,} nemé v prostoru
(0,1) limitu, a tedy v ném neni konvergentni. Prostor (0,1) tedy neni aplny.

Priklad. Necht n € N. Dokazte, Ze metricky prostor R™ je tplny.

Reseni. Necht {2} je cauchyovska posloupnost prvki prostoru R™. Pro kazdé i € {1,...,n} a
k,l € N plati

|2} — xi| < oa(a®, 2).
7 této nerovnosti plyne, Ze {xf}z"zl je cauchyovska posloupnost redlnych ¢isel pro kazdé i €
{1,...,n}. Diky tplnosti prostoru R je kazd4 z téchto posloupnosti konvergentni. Ozna¢me limy,_, o, 2% =
xf, kde i € {1,...,n}. Prvek o* = [x},...,2%] je pak limitou posloupnosti {z*}.

Priklad. Dokazte, ze diskrétni metricky prostor (P, gqiskr) je Gplny.
Reseni. Tvrzeni plyne z Vétyl12.2 a Véty 10.2(a).

Uplnost metrického prostoru zasadnim zpisobem zavisi na zvolené metrice. Tento fakt ilustruji
nésledujici dvé véty.
Véta 12.3 (prostor spojitych funkei se supremovou metrikou a aplnost). Necht a,b € R, a < b.
Potom je metricky prostor (C([a,b]), gsup) Uping.

Diikaz. Necht { f,} je cauchyovska posloupnost v prostoru (C([a, b]), 0sup)- Zvolme z € [a, b]. Potom
je posloupnost realnych &isel {f,(x)} cauchyovska v R, nebot pro kazdé n,m € N plati |f,(z) —
fm(2)] < 0sup(fn; fm). Diky tplnosti prostoru R mé posloupnost { f, ()} v R vlastni limitu, kterou
oznac¢ime symbolem f(z). Tim je definovéna funkce f: [a,b] — R.

Zvolme e > 0. Diky cauchyovskosti posloupnosti {f,,} nalezneme ny € N takové, 7ze pro kazda
n,m > ng a x € [a,b] plati

‘fn(x> - fm(l')‘ < qup(fn,fm) <eE.

Protoze limy, oo fm(2) = (), plyne odtud, Ze pro kazda n > ng a « € [a, b] plati
|fu(x) = f(z)| = m%gnoo |fn(z) = fm(2)] <&,

a tedy takeé

sup [fn(z) = f(z)] <e.
z€[a,b]
Odtud plyne, ze lim ggup(fr, f) = 0. Zbyva dokazat, ze f je spojita na [a, b].

Predpokladejme, Ze y € [a,b]. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé x € [a, b]
plati |fn, () — f(2)] < e. Diky spojitosti funkce f,,, na [a, b] nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé
z € [a,b] spliwjici |z — y| < & plati |fny(2) — fno(¥)|] < €. Potom pro kazdé z € [a,b] splhwjici
|z —y| < ¢ plati

[F(2) = F@W < 1F(2) = Fo (2)] + [fnog (2) = Fruo ()] + | o () = f(y)] < 3e.

Funkce f je tedy spojitd v bodé y. Protoze bod y byl zvolen libovolng, je funkce f spojitd na
[a, b]. O

konec 21. pfednasky (11.12.2023)

Véta 12.4 (prostor spojitych funkei s integralni metrikou a tplnost). Metricky prostor (C([—1,1]), 0int)
nent uplny.
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Diikaz. Pro kazdé n € N definujeme funkei f,, na [—1, 1] pfedpisem
fn(x) = sign(x) V/|x|.
Potom pro kazda m,n € N spliujici m < n plati
1 1
il ) = [ 15a(0) = Fn()do =2 [ (fa(o) = fin(o) da
-1 0

n m 2(n —m)
:2(n+1 _m+1) Tt )(m+1)

Zvolme € > 0. Nalezneme ng € N takové, ze ng + 1 > % Potom pro kazdé m,n > ng plati
2(n —m) o M 1 2

in nyJm) = >~ S <
Ginc(fns fm) = G+ S 2 d im a1 S ngt 1

&

takZe posloupnost {f,} je cauchyovska v prostoru (C ([-1,1)), gint). DokaZeme vsak, Ze tato po-
sloupnost neni v prostoru (C ([-1,1)), gint) konvergentni.

Zvolme f € C([-1,1]) a pfedpokladejme nejprve, Ze f(0) < 0. Potom diky spojitosti funkce f
v bodé 0 nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé y € [0, 4] plati f(y) < 1. K tomuto ¢ nalezneme
m € N takové, ze 27 < §. Oznacme

5
v = / (fm(z) — f(2)) dz.
9—m
Potom 7 > 0, nebot pro kazdé x € [27™,6] plati f,,(z) > § a f(z) < 3, takze fi(z) > f(z).
Navic pro kazdé n > m plati

1
mnw:/an—ﬂmmzL

6 1

ale) = f@lldo= [ (fale) = f(@) do

2—m

5
> [ (fnla) = fla)) do =1,
takZe funkce f nenf limitou posloupnosti {f,} v prostoru (C([—1,1]), gin¢). Obdobné lze dokazat,
Ze ani Zadna funkce f € C([—1,1]) spliwjici f(0) > 0 neni limitou posloupnosti { f,}. Posloupnost
{fn} tedy neni v prostoru (C ([-1,1]), Qint) konvergentni. Z toho plyne, Ze tento metricky prostor
neni dplny. O

Véta 12.5 (kompaktnost a tuplnost). Necht (P, ) je kompaktni metricky prostor. Potom je P
uplng.

Diikaz. Predpokladejme, Ze {x,,} je cauchyovska posloupnost v P. Diky kompaktnosti P nalezneme
rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ni} a = € P takova, ze limy_,o0 Zn, = . Zvolme £ > 0.
Diky Bolzanové—Cauchyové podmince nalezneme ny € N takové, Ze pro kazda m,n € N splhujici
m > ng an > ng plati o(xn, zm) < . Diky konvergenci posloupnosti {x,,, }Zozl dale nalezneme
ko € N takové, 7e pro kazdé k € N, k > ko, plati o(z,, ,z) < e. ProtoZe {ny} je rostouci, nalezneme
keN, k> kg, takové, Ze ny > ng. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

0(xn,x) < 0(@n, xn,) + 0(Xn,,x) < e+e=2e.
Odtud plyne, ze lim z,, = x, takze {x,} je konvergentni. Prostor P je tedy tplny. O

Poznamky. (a) Z dikazu Véty 12.5 plyne nasledujici tvrzeni: v libovolném metrickém prostoru
je kazda cauchyovska posloupnost s konvergentni podposloupnosti jiz sama konvergentni.

(b) Opacné implikace ve Vété 12.5 neplati. Piiklady tplnych nekompaktnich prostorii jsou R,
R", (C([a,b]), 0sup) a nekone¢ny diskrétni prostor. Posledné jmenovany prostor ukazuje, Ze pro
kompaktnost nesta¢i ani Gplnost a omezenost.

Véta 12.6 (aplnost a uzavienost). Necht (P, ) je uplny metricky prostor a M C P. Potom je
(M, o) uplny prdvé tehdy, kdyz M je uzaviend.
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Dikaz. =  Necht {z,} je posloupnost prvki M, z € P a limz, = z. Posloupnost {z,} je
konvergentni, a tudiz cauchyovské, v P. Tim padem je cauchyovska také v M, coz je iplny metricky
prostor. Nalezneme tedy y € M takové, Zze limx, = y. Z jednoznac¢nosti limity vyplyva x = y,
takze x € M. Mnozina M je tedy uzaviena.

< Necht {z,} je cauchyovska posloupnost prvka M. Potom je {x,} cauchyovska také v P, coz
je uplny metricky prostor. Nalezneme tady = € P takové, ze limz,, = x. Protoze M je uzavieni,
plati z € M. Tedy lim z,, = x také v M, takze (M, o) je uplny. O

Vé&ta 12.7 (Cantorova). Necht (P, o) je metricky prostor. Potom P je iplny privé tehdy, kdyz
pro kaZdou posloupnost {F,,} neprdzdnijch uzaviengch podmnozin P spliiugict

(32) Foi1 CF, prokaZdén € N
a
(33) lim diam F,, =0

n— o0

je Moy Fr jednobodovd mnoZina.

Dikaz. = Pro kazdé n € N zvolme z,, € F,,. Zvolme dale € > 0. Nalezneme ng € N takové, Ze
diam F,,, < €. Potom pro kazda m,n € N, m,n > ng, plati ,,,z, € F,,, a tedy o(zm,Tn) < €.
Posloupnost {z,} je tudiz cauchyovska. Diky tplnosti P nalezneme z € P takové, Ze limz,, = x.
Pro kazdé n € N je {z; }j’;n posloupnost prvka F),, kterad podle véty o limité vybrané posloupnosti
konverguje k x. Protoze F,, je uzaviend, plati x € F,,. Protoze n € N bylo zvoleno libovolné, plati
z € oy F,. Pro kazdé m € N pak jest diam((,~; F,,) < diam F,,,, a tedy diam((,—; F,,) = 0.
Odtud plyne, ze ("~ F,, = {z}.

konec 22. pfednasky (13.12.2023)

< Necht {z,} je cauchyovska posloupnost. Pro kazdé n € N polozme
F,={z;; j >n}.

Potom je {F,} posloupnost neprazdnych uzavfenych mnoZin spliwjici (32). Zvolme £ > 0. Na-
lezneme ng € N takove, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati o(zn,xn,) < €. Odtud plyne, Ze
diam F,, < diam F,,, < € pro kazdé n € N, a tedy plati (33). Podle pfedpokladu nalezneme = € P
takové, ze (°_, F,, = {«}. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati

o(z,z,) < diam F,,, < e.
Odtud plyne, ze lim z,, = x. O

Poznamka. Bez predpokladu lim,,_, o, diam F;,, = 0 Cantorova véta neplati. Piikladem je posloup-
nost F,, = [n,00), n € N, v metrickém prostoru R.

12.2. Husté a ridké mnozZiny.
Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Rekneme, Ze A je hustd v P, jestlize A = P.

Poznamka. MnoZina A je hustd v metrickém prostoru P pravé tehdy, kdyz pro kazdé =z € P
existuje posloupnost {z,} prvki A splaujici z,, — =.

Poznamky. (a) Q a R\ Q jsou husté v R,
(b) mnozina v8ech polynomii na [a, b], kde [a,b] C R, je husta v C([a, ], 0sup),
(¢) mnozina A je husta v diskrétnim prostoru P pravé tehdy, kdyz A = P.

Véta 12.8 (charakterisace hustych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom
je A C P je hustd prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou otevienou meprdzdnou mnoZinu G C P plati

GNA#D.

Diitkaz. = Piedpokladejme %e G C P je oteviena neprazdnd mnoZina spliujici GNA = §. Potom
je P\ G uzaviena a plati A C P\ G. Tudiz A C P\ G = P\ G # P. Tedy A neni husta v P.

< Pfedpokladejme, ze A neni hustd v P a polozme G = P\ A. Potom je G neprazdna a
oteviena a plati G N A = (. Odtud plyne tvrzeni. O
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Véta 12.9 (prinik hustych mnoZin). Necht (P, o) je metricky prostor, G C P je oteviend hustd
a H C P je hustd. Potom je G N H hustd.

Diikaz. Zvolme otevienou neprazdnou mnozinu G;. Potom je G; N G oteviena. Podle Véty 12.8
je navic neprazdna. Tudiz je Gy N (GN H) = (G1 NG) N H neprazdna. Protoze G byla zvolena
libovolng, plyne odtud, ze (G N H) je husta. O

Poznamka. Tvrzeni Véty 12.9 neplati bez predpokladu otevienosti alesponi jedné z mnozin. Na-
priklad disjunktni mnoziny Q a R\ Q jsou husté v R.

Poznamka. Necht (P, g) je metricky prostor, n € Na Gy,..., G, jsou oteviené husté podmnoziny
P. Potom mZ:1 G je oteviena a husta. Toto tvrzeni neplati pro spoc¢etny prunik. Naptiklad pro
kazdé r € Q je mnozina Q \ {r} husté a oteviena v Q, ale mnozina ﬂTGQ (Q\ {r}) je prazdna, a
tedy neni husté v R.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je #idkd, jestlize P \ 4 je
husta.

Poznamky. (a) Prazdna mnoZina je fidka v libovolném metrickém prostoru,
(b) podmnozina diskrétniho prostoru je fidka pravé tehdy, kdyZ je prazdna,
(c) N je fidka v R,

(d) Q neni ¥idka v R,
(e) necht a,b € R, a < b, pak mnozina
A={f€Cla,b], 1< f(z) <1, = €[a,b]}
je Fidka v (Cla, b], gint ), ale neni Fidka v (C[a, b, 0sup)-

Véta 12.10 (charakterisace Fidkych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a necht A C P.
Potom jsou ndsledugict tri vyroky ekvivalentni:

(a) A je Fidkd v P,

(b) Int (A) =0,

(¢) P\ A obsahuje hustou otevienou mnoZinu.

Diikaz. (a)=(b) Predpokladejme, Ze mnozina Int (Z) je neprazdna. Tato mnoZina je otevien4
a plati

Int () A (P\ 4) = 0.
Podle Véty 12.8 tedy P\ A neni husta, takze A nenf fidka.

(b)=(c) Mnozina P\ A je oteviena a splituje P\ A C P\ A. Dokdzeme, Ze je husta. Zvolme
otevienou neprazdnou mnozinu G a polozme H = G N (P \ A). Pfedpoklddejme, ze H = (). Potom
G C A, tedy G C Int(A), takze Int(A) # 0, coz je spor. Tedy H # (). Odtud plyne tvrzeni.

(¢)=(a) Protoze P\ A obsahuje hustou otevienou mnozinu, je Int(P \ A) husta. Protoze
Int(P\ A) = P\ A, je P\ A husta. Tedy je A fidka. O
Véta 12.11 (vlastnosti fidkych mnozin). Necht (P, ¢) je metricky prostor a A, B C P. Potom

(a) je-li A vidkd a B C A, pak B je fidkd,
(b) jsou-li A a B tidké, pak také AU B je fidkd,
(c) mnozina A ¥idkd prdvé tehdy, kdyz A je vidkd.
Diikaz. (a) Plati B C A, a tedy P\ A C P\ B. MnoZina P\ B je hust4, a tedy B je Fidka.
(b) Plati
P\AUB=P\(AUB)=(P\A)N(P\B).
Protoze mnoziny A a B jsou ¥idkeé, jsou P\ A a P\ B husté a oteviené. Mnozina (P\ A) N (P \ B)
je husta. Mnozina P\ AU B je hust4, tedy AU B je fidka.
(c) Tvrzeni plyne z toho, ze, P\ A= P\ A. O

Definice. Necht P je mnoZina a 91 C exp P. Rekneme, Ze struktura 9 je mnoZinovy idedl,
jestlize je uzaviend na podmnoziny a kone¢na sjednoceni, a mnozinovy o-idedl, jestlize je uzaviena
na podmnoziny a spocetna sjednoceni.
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Poznamka. Z tvrzeni (a) a (b) Véty 12.11 plyne, Ze systém vSech Fidkych podmnozin kazdého
metrického prostoru tvori mnozinovy ideal. Obecné vSak netvori mnozinovy o-ideal. Prikladem je
mnozina Q = J,colz}, kterd je spocetnym sjednocenim fidkych mnozin, ale neni fidké v R.

konec 23. pfednasky (18.12.2023)

12.3. Mnoziny prvni a druhé kategorie a residualni mnoziny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Rekneme, ze A je prun kategorie, jestlize exis-
tuje posloupnost Fidkych mnozin {4, } splijici A = (J;2 | A,,. Rekneme, ze A je druhé kategorie,
jestlize neni prvni{ kategorie. Rekneme, Ze A je residudling, jestlize P\ A je prvni kategorie.

Poznamky. (a) Q je prvni kategorie v R,
(b) R\ Q je druhé kategorie a residudlni v R,
(c) (C(la, b)), oint) je prvni kategorie.

Poznamka. Systém vSech mnozin prvni kategorie v metrickém prostoru tvofi o-ideal.

Poznamka. Necht (P, ) je metricky prostor a G C P je oteviena a hustd mnoZina. Potom je
P\ G uzaviena a ridka. Toto pozorovani plyne z Véty 10.6 a toho, Ze

P\P\G=P\(P\G)=G
je husta mnozina.

Véta 12.12 (charakterisace prostora druhé kategorie). Metricky prostor (P, o) je druhé kategorie
prdave tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {Gy} otevrengch hustijch mnoZin plati (,—, Gy # 0.

Dikaz. = Predpokladejme, Ze pro n&jakou posloupnost {G,,} otevienych hustych mnozin plati
N~ Gy, = 0. Potom je pro kazdé n € N mnozina P\ G, uzavien4 a fidka. Navic plati
o0

P=P\0=P\ () G.=J(P\Gn),
n=1 n=1
a tedy je P prvni kategorie.
< Predpokladejme, ze P je prvni kategorie. Potom nalezneme posloupnost ridkych mnozin
{A,} spliwjici P = |, A,. Podle Véty 12.11(c) je pro kazdé n € N mnozina A, ridki. Pro
n € N polozme G,, = P\ A,,. Pak je pro kazdé n € N mnoZina G,, oteviena a husta. Navic plati

ﬁanz ﬁ(P\AT)zp\ [jan:P\P:(Z).

O

Definice. Rekneme, 7e metricky prostor (P, o) je Bairetv, jestlize je kazda jeho neprazdna ote-
viena podmnozina druhé kategorie.

Véta 12.13 (charakterisace Baireovych prostori). Nechl (P, ) je metricky prostor. Pak jsou
ndsledujict t7i vyroky ekvivalentni.

(a) P je Bairetv,

(b) pro kazdou posloupnost {G,} oteviengch hustjch mnozin je (., Gy, hustd,

(¢) kaZdd residudlni mnozina je hustd.

Diikaz. (a)=(b) Pfedpokladejme, Ze pro n&jakou posloupnost {G,,} otevienych hustych mnozin
neni (., G,, husta. Diky V&t& 12.8 nalezneme neprazdnou otevrenou mnozinu G splitujic

oo
GN () Gn=0.
n=1
Zvolme n € N. DokéZeme, Ze mnozina G N G,, oteviena a hustd v metrickém prostoru (G, o).
Zvolme z € G. Diky hustoté G,, v P nalezneme posloupnost {z;} prvki G,, spliwjici x — = pro
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k — oo. Diky otevienosti G nalezneme r > 0 spliwjici B(z,r) C G. Nalezneme kg € N takové,
Ze pro kazdé k > ko plati x € B(z,r). Potom je {xk}zc’:ko posloupnost prvka G N G,, spliujici
x — x. Odtud plyne, zZe G N G, oteviena a husta v G. Protoze n bylo zvoleno libovolné, plyne
odtud, Ze pro kazdé n € N je mnozina G \ G,, uzaviena a ¥idka v G. Navic plati

G=G\[)Gn=J(@\Gn),
n=1 n=1

takze G je prvni kategorie. Tudiz P neni Bairetv.

(b)=(c) Predpokladejme, ze A C P je residudlni mnozina. Potom existuje posloupnost {A4,,}
fidkych mnozin splitujici P\ A = (J;—, A,,. Pro n € N polozme G, = P\ 4,,. Potom je pro kazdé
n € N mnozina GG,, oteviena a husta a plati

Podle (b) je ,—; G, husta, a tedy také A je husta.
(¢)=(a) Pfedpokladejme, Ze A je neprazdna mnoZina prvni kategorie. Potom je P\ A resi-
duélni, a tedy hustéa. Podle Véty 12.8 neni A oteviend, a tedy P je Baireuv. O

12.4. Baireova véta.

Poznamka. Je-li G oteviend neprazdnd mnozina v metrickém prostoru, potom existuji prvek
z € G a ¢islo r > 0 takova, ze B(z,r) C G. Toto pozorovani lze dokazat napitiklad nésledujicim
zpusobem. Diky otevienosti G' nalezneme r; > 0 takové, ze B(z,7m1) C G a zvolime r € (0,71).

Zvolme y € B(x,r). K nému nalezneme posloupnost {x,} prvka B(z,r) takovou, Ze x, — y.
Polozme € = 11 — r. Potom je € > 0. Nalezneme ng € N takoveé, 7ze o(x,,,y) < €. Potom

o(x,y) < o(x,wny) + 0(Tny,y) <r+e=r+r.—r=ry,

takze y € B(z,7m1) C G. Protoze y bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze B(z,r) C G.
Vé&ta 12.14 (Baireova). Necht (P, o) je uplng metricky prostor. Potom je P Bairetv.

Diikaz. Predpokladejme, Ze {G,} je posloupnost otevienych hustych mnoZin. Zvolme neprazdnou
otevienou mnozinu G. Podle Véty 12.8 je mnozina G NGy oteviena a neprazdna. Zvolme x; € GN
G;. Nalezneme r; € (0,1) takové, ze B(x1,71) C GNG;. Podle Véty 12.8 je B(x1,7r1)NG oteviena
a neprazdna. Nalezneme ro € (0, %) takové, ze B(xq,7m2) C B(x1,71) N Go. Predpokladejme, Ze
pro néjaké n € N, n > 2, mame uréeny prvky xi,...,x, € P a ¢isla ry,...,r, > 0, pro kazdé
je{l,....k} platir; € (O,%) a pro kazdé j € {2,...,k} plati

B(l’j, Tj) cGn B(l’j,h ijl).
Podle Véty 12.8 je mnoZina B(Zy,, ) N G,y oteviend a neprazdna. Zvolme x,1 € B(zy,r,) N
Gp+1. Nalezneme 7,41 € (0, T%H) takové, 7e B(Zn11,Tn+1) C B(@n, ) N Gpg1.
Pro n € N polozme F,, = B(zp,r,). Potom {F,} je posloupnost neprazdnych uzavfenych
mnozin spliiujici F,,+1 C F, pro kazdé n € N a
lim diam F;, = 0.
Prostor P je uplny, a tedy diky Cantorové vété nalezneme x € P spliujici

{z} = Fn

n=1

Potom pro kazdé n € N plati

x € F, = B(xn,mm) CGN ﬂGi.

i=1
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Tedy
redn ()G

n=1
Odtud plyne, ze GN(,_, G, # 0, takze podle Véty 12.8 je (), G, husta. Podle Véty 12.13 je
tudiz P Bairetv. O

Poznamky. (a) (0,1) je Baireiiv, ale neni uplny,
(b) (0,1) U{2} je Baireiiv,
(¢) (0,1)U(QN(2,3)) je druhé kategorie, ale neni Baireiiv,
(d) (C([0,1]), Oint) neni Bairetv.

Poznamka. Pro neprazdny metricky prostor P plati
P je kompaktni = P je iplny = P je Baireiv = P je druhé kategorie,

pri¢emz zadnou z implikaci neni mozné obratit.
konec 24. pfednasky (20.12.2023)

12.5. Metoda kategorii.

Poznamka. Necht P je mnozina a V(z), x € P, je vyrokova forma. Chceme-li dokazat vyrok
3z € P: V(z), miZzeme postupovat nasledujicim zpisobem. Nalezneme na P metriku p takovou,
7e (P,p) je uplny a {x € P, =V(x)} je prvni kategorie. Tento postup je dileZzitym pirikladem
nekonstruktivni dikazové techniky a nazyvame jej metoda kategorii.

Véta 12.15 (existence spojité funkce bez derivace). Existuje funkce f € C([0,1]), kterd nemd v
Zadném bodé ani jednu vlastni jednostrannou derivaci.

Diikaz. Polozme
Et ={fec(0,1]); Iz €[0,1) takové, Ze existuje vlastni f’, (z)}
a pro kazdé n € N, n > 2, polozme
Ef={fec(0,1]); Fz€[0,1 - L]Vhe (0,1):|f(x+h) — f(z)] < nh}.

Dokazeme, ze ET C |J,2, E;}. Predpokladejme, Zze f € ET. Nalezneme z € [0,1) takové, Ze
fi(x) € R. Oznacme

A ) )]
h—0 h
Potom A € R. Nalezneme hg € (0,1 — x) takové, Ze pro kazdé h € (0, ho) plati
|f(x+h) = flz)] < (A+1)h.
Konetné nalezneme n € N, n > max{2, A + 1, ;- }. Potom f € E;l.

Zvolme n € N, n > 2. Dokézeme, 7e E, je uzavfena. Predpokladejme, Ze {f} je posloupnost
prvki EF a f € C([0,1]) spliwjici osup (fx, f) — 0. Potom pro kazdé k € N nalezneme zj, € [0, 17%]
takové, ze pro kazdé h € (0, L) plati | fi(zr + h) — fu(zk)| < nh. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy
véty nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {k;} a 2 € [0,1— %] spliwjict limj o0 21, =
x. Zvolme € > 0. Diky tomu, Ze osup(fr, f) — 0, nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati

qup(fka f) <e.
Funkce f je spojitd, a tedy stejnomérné spojita na [0, 1]. Diky tomu nalezneme 6 > 0 takové, Ze
pro kazda x,y € [0, 1] spliwjici |« — y| < 6 plati | f(z) — f(y)| < e. Déle nalezneme j € N takové,
e kj > ko a |z, — x| < 8. Zvolme h € (0, £). Potom

[f(zr; +h) = fle+h)| <e

|f(xn;) — fo)] <e.
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Tedy

|f(x+h) = f(2)] < |f(@x+h) = flzr, + )| + (@, +h) = fi, (@, +h)]
+ | fr; (@r; + 1) = fi; ()| + | fr; (2n,) — flog) |+ [ f(2r,) — f(2)]
<e4+e+nh+e+e=nh+4de.

Protoze e bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, Ze pro kazdé h € (0, %) plati
|f(z+h) = f(z)] < nh.

Odtud vyplyva, Ze f € Ef, takze E, je uzaviena.

Dokézeme, Ze E;I je fidka. Diky uzavienosti E, staci dokazat, ze C([0,1])\ B, je husta. Zvolme
f € C([0,1]) a € > 0. Nalezneme po ¢astech linearni funkci ¢ na [0, 1] splaujici ||f — ¢|| < € a
funkei ,,tvaru pily* p v C([0, 1]) spliwjici ||p|| < € a

Vo €[0,1— 2] 3h € (0,1 —2) : |p(x + h) — p(z)| > nh.
Polozme g = ¢ + p. Potom g € E a

If =gl <If —el+lle—gll=1If —ell +lpl <2,
takze C([0,1]) \ E;f je husta v C([0, 1]).
Tedy ET je prvni kategorie. Obdobné lze dokazat, Ze i mnoZina
E~ ={f€C([0,1]); Tz € (0,1] takové, ze existuje vlastni f’ (z)}

je prvni kategorie, takze i E* U E~ je prvni kategorie. Protoze (C([0,1]), gsup) je Uplny, plyne
z Baireovy véty, Ze je sém v sob&é druhé kategorie, takze ET U E~ # C([0,1]). Odtud plyne
tvrzeni. U

Poznamka. Tvrzeni Véty 12.15 lze dokazat i konstruktivng. Necht g: R — R spliwuje g(x) = |z|
pro x € [—1,1] a g je 2-periodicka na R. Polozme

fla) = i <i>ng 4"z), zeR.

n=0

Potom f je spojita na R a v zddném bodé nema ani jednu vlastni jednostrannou derivaci.
12.6. Banachova véta o kontrakci.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a f: P — P. Rekneme, Ze f je kontrakee, jestlize
existuje v € [0,1) takové, Ze pro kazdé z,y € P plati o(f(z), f(y)) < vo(z,y). Rekneme, Ze f je
neexpansivni, jestlize pro kazdé =,y € P, x # y, plati o(f(x), f(y)) < o(z,y).

Poznamka. Kazda kontrakce je neexpansivni. Funkce sin na [0, g} je neexpansivni, ale neni kon-
trakce. Kazdé neexpansivni zobrazeni je lipschitzovské (s konstantou 1), a tedy stejnomérné spojité.

Definice. Necht P je mnozina, f: P — P ax € P. Rekneme, ze x je pevny bod f, jestlize
fa2) = .

Véta 12.16 (Banachova véta o kontrakci). Necht (P, p) je tuplny neprdzdny metricky prostor
a f: P — P je kontrakce. Potom f md pravé jeden pevny bod.

Diikaz. Necht v € [0,1) spliuje o(f(z), f(y)) < vo(x,y) pro kazda z,y € P. Zvolme z; € P a
pfedpokladejme, 7e pro néjaké n € N mame urceny z1,...,x,. Polozme z,1 = f(z,). Takto
definujeme posloupnost {z,} prvkia P. DokdZeme matematickou indukei, Ze pro kazdé n € N plati

(34) Q(xnvanrl) S 'Yn_lg(xlax2)-

Pro n =1 je nerovnost (34) ziejméa. Predpokladejme, Ze (34) plati pro néjaké n € N. Potom

n—1

0(Tny1, Tny2) = o(f(zn), f(@ni1)) < v0(Tn, Tny1) <Y 021, 22) = ¥" 0(21, T2).



52 LUBOS PICK

Odtud a z trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze pro kazda m,n € N, m > n, plati

Q(x'ruxm) S Q(xruanrl) + Q(xn+17xn+2) + -+ Q(xmflaxm)

n—1
< (’7"71 +A4" +7m72) o(ry,x2) < 1= o1, x2).
Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
,7710—1
o(x1,m0) < €.
L=~
Potom pro kazda m,n € N, m > n > ng, plati
,yn—l no—1
Ty Tm) < T1,T2) < T1,22) < E.
o(zn m)_liny(l 2) 1779(1 2)

Tedy {x,} je cauchyovska. Diky tplunosti P nalezneme x € P spliwjici limz,, = x. Podle vty o

limité vybrané posloupnosti plati limz,+1 = z, tedy lim f(z,) = . Ze spojitosti f a Heineovy

véty ale zaroven plyne, Ze lim f(z,) = f(z). Diky jednoznac¢nosti limity tedy plati f(z) = z, takze

x je pevny bod f. DokaZeme jeho jednoznacnost. Piedpokladejme, Ze y je pevny bod f. Potom
oz, y) = o(f(x), f(y)) < yolz,y).

Protoze v < 1, plati o(z,y) = 0, a tedy y = «. O
konec 25. pfednasky (3.1.2024)

Véta 12.17 (o pevném bodu neexpansivniho zobrazeni). Necht (P, o) je kompakini neprdzdny
metricky prostor a f: P — P je neexpansivni. Potom f md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Definujme zobrazeni g: P — [0, 00) predpisem

g(z) = o(z, f(x)).
€ P. Potom bud z = y, nebo o(f(z), f(y)) < o(z,y). V kazdém piipadé plati
y)) < o(z,y), a tedy
—9(y) = oz, f(z)) — oy, f(y) < o(z,y) + oy, f(y) + o(f(y), f(z)) — o(y, f(y))
= o(z,y) + o(f(2), f(y)) < ol y) + o(z,y) = 20(x,y).

Ze symetrie dostaneme g(y) — g(x) < 20(z,y), a tedy |g(z) —g(y)| < 20(x,y). Odtud plyne, Ze g je
lipschitzovské, a tedy spojité na P, takZe nabyva na P svého minima. Nalezneme xy € P takové,
7e pro viechna y € P plati g(xg) < g(y). Predpokladejme, Ze g(z) > 0. Potom xg # f(z0), a tedy

9(f(w0)) = o(f (w0), f*(w0)) < o(xo, f(0)) = g(xo),

coZ je spor s tim, Ze g nabyva minima v xg. Tedy g(xg) = 0, takZe xo je pevny bod f. DokadZeme
jeho jednozna¢nost. Predpokladejme, Ze x, y € P jsou dva rizné pevné body f. Potom f(x) # f(y),
a tedy

Zvolme x,y
)

o(f(z), f(
g9(z)

o(z,y) = o(f(z), f(y)) < o(x,y),

COZ je Spor. O

Véta 12.18 (o pevném bodu zobrazeni, jehoZ mocnina je kontrakce). Necht (P, ) je uplny ne-
prdzdny metricky prostor, f: P — P a existuje n € N takové, Ze Ze f™ je kontrakce na P, kde
ff"=fofo---of (n-krdt). Potom f md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Podle Banachovy véty o kontrakci mé f™ v P pravé jeden pevny bod, oznacme jej xg.
Potom

[ (f(@o)) = F(f"(@0)) = f(0),
takze f(xo) je pevny bod f™. Z jednoznacnosti pevného bodu plyne f(xg) = zo, a tedy zo je
pevny bod f. DokdZzeme jeho jednozna¢nost. Predpokladejme, Ze y je pevny bod f. Dokazeme
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matematickou indukei, Ze pro kazdé k € N je y pevny bod f*. Pro k = 1 tvrzeni plati. Necht pro
néjaké k € N je y pevny bod f*. Potom

Uy = W) = fy) = v
Specialné je tedy y pevny bod f". Z jednozna¢nosti pevného bodu plyne y = x. O
12.7. Banachovy prostory.

Definice. Necht X,Y jsou normované linearni prostory a L: X — Y je linearni. Rekneme, %e L
je omezené, jestlize existuje C' > 0 takové, ze pro kazdé x € X plati

IL()[ly < Cll|lx-

Prostor vSech omezenych linearnich zobrazeni z X do Y zna¢ime £(X,Y). Normou omezeného
linedrniho zobrazeni L nazyvame hodnotu

Ll cxyy = supfllL()lly s 2 € X, [lz)x <1}.

Poznamka. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a L: X — Y je omezené linedrni
zobrazeni. Potom plati

IL(z)lly < [[Lllzx,v)llzllx  pro kazde z € X.
Poznamka. Necht X,Y jsou normované linearni prostory. Potom (K(X YY) e X7y)) tvori

normovany lineadrni prostor, ktery je uplny za pfedpokladu, ze Y je tplny. Ve specidlnim piipadé,
kdy Y =R, se L(X,Y) nazyva dudlnim prostorem k X.

Véta 12.19 (charakterisace omezeného linedrniho zobrazeni). Necht X,Y jsou normované line-
darng prostory a L: X — 'Y je linedrni. Potom jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni.

(a) L je omezené,
(b) L je lipschitzouské,
(¢) L je spojité,
(d) L je spojité v bodé o.
Diikaz. (a)=(b) Zvolme z,y € X. Potom
IL(z) = L(y)lly = [I1L(z = »)lly < [ Lllexnllz —yllx,

takze L je lipschitzovské s konstantou nepfevysujici || L] z(x y)-
(b)=(c)=(d) ODbé& implikace zfejmé plati.
(d)=(a) Nalezneme ¢ > 0 takové, ze pro kazdé © € X, ||z||x < 4, plati |L(x)|y < 1. Zvolme
x € X \ {o} a polozme v = m. Potom je ||yz||x < J, a tedy plati
YL@y = v L(@)lly = [L(v2)]ly < 1.
Tedy

(3) 1@l < Sllalx.

Protoze x € X \ {o} bylo zvoleno libovolné a pro z = o plati (35) trivialng, plyne odtud, Ze L je
omezené a

2
1Ll cx,vy < 5

Véta 12.20 (spojitost normy). Necht X je normovany linedrni prostor. Potom je zobrazeni
I-1: X =R

1-lipschitzovské (a tedy spojité).

Diikaz. Tvrzeni plyne bezprostfedné z toho, Ze diky trojuhelnikové nerovnosti plati

[zl =yl | < [l =yl pro kazda z,y € X.
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Véta 12.21 (normy na prostoru kone¢né dimenze). Necht n € N, X je vektorovy prostor dimenze

n, {x1,...,x,} je jeho bdze a ||-||: X — R je norma. Potom existuji ¢, C > 0 takovd, Ze pro kaZdé
z € X platd

(36) cllzllz < lzfl < Cllz]2,

kde || - |2 je kanonickd norma na X definovand predpisem

Z)\?, kde A\ € R™ splituje x = Z AiZi.
i=1

i=1
Specidlné, na prostoru konecné algebraické dimenze jsou libovolné dvé normy ekvivalentni.

Diikaz. Zvolme z € X. K nému nalezneme jednoznané urcéené A = [A1,...,\,] € R™ spliiujici
z =Y 1 Nx;. Polozme C = /Y ", ||x;]|?. Potom diky trojihelnikové nerovnosti a Cauchyové-
Schwarzové-Bunakovského nerovnosti plati

n
E Ai;
i=1

Tim je dokdzana druhé nerovnost v (36).
Definujme funkci F': R™ — X predpisem

n

n n
<D illlzall < (| 20N | D llaill? = Cll]2.
i=1 i=1

i=1

]l =

F(\) = Z)‘ixi pro A € R™.
i=1
Potom F je bijekce a navic pro kazdé A € R™ plati

n
E Ais
i=1

IEMIF =

n
<olsw

i=1
takze F' je spojité. Polozme

S:{AeR”:ZA3=1}.
i=1
Potom S je zFejmé omezené. Navic je vzorem uzaviené mnoZiny {1} p¥i spojitém zobrazeni z
R™ do R definovaném predpisem A — Z?Zl A2, a tedy je uzaviena. Podle Véty 10.19 je tedy S
kompaktni v R™. Podle Véty 10.26 je F'(S) kompaktni v X. Podle Véty 12.20 je zobrazeni || - ||
spojité na X, a tedy nabyva na F(S) svého minima, které ozna¢ime symbolem §. Protoze 0 ¢ S,
plati o ¢ F(S), a tedy 6 > 0.

Je-li = o, pak prvni nerovnost v (36) zfejmé plati. Pfedpokladejme, Ze & # o a poloZme
A = F~(z). Potom

Navic

takze -z € F(S). Tedy

llll2
‘ x|l > 0.
]2
Diky vlastnostem normy odtud plyne
2] = 6|2
Plati tedy prvni nerovnost v (36) s konstantou ¢ = . O

konec 26. prednasky (8.1.2024)
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Definice. Banachovijm prostorem nazyvame tplny normovany linearni prostor.

Véta 12.22 (tuplnost prostoru konefné dimenze). KaZdy normovany linedrni prostor konecné
algebraické dimenze je Banachiv.

Diikaz. Necht n € N, X je normovany linearni prostor dimenze n s normou || - ||, {z1,...,2z,} je
jeho baze a ||-||2 je norma odpovidajici této bazi. Necht {x*} je cauchyovska posloupnost prvki X.
Podle Véty 12.21 jsou normy || - || a || - |2 ekvivalentni, a tedy {z*} je cauchyovska také vzhledem
k normé || - ||2. Necht pro k € N je AF € R™ uréeno vztahem

n
zk = E pLI
i=1

Potom je {\F} cauchyovska posloupnost prvkii R™. Diky tplnosti R” nalezneme A € R spliujici
limg_yoo A¥ = \. Polozme z = >, Air;. Potom |z* — x|l — 0, a tedy, diky ekvivalenci norem,
také ||z% — z|| — 0. Tedy {z*} je konvergentni. Odtud plyne, 7e X je tplny. O

Véta 12.23 (vnitiek podprostoru). Necht X je normovany linedrni prostor a 'Y je jeho linedrni
podprostor. Potom IntY # () prdvé tehdy, kdyz X =Y.

Diikaz. =  Predpokladejme, Ze pro néjakd y € Y a r > 0 plati B(y,r) C Y. Zvolme z € X \ {0}
a polozme z = y + mgv Potom z € B(y,r), a tedy z € Y. ProtoZe x = M(z — ), plyne z
linearity Y, ze x € Y. Tedy X =Y.

< Tato implikace je zfejma. O

Vé&ta 12.24 (dimenze Banachova prostoru). Necht X je Banachiv prostor. Potom je jeho dimenze
bud konecnd, nebo nespocetnd.

Diikaz. Predpokladejme, Ze {z,} je spoCetna nekoneéna baze X. Pro n € N poloZzme E, =
Lin({z1,...,2,}). Potom X = |Jo_, E,. Pro kazdé n € N je E, vlastni linearni podprostor
X koneéné dimenze. Podle Véty 12.22 je E, uplny, a tedy podle Véty 12.6 je uzavieny. Podle
Véty 12.23 plati Int(E,,) = Int(E,) = 0. Z Véty 12.10 tedy plyne, Ze pro kazdé n € N je E,, iidkA.
Prostor X je tudiz prvni kategorie. Zaroven je ale tuplny, takze diky Baireové vétd (Véta 12.14)
dostavame spor. O

Vé&ta 12.25 (uplnost Lebesgueovych prostorti). Necht p € [1,00] a (R, p) je prostor s mirou.
Potom je LP(R, 1) Banachiv prostor.

Diikaz. Vime, ze LP(R,p) je normovany linearni prostor, nebot trojahelnikva nerovnost plyne
z Minkowského nerovnosti a ostatni axiomy normy jsou zfejmé splnény. Pfedpoklddejme nejprve,
7e p € [1,00) a posloupnost {f,}32; je cauchyovskd v LP. Chceme dokazat, %e je konvergentni
v LP. K tomu stac¢i nalézt jeji konvergentni podposloupnost. Diky Bolzanové—Cauchyové podmince
nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny}32, takovou, ze

| frnsr — frllp <27%  pro kazde k € N.

Pro k € Naz € R polozme
k

gk(x) = Z ’fnj+1 (l‘) - fnj (37)’ .

j=1
Potom je {gr(x)}72, neklesajici posloupnost realnych ¢isel pro kazdé x € R. Polozme
g(z) =limgg(x) prox € R.

Tato bodova limita existuje diky monotonii posloupnosti {gx(z)}3,, takze funkce g je dobfe
definovana. Navic diky trojihelnikové nerovnosti plati pro kazdé k € N

k oo
(37) lgrlly < S Wy = s llp <> 277 = 1.
7=1

=1
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Diky Fatouovu lemmatu plati

</Rg(x)”du>p < limin (/ng(x)pdu)" <1,

takze g € L?. Nalezneme mnozinu N nulové miry a takovou, ze

Z |fnj+1(x) - fnj(x)| konverguje pro kazdé x € R\ N.
j=1

Tedy
Z (fnj+1(x) - fnj(m)) konverguje pro kazdé x € R \ N.
j=1

Polozme

f(@) = fu, (2 +Z frjea (@) = fn,(x)) proz € R\ N.

Potom pro kazdé k € N, k> 2, a kazde x € R\ N plati

k—1
f’ﬂk(x) :fnl(x)+ 4 (fnj+l($>_fnj<x))’
a tedy
(38) Jim £, () = /().
Navic
(39) [ @) < [fy (2)] + 98(2) < [fn) ()| + g(x)  pro kazdé z € R\ N,

ProtozZe | fn,| +9g € L?, diky (38), (39) a Lebesgueové vét& o konvergenci s majorantou dostaneme
feLlalfn — fllp =0, coz jsme chtéli dokazat.

Nyni pfedpokladejme, Ze { f,, }°2 ; je cauchyovska posloupnost v L. Pro kazdé k € N nalezneme
ny € N takové, Ze pro kazda m,n > n; existuje mnozina Ny, , nulové miry spliujici

1

(40) | fm(2) — fo(2)] < 7 Pro kazde x € R\ Ni,m,n-
Potom je i mnozina N = |J N mn, kde sjednoceni je brano pfes viechna pFipustna k, m, n, nulové
miry a pro kazdé z € R\ N je posloupnost { f,,(2)}52; cauchyovska v R. Polozme f(x) = lim f,(z)
pro x € R\ N. Limitnim pfechodem m — oo v (40) dostaneme

|f(z) — ()|<f prokazdan >ng axz € R\ N.
Odtud vyplyva, ze f € L a plati || fr, — f|loo — 0. Tedy L je tplny. O

Poznamky. (a) Necht a,b € R, a < b. Potom (C([a,b]), ]| - [|sup) je Banachiiv prostor,
(b) 4o je Banachiv prostor.
(¢) ¢,co jsou Banachovy prostory.

konec 27 prfednasky (10.1.2024)



