MATEMATICKA ANALYZA 3 - ZIMNI SEMESTR 2023-2024
POCETNI PRIKLADY KE CVICENI

LUBOS PICK

1. SYSTEMY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH LINEARNICH ROVNIC 1. RADU

Piiklad 1.1. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic ,
r=2r—y—=z

y =2z —y— 2z
=22 —x 4.

Piiklad 1.2. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic
¥ =3x -2y —=z

y =3z —4y — 3z
2 =2 — 4y.

Piiklad 1.3. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic
=22 +22—y

y =z 42z
d=y—z— 2z

Priklad 1.4. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic )
r=x—-2y—=z

Y =y—x+z
Z=x—y.

Piiklad 1.5. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic
' =4x + 5y — 2z

y =20 —2y+=z2
Z=—z—y+2

Piiklad 1.6. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferenci-
alnich rovnic

¥=x—-y+z
y=x+y-—=z
2 =2z—y.

Priklad 1.7. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste systém diferenci-

alnich rovnic
=2 +y

y =2y +4z

2 =x—z.
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Piiklad 1.8. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Naleznéte maximalni
FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
' =2x—2y+z+eé
Y =—-1+2y—=z
2= -2z +3y — 2,
spliwjici poc¢atedni podminku z(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0.

Piiklad 1.9. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Naleznéte maximalni
FeSeni soustavy diferencialnich rovnic

spliwujici pocateéni podminku z(0) = 1, y(0) = 1, 2(0) = 0.
Priklad 1.10. Necht x a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte vSechna
maximalni FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
¥ =x4+2y+e
y =2z +y+e,
spliiujici pocateéni podminku x(0) = 0, y(0) = 0.

Priklad 1.11. Necht x a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. UvaZujte soustavu

diferencialnich rovnic
r=x—z

Yy =2r+y—22

7 =2r+y—2z
(i) Naleznéte vSechna maximaln{ feSeni uvedené soustavy, spliiujici po¢ateéni podminku z(0) = 1,
y(0) =1, 2(0) = 1.

(ii) Uréete mnozinu viech [zg,y0,20] € R?, pro kterd je maximélni feSeni uvedené soustavy
(z,y, z) vyhovujici podmince y(0) = [0, Yo, 20] konstantni.
2. METRICKE PROSTORY
Priklad 2.1. Ovéfte, zda nasledujici funkce definuji metriku na R:
olw,y) =12 =%l olxy) =la® =2l elz,y) = (x—y)*.

Piiklad 2.2. Necht p; a g2 jsou dvé metriky na mnoziné P. Oveéfte, zda nasledujici funkce definuji
metriku na P:

0= 01+ 02; 0 = max{p1;02}; 0 = min{oi; 02}; 0 =max{pi;1}; 0 = min{py;2}.

Piiklad 2.3. Co je potieba piredpokladat o funkci ¢, aby funkece o(x,y) := |p(z) —p(y)| definovala
metriku na R?

Priklad 2.4. Najdéte okoli bodu [1,1] v prostoru R? v ruské metrice o polomérech 1 a 2 a v
diskrétni metrice o polomérech % a 2.

Piiklad 2.5. Rozhodnéte, zda v obecném metrickém prostoru plati AN B = AN B.

Piiklad 2.6. V metrickém prostoru R? s eukleidovskou metrikou najdéte uzavéry graft funkei

inl =
f(x)zz{ 70 by R,

kde symboly D a R znac¢ime Dirichletovu a Riemannovu funkci.



Piiklad 2.7. Rozhodnéte, zda v metrikich ¢!, /P a £>° konverguji nasledujici posloupnosti:
{1,2,3,...,n,0,0,...,0,...};
{1,1,1,...,1,0,0,...,0,...} (n krat);
11 1
{,7...,,...70,...} (n krat);
n’'n n
1 1 1
— =y, —,0,... krat).
{ﬁ’ﬁ’ "V } (n krét)
Piiklad 2.8. Rozhodnéte, zda existuje metricky prostor P a dvé jeho neprazdné podmnoziny

A, B tak, aby platilo AN B = () a zaroven dist(A, B) = 0. Lze takové mnoZiny nalézt uzaviené?
Lze takové mnoziny nalézt takové, ze A je uzaviena a B je kompaktni?

Piiklad 2.9. Definujme na mnoziné R x R funkci
jestlize |z —y| € R\ Q;

jestlize |z —y| € Q\ {0};
0 jestlize x = y.

Noj= =

o(z,y) =

Ovérte, zda o je metrika, a pokud ano, charakterizujte v8echny oteviené a vSechny kompaktni
mnoZziny v této metrice.

Piiklad 2.10. Definujme na mnoziné R x R funkci
|z —y
Ltz -yl

Ovéfte, zda o je metrika, a pokud ano, spo¢téte diam(F;,), kde F), := [n,00), n € N, v této metrice.
Jsou mnoziny F,, omezené, uzaviené, kompaktni?

Q(xay) =

Priklad 2.11. Definujme na mnoziné R x R funkeci

ﬁ jestlize x #£ 0, y = 0;
%I jestlize y #£ 0, = = 0;
ﬁJri jestlize x £ 0, y # 0,z # y;

lyl
0 jestlize x = y.

o(z,y) =

Ovéite, zda p je metrika, a pokud ano, charakterizujte vSechny kompaktni mnoziny v této metrice.
Je prostor (R, g) kompaktni?

Piiklad 2.12. Necht P je kompaktni metricky prostor. Dokazte, Ze existuji y, z € P takova, Ze
o(y, z) = diam P.

Priklad 2.13. Dokazte, ze existuje metricky prostor P a v ném neprazdné uzaviend mnozina F
a neprazdna kompaktni mnozina K takové, Ze jejich vzdalenost neni realisovana, tedy neexistuji
body a € K, b € F spliwjici o(a,b) = dist(K, F). Lze alohu vyfesit v R"?

Piiklad 2.14. Dokazte, Ze posloupnost { f,, }, kde f,(z) = 2™, z € [0, 1], nema limitu v (C([0, 1]), @sup)-

Priklad 2.15. Naleznéte posloupnost { f,, }, ktera bodové konverguje ke spojité funkei, ale nekon-
verguje k této funkei v (C([0,1]), gsup)-

Piiklad 2.16. Necht {z,} je posloupnost prvka metrického prostoru P spliwjici z, — z pro
néjaké x € P. Rozhodnéte, zda je mnozina {x,;z € N} U {z} kompaktni.

Priklad 2.17. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte omezenou spojitou funkci
f: P — R, ktera neni stejnomérné spojité.

Priklad 2.18. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte neomezenou spojitou funkci
f:P—R.

Piiklad 2.19. Rozhodnéte, zda je mnozina {z = {z,,};|z,| < 1, n € N} kompaktni v £2.

— n?



Pfiklad 2.20. Rozhodnéte, zda je mnoZina vSech neklesajicich spojitych funkei f na [0, 1] spliu-
jicich || f|| < 1 kompaktni v (C([0, 1]), gsup)-

Piiklad 2.21. Rozhodnéte, zda je mnozina v8ech 1-lipschitzovskych funkei f na [0, 1] spliiujicich
171l <1 kompaktni v (C([0,1]), gsup)-

Piiklad 2.22. Rozhodnéte, zda souc¢in dvou kompaktnich prostori je kompaktni prostor.

Priklad 2.23. Definujme funkci F': /> — R pfedpisem F'(z) = limsupz,,. Je F' spojita na £,
na ¢, nebo na co?

Piiklad 2.24. Necht {z,} je posloupnost prvkii metrického prostoru splimjici
Ve >03ng e NVneN,n > ng: o(xn, Tni1) < €.
Plyne odtud, Ze {z,} je cauchyovska?

Piiklad 2.25. Definujme na R x R metriky o1(z,y) = | — y| a 02(x,y) = |arctgz — arctgy.
Naleznéte posloupnost, ktera je cauchyovska vzhledem k pravé jedné z téchto dvou metrik.

Piiklad 2.26. Definujme na R x R metriky o1(z,y) = | — y| a g2(x,y) = |arctgz — arctgy|.
Rozhodnéte, zda néktery z prostort (R, 01) a (R, g2) ma vice otevienych mnozin.

Ptiklad 2.27. Definujme na R x R metriku g2(z,y) = |arctgz — arctgy|. Rozhodnéte, zda je
prostor (R, g2) tplny.

Priklad 2.28. Necht P je neprazdny kompaktni metricky prostor a f: P — P spliiuje podminku

Va,y € P, x #y: o(f(2), f(y)) < o(z,y).
Dokazte, Ze potom mé f na P pevny bod.

Piiklad 2.29. UvaZujme prostor spojitych funkei na intervalu [a,b] s nasledujici metrikou

b
ot (frg) = / (@) — g(a)) da.

Ukazte, Ze tento metricky prostor je prvni kategorie a neni dplny a Ze jeho jednotkové koule je
Fidka.

Piiklad 2.30. Naleznéte metricky prostor (P, p) a posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin
{F,}22, takovou, ze F, 41 C F, prokazdé n € Na (o, F,, = 0.

Priklad 2.31. Necht a,b € R, a < b. UkaZte, Ze mnoZina
{f €C([a,b]): Iz € (a,b): f'(x) € R}
je 1. kategorie v prostoru C([a, D]).
Priklad 2.32. Ukazte, ze prostor /5 je separabilni a jeho jednotkova koule neni totalné omezené.

Priklad 2.33. Ukazte, Ze metricky prostor (P, o) je totalné omezeny prave tehdy, kdyz z kazdé
posloupnosti prvki P lze vybrat cauchyovskou podposloupnost.

Priklad 2.34. Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvisla mnozina?

Priklad 2.35. Je prinik dvou souvislych mnozin souvisla mnozina?

Piiklad 2.36. Je vzor souvislé mnoziny pii spojitém zobrazeni souvisla mnozina?
Piiklad 2.37. Je mnozina {z € C: |z| = 1} souvisla?

Priklad 2.38. Necht P je souvisly metricky prostor, ktery obsahuje vice nez jeden bod. DokaZte,
Ze P je nespocetny.

Piiklad 2.39. Ukazte, ze kazdy normovany linearni prostor je souvisly.



Priklad 2.40. Necht P =R a

|~

je-li x # 0,y = 0;
je-lix =0,y # 0;

je-li x = y;

jellixz #0,y #0,z #y.

=

o(z,y) =

ey

8

5]~
+
s

Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je uplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoZiny prostoru
(P, 0).

Piiklad 2.41. Necht P =N a g(m,n) = % - %’ Uréete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je tplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru
(P, 0). Jsou jednobodové mnoZziny oteviené?

Priklad 2.42. Necht P =N a g(m,n) = ‘% — %| Definujeme zobrazeni
T:n—n+1

Zobrazeni T ziejmé nema pevny bod. Lze odtud usoudit, Ze T" neni kontrakce na P? Jestlize ne,
dokazte to néjak jinak.

Priklad 2.43. Necht P =N\ {1} a g(m,n) = | L — 1|. Definujeme zobrazeni

“lm n
T:n—n?
Zobrazeni T zfejmé nema pevny bod. Dokazte, ze pfesto je T kontrakce na P. Jak je to mozné?

Piiklad 2.44. V prostoru C([0,1]) se supremovou metrikou definujeme pro dvé dané funkce
g,h € C([0,1]) dsecku:

f:00,1] = C([0,1]),  f(a) =g +a(h—g).

Dokazte, 7e: (a) usecka je kiivka,
(b) f je stejnomérné spojita na [0, 1];
(¢) C(]0,1]) je kiivkove souvisly prostor.
Vsimnéte se, Ze staci dokazat jen jedno z tvrzeni (i)—(iii). Které?

Priklad 2.45. Zkoumejte, jaké vlastnosti musime vyzadovat od metrického prostoru, aby v ném
bylo moZno né&jakym rozumnym zptsobem zadefinovat tisecku a aby platila analogie tvrzeni z pred-
chézejiciho ptikladu. Pro jakou t¥idu metrickych prostori takto automaticky zajistime kfivkovou
souvislost?

Priiklad 2.46. Ukazte na piikladu, Ze uzavér kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kiivkové
souvisld mnozina.

Navod: Graf funkce f(z) =sin (1), z € (0,1).
Piiklad 2.47. Ukazte piiklad mnozin A, B takovych, ze A C B C A, A je kiivkové souvisla
mnozina, B neni kiivkové souvisl4 mnoZina.

Navod: V R? vezméte viechny tsecky délky 1 vychazejici z po¢atku a majici smérnice %, n € N.
To je mnozina A. Mnozinu B vytvoite tak, Ze k A pridate jesté tsetku {[z,y] € R?; z € [3,1],y =
0}. Je A kifivkové souvisla? Co je A? Plati A C B € A? Je B kiivkové souvisla?



3. FUNKCE VICE PROMENNYCH
3.1. Zakladni pojmy.

Priklad 3.1. Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:

Sy =3(1-2-4), o0<e<20<y<d-2m

(
f(@y) = V9 —a? -y
f(@,y) = Va? +y%
fla,y) =2 + 9%
Priklad 3.2. Nacrtnéte graf funkce (jedné proménné)
F(t) = f(cost,sint),

)1 (y=ua);
f(x’y){o (y < ).

kde

Priklad 3.3. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obory nasledujicich funkef:

fley) = +Vy—1 floy) =V1—a2—y? f(l’ay):\/ﬁQ

o) =arecos ()5 o) =log 2~ Jap) = VEmaT

Y

Priklad 3.4. Urcete a nacrtnéte vrstevnice nasledujicich funkci:
flay)=z+y; flay) =a®+y% floy) =" —y*

fan) =@ +ofs fen =2 flow) = g

fy) = oy, f(r,y) =e?7; f(x,y) =2 (x> 0).

Piiklad 3.5. Spoctéte f(1, %), jestlize f(x,y) = sz?jQ

Priklad 3.6. Urcete f(t), jestlize f (£) = # (x > 0).

Priklad 3.7. Necht z = \/y + f(/x — 1) a z = x pro y = 1. Urcete funkce f a 2.
Priklad 3.8. Necht z =2+ y + f(z —y) a 2 = 2% pro y = 0. Urcete funkce f a 2.
Priklad 3.9. Urcete f(z,y), jestlize f(z +y, ) = % — 2.

Vysledky. Priklad 3.1: trojuhelnik, sféra, kuzel, paraboloid.

Priklad 3.2:
1 [-3742km, T + 2kn];
F<t) = 71'4 5w ‘
0 (§ +2km, =f + 2km).

Piiklad 3.3: (—o0,00) x [1,00); kruh {x2 +12 < 1}; doplnék téhoz kruhu v R?; plocha ohra-
ni¢end dvéma tupymi thly vymezenymi pfimkami y = 0 a y = 2z bez pocatku; polorovina
{z + y < 0}; sjednoceni mezikruzi {2km < 2% + y? < (2k + 1)7}.

Priklad 3.4: rovnobézné piimky, soustiedné kruznice, hyperboly se spole¢nou asymptotou y =
+x, rovnobézné primky, svazek paprski vychézejicich z po¢atku bez pocateéniho bodu; soustfedné
podobné elipsy, hyperboly lezici v kvadrantech I a III s asymptotami blizicimi se k soufadnym
osam; k¥ivky y =

logz*



Piiklad 3.5:  f(1,%) = f(z,y).

Priklad 3.6:  f(t) = V1 + £2.

Priklad 3.7 f(t) =2t + {2, z(z,y) =z — 1 + /y.
Piiklad 3.8:  f(t) =2 — 12, z(z,y) =2y + (x — y)°.
Priklad 3.9: f(z,y) = 2214,

3.2. Limita a spojitost.

Poznamka. V této kapitole budeme vySetfovat limity funkci vice proménnych. Tyto limity cha-
peme ve smyslu definice limity pro zobrazeni mezi metrickymi prostory. Vyjimku tvofi limity v
bodech, které maji jednu nebo vice slozek nevlastnich (tj. v bodech typu [a, 00|, [0, ], [00, 0] a
podobng). Tyto limity chapeme ve smyslu néasledujici definice: fekneme, Ze limp, ) [o0,00] (7, y) =
A € R, jestlize

Ve>03K e RVa,y > K: |f(z,y) — 4| <e.

Obdobné definujeme limity v bodech s vice nevlastnimi slozkami a také nevlastni limity (tj. pfipady
A = +00).

Priklad 3.10. Necht

_r—y

Dokaizte, ze

lim (lim f(a:,y)) =1, lim (lim f(a:,y)) = -1,

z—0 \y—0 y—0 \z—0
a tedy
lim z,
[r,y]ﬂ[O-,O]f( v)
neexistuje.
Priklad 3.11. Necht
22y?

e = Er e

Dokaizte, ze sice

lim (?}136 f(x,y)) = lim (lim f(a:,y)) =0,

z—0 y—0 \z—0
ale presto

lim z,
[z,y]—10,0] f@:9)

neexistuje.
Priklad 3.12. Necht
(z+y)sin (L sin(l), x#0, y#0;
fla,y) = (sin,
0, x = 0 nebo y = 0.
Dokazte, ze sice ani jedna z limit
lim (}lg% [z, y)) lim (gg}) [z, y))

neexistuje, ale pfesto

lim  f(z,y)

[z,y]—[0,0]

existuje. Cemu se tato limita rovna?



Piiklad 3.13. Spoctéte

lim <1im (m,y)) a lim (Hm f(:c,y)),

z—a \y—b y—b \z—a
kde , ,
flew) =gty a=b=co
fle) = Ty a=oe, b= 04
f(x,y)sin(QxWiy>, a=>b=oc;

1 Ty
f(xay)_xytg<1+$y>7 CL—O,b—OO,

flx,y)=log, (z+y), a=1,b=0.
Priklad 3.14. Spoctéte nasledujici limity (a € R):

. Tty
lim ="
[ey]=lo0c0]  @? —zy + Y7
m = sm(xy);
[z,y]—[0,a] x
lim = (22492 '”292;
[2,9]—[0,0] ( v)
22
1\ 7+
lim = (1 + ) ;
[z,y]—[o0,a] T

lim log (x + €Y)
i ="
[yl =100 /22 + 92

Priklad 3.15. Dokazte, Ze funkce

s (a2 0y
f(m,y):{o v (i2+52:0)7

je spojita jako funkce proménné x i proménné y, ale neni spojita jako funkce dvou proménnych.
Priklad 3.16. Dokazte, Ze funkce

S (22 4 y? £0);
— { 541
f(z,y) {0 v (2 142 = 0),

je spojita v bodeg [0, 0] po v8ech pifmkach x = tcosa, y =tsina, t € (0,00), a € [0, 27], ale presto
nen{ v bodeé [0, 0] spojita.

Priklad 3.17. Zjistéte, zda je funkce

f(x,y) = arcsin (m)
Y
spojitd na svém definiénim oboru.
Priklad 3.18. Zjistéte, zda lze funkci

22 +y? — a2

flz,y) = 21

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla spojitd na R2.



Piiklad 3.19. Zjistéte, zda lze funkci

3 3

dodefinovat na piimce y = z tak, aby byla spojita na R2.
Piiklad 3.20. Zjistéte, zda lze funkci

_ sin(z) sin®(y)
flay) = m

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla v tomto bodé& spojita.

Priklad 3.21. Najdéte podminky na konstanty a,b, c € R, aby existovala limita (a € R)

lim =
[zyl—=[0,0]  ax? + by + cy?

Vysledky. Priklad 3.12: 0
Priklad 3.13: 0,1; 1,1; 0,1; 0,1; 1,00.
Priklad 3.14: 0; a; 1; e; log2.
Priklad 3.17: ano
Piiklad 3.18: ano, f(0,0) = 1.
Piiklad 3.19:  ano, f(x,z) = 322.

3.3. Derivace a totalni diferencial.

Pfiklad 3.22. Dokazte, Ze pro funkci dvou proménnych f(x,y) a pro libovolné pevné a € R plati

0 d
Y (r0) = L fa,a)

Priiklad 3.23. Spoctéte

%(x, 1), Jestlize f(x,y) =z + (y—1)arcsin (\/j) '

Priklad 3.24. Spoctéte

of af . .
%(030)7 @(070)3 JCbchC f(xvy) - \/@

Ma funkece f(z,y) v bodé [0, 0] totalni diferencial?
Priklad 3.25. Ma funkce

flzy) = Vad +9°

v bodé [0, 0] totalni diferencial?

Priklad 3.26. M4 funkce

oy T ]l £ 10,0
f(z,y) {0 (2] = [0.0].

v bodé [0, 0] totalni diferencial?



Priiklad 3.27. Spoctéte
of of f Pf &f

oz’ 9y’ 0x2’ dzdy’ Oy?

pro funkce
x x
flry) =2 +y* —da®y? flz,y) =y + g =5
cos x? Y
fay)=——; fla,y)=a¥ fley)=log(z+y’); fla,y)=arctg;
y x
z
x y i
flz,y,2) = (y) ; f(a:,y,z):x(z); f(g;,%z):x(y)_
Priklad 3.28. Necht L
fany) = LT T Y #O
, 0, x? + y2 =0.
Dokazte, ze
0 f 9% f
0,0 0,0).
33333/( 0) # 8y3x( 0)

Priklad 3.29. Necht ,

0, 2 +y* =0.

Dokazte, Ze neexistuje
0% f
——(0,0).

Priklad 3.30. Spoctéte prvni a druhy diferencial nasledujicich funcki:

flay) =™y fley)= s flay) =loa(va? Ty

z
Priiklad 3.31. Odhadnéte chybu nésledujicich veli¢in v zavislosti na chybé jednotlivych prom-
nénnych:

flz,y)=e", flz,y) =zy+yz+zz, flz,y) =

14+z)™1+2)", log(l+z)log(l+y), arctg (f:xz’;) :

Piiklad 3.32. Objem valce s podstavou o poloméru 7 a vysce h je dan vzorcem V = wr2h. Je-li
vyska v = 5 cm zméfena s presnosti na 0.005 cm a polomér podstavy r = 3 cm je zméfen s
presnost{ na 0.01 cm, urcete, s jakou nejvétsi moznou chybou je uréen objem vélce V.

Priklad 3.33. Plocha trojuhelnika ABC' je dana vzorcem

_ besina

2
Vime-li, ze veli¢iny b, ¢, « byly namé&feny s presnosti na 1% a thel « byl zméfen na /4, dokazte,
ze vysledna plocha je uréena s maximalni chybou mensi nez 2.8%.

Vysledky. Piiklad 3.23: 1.
Priklad 3.24: 0, 0, ne.
Priklad 3.25: ne.
Priklad 3.26:  ano.
Priklad 3.31: 14+ mz +ny, zy, v+ y.
Priklad 3.32: 0, 3457.



3.4. Retizkové pravidlo.

Priklad 3.34. Spoctéte

or or
or & 00’
kde
T(x,y) =a° —ay +y°
a

x=rcosf, y=rsind.

Priklad 3.35. Spoctéte

an
dt’
kde
H(t)=sin3z —y
a

2 t2
r=20 =3, y=7 —5t+1l.

Priklad 3.36. Polomér podstavy r rota¢niho kuzele roste o 2 cm za sekundu a vyska h roste o
3 cm za sekundu. Spoc¢téte miru ristu objemu V' v okamziku, kdy r =5 cm a h = 15 cm.

Priiklad 3.37. Lokalni atmosféricka teplota T' zavisi na prostorovych souradnicich z,y, z daného
bodu a na ¢ase t podle vzorce

Ty
142
Teplomér je pripevnén k meteorologickému balénu, ktery se pohybuje atmosférou po kiivce dané
parametrickymi rovnicemi

T(x,y,z,t) = (1+1).

z=t y=2t z=1t—t°.

Urcete miru zmény teploty v ¢ase t = 1.

Vysledky. Piiklad 3.34:

g—T = 3r? (0053 6 + sin® 9) — 2rcosfsind,

r

oT 2/ . . 2 (12 2
i 3r” (sin @ — cos 0) cos @sin @ + r* (sin” 6 — cos” ) .

Priklad 3.35:

dH
— = (11t +5)cos (F1* + 5t — 10).

Priklad 3.36:

d—v = 1257 cm®
dt

st

Priklad 3.37:  teplota roste o 14 stupiii za hodinu.



3.5. Implicitni funkce.
Piiklad 3.38. Vypocitejte derivaci y'(x) implicitni funkece y = y(z) definované nasledujicimi
predpisy:
2+ 2zy — y? = d?, log (\/W) = arctg (%) ;
y—esiny=z (0<e<l1);

2 =y" (x#£y), y = 2x arctg <£> .
x

Piiklad 3.39. Vypocitejte parcialni derivaci g—j implicitni funkce z = z(z, y) definované predpisem

z2—|—a:y3 = B.
)

Priklad 3.40. Vypocitejte parcidlni derivaci ‘g—; implicitn{ funkce x = z(y, z) definované predpi-

Se1

xS =y — 2.

Priklad 3.41. Vypodcitejte parcialni derivaci % implicitni funkee y = y(z, z) definované predpisem
e¥* —z?zlogy = 7.
Priklad 3.42. Vypocitejte parcialni derivaci g—; implicitni funkce z = z(x, y) definované pfedpisem
F(2® =22,y + 22) = 0,

kde F' je diferencovatelna funkce dvou proménnych.

Vysledky. Piiklad 3.38:
Tty  z4y 1 y*(1—logz) y

, =z

y—z x—vy l—ccosy a2(l-logy) x

Priklad 3.39:
3xy* + 2z

xy — 2zy%°
Priklad 3.40:
1—3zy?
y o

Priklad 3.41:
x2y logy — eryz

yzey? — x2z
Priklad 3.42:
295‘3—5 (1‘2 — 2297+ xz) + zg—i (x2 — 227+ xz)
2298 (22 — 22 92 + 22) — 225 (22 — 22,92 + 32)

Priklad 3.43. Dokazte, Ze vztahy
ze TV 4+ 2uv =1
u
1+
definuji na okoli bodu [z,y] = [1,2] hladké funkce u,v proménnych z,y takové, ze u(1,2) = 0 a
v(1,2) = 0. Rozhodnéte, zda maji funkce u a v v bodé [z, y] = [1,2] totalni diferencialy, a pokud
ano, spocitejte je.

u—"v

ye

=2



Priiklad 3.44. Ukazte, ze vztahy
u = arctg(rz) + y?z,
v=e "+ 2¥

z
w = cos(2zy) + 2v/z
3

definuji na okoli bodu [u,v,w] = [4, 3,5] hladké funkce z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro které

v
plati z(4, %, 5) =0, y(4, %, 5) =1, z(4, %, 5) = 4. Rozhodnéte, zda ma funkce y(u, v, w) totalni di-
3
2

u
ferencial v bodé [4, %, 5], a pokud ano, spoctéte jej. M4 funkce y(u, v, w) v bodé [4, 2, 5] stacionarni
bod?

Vysledek: Vy(4, %, 5) = (ﬁ, %, ;%186), funkee y(u, v, w) v bodé [4, %, 5] nemé4 stacionarni
bod
Priklad 3.45. Ukazte, ze vztahy
u =sinx + xy + €,
v=cosy+xze Y,
w = x? 4 2y — cos(z2)
definuji na okoli bodu [u, v, w] = [1 +sin 1,2, 0] hladké funkee z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro

které plati (1 +sin1,2,0) = 1, y(1 +sin1,2,0) = 0, 2(1 +sin1,2,0) = 0. Rozhodnéte, zda ma
funkce z(u, v, w) totalni diferencial v bodé [1 + sin 1,2, 0], a pokud ano, spoctéte jej.

Vysledek: V(1 +sinl,2,0) = (0,3, 1)

1204

Priklad 3.46. Dokazte, ze vztahy

u = sin(may) — arctg(g)
x
v =3xy? + "t

definuji na okolf bodu [u, v] = [F, —2] hladké funkce z,y proménnych u, v takové, ze z(7, —2) = —1

a y(%,—2) = L. Je-li navic z(z,y) = log(x? + y?), spoctéte g—i(%, —2).

Vysledek: 22 (2, -2) = — 2

Priklad 3.47. Dokazte, ze vztahy
u = tg(ry) + log(x® + y?)
v = arcsin(2x) — (37)Y
definuji na okoli bodu [u,v] = [0, —1] hladké funkce z,y proménnych u,v takové, ze x(0,—1) = 0

a y(0,—1) = 1. Rozhodnéte, zda ma funkce y v bodé [u,v] = [0, —1] totalni diferencial, a pokud
ano, spocitejte jej.

Vysledek: Vy(0,~1) = (3, 35715z3))
Priklad 3.48. Dokazte, Ze vztahy
xy? +au+y? =3
23y 4 2zv — ulv =2
definuji na okoli bodu [z,y] = [1,1] hladké funkce u,v proménnych x,y takové, ze u(1,1) =1 a

v(1,1) = 1. Rozhodnéte, zda existuje tetné rovina ke grafu funkece u(z,y) v bodé [z,y,u] = [1,1,1],
a pokud ano, napiSte jeji rovnici.

Vysledek: u—1=2(z —1) - t(y—1)



Priiklad 3.49. Ukazte, ze vztahy
u = cos(my) + 2v/zz,
v = LA log 2z
x
22
w= o - arctg(yz)
definuji na okoli bodu [u,v,w] = [3,0, %] hladké funkce x(u,v,w), y(u,v, w), z(u,v,w), pro které
plati x(3, 0, %) =1, y(3,0, %) =0, 2(3,0, %) = 1. Rozhodnéte, zda ma funkce y(u,v,w) totalni di-
ferencial v bodé [3, 0, 1], a pokud ano, spoctéte jej. Ma funkce y(u, v, w) v bodé [3,0, 1] stacionérni
bod?
Vysledek: Vy(3,0, %) = (%7 %7 —%), funkce y(u,v,w) nema v bodé [3,0, %} stacionarni bod
3.6. Extrémy funkci vice proménnych.
Priiklad 3.50. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce

fz,y) :x\/y—x2fy+6z+3
vzhledem k jejimu defini¢nimu oboru. Existuji globalni extrémy?
Piiklad 3.51. Rozhodnéte, zda ma funkce
flayy,2) = 2?4y
globalni extrémy na mnoziné
M:{[m,y,z]€R3, x>0,y>0,2>0, y+2=2, a:2+y2:2},

a pokud ano, spocitejte je.

Vysledek: max f = f(%, %, %) = 7, f nenabyvé svého minima, inf f = 2(v/2 1)
Priklad 3.52. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce

F(x,y,2) = xcosy — 2° — a*

na R3. Rozhodnéte, zda ma funkce na R? globalni maximum a globalni minimum a pokud ano,
urcete jejich hodnoty a ve kterych bodech se nabyvaji.

Vysledek: max f = f("20 kr,0) =1 ke z

Piiklad 3.53. Najdéte vsechny globélni extrémy funkce
flayz)=a+y—2
na mnoziné M = {[z,y,z] € R3, 2? +y? + 22 =9, zy = 4}. Zdivodnéte existenci globalnich ex-
trém.
Vysledek: max f = f(2,2,—1) =5, min f = f(—2,-2,1) = =5
Priiklad 3.54. Najdéte vSechny globélni extrémy funkce
flz,y,2) = =22 — 2y + 2y
na uzavieném trojihelniku v R? s vrcholy
A=10,1], B=1[2,0], C =[-1,-1].
Vysledek: max f = f(0,0) =0, min f = f(2,0) = —4
Priiklad 3.55. Rozhodnéte, zda funkce
fz,y) =222 + 5% + 20y — 20 — 4y
nabyvéi na mnoziné
M:{[x,y]e]RQ, x>0, y>0, x+y§2}
svych globalnich extrémi, a pokud ano, urcete je.

Vysledek: max f = f(0,2) = 12, min f = f(3,3) = -1



Priklad 3.56. Rozhodnéte, zda funkce

fla,y) = (z+y)
nabyvéi na mnoziné
M= {[z,y] €R* >0, y>0, 2°+y° < 2ay}
svych globalnich extrémt, a pokud ano, naleznéte je.
(Navod: Dokazte, ze M C [0,2]2.)
Vysledek: max f = f(1,1) =4, min f = f(0,0) =0



