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PREDNASKA

LUBOS PICK

13. STEINOMERNA KONVERGENCE
13.1. Uvod a zakladni pojmy.

Definice. Necht M je mnoZina, (Q, o) je metricky prostor a f, f,,, n € N, jsou zobrazeni definovana
na M s hodnotami v Q. Rekneme, Z%e posloupnost {f,} konverguje bodové k f na M, jestlize pro
kazdé x € M plati lim,, o fn(z) = f(z), neboli

Vee MVe>03no e NVneN, n>ng: o(fu(z), f(x)) <e.

Bodovou konvergenci posloupnosti {f,} k funkci f znacime f, — f. Rekneme, ze posloupnost
{fn} konverguje stejnomérné k f na M, jestlize
Ve>03ngeNVe e M VneN, n>ng: o(fn(z), f(z)) <e.

Stejnomérnou konvergenci posloupnosti {f,,} k funkci f znaéime f, = f.

Poznamky. (a) Necht M je mnozina, (Q, o) je metricky prostor a f, f,,, n € N, jsou zobrazeni
definovana na M s hodnotami v Q. Potom posloupnost {f,} nekonverguje stejnomérné k
f na M pravé tehdy, kdyZ existuji € > 0, rostouci posloupnost indext {n;} a posloupnost
{1} prvka M spliwujici

Vk € N: U(fnk (l'k), f(xk)) > €.

(b) Jestlize posloupnost {f,} bodové konverguje, pak je limitni funkce uréena jednoznacéné.
(c) Jestlize f,, = f na M, potom f,, — f na M.

Véta 13.1 (charakterisace stejnomérné konvergence). 12:T:charloc Necht M je neprdzdnd mno-
Zina, (Q,0) je metricky prostor, fr,: M — Q, n € N, a f: M — Q. Potom f,, = f na M prdvé
tehdy, kdyz

lim sup {o(f,(2). f(2)) : € M} = 0.
Diikaz. = Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze

Ve e M VYneNn>ng: o(fu(x), f(z)) <e.
Pak tedy pro kazdé n > ng, plati

0 < sup{o(fn(x), f(x)):z e M} <e.

Odtud plyne tvrzeni.
< Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n > ng, plati

sup{o(fn(x), f(z)) 1z € M} <e.

Potom ziejmé pro kazdad n > ng a x € M plati

o(fn(2), f(z)) <,

a tedy f, = f na M. O
Priklad. Necht f,(z) = 5 sin(nz), z € R, n € N. VySet¥ete bodovou a stejnomérnou konvergenci
posloupnosti {f,} na R.
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ReSeni. Zvolme x € R. Potom plati
lim f,(z) =0.

n—oo
Polozme
f(z)=0 prozeR.
Potom tedy f, — f na R. Zvolme £ > 0. Nalezneme ng € N spliujici 27"° < . Potom pro kazdé
n € N, n > ng, plati
() — f2)| = Bmll < 97n < 97m0 ¢,
Podle Véty 13.1 tedy f, = f na B(z,r).

Pfiklad. Necht f,(z) = 2™ pro z € [0,1] a n € N. VySetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci
posloupnosti {f,} na [0, 1].

Reseni. Plati

n—oQ

0, jestlize z € [0,1),
1, jestlize x = 1.
Polozme

~JO prozel0,1),
f(x)_{l pro x = 1.

Potom tedy f, — f na [0, 1]. PoloZzme x,, = 2= pro n € N. Potom

|fn<xn) - f(xn)| = "EZ = %7
a tedy f, 73 f na [0,1] podle poznamky (a). Z poznamek (b) a (c) plyne, Ze posloupnost {f,}
nekonverguje stejnomérné na [0, 1].

Definice. Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory a f, f,, n € N, jsou zobrazeni definovana

na P s hodnotami v (). Rekneme, Ze posloupnost {f,} konverguje lokdiné stejnomérné k f na
P, jestlize pro kazdé x € M existuje r > 0 takove, ze {f,}52, konverguje stejnomérné k f na

loc
By(z, 7). Lokélné stejnomérnou konvergenci zna¢ime symbolem f,, = f.

Pf#iklad. Necht f,(x) = 2™ pro = € [0,1] a n € N. DokaZte, Ze posloupnost {f,} konverguje
lokalné stejnomérné na [0, 1).

ReSeni. Polozme
f(z)=0 proze€[0,1).
Potom f, — f na [0,1). Zvolme x € [0,1). Nalezneme r > 0 takové, ze = +r < 1.
sup | fu(y) = f)| = (@ +1)",
yeB(x,r)
a tedy
lim  sup [fu(y) — f(y)] = 0.

N7 yeB(z,r)
Podle Véty 13.1 tedy f, = f na B(x,r). Protoze « € [0,1) bylo zvoleno libovolné, plyne odtud,
loc
ze frn = fnax€l0,1).
Poznamka. Rovnost
lim lim f,(z) = lim lim f,(z)
n—oo r—a r—ra n—oo
obecné neplati. Napiiklad pro f,(z) = 2™, n € N, z € [0,1], mame lim, o lim,_,;_ 2™ = 1, ale
limg,_1_ lim,, o 2™ = 0.
Véta 13.2 (Mooreova—Osgoodova). Necht (P, o) je metricky prostor, xg € P, f, fn, n € N, jsou
funkce z P do R a plati
(a) existuje r > 0 takové, Ze fr, = f na (B(zo,7) \ {x0}),
(b) pro kazdé n € N existuje a, € R takové, Ze lim,_,q, frn(x) = ap.

Potom existugi viastni limity lim, o an a limy_,,, f(z) a jsou si rovny.
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Diikaz. Zvolme € > 0. Diky pfedpokladu (a) nalezneme ny € N takové, Ze
Vo € B(zo,r) \ {xo} Yn € Nyn > ng: |fu(z) — f(2)| <e.
Potom plati
Vo € B(zo,r) \ {xo} Yn,m € Nyn,m > ng: |fn(x) — fm(2)] < 2e.
Odtud diky predpokladu (b) vyplyva, Ze
Vn,m € N,n,m > ng: |an, — an| < 2e.

Posloupnost {a,} tudiz splituje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, takZe ma vlastni limitu, kterou
oznacime symbolem a.

Dokazeme, Ze lim,_,, f(z) = a. Zvolme € > 0. Diky pfedpokladim (a) a (b) nalezneme ny € N
takové, 7e |an, —al < ¢ a

Vo € B(zo,r) \ {zo}: | fn,(x) — f(z)] <e.

Diky piedpokladu (b) nalezneme § € (0,7) takoveé, ze

Vo € B(xg,0) \ {zo}: | fny(T) — an,| < e.
Potom pro kazdé = € B(xzg,0) \ {zo} plati

|f($) - a’| < |f($) - fnn(m” + |fn0($’) - (ln0| + |a’n0 - al < 3e.
Odtud jiz plyne tvrzeni. O
Véta 13.3 (vztah stejnomérné konvergence a spojitosti). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické

loc

prostory, fn: P — Q jsou spojitd zobrazeni, n € N, f: P — Q je zobrazeni a f, = f na P. Potom
f je spojité.

konec 1. pfednasky (19.2.2024)

Diikaz. Zvolme a € P. Nalezneme r > 0 takové, Ze f,, = f na B(a,r). Zvolme £ > 0. Nalezneme
ng € N takové, ze

Vo € B(a,r): o(f(x), fn,(x)) < €.
Diky spojitosti funkce f,, nalezneme ¢ € (0, r) takové, ze

Vo € B(a,8): 0(fn, (), fn,(a)) < e.
Potom pro kazdé x € B(a,d) plati

o(f(z), f(a)) < o(f(@), fno (@) + 0(fro(2), o (@) + 0(fny(a), fa)) < 3e.
Funkce f je tedy spojita v bodé a. Protoze bod a byl zvolen libovolné, je f spojita na P. O

Priklad. Necht f,(z) = 2mce_"””2, x € [0,00), n € N. VySetiete bodovou a stejnomérnou konver-
genci posloupnosti {f,} na na [0, c0).

Reseni. 1. krok (bodovd konvergence): Pro kazdé x € [0, c0) plati
lim f,(x) =0.

n—oo
Ozna¢me symbolem f funkci definovanou na [0, 00) pfedpisem f(xz) = 0 pro = € [0, 00). Potom
fn — f nal0,00).
2. krok (stejnomérnd konvergence): Pro kazdé n € N oznacme
on =sup {|fu(z) — f(z)| : € [0,00)}.
Protoze f,(0) =0 a
F(z) = 2ne """ (1 — na?),

L atedy o, = e~ 2v/2n. Protoze o, +4 0, plyne z Véty 13.1, Ze

plati o, = f(x,), kde z,, = T

fn 2 f na[0,00).
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3. krok (lokdlné stejnomérnd konvergence): Zvolme x € (0,00). Nalezneme r > 0 takové, ze
x —1r >0, a ng spliwjici z,, < x — r. Potom je pro kazdé n € N, n > ng, funkce f, klesajici na
(x —r,z+7), atedy
sup{|fn(z) — f(z)|:x € (x —ryx+7)} = fulz — 7).
Z 1. kroku plyne, Ze lim,,_, fn(x —r) = 0, a tedy, podle Véty 13.1 plati f,, = f na (z —r,z+7).
loc
Protoze z € (0,00) bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze f, = f na (0, 00).

Véta 13.4 (charakterisace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu). Necht a,b € R*, a < b,
fn: (a,b) = R, n € N. Potom {f,} konverguje lokdlné stejnomérné na (a,b) prdavé tehdy, kdyz pro
kazdd c,d € (a,b), ¢ < d, konverguje {fn} stejnomérné na [c,d].

loc
Dikaz. = Oznacme symbolem f funkci spliwjici f,, = f na (a,b). Pfedpokladejme, Ze pro néjaka
¢,d € (a,b), c < d, plati f,, &2 f na [c, d]. Podle vySe uvedené poznamky nalezneme € > 0, rostouci
posloupnost {ny} pfirozenych ¢isel a posloupnost {x} prvku [c, d] tak, ze
Wk € N: |foy (@) = f(@0)] > .

Podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty nalezneme rostouci posloupnost {k;}2%; p¥irozenych ¢&isel a
x* € [e,d] splijici xp, — x*, j — oco. Nalezneme r > 0 takové, Ze f, = f na B(x*,7), ang € N
splhujici

VYneN, n>ng Ve e Bz, r): |fu(z) — f(z)] <e.

Nalezneme jo € N takové, ze ng; > no a zy, € B(z*,r). Potom
5 S |fnkj0 (xkjo) - f(xk]0)| < 67

COZ je Spor.
Alternativni dikaz: Pro kazdé x € [c, d] nalezneme otevFeny interval I, C (a,b) takovy, ze x € I,
a fn = f na I,. Potom
cdc |J L

z€(a,b)
Podle Borelovy véty nalezneme body z1, ...,z € [c,d] takové, ze [c,d] C U?Zl I,;. Zvolme € > 0.
K nému nalezneme nq,...,n; € N takova, ze pro kazdé i € {1,...,k} plati
Vo €I, Vn > n;: |f(z) — fu(z)| < e
Polozme n* = max{ny,...,n;}. Potom pro kazdé n > n* a kazdé x € I, plati |f(x) — fo(2)| < e,

tedy fr, = f na [c,d].
< Zvolme z € (a,b). Nalezneme r > 0 takové, Z%e [x — r,z + 7] C (a,b). Ozna¢me symbolem
f funkei spliwjici f, = f na [x —r,z +r|. Potom f, = f na (z —r,x +r). Protoze = bylo zvoleno

libovolng, plati f, IO:C; f na (a,b). O
Definice. Necht M je mnozina, (Q,0) je metricky prostor a f,: M — R, n € N. Rekneme, ze
posloupnost {f,} je stejnomérné cauchyovskd na M, jestlize

Ve >03ng e NVm,n>ng Ve € M : o(fn(x), fm(x)) < e.
Véta 13.5 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht M je mno-

Zina, (Q,0) je uplng metricky prostor a fn: M — R, n € N. Potom je posloupnost {f,} stejno-
meérné konvergentni na M prdvé tehdy, kdyZ je steynomérné cauchyovskd na M.

Diikaz. = Ozna¢me symbolem f funkci spliiujici f,, = f na M. Zvolme € > 0. Nalezneme ny € N
takoveé, ze
VneN,n>ng Vo€ M: o(fu(x), f(z)) <e.

Zvolme m,n € N, m > ng, n > ng. Potom

Vo € M: o(fu(z), fm(2)) < 0(fu(®), f(2) + o(f(2), fin(2)) < 2,

a tedy je posloupnost {f,} stejnomérné cauchyovska na M.
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< Zvolme x € M. Potom je posloupnost {f,(z)} cauchyovski v @, a tedy ma diky tplnosti
@ limitu, kterou ozna¢ime symbolem f(z). Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze

Ym,n € Nyn > ng, m > no Vo € M: o(fn(z), fr(z)) < e.
Protoze limy, o0 fr(2) = (), plyne odtud, ze
VneN,n>ng Ve € M: o(fn(x), f(x)) <e,

a tedy f, = f na M. O

Vé&ta 13.6 (stejnomérné konvergence derivaci). Nechta,b € R, a < b, a fn: (a,b) = R pron € N.
Predpoklddejme, Ze

(a) pro kazdé n € N mad f, vlastni derivaci na (a,b),

(b) ezistuje xg € (a,b) takové, Ze { fn(x0)} konverguje,

(c) {fL} konverguje stejnomérné na (a,b).
Potom ezistuje f: (a,b) = R takovd, Ze f, = f na (a,b), f md vlastni derivaci na (a,b) a plati
fo= ' na (a,)
Diikaz. Zvolme € > 0. Diky Vété 13.5 a pfedpokladu (b) nalezneme ng € N takové, Ze pro kazda
m,n € N, m,n > ng, plati

(1) Vo € (a,0): [f1(z) = fr (@)l <& & [falzo) = frm(20)| <e.

Zvolme z € (a,b) a m,n € N, m,n > ny. Potom

[fn(@) = fm(@)] < |fu(2) = (@) = (fr(z0) = fin(z0))| + [fn(20) = fin(20)]-

Podle Lagrangeovy véty pro funkci f,, — f,, nalezneme & lezici mezi x a zy takové, zZe

[fu(@) = fa(@) = (fu(20) = fin(20))| = [f1(&) — fra (O] - l& — 2ol
Potom dle (1) plati
1£n(€) = fr ()] <e.
Navic
|LE - I0| <b- a,
nebot (a,b) je omezeny interval, takze kombinaci odhadt dostéavame
|[fr(x) — fm(@)]| <e(db—a)+e=¢e(b—a+1).
Posloupnost { f,,} je tedy stejnomérné cauchyovska na (a, b), a tudiz je podle Véty 13.5 stejnomérné
konvergentni na (a,b). Jeji limitu oznaéime f.

Zbyva dokazat, ze f ma vlastni derivaci na (a,b) a f), = f’ na (a,b). Protoze f; konverguje
stejnomérné na (a,b), staci dokazat, ze f;, — f’ na (a,b). Zvolme y € (a,b) a n € N. Definujme
funkci ,, predpisem

_ fu(®) = fuly)

I 7 k) e (ayb .

ona) = 2T e 0,)\ ()

Zvolme z € (a,b) \ {y} a m,n € N, m,n > ng. Podle Lagrangeovy véty nalezneme 7 lezici mezi x
a y takové, ze

(@) = fin(2) = (fa(¥) = (@) = 1fn(0) = fr ()] - J2 = yl.
Tedy podle definice funkei ¢, a ¢, a podle (1) plati

o (@) — om (@) = [fn(n) — fra(M)] <e.
Protoze x bylo zvoleno libovolnég, je posloupnost {y,} stejnomérné cauchyovska, a tedy podle
Véty 13.5 (prostor R je uplny) také stejnomérné konvergentni na (a,b) \ {y}. Podle Mooreovy—
Osgoodovy véty (Véta 13.2) tudiz existuji vlastni limity
lim lim ¢, (z) a lim lim ¢, (2)
n—00 r—Yy T—Y n—00
a jsou si rovny. Protoze
lim lim ¢, () = lim f/ (y)

n—00 T—Y n—o00
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a
lim lim @,(z) = lim 7“%) — /W) = f'(v),
T—Y Nn—00 Ty r—y
existuje vlastni f'(y) a plati f'(y) = lim, o f,(y). Protoze y bylo zvoleno libovolné, plyne odtud
tvrzeni véty. O

konec 2. prednasky (26.2.2024)

Véta 13.7 (zaména limity a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, f,: (a,b) = R pro
neN, f:(a,b) >R, f, = f na(a,b) a pro kazdé n € N plati f, € N(a,b). Potom f € N(a,b) a
b b
lim fn(z)de = / f(x)dx.

n—oo a a
Diikaz. Zvolme xy € (a,b). Potom pro kazdé n € N nalezneme funkci F,: (a,b) — R takovou, Ze
F! = fn na (a,b) a F,(x¢) = 0. Podle Véty 13.6 je posloupnost {F}, }22 ; stejnomérné konvergentni
na (a,b). Ozna¢me F(z) = lim, oo Fp(2), x € (a,b). Podle Véty 13.6 plati F = f na (a,b). Podle
Mooreovy—Osgoodovy véty plati
lim F(z)= lim lim F,(z)= lim lim F,(z)

T—raq T—ra4 n—00 n—00 T—>a4

lim F(z) = lim lim F,(z) = lim lim F,(x),

r—b_ r—b_ n—o0 n—00 x—b_

pri¢emz obé tyto limity jsou vlastni, tudiz

b
/ fl@)dx = liril F(z)— lim F(z)= lim lim F,(z)— lim lim F,(z)
a T—0_

T—a4 n—o0 r—b_ n—00 r—ray
b
= lim fn(x)dx.
a

n—o0

O

Znaceni. Necht M je mnozZina, f: M — R a g: M — R. PiSeme f < g na M, jestlize pro kazdé
x € M plati f(z) < g(z). Specialné piseme f > 0 na M, jestlize f je nezdporna na M. Obdobné
uzivame symbola f > g, f <ga f>g.

Definice. Necht M je mnoZina a f,: M — R, n € N. Rekneme, 7e posloupnost {fn} je neklesagict
na M, jestlize pro kazdé n € N plati f, < f,4+1 na M. Obdobné definujeme posloupnost nerostouct,
klesajici, rostouct, monotonni a ryze monoténni na M.

Véta 13.8 (Diniova). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor a {f,} je monoténni posloupnost
spojityjch zobrazeni P do R. Necht f: P — R je spojité a f, — f na P. Potom f, = f na P.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé n € N je f,, — f spojité, miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze f(x) = 0 pro kazdé = € P, jinak bychom uvaZovali posloupnost {f, — f}. Dale
miZzeme predpokladat, Ze na P plati
iz faz- 20,
nebot v opafném pripadé bychom uvazovali posloupnost {— f,, }. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni vty
neplati. Nalezneme ¢ > 0, posloupnost {xy} prvka P a rostouci posloupnost {n;} C N takova,
7e pro kazdé k € N plati f,, (zx) > e. Diky kompaktnosti P nalezneme rostouci posloupnost
{k;j} € N a prvek = € P tak, 7Ze Ty, — T. Protoze lim,_, o fn(xz) = 0, nalezneme ny € N
takové, ze fp,(z) < e. Diky spojitosti f,, nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé y € B(x,d) plati
fno(y) < e. Nalezneme jo € N takové, ze ny; > no a xg,, € B(x,d). Potom diky monotonii
posloupnosti {f,} plati
€< fnkjo (mkjo) < fno(xkjo) <¢g,
coz je spor. Tedy f, = f na P. O
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Véta 13.9 (Weierstrassova). Necht a,b € R, a < b, f € C([a,b]) a e > 0. Potom existuje polynom
P: R — R takovy, Ze

Vo € [a,b]: |f(x) — P(z)| <e.
Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze [a,b] = [0,1]. Zvolme n € N. Potom

k(Z) :n(Z:D ke{l,...,n},

a tedy pro kazdé = € R plati

i() (l-a)"F=@+1-2)" =1,
zn: <) (1— )"~ :(x+1—x)":nxé(z_i)mk1(1_x)”k:nx7
o

() — )" (k- na)?

:Zn:k2<2) k(1 — z)m" —2chk<) +”$2Z(> ok

k=0
- n—1\ 2,2
:an (1 —x) —2n%2% + n’x
k-1
k=1
_ - n—1\ 14 n—1—(k—1) =1 n—1—(k—1) 2.2
nx%(kl)n(k_l)z (1-x) Jrn:cz (1—-2x) —n‘z

=nz(n — 1)z +nx —n?2® = nz(l — 2).

Diky tomu, Ze f je omezena a stejnomérné spojita na [0, 1], nalezneme M, > 0 takova, ze

Vzel0,1]:]|f(x)] <M

Va,y €[0,1], |z —yl <6 |f(z) - fly)l <e.
Pro n € N polozme

Py(z) = zn: (Z)f (E)ak(1—2)"*, zeR

@) = Pu@) = |3 (M) @t ey = e+ 1 -2 =3 ()£ EY (1 — )k
kz—o(k) g_:()(,f) (%)
<31 = (3] ()t -t
k=0
= X @-r®I(})era-art
kiz—E|<s
£ -l (;)ra-or
kilz—E|>5
=57 + 5.
Potom
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2M (1)< M
n252 "t =952

S, < 2M <n

< o5 k> xk(l - z)"fk(k — nx)2 =
k=1

Nalezneme ng € N takové, ze 524> < . Potom pro kazdé x € [0,1] plati | f(z) — Py, (2)]-
Nyni predpokladejme, ze a,b € R, a < b. Je-li a = b, pak je tvrzeni trividlni. Pfedpokladejme,
7e a < b. Definujme zobrazeni ¢: [0,1] — [a, b] pFedpisem
o(z) = (b—a)x + a.
Potom ¢ je spojita bijekee [0,1] na [a, b] a plati

-1 _Yy—a
oo y) =y velatl

Polozme f = fo. Potom f € C ([0, 1]). Podle jiz dokdzaného tvrzeni nalezneme polynom P:R—
R takovy, ze pro kazdé x € [0, 1] plati

|f(@) — Pz)| <e.

PoloZzme

P(y)_P(z_Z), y € R.

Potom P je polynom a pro kazdé y € [a, b] plati

1f(y) — P)| = f(e ™ (v) — P (y))| <.
0

Poznamka. Tvrzeni Weierstrassovy véty nelze rozsitit na interval, ktery neni omezeny a uzavieny.
Napiiklad pro f(z) = e” na (0,00) a libovolny polynom P plati lim, o |f(z) — P(z)| = oo,
podobné pro f(z) = 1 a libovolny polynom P platf lim, o | f(z) — P(z)| = oc.

Poznamka. Necht f,,, n € N, je posloupnost funkei z Cla, b], kde a,b € R, a < b. Potom f,, = f
na [a, b] pravé tehdy, kdyz lim, o || fr — fllsup = 0.

konec 3. prednasky (4.3.2024)

13.2. Stejnomérna konvergence fad funkci.

Definice. Necht M je mnoZina, (Q, ||-||) je normovany linearni prostor a f,: M — Q, n € N. Rek-
neme, Ze Fada funkef > 7 | f,, bodové konverguje na M, jestlize posloupnost funkei {} ;_; f, k}zozl
bodové konverguje na M. Pojmy stejnomeérné konvergence a lokdlné stejnomérné konvergence
fady Y, fn definujeme obdobné (pro lokalné stejnomérnou konvergenci je nezbytné, aby na-

vic (M, o) byl metricky prostor). Stejnomérnou konvergenci fady Y -, f, znacime > -, f, =,
loc
lokalng stejnomérnou konvergenci znac¢ime y_ - | fn, =2.

Poznamka. Necht M je mnoZina, () je normovany linearni prostor, f,,g,: M — Q pron € N a
a € R. Jestlize fady > o | fn a > oo, gn konverguji stejnomérné na M a o € R, pak také rady
S0 (afn) ad>oo2 (fa % gn) konverguji stejnomérné na M.
Poznamky. Necht M je mnoZina, @ je Banachiv prostor a f,: M — @, n € N.
(a) Z Véty 13.5 plyne, ze rada >~ | f, konverguje stejnomérné na mnoziné M pravé tehdy,
kdyz plati

Ve>0dno e NVm,neN, m>n>ng Ve e M: ij(:l:) <e.
j=n
Q

(b) Jestlize Y | fn =t na M, potom f,, = o na M, kde o ozna¢uje identicky nulovou funkei.
Toto tvrzeni plyne z (a), protoZe pro kazdé x € M akazdé n € N plati f,(x) = Z?:n fi(x).
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Véta 13.10 (Weierstrassovo kritérium). Necht M je neprdzdnd mnoZina, QQ je Banachiiv prostor
a fn: M — Q, n€N. Oznacme

on = sup ||fn(@)]lg, neN.
zeM
Jestlize Y > | on < 00, potom Y o~ | fr, =% na M.
Diikaz. Zvolme € > 0. Nalezneme ng € N takové, ze

00
ZCTJ'<€.

Jj=no

Potom pro kazda m,n € N splhujici m > n > ng a pro kazdé z € M plati

ij@c <2 lfi@le < S0y <e

j=n j=n j=no
Z poznamky (a) plyne, ze >~ | f, = na M. O
Priklad. Necht a > 1. Dokaite, ze fady

o0 oo .
Z COS TLI Z Sln

n=1 n=1

jsou stejnomérné konvergentni na R.

Reseni. Pro n € N polozme
| cos(nz)|
Op = Sup —————.
z€R ne
Potom pro kazdé n € N plati

Un:naa

(oo}
g Oy < 00.
n=1

oo cos(nz)
n=1 o

a tedy

Podle Weierstrassova kritéria tudiz fada stejnomérné konverguje na R. Obdobné lze

dokazat, ze fada > -, Sinyg;w) stejnomérné konverguje na R.

Véta 13.11 (zaména sumy a derivace). Necht a,b € R, a < b, a f,: (a,b) = R pron € N.
Predpoklddejme Ze

(a) pro kazdé n € N md f, vlastni derivaci na (a,b),

(b) ezistuje zo € (a,b) takové, Ze je Ciselnd fada Y .~ | fn(zo) konvergentnt,

(¢) Xni1 fr = na(ab).
Potom Y7 | fn =% na (a,b) a

() -E

Diikaz. Pron € N polozme g, = > ,_, fx na (a,b). Potom pro kazdé n € N ma g, vlastni derivaci
a (a,b), posloupnost {g, (o)} je konvergentni a posloupnost {g/,} je stejnomérné konvergentni
a (a,b). Diky Vét& 13.6 tedy nalezneme funkci g: (a,b) — R takovou, Ze g, = g a g/, = ¢’ na

(a,b). Odtud plyne tvrzeni véty, nebot g = > >° | f,, a tedy na (a,b) plati

n / n o0
(Zh) =o' = g =t (Zf> = fi= 2 h
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Véta 13.12 (zaména sumy a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, fn: (a,b) = R pro
n €N, f:(a,b) > R, >0, fn = f na (a,b) a pro kazdé n € N plati f, € N(a,b). Potom

feN(@ab) a
) b
S [t [ 1
n=1v94 a
Diikaz. Tvrzeni bezprostiedné plyne z Véty 13.7 pouzité na {d>_;_, fi}. O

14. MOCNINNE RADY
14.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht zg € R a {a,}2, je posloupnost redlnych ¢isel. Mocninnou Fadou o stiedu x
rozumime Fadu

oo
Z an(z —x9)" proz €R.
n=0

Poznamka. Kazda mocninné fada Y~ an(x — 2)" konverguje pro z = .

Véta 14.1 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht

(2) > an(z — )"

je mocninnd fada. Pak existuje prdvé jeden mezdporny prvek o € R* takovy, Ze
e pro kazdé v € R, |z — x| < 0, je uvedend Tada absolutné konvergentni,
e pro kazdé x € R, |z — xo| > o, je uvedend fada divergentni.

Prvek o spliiuje

3) !

e= limsup {/|an|’

1

kde vyrazem % rozumime 0o a vyrazem < rozumime 0.

Diikaz. Pro n € NU {0} a « € R polozme b, = an(z — z)". Ozna¢me v = limsup {/|a,|.
Pfedpokladejme nejprve, Ze v € (0, 00). Pak

limsup V/|b,| = limsup V/|an||z — 20| = 7|z — 20|
limsup {/]b,| < 1

pro kazdé x € R splijici |z — 29| < ¢ a

limsup {/|bn| > 1

pro kazdé x € R spliwjici |z — z¢| > 0. Podle Cauchyova odmocninového kritéria je tudiz fada (2)
absolutné konvergentni pro kazdé = € R spliwjici |z — x¢| < ¢ a divergentni pro kazdé = € R
spliwjici | — xo| > 0.

Je-livy =0, pak o= a

Odtud vyplyva, ze

limsup {/[b,| =0
pro kazdé x € R. Rada (2) je tedy absolutné konvergentni podle Cauchyova odmocninového kritéria
pro vSechna x € R.
Je-liy=o00,pak p=0a
lim sup {/|b,| = oo
pro kazdé x € R, x # xg. Rada (2) je tedy divergentni podle Cauchyova odmocninového kritéria
pro viechna z € R, x # xg.

DokéaZeme nyni jednozna¢nost prvku o. Predpokladejme, Ze prvek ¢ € R* méa také uvedené
vlastnosti, a pfitom g # ¢'. Bez tjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze o < ¢’. Potom by ale
pro kazdé = € R spliwjici o < |z — x| < o’ musela rada >~ a,(z — z¢)" konvergovat a zarovei
divergovat, coz neni mozné. Tim je dikaz dokoncen. O
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Definice. Prvek g z (3) nazyvame polomérem konvergence fady (2).
Poznamka. Necht >~ 7 a,(x — 20)" je mocninna fada a o € R* je jeji polomér konvergence.
Potom nastane pravé jedna z nésledujicich t¥{ moznosti:
e bud p = 0 a Fada konverguje pouze pro = = x,
e nebo p = oo a fada absolutné konverguje pro kazdé = € R,
e nebo p € (0,00), Fada absolutné konverguje pro kazdé z € R, |x — z¢| < o, diverguje pro
kazdé x € R, |z — 9| > o, a miiZe nebo nemusi konvergovat pro x = zy * o.

Priiklady. Spoctéte stied a polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a uréete, pro ktera

z € R tady konverguji.
o0 o0 o0 oo
z" non z" "
Z ’ Z n x ’ Z ’ Z :
| 2
n! n n
n=0 n=0

= n=1 n=1

14.2. Derivace mocninné rady.

Vé&ta 14.2 (derivace mocninné fady). Necht ¢ je polomeér konvergence fady Y~ an(z — z0)™.
Potom polomer konvergence Yady > .-, na,(z — 20)" ! je také roven o. Pro x € R spliujici
|z — z0| < 0 oznacme

f(x) = Z an(z — o)™
n=0

Potom md funkce f v kaZdém bode x € R, |x — zo| < o, vlastni derivaci a plati
oo
f(z) = Z nan (r — x0)" L
n=1

Diikaz. Ziejmé platilimsup {/|a,| < limsup {/n|a,|. DokaZeme opacnou nerovnost, tedy limsup {/n|a,| <
lim sup W . Jestlize lim sup W = 00, pak tato nerovnost plati zfejmé. Predpokladejme, Ze

lim sup T\‘/m < 0. Vime, Ze lim {/n = 1. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze

pro kazdé n € N, n > ng, plati ¢/n < (1 +¢). Pro tato n € N potom plati

sup v/k|ag| < (1 +¢)sup ¥/|ax,
k>n k>n

a tedy limsup {/nla,| < (1 + ¢)limsup {/|a,|. Protoze € bylo zvoleno libovolng, plyne odtud,
7e limsup {/nla,| < limsup {/|a,|. Celkem tedy mame limsup {/nla,| = limsup {/]a,|. Od-
tud a z definice poloméru konvergence mocninné fady vyplyva, Ze polomér konvergence rady
oo o nay(z — x9)™ je roven p. Rada oo nan(z — x0)" ! je zfejmé konvergentni pro z = .
Jestlize x € R spliuje 0 < |z — zo| < p, potom plati

[e%S) 1 00
Znan(x —{,C())n_l = Znan(x _l.O)na
n=1 T —=Zo n=0

a tedy je fada Y -, na,(z — xo)" ' konvergentni. Obdobnou tvahou lze dokazat, ze pro z €
R splitujici |z — o] > o je fada Y o, na,(z — )"~ ! divergentni. Polomér konvergence rady
S nan(z —x0)" ! je tedy roven o.

Dokazeme nyni druhou ¢éast tvrzeni. Jestlize o = 0, pak je tvrzeni trividlni, nebot zadné = € R
s uvedenou vlastnosti neexistuje. Pfedpokladejme, Ze o > 0. Bez djmy na obecnosti budeme
predpokladat, ze xo = 0. Zvolme x € (—p, o). K ditkazu tvrzeni sta¢i dokazat, ze

(4) lim flath) = flz) = i nan(r — x0)" L.

h—0 h

Nalezneme § > 0 spliwjici |x| + § < ¢. Potom pro kazdé h € (—4,9) plati |z + h| < |z| + |h| <
|x] + 0 < o, a tedy je vyraz f(x + h) dobfe definovan. Polozme

oh) = f(x+h)— f(z) — thanxnfl pro h € (—4,9).
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Chceme tedy dokazat, ze limy,_,q @ =0. Jest

o0

o(h) = Z an(x+h)" — i anz™ —h i na,z""! = Z an ((z+h)" — 2™ — hna" ")
n=0

n=0 n=1 n=2
oo n n

= E an E (_)x”‘ﬁhj.
n=2 Jj=2 J

Tedy
oo n n o _
FOENTS (j)m I,
n=2 j=2

Pro kazdé j € N, j > 2, plati » 4 '
A = h?[h)7% < 126772,
takze pro kazdé n € N, n > 2, plati

o0 h2 n n ni]j h2 (o) n n ni]j h2 o0 "
eI <Y lanlgz D ([ Jlal"0 < 55 > lanl 3 ([ )Jlal"8 = 55 > laal (j2] +6)"
n=2 2 n=2 7=0 n=2

Jj=

Protoze |z| 4+ 6 < g, je fada Y, |a,| (Jz| + §)" konvergentni. Oznac¢me

C=06"2Ylan| (2] +0)".
n=0

Potom C € [0,00) a plati

\*"“] <clp,
takZze L

im £ _ g

h—0 h

Odtud plyne (4), a tedy i druha ¢ast tvrzeni.

O

konec 4. pfednasky (11.3.2024)



