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13. Stejnoměrná konvergence

13.1. Úvod a základní pojmy.

Definice. Nechť M je množina, (Q, σ) je metrický prostor a f, fn, n ∈ N, jsou zobrazení definovaná
na M s hodnotami v Q. Řekneme, že posloupnost {fn} konverguje bodově k f na M , jestliže pro
každé x ∈ M platí limn→∞ fn(x) = f(x), neboli

∀x ∈ M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : σ(fn(x), f(x)) < ε.

Bodovou konvergenci posloupnosti {fn} k funkci f značíme fn → f . Řekneme, že posloupnost
{fn} konverguje stejnoměrně k f na M , jestliže

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈ M ∀n ∈ N, n ≥ n0 : σ(fn(x), f(x)) < ε.

Stejnoměrnou konvergenci posloupnosti {fn} k funkci f značíme fn ⇒ f .

Poznámky. (a) Nechť M je množina, (Q, σ) je metrický prostor a f, fn, n ∈ N, jsou zobrazení
definovaná na M s hodnotami v Q. Potom posloupnost {fn} nekonverguje stejnoměrně k
f na M právě tehdy, když existují ε > 0, rostoucí posloupnost indexů {nk} a posloupnost
{xk} prvků M splňující

∀k ∈ N : σ(fnk
(xk), f(xk)) ≥ ε.

(b) Jestliže posloupnost {fn} bodově konverguje, pak je limitní funkce určena jednoznačně.
(c) Jestliže fn ⇒ f na M , potom fn → f na M .

Věta 13.1 (charakterisace stejnoměrné konvergence). 12:T:charloc Nechť M je neprázdná mno-
žina, (Q, σ) je metrický prostor, fn : M → Q, n ∈ N, a f : M → Q. Potom fn ⇒ f na M právě
tehdy, když

lim
n→∞

sup {σ(fn(x), f(x)) : x ∈ M} = 0.

Důkaz. ⇒ Zvolme ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N takové, že

∀x ∈ M ∀n ∈ N, n ≥ n0 : σ(fn(x), f(x)) < ε.

Pak tedy pro každé n ≥ n0, platí

0 ≤ sup{σ(fn(x), f(x)) : x ∈ M} ≤ ε.

Odtud plyne tvrzení.
⇐ Zvolme ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0, platí

sup{σ(fn(x), f(x)) : x ∈ M} < ε.

Potom zřejmě pro každá n ≥ n0 a x ∈ M platí

σ(fn(x), f(x)) < ε,

a tedy fn ⇒ f na M . □

Příklad. Nechť fn(x) = 1
2n sin(nx), x ∈ R, n ∈ N. Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci

posloupnosti {fn} na R.
1
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Řešení. Zvolme x ∈ R. Potom platí

lim
n→∞

fn(x) = 0.

Položme
f(x) = 0 pro x ∈ R.

Potom tedy fn → f na R. Zvolme ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N splňující 2−n0 < ε. Potom pro každé
n ∈ N, n ≥ n0, platí

|fn(x)− f(x)| = | sin(nx)|
2n ≤ 2−n ≤ 2−n0 < ε.

Podle Věty 13.1 tedy fn ⇒ f na B(x, r).

Příklad. Nechť fn(x) = xn pro x ∈ [0, 1] a n ∈ N. Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci
posloupnosti {fn} na [0, 1].

Řešení. Platí

lim
n→∞

fn(x) =

{
0, jestliže x ∈ [0, 1),
1, jestliže x = 1.

Položme

f(x) =

{
0 pro x ∈ [0, 1),
1 pro x = 1.

Potom tedy fn → f na [0, 1]. Položme xn = 2−
1
n pro n ∈ N. Potom

|fn(xn)− f(xn)| = xn
n = 1

2 ,

a tedy fn ̸⇒ f na [0, 1] podle poznámky (a). Z poznámek (b) a (c) plyne, že posloupnost {fn}
nekonverguje stejnoměrně na [0, 1].

Definice. Nechť (P, ϱ) a (Q, σ) jsou metrické prostory a f , fn, n ∈ N, jsou zobrazení definovaná
na P s hodnotami v Q. Řekneme, že posloupnost {fn} konverguje lokálně stejnoměrně k f na
P , jestliže pro každé x ∈ M existuje r > 0 takové, že {fn}∞n=1 konverguje stejnoměrně k f na

Bϱ(x, r). Lokálně stejnoměrnou konvergenci značíme symbolem fn
loc

⇒ f .

Příklad. Nechť fn(x) = xn pro x ∈ [0, 1] a n ∈ N. Dokažte, že posloupnost {fn} konverguje
lokálně stejnoměrně na [0, 1).

Řešení. Položme
f(x) = 0 pro x ∈ [0, 1).

Potom fn → f na [0, 1). Zvolme x ∈ [0, 1). Nalezneme r > 0 takové, že x+ r < 1.

sup
y∈B(x,r)

|fn(y)− f(y)| = (x+ r)n,

a tedy
lim
n→∞

sup
y∈B(x,r)

|fn(y)− f(y)| = 0.

Podle Věty 13.1 tedy fn ⇒ f na B(x, r). Protože x ∈ [0, 1) bylo zvoleno libovolně, plyne odtud,

že fn
loc
⇒ f na x ∈ [0, 1).

Poznámka. Rovnost
lim
n→∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→∞

fn(x)

obecně neplatí. Například pro fn(x) = xn, n ∈ N, x ∈ [0, 1], máme limn→∞ limx→1− xn = 1, ale
limx→1− limn→∞ xn = 0.

Věta 13.2 (Mooreova–Osgoodova). Nechť (P, ϱ) je metrický prostor, x0 ∈ P , f, fn, n ∈ N, jsou
funkce z P do R a platí

(a) existuje r > 0 takové, že fn ⇒ f na (B(x0, r) \ {x0}),
(b) pro každé n ∈ N existuje an ∈ R takové, že limx→x0

fn(x) = an.
Potom existují vlastní limity limn→∞ an a limx→x0 f(x) a jsou si rovny.
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Důkaz. Zvolme ε > 0. Díky předpokladu (a) nalezneme n0 ∈ N takové, že

∀x ∈ B(x0, r) \ {x0} ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Potom platí

∀x ∈ B(x0, r) \ {x0} ∀n,m ∈ N, n,m ≥ n0 : |fn(x)− fm(x)| < 2ε.

Odtud díky předpokladu (b) vyplývá, že

∀n,m ∈ N, n,m ≥ n0 : |an − am| ≤ 2ε.

Posloupnost {an} tudíž splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku, takže má vlastní limitu, kterou
označíme symbolem a.

Dokážeme, že limx→x0
f(x) = a. Zvolme ε > 0. Díky předpokladům (a) a (b) nalezneme n0 ∈ N

takové, že |an0 − a| < ε a

∀x ∈ B(x0, r) \ {x0} : |fn0
(x)− f(x)| < ε.

Díky předpokladu (b) nalezneme δ ∈ (0, r) takové, že

∀x ∈ B(x0, δ) \ {x0} : |fn0
(x)− an0

| < ε.

Potom pro každé x ∈ B(x0, δ) \ {x0} platí

|f(x)− a| ≤ |f(x)− fn0
(x)|+ |fn0

(x)− an0
|+ |an0

− a| < 3ε.

Odtud již plyne tvrzení. □

Věta 13.3 (vztah stejnoměrné konvergence a spojitosti). Nechť (P, ϱ) a (Q, σ) jsou metrické

prostory, fn : P → Q jsou spojitá zobrazení, n ∈ N, f : P → Q je zobrazení a fn
loc

⇒ f na P . Potom
f je spojité.

konec 1. přednášky (19.2.2024)

Důkaz. Zvolme a ∈ P . Nalezneme r > 0 takové, že fn ⇒ f na B(a, r). Zvolme ε > 0. Nalezneme
n0 ∈ N takové, že

∀x ∈ B(a, r) : σ(f(x), fn0
(x)) < ε.

Díky spojitosti funkce fn0
nalezneme δ ∈ (0, r) takové, že

∀x ∈ B(a, δ) : σ(fn0(x), fn0(a)) < ε.

Potom pro každé x ∈ B(a, δ) platí

σ(f(x), f(a)) ≤ σ(f(x), fn0
(x)) + σ(fn0

(x), fn0
(a)) + σ(fn0

(a), f(a)) < 3ε.

Funkce f je tedy spojitá v bodě a. Protože bod a byl zvolen libovolně, je f spojitá na P . □

Příklad. Nechť fn(x) = 2nxe−nx2

, x ∈ [0,∞), n ∈ N. Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konver-
genci posloupnosti {fn} na na [0,∞).

Řešení. 1. krok (bodová konvergence): Pro každé x ∈ [0,∞) platí

lim
n→∞

fn(x) = 0.

Označme symbolem f funkci definovanou na [0,∞) předpisem f(x) = 0 pro x ∈ [0,∞). Potom
fn → f na [0,∞).

2. krok (stejnoměrná konvergence): Pro každé n ∈ N označme

σn = sup {|fn(x)− f(x)| : x ∈ [0,∞)} .
Protože fn(0) = 0 a

f ′
n(x) = 2ne−nx2

(1− nx2),

platí σn = f(xn), kde xn = 1√
2n

, a tedy σn = e−
1
2

√
2n. Protože σn ̸→ 0, plyne z Věty 13.1, že

fn ̸⇒ f na [0,∞).
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3. krok (lokálně stejnoměrná konvergence): Zvolme x ∈ (0,∞). Nalezneme r > 0 takové, že
x − r > 0, a n0 splňující xn0

< x − r. Potom je pro každé n ∈ N, n ≥ n0, funkce fn klesající na
(x− r, x+ r), a tedy

sup {|fn(x)− f(x)| : x ∈ (x− r, x+ r)} = fn(x− r).

Z 1. kroku plyne, že limn→∞ fn(x− r) = 0, a tedy, podle Věty 13.1 platí fn ⇒ f na (x− r, x+ r).

Protože x ∈ (0,∞) bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že fn
loc
⇒ f na (0,∞).

Věta 13.4 (charakterisace lokálně stejnoměrné konvergence na intervalu). Nechť a, b ∈ R∗, a < b,
fn : (a, b) → R, n ∈ N. Potom {fn} konverguje lokálně stejnoměrně na (a, b) právě tehdy, když pro
každá c, d ∈ (a, b), c < d, konverguje {fn} stejnoměrně na [c, d].

Důkaz. ⇒ Označme symbolem f funkci splňující fn
loc
⇒ f na (a, b). Předpokládejme, že pro nějaká

c, d ∈ (a, b), c < d, platí fn ̸⇒ f na [c, d]. Podle výše uvedené poznámky nalezneme ε > 0, rostoucí
posloupnost {nk} přirozených čísel a posloupnost {xk} prvků [c, d] tak, že

∀k ∈ N : |fnk
(xk)− f(xk)| ≥ ε.

Podle Bolzanovy–Weierstrassovy věty nalezneme rostoucí posloupnost {kj}∞j=1 přirozených čísel a
x∗ ∈ [c, d] splňující xkj → x∗, j → ∞. Nalezneme r > 0 takové, že fn ⇒ f na B(x∗, r), a n0 ∈ N
splňující

∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈ B(x∗, r) : |fn(x)− f(x)| < ε.

Nalezneme j0 ∈ N takové, že nkj0
≥ n0 a xkj0

∈ B(x∗, r). Potom

ε ≤ |fnkj0
(xkj0

)− f(xkj0
)| < ε,

což je spor.
Alternativní důkaz: Pro každé x ∈ [c, d] nalezneme otevřený interval Ix ⊂ (a, b) takový, že x ∈ Ix

a fn ⇒ f na Ix. Potom
[c, d] ⊂

⋃
x∈(a,b)

Ix.

Podle Borelovy věty nalezneme body x1, . . . , xk ∈ [c, d] takové, že [c, d] ⊂
⋃k

j=1 Ixj . Zvolme ε > 0.
K němu nalezneme n1, . . . , nk ∈ N taková, že pro každé i ∈ {1, . . . , k} platí

∀x ∈ Ixi
∀n ≥ ni : |f(x)− fn(x)| < ε.

Položme n∗ = max{n1, . . . , nk}. Potom pro každé n ≥ n∗ a každé x ∈ Ixi platí |f(x)− fn(x)| < ε,
tedy fn ⇒ f na [c, d].

⇐ Zvolme x ∈ (a, b). Nalezneme r > 0 takové, že [x− r, x+ r] ⊂ (a, b). Označme symbolem
f funkci splňující fn ⇒ f na [x− r, x+ r]. Potom fn ⇒ f na (x− r, x+ r). Protože x bylo zvoleno

libovolně, platí fn
loc

⇒ f na (a, b). □

Definice. Nechť M je množina, (Q, σ) je metrický prostor a fn : M → R, n ∈ N. Řekneme, že
posloupnost {fn} je stejnoměrně cauchyovská na M , jestliže

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 ∀x ∈ M : σ(fn(x), fm(x)) < ε.

Věta 13.5 (Bolzanova–Cauchyova podmínka pro stejnoměrnou konvergenci). Nechť M je mno-
žina, (Q, σ) je úplný metrický prostor a fn : M → R, n ∈ N. Potom je posloupnost {fn} stejno-
měrně konvergentní na M právě tehdy, když je stejnoměrně cauchyovská na M .

Důkaz. ⇒ Označme symbolem f funkci splňující fn ⇒ f na M . Zvolme ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N
takové, že

∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈ M : σ(fn(x), f(x)) < ε.

Zvolme m,n ∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0. Potom

∀x ∈ M : σ(fn(x), fm(x)) ≤ σ(fn(x), f(x)) + σ(f(x), fm(x)) < 2ε,

a tedy je posloupnost {fn} stejnoměrně cauchyovská na M .
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⇐ Zvolme x ∈ M . Potom je posloupnost {fn(x)} cauchyovská v Q, a tedy má díky úplnosti
Q limitu, kterou označíme symbolem f(x). Zvolme ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N takové, že

∀m,n ∈ N, n ≥ n0, m ≥ n0 ∀x ∈ M : σ(fn(x), fm(x)) < ε.

Protože limm→∞ fm(x) = f(x), plyne odtud, že

∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈ M : σ(fn(x), f(x)) ≤ ε,

a tedy fn ⇒ f na M . □

Věta 13.6 (stejnoměrná konvergence derivací). Nechť a, b ∈ R, a < b, a fn : (a, b) → R pro n ∈ N.
Předpokládejme, že

(a) pro každé n ∈ N má fn vlastní derivaci na (a, b),
(b) existuje x0 ∈ (a, b) takové, že {fn(x0)} konverguje,
(c) {f ′

n} konverguje stejnoměrně na (a, b).
Potom existuje f : (a, b) → R taková, že fn ⇒ f na (a, b), f má vlastní derivaci na (a, b) a platí
f ′
n ⇒ f ′ na (a, b).

Důkaz. Zvolme ε > 0. Díky Větě 13.5 a předpokladu (b) nalezneme n0 ∈ N takové, že pro každá
m,n ∈ N, m,n ≥ n0, platí

(1) ∀x ∈ (a, b) : |f ′
n(x)− f ′

m(x)| < ε & |fn(x0)− fm(x0)| < ε.

Zvolme x ∈ (a, b) a m,n ∈ N, m,n ≥ n0. Potom

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− fm(x)− (fn(x0)− fm(x0))|+ |fn(x0)− fm(x0)|.
Podle Lagrangeovy věty pro funkci fn − fm nalezneme ξ ležící mezi x a x0 takové, že

|fn(x)− fm(x)− (fn(x0)− fm(x0))| = |f ′
n(ξ)− f ′

m(ξ)| · |x− x0|.
Potom dle (1) platí

|f ′
n(ξ)− f ′

m(ξ)| < ε.

Navíc
|x− x0| ≤ b− a,

neboť (a, b) je omezený interval, takže kombinací odhadů dostáváme

|fn(x)− fm(x)| < ε(b− a) + ε = ε(b− a+ 1).

Posloupnost {fn} je tedy stejnoměrně cauchyovská na (a, b), a tudíž je podle Věty 13.5 stejnoměrně
konvergentní na (a, b). Její limitu označíme f .

Zbývá dokázat, že f má vlastní derivaci na (a, b) a f ′
n ⇒ f ′ na (a, b). Protože f ′

n konverguje
stejnoměrně na (a, b), stačí dokázat, že f ′

n → f ′ na (a, b). Zvolme y ∈ (a, b) a n ∈ N. Definujme
funkci φn předpisem

φn(x) =
fn(x)− fn(y)

x− y
, x ∈ (a, b) \ {y}.

Zvolme x ∈ (a, b) \ {y} a m,n ∈ N, m,n ≥ n0. Podle Lagrangeovy věty nalezneme η ležící mezi x
a y takové, že

|fn(x)− fm(x)− (fn(y)− fm(y))| = |f ′
n(η)− f ′

m(η)| · |x− y|.
Tedy podle definice funkcí φn a φm a podle (1) platí

|φn(x)− φm(x)| = |f ′
n(η)− f ′

m(η)| < ε.

Protože x bylo zvoleno libovolně, je posloupnost {φn} stejnoměrně cauchyovská, a tedy podle
Věty 13.5 (prostor R je úplný) také stejnoměrně konvergentní na (a, b) \ {y}. Podle Mooreovy–
Osgoodovy věty (Věta 13.2) tudíž existují vlastní limity

lim
n→∞

lim
x→y

φn(x) a lim
x→y

lim
n→∞

φn(x)

a jsou si rovny. Protože
lim

n→∞
lim
x→y

φn(x) = lim
n→∞

f ′
n(y)
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a

lim
x→y

lim
n→∞

φn(x) = lim
x→y

f(x)− f(y)

x− y
= f ′(y),

existuje vlastní f ′(y) a platí f ′(y) = limn→∞ f ′
n(y). Protože y bylo zvoleno libovolně, plyne odtud

tvrzení věty. □

konec 2. přednášky (26.2.2024)

Věta 13.7 (záměna limity a Newtonova integrálu). Nechť a, b ∈ R, a < b, fn : (a, b) → R pro
n ∈ N, f : (a, b) → R, fn ⇒ f na (a, b) a pro každé n ∈ N platí fn ∈ N (a, b). Potom f ∈ N (a, b) a

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Důkaz. Zvolme x0 ∈ (a, b). Potom pro každé n ∈ N nalezneme funkci Fn : (a, b) → R takovou, že
F ′
n = fn na (a, b) a Fn(x0) = 0. Podle Věty 13.6 je posloupnost {Fn}∞n=1 stejnoměrně konvergentní

na (a, b). Označme F (x) = limn→∞ Fn(x), x ∈ (a, b). Podle Věty 13.6 platí F ′ = f na (a, b). Podle
Mooreovy–Osgoodovy věty platí

lim
x→a+

F (x) = lim
x→a+

lim
n→∞

Fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a+

Fn(x)

a
lim

x→b−
F (x) = lim

x→b−
lim
n→∞

Fn(x) = lim
n→∞

lim
x→b−

Fn(x),

přičemž obě tyto limity jsou vlastní, tudíž∫ b

a

f(x)dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) = lim
n→∞

lim
x→b−

Fn(x)− lim
n→∞

lim
x→a+

Fn(x)

= lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

□

Značení. Nechť M je množina, f : M → R a g : M → R. Píšeme f ≤ g na M , jestliže pro každé
x ∈ M platí f(x) ≤ g(x). Speciálně píšeme f ≥ 0 na M , jestliže f je nezáporná na M . Obdobně
užíváme symbolů f ≥ g, f < g a f > g.

Definice. Nechť M je množina a fn : M → R, n ∈ N. Řekneme, že posloupnost {fn} je neklesající
na M , jestliže pro každé n ∈ N platí fn ≤ fn+1 na M . Obdobně definujeme posloupnost nerostoucí,
klesající, rostoucí, monotónní a ryze monotónní na M .

Věta 13.8 (Diniova). Nechť (P, ϱ) je kompaktní metrický prostor a {fn} je monotónní posloupnost
spojitých zobrazení P do R. Nechť f : P → R je spojité a fn → f na P . Potom fn ⇒ f na P .

Důkaz. Vzhledem k tomu, že pro každé n ∈ N je fn − f spojité, můžeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že f(x) = 0 pro každé x ∈ P , jinak bychom uvažovali posloupnost {fn − f}. Dále
můžeme předpokládat, že na P platí

f1 ≥ f2 ≥ · · · ≥ 0,

neboť v opačném případě bychom uvažovali posloupnost {−fn}. Předpokládejme, že tvrzení věty
neplatí. Nalezneme ε > 0, posloupnost {xk} prvků P a rostoucí posloupnost {nk} ⊂ N taková,
že pro každé k ∈ N platí fnk

(xk) ≥ ε. Díky kompaktnosti P nalezneme rostoucí posloupnost
{kj} ⊂ N a prvek x ∈ P tak, že xnkj

→ x. Protože limn→∞ fn(x) = 0, nalezneme n0 ∈ N
takové, že fn0

(x) < ε. Díky spojitosti fn0
nalezneme δ > 0 takové, že pro každé y ∈ B(x, δ) platí

fn0
(y) < ε. Nalezneme j0 ∈ N takové, že nkj0

≥ n0 a xkj0
∈ B(x, δ). Potom díky monotonii

posloupnosti {fn} platí
ε ≤ fnkj0

(xkj0
) ≤ fn0(xkj0

) < ε,

což je spor. Tedy fn ⇒ f na P . □
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Věta 13.9 (Weierstrassova). Nechť a, b ∈ R, a < b, f ∈ C([a, b]) a ε > 0. Potom existuje polynom
P : R → R takový, že

∀x ∈ [a, b] : |f(x)− P (x)| < ε.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že [a, b] = [0, 1]. Zvolme n ∈ N. Potom

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
, k ∈ {1, . . . , n},

a tedy pro každé x ∈ R platí
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = (x+ 1− x)n = 1,

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = (x+ 1− x)n = nx

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k = nx,

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k(k − nx)2

=

n∑
k=0

k2
(
n

k

)
xk(1− x)n−k − 2nx

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k + n2x2

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

=

n∑
k=1

kn

(
n− 1

k − 1

)
xk(1− x)n−k − 2n2x2 + n2x2

= nx

n∑
k=1

(k − 1)n

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−1−(k−1) + nx

n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−1−(k−1) − n2x2

= nx(n− 1)x+ nx− n2x2 = nx(1− x).

Díky tomu, že f je omezená a stejnoměrně spojitá na [0, 1], nalezneme M, δ > 0 taková, že

∀x ∈ [0, 1] : |f(x)| ≤ M

a
∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ : |f(x)− f(y)| < ε.

Pro n ∈ N položme

Pn(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f
(
k
n

)
xk(1− x)n−k, x ∈ R.

Potom Pn je polynoma pro každé x ∈ [0, 1] platí

|f(x)− Pn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n

k

)
f(x)xk(1− x)n−k = (x+ 1− x)n −

n∑
k=0

(
n

k

)
f
(
k
n

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣ (n
k

)
xk(1− x)n−k

=
∑

k:|x− k
n |<δ

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣ (n
k

)
xk(1− x)n−k

+
∑

k:|x− k
n |≥δ

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣ (n
k

)
xk(1− x)n−k

= S1 + S2.

Potom

S1 ≤ ε

n∑
k=1

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = ε
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a

S2 ≤ 2M

n2δ2

n∑
k=1

(
n

k

)
xk(1− x)n−k(k − nx)2 =

2M

n2δ2
nx(1− x) ≤ M

2n2δ2
.

Nalezneme n0 ∈ N takové, že M
2n2δ2 < ε. Potom pro každé x ∈ [0, 1] platí |f(x)− Pn0(x)|.

Nyní předpokládejme, že a, b ∈ R, a ≤ b. Je-li a = b, pak je tvrzení triviální. Předpokládejme,
že a < b. Definujme zobrazení φ : [0, 1] → [a, b] předpisem

φ(x) = (b− a)x+ a.

Potom φ je spojitá bijekce [0, 1] na [a, b] a platí

φ−1(y) =
y − a

b− a
, y ∈ [a, b].

Položme f̃ = f ◦φ. Potom f̃ ∈ C([0, 1]). Podle již dokázaného tvrzení nalezneme polynom P̃ : R →
R takový, že pro každé x ∈ [0, 1] platí

|f̃(x)− P̃ (x)| < ε.

Položme

P (y) = P̃

(
y − a

b− a

)
, y ∈ R.

Potom P je polynom a pro každé y ∈ [a, b] platí

|f(y)− P (y)| = |f̃(φ−1(y))− P̃ (φ−1(y))| < ε.

□

Poznámka. Tvrzení Weierstrassovy věty nelze rozšířit na interval, který není omezený a uzavřený.
Například pro f(x) = ex na (0,∞) a libovolný polynom P platí limx→∞ |f(x) − P (x)| = ∞,
podobně pro f(x) = 1

x a libovolný polynom P platí limx→0+ |f(x)− P (x)| = ∞.

Poznámka. Nechť fn, n ∈ N, je posloupnost funkcí z C[a, b], kde a, b ∈ R, a < b. Potom fn ⇒ f
na [a, b] právě tehdy, když limn→∞ ∥fn − f∥sup = 0.

konec 3. přednášky (4.3.2024)

13.2. Stejnoměrná konvergence řad funkcí.

Definice. Nechť M je množina, (Q, ∥·∥) je normovaný lineární prostor a fn : M → Q, n ∈ N. Řek-
neme, že řada funkcí

∑∞
n=1 fn bodově konverguje na M , jestliže posloupnost funkcí {

∑n
k=1 fk}

∞
n=1

bodově konverguje na M . Pojmy stejnoměrné konvergence a lokálně stejnoměrné konvergence
řady

∑∞
n=1 fn definujeme obdobně (pro lokálně stejnoměrnou konvergenci je nezbytné, aby na-

víc (M,ϱ) byl metrický prostor). Stejnoměrnou konvergenci řady
∑∞

n=1 fn značíme
∑∞

n=1 fn ⇒,

lokálně stejnoměrnou konvergenci značíme
∑∞

n=1 fn
loc

⇒.

Poznámka. Nechť M je množina, Q je normovaný lineární prostor, fn, gn : M → Q pro n ∈ N a
α ∈ R. Jestliže řady

∑∞
n=1 fn a

∑∞
n=1 gn konvergují stejnoměrně na M a α ∈ R, pak také řady∑∞

n=1(αfn) a
∑∞

n=1(fn ± gn) konvergují stejnoměrně na M .

Poznámky. Nechť M je množina, Q je Banachův prostor a fn : M → Q, n ∈ N.
(a) Z Věty 13.5 plyne, že řada

∑∞
n=1 fn konverguje stejnoměrně na množině M právě tehdy,

když platí

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m ≥ n ≥ n0 ∀x ∈ M :

∥∥∥∥∥∥
m∑

j=n

fj(x)

∥∥∥∥∥∥
Q

< ε.

(b) Jestliže
∑∞

n=1 fn ⇒ na M , potom fn ⇒ o na M , kde o označuje identicky nulovou funkci.
Toto tvrzení plyne z (a), protože pro každé x ∈ M a každé n ∈ N platí fn(x) =

∑n
j=n fj(x).
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Věta 13.10 (Weierstrassovo kritérium). Nechť M je neprázdná množina, Q je Banachův prostor
a fn : M → Q, n ∈ N. Označme

σn = sup
x∈M

∥fn(x)∥Q, n ∈ N.

Jestliže
∑∞

n=1 σn < ∞, potom
∑∞

n=1 fn ⇒ na M .

Důkaz. Zvolme ε > 0. Nalezneme n0 ∈ N takové, že
∞∑

j=n0

σj < ε.

Potom pro každá m,n ∈ N splňující m ≥ n ≥ n0 a pro každé x ∈ M platí∥∥∥∥∥∥
m∑

j=n

fj(x)

∥∥∥∥∥∥
Q

≤
m∑

j=n

∥fj(x)∥Q ≤
∞∑

j=n0

σj < ε.

Z poznámky (a) plyne, že
∑∞

n=1 fn ⇒ na M . □

Příklad. Nechť α > 1. Dokažte, že řady
∞∑

n=1

cos(nx)

nα
a

∞∑
n=1

sin(nx)

nα

jsou stejnoměrně konvergentní na R.

Řešení. Pro n ∈ N položme

σn = sup
x∈R

| cos(nx)|
nα

.

Potom pro každé n ∈ N platí

σn =
1

nα
,

a tedy
∞∑

n=1

σn < ∞.

Podle Weierstrassova kritéria tudíž řada
∑∞

n=1
cos(nx)

nα stejnoměrně konverguje na R. Obdobně lze
dokázat, že řada

∑∞
n=1

sin(nx)
nα stejnoměrně konverguje na R.

Věta 13.11 (záměna sumy a derivace). Nechť a, b ∈ R, a < b, a fn : (a, b) → R pro n ∈ N.
Předpokládejme že

(a) pro každé n ∈ N má fn vlastní derivaci na (a, b),
(b) existuje x0 ∈ (a, b) takové, že je číselná řada

∑∞
n=1 fn(x0) konvergentní,

(c)
∑∞

n=1 f
′
n ⇒ na (a, b).

Potom
∑∞

n=1 fn ⇒ na (a, b) a ( ∞∑
n=1

fn

)′

=

∞∑
n=1

f ′
n na (a, b).

Důkaz. Pro n ∈ N položme gn =
∑n

k=1 fk na (a, b). Potom pro každé n ∈ N má gn vlastní derivaci
na (a, b), posloupnost {gn(x0)} je konvergentní a posloupnost {g′n} je stejnoměrně konvergentní
na (a, b). Díky Větě 13.6 tedy nalezneme funkci g : (a, b) → R takovou, že gn ⇒ g a g′n ⇒ g′ na
(a, b). Odtud plyne tvrzení věty, neboť g =

∑∞
n=1 fn, a tedy na (a, b) platí( ∞∑

n=1

fn

)′

= g′ = lim
n→∞

g′n = lim
n→∞

(
n∑

k=1

fk

)′

= lim
n→∞

n∑
k=1

f ′
k =

∞∑
n=1

f ′
n.

□
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Věta 13.12 (záměna sumy a Newtonova integrálu). Nechť a, b ∈ R, a < b, fn : (a, b) → R pro
n ∈ N, f : (a, b) → R,

∑∞
n=1 fn ⇒ f na (a, b) a pro každé n ∈ N platí fn ∈ N (a, b). Potom

f ∈ N (a, b) a
∞∑

n=1

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z Věty 13.7 použité na {
∑n

k=1 fk}. □

14. Mocninné řady

14.1. Základní vlastnosti.

Definice. Nechť x0 ∈ R a {an}∞n=0 je posloupnost reálných čísel. Mocninnou řadou o středu x0

rozumíme řadu
∞∑

n=0

an(x− x0)
n pro x ∈ R.

Poznámka. Každá mocninná řada
∑∞

n=0 an(x− x0)
n konverguje pro x = x0.

Věta 14.1 (o poloměru konvergence mocninné řady). Nechť

(2)
∞∑

n=0

an(x− x0)
n

je mocninná řada. Pak existuje právě jeden nezáporný prvek ϱ ∈ R∗ takový, že
• pro každé x ∈ R, |x− x0| < ϱ, je uvedená řada absolutně konvergentní,
• pro každé x ∈ R, |x− x0| > ϱ, je uvedená řada divergentní.

Prvek ϱ splňuje

(3) ϱ =
1

lim sup n
√
|an|

,

kde výrazem 1
0 rozumíme ∞ a výrazem 1

∞ rozumíme 0.

Důkaz. Pro n ∈ N ∪ {0} a x ∈ R položme bn = an(x − x0)
n. Označme γ = lim sup n

√
|an|.

Předpokládejme nejprve, že γ ∈ (0,∞). Pak

lim sup n
√
|bn| = lim sup n

√
|an||x− x0| = γ|x− x0|.

Odtud vyplývá, že
lim sup n

√
|bn| < 1

pro každé x ∈ R splňující |x− x0| < ϱ a

lim sup n
√
|bn| > 1

pro každé x ∈ R splňující |x− x0| > ϱ. Podle Cauchyova odmocninového kritéria je tudíž řada (2)
absolutně konvergentní pro každé x ∈ R splňující |x − x0| < ϱ a divergentní pro každé x ∈ R
splňující |x− x0| > ϱ.

Je-li γ = 0, pak ϱ = ∞ a
lim sup n

√
|bn| = 0

pro každé x ∈ R. Řada (2) je tedy absolutně konvergentní podle Cauchyova odmocninového kritéria
pro všechna x ∈ R.

Je-li γ = ∞, pak ϱ = 0 a
lim sup n

√
|bn| = ∞

pro každé x ∈ R, x ̸= x0. Řada (2) je tedy divergentní podle Cauchyova odmocninového kritéria
pro všechna x ∈ R, x ̸= x0.

Dokážeme nyní jednoznačnost prvku ϱ. Předpokládejme, že prvek ϱ′ ∈ R∗ má také uvedené
vlastnosti, a přitom ϱ ̸= ϱ′. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ϱ < ϱ′. Potom by ale
pro každé x ∈ R splňující ϱ < |x− x0| < ϱ′ musela řada

∑∞
n=0 an(x− x0)

n konvergovat a zároveň
divergovat, což není možné. Tím je důkaz dokončen. □
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Definice. Prvek ϱ z (3) nazýváme poloměrem konvergence řady (2).

Poznámka. Nechť
∑∞

n=0 an(x − x0)
n je mocninná řada a ϱ ∈ R∗ je její poloměr konvergence.

Potom nastane právě jedna z následujících tří možností:
• buď ϱ = 0 a řada konverguje pouze pro x = x0,
• nebo ϱ = ∞ a řada absolutně konverguje pro každé x ∈ R,
• nebo ϱ ∈ (0,∞), řada absolutně konverguje pro každé x ∈ R, |x − x0| < ϱ, diverguje pro

každé x ∈ R, |x− x0| > ϱ, a může nebo nemusí konvergovat pro x = x0 ± ϱ.

Příklady. Spočtěte střed a poloměr konvergence následujících mocninných řad a určete, pro která
x ∈ R řady konvergují.

∞∑
n=0

xn

n!
,

∞∑
n=0

nnxn,

∞∑
n=1

xn

n
,

∞∑
n=1

xn

n2
.

14.2. Derivace mocninné řady.

Věta 14.2 (derivace mocninné řady). Nechť ϱ je poloměr konvergence řady
∑∞

n=0 an(x − x0)
n.

Potom poloměr konvergence řady
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 je také roven ϱ. Pro x ∈ R splňující

|x− x0| < ϱ označme

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)
n.

Potom má funkce f v každém bodě x ∈ R, |x− x0| < ϱ, vlastní derivaci a platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1.

Důkaz. Zřejmě platí lim sup n
√
|an| ≤ lim sup n

√
n|an|. Dokážeme opačnou nerovnost, tedy lim sup n

√
n|an| ≤

lim sup n
√

|an|. Jestliže lim sup n
√
|an| = ∞, pak tato nerovnost platí zřejmě. Předpokládejme, že

lim sup n
√

|an| < ∞. Víme, že lim n
√
n = 1. Zvolme ε > 0. K němu nalezneme n0 ∈ N takové, že

pro každé n ∈ N, n ≥ n0, platí n
√
n < (1 + ε). Pro tato n ∈ N potom platí

sup
k≥n

k
√
k|ak| ≤ (1 + ε) sup

k≥n

k
√
|ak|,

a tedy lim sup n
√

n|an| ≤ (1 + ε) lim sup n
√

|an|. Protože ε bylo zvoleno libovolně, plyne odtud,
že lim sup n

√
n|an| ≤ lim sup n

√
|an|. Celkem tedy máme lim sup n

√
n|an| = lim sup n

√
|an|. Od-

tud a z definice poloměru konvergence mocninné řady vyplývá, že poloměr konvergence řady∑∞
n=0 nan(x − x0)

n je roven ϱ. Řada
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 je zřejmě konvergentní pro x = x0.

Jestliže x ∈ R splňuje 0 < |x− x0| < ϱ, potom platí
∞∑

n=1

nan(x− x0)
n−1 =

1

x− x0

∞∑
n=0

nan(x− x0)
n,

a tedy je řada
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 konvergentní. Obdobnou úvahou lze dokázat, že pro x ∈

R splňující |x − x0| > ϱ je řada
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 divergentní. Poloměr konvergence řady∑∞

n=1 nan(x− x0)
n−1 je tedy roven ϱ.

Dokážeme nyní druhou část tvrzení. Jestliže ϱ = 0, pak je tvrzení triviální, neboť žádné x ∈ R
s uvedenou vlastností neexistuje. Předpokládejme, že ϱ > 0. Bez újmy na obecnosti budeme
předpokládat, že x0 = 0. Zvolme x ∈ (−ϱ, ϱ). K důkazu tvrzení stačí dokázat, že

(4) lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
=

∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1.

Nalezneme δ > 0 splňující |x| + δ < ϱ. Potom pro každé h ∈ (−δ, δ) platí |x + h| ≤ |x| + |h| <
|x|+ δ < ϱ, a tedy je výraz f(x+ h) dobře definován. Položme

φ(h) = f(x+ h)− f(x)− h

∞∑
n=1

nanx
n−1 pro h ∈ (−δ, δ).
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Chceme tedy dokázat, že limh→0
φ(h)
h = 0. Jest

φ(h) =

∞∑
n=0

an(x+ h)n −
∞∑

n=0

anx
n − h

∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=2

an
(
(x+ h)n − xn − hnxn−1

)
=

∞∑
n=2

an

n∑
j=2

(
n

j

)
xn−jhj .

Tedy

|φ(h)| ≤
∞∑

n=2

|an|
n∑

j=2

(
n

j

)
|x|n−j |h|j .

Pro každé j ∈ N, j ≥ 2, platí
|h|j = h2|h|j−2 ≤ h2δj−2,

takže pro každé n ∈ N, n ≥ 2, platí

|φ(h)| ≤
∞∑

n=2

|an|
h2

δ2

n∑
j=2

(
n

j

)
|x|n−jδj ≤ h2

δ2

∞∑
n=2

|an|
n∑

j=0

(
n

j

)
|x|n−jδj =

h2

δ2

∞∑
n=2

|an| (|x|+ δ)
n
.

Protože |x|+ δ < ϱ, je řada
∑∞

n=0 |an| (|x|+ δ)
n konvergentní. Označme

C = δ−2
∞∑

n=0

|an| (|x|+ δ)
n
.

Potom C ∈ [0,∞) a platí ∣∣∣∣φ(h)h

∣∣∣∣ ≤ C|h|,

takže
lim
h→0

φ(h)

h
= 0.

Odtud plyne (4), a tedy i druhá část tvrzení. □

konec 4. přednášky (11.3.2024)


