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1. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI
1.1. Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci.

Priklad 1.1. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti
1
fn(x):n<\/x+n—\/§>, neN, z €0,00).

loc
Vysledek: f, = ﬁ na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Piiklad 1.2. Necht posloupnost funkci f, je zaddna predpisem
fulz) =V n~V? logn, neN, z €0,00).

Vysetfete,zda:

(i) fn konverguje bodové na intervalu [0, 0c0) (pokud ano, urete limitni funkei f),
(ii) f,, konverguje stejnomérné na intervalu [0, 0o),

(iii) f, konverguje stejnomérné na intervalu (0, c0),

(iv) fn konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu (0, 0o).

loc
Vysledek: f,, — 0 na [0,00) a f, = 0 na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.3. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(z) = Van + 37, neN, z€[0,00).

3, z€0,3]

0,
z, x € [3,00) na [0, 00)

Vysledek: f, = f(z) = {

Priklad 1.4. Necht posloupnost funkci f,, je dana pfedpisem
fa(z) = (z + 1) arccotg (—na?) neN, zeR.

(i) VySetiete bodovou konvergenci posloupnosti f,, a najdéte jeji bodovou limitu;
(ii) rozhodnéte, zda posloupnost f, konverguje stejnomérné na R;
(iii) rozhodnéte, zda posloupnost f, konverguje lokalng stejnomérné na (—oo, 0).
Bonifikaéni otazka: rozhodnéte, zda posloupnost f,, konverguje lokalné stejnomérné na (0, 00).
loc
Vysledek: f, = 0 na (—oo,0), konvergence nenf stejnomérna
1
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Priklad 1.5. Vysetifete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(a:):\/n2—|—1(e$—1), neN, z € (0,00).

loc
Vysledek: f, = < na (0, 00), konvergence nenf stejnomérna

Priiklad 1.6. VySetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(x)zn2 (1—005 (%)), neN, zeR.

loc 4
Vysledek: f, = % na R, konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.7. VysSetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

he) =2 (2% -1), nen e

loc
Vysledek: f, = (log2)z na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.8. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

1
fn(z) =log (1+2> n?+2, neN, z € (—o00,0).
n

loc
Vysledek: f,, = ?12 na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.9. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti
n

x
n = s N, R.
fn(x) T neN, x e
Piiklad 1.10. Necht p, ¢ > 0. Uréete bodovou limitu posloupnosti
xP"
fn(l’):ma n €N, z € (0,00).

v zavislosti na parametrech p a ¢. Rozhodnéte, zda f,, konverguje na (0,00) stejnomérné nebo lokalné
stejnomérné.

Priklad 1.11. Rozhodnéte, zda posloupnost
fn(x) — I2n o ISn

konverguje bodové ¢i stejnomérné na intervalu [0, 1], pfipadné zda konverguje lokalné stejnomérné na
nékteré podmnoziné tohoto intervalu.

1.2. Stejnomérna konvergence fad funkci.

Priklad 1.12. Naleznéte defini¢ni obor funkce f, definované predpisem

& e—(n+1)7;2

f(x):ZT’

n=1

Rozhodnéte, zda existuje f'(0) a pokud ano, spoctéte ji.
Priklad 1.13. Necht f je definovana predpisem

flz) = Z arcsin(z™).
n=1

Urcete defini¢n{ obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru rada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VySetiete spojitost funkei f a f’ v jejich definiénim oboru.
Priklad 1.14. VySetfete, zda fada

o0

3 ,sin(l+ %)
;( 1) —

konverguje stejnomérné nebo lokilné stejnomérné na intervalu [—1,1]. Ozna¢me soucet fady v bodé x
jako f(z). Spoctéte f(0).



Piiklad 1.15. Necht funkce f je definovana predpisem

 w= arcsin((—z)")
f(x)_nz:% 1+logn

Rozhodnéte, pro ktera = € [—1, 1] fada bodové konverguje. Je tato konvergence stejnomérna nebo lokalng
stejnomérné?

Vysledek: > f,, = na (—1,1] a diverguje pro z = —1, konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.16. Necht funkce f je definovana predpisem
2n

o0 .
(sign(cosx))™(2 cos(x))
fl@)y=>" :
Viogn
Urcéete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VySetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

x € [0, 27].

n=2

loc
Vysledek: 3 f,, = na [(Z, Z|U[4F, 37]] +2k7, k € Z ke spojité funkci, konvergence nenf stejnomérna

3)3 373
Priklad 1.17. Necht funkce f je definovana predpisem
2. (—1)™ arccos(z™)
x) = .
fle) T; n?+1

Rozhodnéte, pro ktera = € [—1, 1] fada bodové konverguje. Je tato konvergence stejnomérna nebo lokalné
stejnomérné?

loc
Vysledek: > f, = na (—1, 1] a diverguje v bod& —1.
Piiklad 1.18. Necht funkce f je definovana predpisem
= 2
f(z) ::Zlog (1—1— * >7 x € [0,00).

2 4 n?
n=1

Rozhodnéte, zda Fada konverguje na intervalu [0, 00) bodové nebo lokalné stejnomérné.
BONIFIKACNI ULOHA: Rozhodnéte, zda fada konverguje na intervalu [0, co) stejnomérné.

loc
Vysledek: > f,, = na [0, 00), konvergence neni stejnomérna
Priklad 1.19. Necht funkce f je definovana predpisem

3 (ignltg))"vad" (tg(@))™

fla) = o

n=1
Urcete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. Vysetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

Vysledek: ) f, konverguje absolutné na (—§ + k7, § + k) a neabsolutné pro x = —% + k7, k €
Z, jinde diverguje. Konvergence je lokdlné stejnomérna a neni stejnomérna, limitni funkce je na svém
defini¢nim oboru spojita

Priklad 1.20. Necht funkce f je definovana predpisem
(=1)™arctg(z™)
x) = —
@ =2 — 7=

Urcéete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VySetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

n=1

loc
Vysledek: > f,, = na (—1,00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 1.21. Necht funkce f je definovana predpisem

oo

) = &
fl@) =" (-1) T

Rozhodnéte, na kterych podintervalech intervalu x € [0,00) fada konverguje bodové, stejnomérné nebo
lokalng stejnomérné. VySetfete spojitost funkce f na intervalu [0, 00).

Vysledek: > f,, = na [0, 00) ke spojité funkci

z € [0,00).

n=1



Piiklad 1.22. Necht funkce f je definovana predpisem

Zlog <1+ logn) )

Urcete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnete, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VysSetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

loc
Vysledek: > f, = na R, konvergence neni stejnomérna

2. MOCNINNE RADY

Priklad 2.1. Nasledujici funkce vyjadrete jako sou¢et mocninné rady o stfedu 0 na maximalnim otevie-
ném intervalu.

22 2 =3 x 1
(& , Cos™x, , 81 X, 1— 2 (1—%)27

T 1+ T 1 9 3
—, 1 log(1 .
Vi—2z B\ T 1+x—222" 224x+1’ og(l+z 427 +27)

Priklad 2.2. Na intervalu konvergence se¢téte mocninné fady
0 2k+1 0 22k

Z;k+1’ > (-1 2%+ 1’ ka
k=0 k=0
2 1 kz:o 201 ;kkﬂ

Zk(kﬂ)m’f, 1+ZW%’“, Z%
k=1 k=1 k=0

Priklad 2.3. Pomoci vhodné zvolené mocninné fady sectéte ¢iselnou rfadu
i ="
— 4n(2n +1)°
Priklad 2.4. Uzitim Abelovy véty sec¢téte fadu
i (GR I
— 4n? —1°

Priklad 2.5. Pomoci vhodné zvolené mocninné rady sectéte ¢iselnou fadu

i (=1)"(2n + 3)
—  (n+1)2" '
Priklad 2.6. Sectdte radu -
Z(n —1)(n 4+ 3)z*"
n=1

na jejim definiénim oboru. Rozhodnéte, zda na svém defini¢nim oboru fada konverguje absolutné.

Priklad 2.7. Sectéte radu

oo

3 (n*-1) on
37n!
n=1
na jejim definiénim oboru.

Priklad 2.8. Sectdte radu

> YL
Z 2n (2n —1)!

na jejim definiénim oboru. -

Priklad 2.9. Naleznéte defini¢ni obor funkce f, zadané pfedpisem

=S5

Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru rada konverguje absolutné.



Priklad 2.10. Sectéte fadu
i(_l)n n(n —1)z"~!
— (2n)!

na jejim definiénim oboru.

Priklad 2.11. Pomoci vhodné zvolené mocninné fady sec¢téte ¢iselnou fadu
e (_1)71,'12
n=1
Priklad 2.12. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Urcete oblasti absolutni

konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

(oo}

> +7§i)n (@+1)", Z_:l E;?)!xn;

=1 n

noo 1\" . (nz)™
nz<1+n> . ; o

=1

Priiklad 2.13. Naleznéte polomér konvergence nésledujicich mocninnych rad. Urcete oblasti absolutni
konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

WIS HORS

n=1 n=1
n, 2
0o 1 1 1 . oo (_1)[\/@ . o 00 1 (=1)"n .
Z<1+2+3+~-+n>$, ZTx (tezke), Z 1—1—5 x™.
n=1 n=1 n=1
Vysledky. e Priklad 2.12: (i) R= 3, AK pro —%2 <2< -2, K pro —% <z < —%;

11 = 1 1o —4 < x < 44
i) R=4, AK i K pro —4 4
(i) R= 1, AKiK pro -1 <2 < 1;
(iv)R:lAKpro—%<x<%,Kpro—%§x<%.

e’

e Piiklad 2.13: (i) R = 1, pro —1 < z < 1 AK pro v8echna a > 0, pro x = +1 AK i K pro
a € (1,00);
(i) R=1,AKpro -1 <z<1Kpro-1<z <1
(iii) R=1, AKi K pro -1 <z < 1;
(iv) R=1,AKpro -1 <z <1Kpro -1 <z <1,
(v) R=1 AKiKpro-1<z<?l

3. FUNKCE S OMEZENOU VARIACI A ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE

Priklad 3.1. Dokazte, ze funkce

2% cos(%) pro x € (0,1],
0 pro x =0,

je diferencovatelné, ale nemé omezenou variaci na [0, 1].

Piiklad 3.2. Dokazte, Ze ma-li funkce na intervalu [a,b] omezenou derivaci, pak tam mé omezenou
variaci.

Priklad 3.3. Dokazte, ze funkce

2% cos(Z) pro z € (0,1],
0 pro x =0,

mé omezenou variaci na [0, 1].

Piiklad 3.4. Necht a € R a 8 > 0. DokaZte, Ze funkce

{x“ cos(75) prox € (0,1],

J@) = 0 pro z = 0,

mé omezenou variaci na [0, 1] pravé tehdy, kdyz o > S.



Priklad 3.5. Dokazte, Zze kazda funkce s omezenou variaci na intervalu [a,b] je na tomto intervalu
omezena.

Piiklad 3.6. Dokazte, Ze prostor funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvofi algebru vzhledem k
nasobeni.

Piiklad 3.7. Rozhodnéte, zda prostor funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvoii algebru vzhledem
ke skladani.

Priklad 3.8. Dokaite, Ze je-li f lipschitzovskd a g ma omezenou variaci na intervalu [a, b], pak fog ma
omezenou variaci na [a, b].

Priklad 3.9. Dokazte, Ze je-li f spojité a | f| m& omezenou variaci na intervalu [a, b], pak i f ma omezenou
variaci na [a, b]. DokaZzte, Ze pfedpoklad spojitosti nelze odstranit.

Piiklad 3.10. Rozhodnéte, zda prostor funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvoii svaz.
Priklad 3.11. (i) Dokazte, ze funkce
1 1
f(o) = { e Prow € (0:a)
0 pro x =0,

mé omezenou variaci na |0, %}, ale neni a-Hoélderovska pro zadné o > 0.

(ii) Nechf
> 1
Ty = ———, neN, n>2
kz_:n klog® k

Necht funkce f je definovana predpisem

f(0) = flzn) =0, f (xﬂm) 1

=—,neN n>2
2 n

a f je linedrn{ na intervalech [z,1, $"+§"“] a [m’L+;"+1,xn]. Dokazte, 7e f je a-Holderovska pro kazdé
a € (0,1), ale nema na intervalu [0, z2] omezenou variaci.

Piiklad 3.12. Necht R je Riemannova funkce. Rozhodnéte, pro kterd o > 0 mé funkce R* omezenou
variaci na [0, 1].
Priklad 3.13. Necht funkce f je definovana predpisem
fa) = x® sin(xiﬂ) pro z € (0,1],
0 pro z = 0.
Dokaite, Ze f je absolutné spojita na [0, 1] pokud 0 < 8 < « a Ze f neni absolutné spojita na [0, 1] pokud
0<a<p.
Priklad 3.14. Polozme
22|sin($)| pro z € (0,1],
fla) = ¢
0 pro x =0,
a g(x) = v/z. Dokazte, Ze
funkece f je absolutné spojita na [0, 1],
funkce g je absolutné spojita na [0, 1],
funkce f o g je absolutné spojita na [0, 1],
funkce g o f neni absolutné spojita na [0, 1].

Piiklad 3.15. Necht funkee f a g jsou absolutné spojité a g je monoténni na intervalu [a, b]. Dokazte,
7ze potom je funkce f o g absolutng spojita na [a, b].

4. FOURIEROVY RADY

Priklad 4.1. Rozvinte funkci
f(z) == arcsincosz, x € (—m, ],
do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sec¢téte Ciselné fady
o0 o0

1 1
Z (2n +1)2’ Z (2n + 1)*

n=0



Priklad 4.2. Rozvinte funkci
(T
f(z) := |sin (5)

do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sectéte ¢iselné rady

, T€eR,

=1 > 1
7;4712—1’ 7;)(4712—1)2'

Priklad 4.3. Rozvinte funkci

z, x€(—m0]
x) = ,
f@) {xQ, xz € 10,m)
do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Priiklad 4.4. Necht a, 8 € R. Rozvinte funkci
ar, x €& (—m,0|,
(o) = om0
pr, = el0,m)

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této rfady seCtéte Ciselné rady

(D & 1 - 1
2 2k—1" Z(2k—1)2’ Z(Qkfl)‘l'
k=1 k=1 k=1

Priklad 4.5. Necht a € R. Rozviiite funkci

f(z) :==1—sin(az), =€ (—mmn),
do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Priklad 4.6. Rozvinte funkci

f(z) :==sin(3z) + 4z, € (—m,m),

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této rady sectéte fadu
i y 418in2n sin 2n

Priklad 4.7. Necht a € Z. Rozvinte funkci
f(z) :=cos(az), =€ (0,7),

do sinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji
soucet. Pomoci této rady seCtéte Ciselné rady

(=12 — 1) i (2k — 1)?
b) (4

SICTES VR S O

k=1
Priklad 4.8. Rozvinte funkci
f(z) :==sin(z), x € (0,7),
do cosinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete
jeji soucet. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

= (-1
> mEoi
n=1

Priklad 4.9. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, 7) pfedpisem

fx) =

x +sin® z, xz € (—m,0],
m—x+sin®z, x <€ (0,7),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé z € R.



Priklad 4.10. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, ) piedpisem

fa) sin z cos? x, x € (—m,0],
x) =
22 +sinx +cos?z, x € (0,7),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé z € R.

Priklad 4.11. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, ) pfedpisem

f() = sin(3)

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé z € R.

Priiklad 4.12. Necht funkce f je definovana na R pfedpisem
f(z) = sign(sin(2z)) + cos® z + sin® z.
Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet jeji Fejérovy fady pro kazdé = € R.

Priklad 4.13. Necht funkce f je definovéna na intervalu [—m, 7) pfedpisem

Oa T € [_77’_%)5

x+%, ze€[-%,0),
) =97 2 [0 s

—x + 2 S [ af)a

0, x € [§,m),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé = € R.

5. METRICKE PROSTORY III

Priklad 5.1. Uvazujme prostor spojitych funkei na intervalu [a, b] s nasledujici metrikou

b
ol f.9) = [ 11(@) - glz)] da.
a
Ukazte, Ze tento metricky prostor je prvni kategorie a nenf tplny a Ze jeho jednotkova koule je fidka.

Piiklad 5.2. Naleznéte metricky prostor (P, g) a posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin {F, }22 ;
takovou, ze F,,11 C F,, prokazdé n € Na () _, F, = 0.

Piiklad 5.3. Necht a,b € R, a < b. Ukazte, Ze mnozina
{f €Clla,b)): Fo € (a,b): /() €R}
je 1. kategorie v prostoru C([a, b]).
Piiklad 5.4. Ukazte, ze prostor {5 je separabilni a jeho jednotkové koule neni totilné omezena.

Priklad 5.5. UkaZte, Ze metricky prostor (P, o) je totalné omezeny pravé tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti
prvka P lze vybrat cauchyovskou podposloupnost.

Priklad 5.6. Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvisld mnozina?

Priklad 5.7. Je prinik dvou souvislych mnozin souvisla mnozina?

Priklad 5.8. Je vzor souvislé mnoziny pii spojitém zobrazeni souvisla mnozina?
Piiklad 5.9. Je mnozina {z € C: |z| = 1} souvisla?

Priklad 5.10. Necht P je souvisly metricky prostor, ktery obsahuje vice nez jeden bod. Dokazte, ze P
je nespocetny.

Piiklad 5.11. Ukazte, Ze kazdy normovany linearni prostor je souvisly.



Priklad 5.12. Necht P =R a

‘ [

jelixz #£0,y =0;
je-lix =0,y # 0;

jeli z =y

jellix #£0,y #0,x #y.

S|~

Q(I’y) =

Sy

8

5
+
s~

Urcete, zda
(i) (P, o) je metricky prostor;
(i) (P, o) je Gplny;
(iii) (P, o) je kompaktni.
Uréete diam P. Najddte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru (P, ).

Priklad 5.13. Necht P =N a go(m,n) = |% — %| Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(i) (P, o) je Gplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdste vSechny oteviené mnoZiny a v8echny kompaktni mnoziny prostoru (P, g). Jsou
jednobodové mnoziny oteviené?

Priklad 5.14. Necht P =N a g(m,n) = |+ — 1|. Definujeme zobrazenf
T:n—n+1l.

Zobrazeni T zfejmé nema pevny bod. Lze odtud usoudit, Ze T neni kontrakce na P? Jestlize ne, dokazte
to néjak jinak.

Priklad 5.15. Necht P =N\ {1} a o(m,n) = |+ — L|. Definujeme zobrazeni
T:n—n?
Zobrazeni T' zfejmé nema pevny bod. Dokazte, ze pfesto je T kontrakce na P. Jak je to mozné?

Pfiklad 5.16. V prostoru C([0,1]) se supremovou metrikou definujeme pro dvé dané funkce g,h €
C([0,1]) dsecku:
f:00,1] = ¢([0,1]), f(a)=g+a(h—g).
Dokazte, Ze: (a) tsecka je kiivka;
(b) f je stejnomérné spojita na [0, 1];
(¢) C([0,1]) je kiivkové souvisly prostor.
Vsimnéte se, Ze staci dokazat jen jedno z tvrzeni (i)—(iii). Které?

Priklad 5.17. Zkoumejte, jaké vlastnosti musime vyzadovat od metrického prostoru, aby v ném bylo
mozno n&jakym rozumnym zpusobem zadefinovat tsecku a aby platila analogie tvrzeni z predchéazejiciho
prikladu. Pro jakou t¥idu metrickych prostora takto automaticky zajistime ki¥ivkovou souvislost?

Priklad 5.18. Ukazte na piikladu, ze uzavér kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kfivkové souvisla
mnozina.

Néavod: Graf funkce f(z) =sin (1), z € (0,1).
Piiklad 5.19. Ukazte piiklad mnoZin A, B takovych, ze A C B C A, A je kiivkové souvisld mnozina, B
neni kiivkové souvisld mnozina.

Navod: V R? vezméte viechny tsecky délky 1 vychézejici z po¢atku a majici smérnice %, n € N. To
je mnozina A. MnoZinu B vytvoite tak, ze k A piidate jesté tsecku {[z,y] € R z € [3,1],y = 0}. Je A
kiivkové souvisla? Co je A? Plati A C B C A? Je B kiivkové souvisla?



