MATEMATICKA ANALYZA 1 - ZIMNI SEMESTR 2022-2023
PREDNASKA

LUBOS PICK

1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.1. Logika. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formélné logicka spravnost spociva ve
spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi.

Vyrokem nazveme jakékoli tvrzeni, o némz ma smysl Fici, Ze plati (je pravdivé), nebo Ze neplati
(je nepravdivé).

Priklady. e Dnes neprsi. (Je vyrok. Pravdivost posud'te sami.)
e Beroun je hlavni mésto USA. (Je vyrok, (zatim) nepravdivy.)
Ahoj! (Nenf vyrok.)
Kéz by uZ byl konec hodiny! (Neni vyrok.)
Desetinny rozvoj ¢isla 7w obsahuje nekoneény pocet nul. (Nevi se, zda je to pravda, ale je
to vyrok.)

vvvvvv

Negaci vyroku A rozumime vyrok ,,Neni pravda, Ze plati A.“, pfipadné ,Neplati A.“ Negaci
vyroku A znac¢ime —A.

Konjunkci vyrokia A a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“, pfipadné ,Plati A a
plati B.“, |Plati A i B.“ Konjunkci vyroki A a B zna¢ime A A B, nékdy také A& B.

Disjunkci vyroki A a B nazveme vyrok ,Plati A nebo plati B.“ Disjunkci vyroki A a B
zna¢ime AV B.

Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok) B.“ Takové spojeni
vyroki A a B znac¢ime A = B. Vyroku A fikime pfedpoklad a vyroku B zavér. Misto vyroku
Jestlize plati A, potom plati B.* pouzivame také nasledujici obraty.

e Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.
Vyrok A implikuje vyrok B.
Z vyroku A plyne vyrok B.
Predpokladejme, Ze plati vyrok A, potom plati vyrok B.
Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.
Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.
Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Ekvivalenci vyroki A a B nazyvame vyrok , Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.“
Ekvivalenci vyroki A a B znafime A < B. Misto ,,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok
B.“ pouzivame také nésledujici obraty.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B.
e Vyrok A je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Nésledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logickych operaci v zavis-
losti na pravdivosti vyroki A a B.

Al-A A B|AANB|AVB|A=B|AsB
0] 1 0 0] 0 0 1 1
1] o0 0 1] o 1 1 0
1 0| 0 1 0 0
11| 1 1 1 1
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Poznamky.

e Logicka spojka mebo u disjunkce neni vyluc¢ujici, tj. disjunkce ziistava v platnosti i kdyz
plati oba vyroky A a B.

e Je-li premisa implikace A nepravdiva, pak implikace plati vzdy bez ohledu na platnost
zavéru B (jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoli vyrok).

MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem rtaznych objektt (které nazyvame
prvky) do jediného celku. Je-li a prvkem mnoziny A, pak piSeme a € A. Pokud a neni prvkem
A, piSeme a ¢ A. Jestlize kazdy prvek mnoZiny A je i prvkem mnoziny B, potom fikdme, Ze A je
podmnozinou B a piSeme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny
prvek.

Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou n&jakému predmétu prisuzujeme, nebo mu ji
upirame. Predikatova logika se vénuje studiu predikati a vySetfovani vlastnosti kvantifikace.

Definice. Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

V(l‘l,.’lfg, ey St',‘m),
z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvka xzy € My,zo € Ms,...,x,,, € M, z danych mnoZzin
My,...,My,.
Definice. Necht V(z), € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vsechna x € M plati V (z).
zapisujeme ve tvaru:
Vee M: V(z).

Symbol V nazyvame obecnym kvantifikdtorem.

Vyrok
Ezistuje x € M, pro které plati V(x).
zapisujeme ve tvaru:
Jr e M: V(x).
Symbol 3 nazyvame existenc¢nim kvantifikatorem.
Poznamka. Kvantifikitory stejného typu lze libovolné pirehazovat, napfiklad
Ve Vy: V(z,y) <= VyVo:V(z,y) < Va,y:V(z,y).

Na druhé strané ale kvantifikatory rizného typu obecné piehazovat nelze, aniz by se zménil smysl
vyroku. Vyrok

JxVy: V(z,y)
sice implikuje vyrok
Yy 3z Vix,y),
ale opa¢na implikace obecné neplati. Napriklad vyrok
Vye NdJzreN:z >y
plati, ale
JyeNVzeN:z >y
nikoli.
Pfiklad. Necht M je mnoZina osob pfitomnych v poslucharné a necht W (z,y) znamena: osoba
x zné prijmeni osoby y. Zkoumejte platnost vyroku
Vee M Jye M: W(
Yye M 3z e M: W(x,
(
(

8

dreMVye M: W
Jye M Vx e M: W(x,
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1.2. Zakladni metody dikazt. V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvrzeni, ktera
nedokazujeme. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. VSechna dalsi tvrzeni jsou potom odvozovana z
axiomu a tvrzeni jiz dokdzanych. Matematické tvrzeni, které povazujeme za dileZité nebo zajimavé
samo o sobé, vétsinou nazyvame vétou. K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj.
potifebujeme jej pouze k dikazu jinych tvrzeni, pouzivame zpravidla slovo lemma. Definice
vymezuji nové pojmy, véty a lemmata hovoii o vlastnostech téchto pojmi a vztazich mezi nimi.
Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty a dukazy.

Nejcastéji byva matematickd véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud plati pFedpoklad
A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych uvah vedoucich od predpokladii véty
k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dikazi patii:
primy dikaz,
nepiimy dikaz,
dikaz sporem,
dikaz rozborem piipadi,
dikaz matematickou indukci.

konec 2. pfednasky (6.10.2022)

Znaceni. Mnozinu vSech pfFirozenych ¢isel, tj. mnozinu vSech ¢isel 1, 2, 3,..., budeme znadit

N, mnozinu v8ech celych ¢isel Z, mnozinu vSech racionalnich ¢&isel, tj. mnozinu ¢isel tvaru g,

kde p € Z a q € N, budeme znacit Q a mnozinu vSech realnych ¢&isel R. Iracionalnim ¢islem
rozumime kazdé realné Cislo, které neni racionalni.

Priklad. DokaZte, Ze pro kazdé a,b € R plati $(a? + b?) > ab.

Diikaz. Provedeme piimy diikaz tvrzeni. Vezméme libovoln4 ¢isla a, b € R. Potom plati (a—b)? > 0.
Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a? — 2ab + b?> > 0. Odtud jiz snadno plyne dokazovana
nerovnost 3(a? + b%) > ab. O

Priklad. Necht n € N. Dokazte, Ze potom existuje k € N takové, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1,
pri¢emz oba pripady nemohou nastat zaroven. V prvnim pfipadé fikame, Ze n je sudé, a ve druhém,
ze je liché.

Diikaz. K dikazu prvni ¢asti tvrzeni pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 polozme k = 1.
Potom mame 1 = 21 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N, a chceme tvrzeni dokézat i
pro ¢islo n 4 1. Podle indukéniho pfedpokladu existuje k € N takové, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1.
V prvnim p¥ipadé plati n+1 =2k +1=2(k+ 1) — 1, ve druhém n + 1 = 2k. V prvnim pfipadé
je tedy hledanym ¢&islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,I € N takova, ze n =
2k = 21 — 1. Potom 2(l — k) = 1, a tedy | — k = 1. Cislo | — k je celé, na rozdil od &isla 1

2
coz je spor. Metodou dikazu sporem jsme odvodili i druhou ¢ast tvrzeni. Tim je tvrzeni piikladu
dokazano. O

Piiklad. Necht n € N. Dokazte, Ze je-li n? liché, potom je i n liché.

Reseni. Provedeme nepiimy dikaz. Predpokladejme, Ze neplati, ze n je liché. Potom je podle
predchézejictho piikladu sudé. Tedy existuje k € N splitujici n = 2k. Potom n? = 4k? = 2(2k?).
Protoze 2k? € N, plyne odtud, ze n? je sudé. Podle piedchazejiciho piikladu neni n? liché. Tim je
tvrzeni dokazano metodou nepirimého dikazu.

Pi#iklad (Bernoulliova nerovnost). Dokazte, Ze pro kazdé n € N a kazdé = € R, z > —1, plati
(1+z)">1+nx.

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukei. Oznaéme symbolem V' (n) vyrokovou formu

VeeR x>—-1:(142)">14+nz proneN.



Pron = 1 vyrok V(1) zfejmé plati. Pfedpokladejme, Ze pro n € N plati V' (n). Pouzitim nerovnosti
1+ 2 > 0, ktera plati diky pfedpokladu = > —1, dostavame z indukéniho pfedpokladu
A+2)" "M =0+2)"0+2)>A+nz)1+2)=14+n+ Dz +nz®>>1+ (n+ 1)z,
nebot nz? > 0 pro kazda n € N a z € R. Plati tedy V(n+1). Podle principu matematické indukce
odtud plyne tvrzeni. O

Piiklad (Bernoulliova nerovnost IT). DokaZzte, 7Ze pro kazdé n € N a kazdé © € R, « > —2, plati
(I4+2)">1+nz.

Diikaz. PouZijeme upravenou matematickou indukei. Oznaéme symbolem V' (n) vyrokovou formu
VeeR z>-2:(142)">14+nz proneN.
Dokazeme, ze
(a) plati V(1) a V(2),
(b) pro kazdé n € N plati V(n) = V(n + 2).
Pro n =1 vyrok V(1) zfejmé plati. Pro n = 2 plyne V(2) z néasledujiciho odhadu:
(1+x)? =142z +22>1+2z.
Tim je ovéfen bod (a). Pfedpoklddejme, Ze pro n € N plati V(n). PouZitim zfejmé nerovnosti
(1 +z)% > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostavame z indukéniho predpokladu
(1+2)"?=0+2)"(1+2)?> (1 +n2)(1+2)?
=14 (n+2)z + (2 + z)na® + 2%
Protoze 2 > 0 pro kazdé x € R a 2+x > 0 pro kazdé x € R,z > —2, plati (2+z)nz? + 22 > 0 pro

kazdé z € R,z > —2. Odtud dostavidme pro kazdé z > —2 nerovnost (1 + z)"*2 > 1+ (n + 2)z.
Tim je dokazana implikace (b), a tedy i Bernoulliova nerovnost. O

P1i ditkazu vyroku
Ve e M: V(x)
Casto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovolné, tj. o = pfedpokla-
dame pouze to, Ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi dedukcemi ukdzeme platnost vyroku
V(z) pro toto z. Tim je pak dikaz proveden.
P1i ditkazu vyroku
dx e M: V(x)
mame dvé moZnosti. Bud piimo nalezneme n&jaké x € M, pro které plati V(x), nebo takové
x € M nenalezneme, ale dokdzeme, ze alesponi jedno musi existovat. Tyto postupy nazyvame po
fadé konstruktivnim dikazem a nekonstruktivnim dikazem. Nekonstruktivni dikaz také
nékdy nazyvame existenénim dikazem.

Priiklad. Dokazte, Ze existuje x € R takové, ze plati x + 2 = 0.

Priklad. Dokazte, Ze existuje x € R takové, Ze plati e — 2 = x.
konec 3. pfednasky (11.10.2022)

Priklad. Dokaite, Ze existuji iracionalni &isla a, b takova, Ze a’ je &islo racionalni.

Regeni. 1. moznost (konstruktivng dikaz): Polozme a = v/2 a b = log, 9, kde log, oznacuje loga-
ritmus o zakladu 2. Potom plati

ab = \/ilog29 = 2% log, (3%) — 2log23 -3

O &islu /2 vime diky klasickému Eukleidovu ditkazu, Ze je iracionalni. Staéi tedy odvodit, ze &islo
logy 9 je iracionalni. Pouzijeme metodu diikazu sporem. Predpokladejme, Ze log, 9 = g, kdepe Z
P
q

a ¢ € N. Ponévadz je ¢islo log, 9 kladné, musi byt p piirozené. Potom 9 = 29829 = 24 a tedy



99 = 2P. Je-li p > 0, pak je ¢islo 2P sudé a ¢islo je 97 liché, coz je spor. Je-li p < 0, pak je
2P <1 < 99, coz je opét spor.

2
2. moznost (nekonstruktivni dikaz): Vyuzijeme opét iracionalitu &isla v/2. Pokud by ¢&slo \/5\[

bylo racionalni, pak bychom byli s diikazem hotovi. Pokud by tomu tak nebylo, pak by ¢isla \/5\/§
a v/2 byla iracionalni, pFitom ale &slo

2\ V2 2
(v2")" = v =2
je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot alespoi jedna dvojice &isel

a=+v2, b=12 nebo a:\/ﬁﬁ,b:\/ﬁ

splituje zadani ulohy. Vyse uvedeny postup vSak nefika, zda je feSenim prvni nebo druha dvojice
Cisel. s
. L4 ~ 2 ~ 7 2 . 3 3 2 z o 3 ~ 3 v 7
Poznamenejme jesté, Ze lze ukézat, Ze &islo /2"~ je iracionalni. Dikaz je viak velmi obtizny. [

1.3. Mnoziny a mnozinové operace.

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvoifenou v8emi prvky, které patii
alesponi do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B zna¢ime symbolem A U B.

Je-li A systém mnozin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnozinu vSech prvki a, pro
které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Pranikem dvou mnozZin A a B nazveme mnoZzinu vSech prvki, které néalezeji souc¢asné
do A ido B. Prunik mnozin A a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li dvé mnoziny prazdny prinik,
fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik () A definujeme jako mnoZinu vSech prvki
a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.

Definice. Rozdilem mnoZin A a B (zna¢ime A\ B) nazveme mnoZinu prvku, které patii do
mnoziny A a nepatii do mnoZiny B.

Definice. Kartézskym soucinem mnozin Ai,..., A, nazveme mnoZinu vSech uspofadanych
n-tic
Ay x Ay x -~ x A, = {[al,ag,...,an]; a; € Al,...,an € An}

Véta 1.1 (de Morganova pravidla). Necht X je mnoZina a A je neprdzdny systém mnoZin. Pak
plati

x\YJAa={x\44€ 4}

X\A=J{x\4;4€ A}

Diikaz. Provedeme dikaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inkluze, a sice

X\JAcix\44€ 4}
X\JAS X\ 44€ 4}

Je-li z € X \ U A, znamené to, Ze x pat¥i do X, ale nepatii do sjednoceni [ JA. Tedy = ¢ A
pro kazdou mnozinu A € A. To ale znamen4, Ze pro kazdé A € Ajex € X\ A4, a tudiz = €
({X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazéana.

Necht 2 € X \ A pro kazdou mnozinu A € A. Tedy « € X, ale z ¢ A pro kazdoua A € A. Takze
x ¢ |JA Tudiz x € X \ U A, &m?Z je zavrSen dikaz druhé inkluze.

Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. O



1.4. Zobrazeni.

Definice. Necht A a B jsou mnoZiny. Binarni relaci (nebo kratce relaci) mezi prvky mnoZin
A a B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A x B. Necht R C A x B je binarni
relace. Misto zapisu [a,b] € R nékdy piseme a R b. Pokud A = B, fikdme, Ze R je relace na A.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a necht R C A x B je binarni relace. Pak relaci R~! € Bx A
definovanou predpisem
[,y € Rt < [y,7] €R

nazyvame inversni relaci k relaci R.

Definice. Necht A a B jsou mnoZiny. Binarni relaci F C A X B nazyvame zobrazenim (nékdy
téz funkcei) z mnoZiny A do mnoziny B, jestliZe plati

Ve € AVyy,ys € B: (([x,yl] eF &x,y2] €F) =1 :yg).

Poznamka. Je-li F'je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak pro kazdé x € A existuje nejvyse
jedno y € B takové, ze [x,y] € F. Pokud pro dané z € A takové y existuje, je uréeno jednozna¢né.
Znacime je symbolem F'(x).

Definice. Necht F' je zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B. Definiénim oborem zobrazeni F'
nazyvame mnozinu

{r € A;3y € B: F(x) =y},
kterou zna¢ime D(F). Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvame mnoZinu

{y € B;3z € A: F(z) =y},
kterou zna¢ime H(F). Grafem zobrazeni F' rozumime mnoZzinu

{[z, F(x)] € Ax B;xz € D(F)},

kterou zna¢ime graf(F).
Znaéeni. Necht A a B jsou mnoZiny. Potom symbolem

F:A— B

znacime fakt, ze
e F je zobrazeni z A do B,
e A=D(F),
o H(F)C B.
Hovofime o zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B.
Definice. Necht f: A— B, M C A, P C B.
e Obrazem mnoZiny M pii zobrazeni f rozumime mnoZinu

{y e B;3z € M: f(z) =y},

kterou znacime f(M).
e Vzorem mnoziny P pii zobrazeni f nazveme mnozinu

{z € A; f(z) € P},
kterou znacime f~1(P).
Definice. Necht f: A — B. Rekneme, Ze f je
e prosté (injektivni), jestlize
Vr,y € A: (f(z) = f(y) = = =),
e ,,na‘“ (surjektivni), jestlize
Vye Bz e A: f(z) =y,

e bijekce (vzajemné jednozna¢né), jestliZe je zarovei prosté a ,na“.



Piiklad. Necht zobrazeni f je definovino piedpisem f(x) = 22, z € R. Je-li A = B = [0, 00),
pak f: A — B je bijekce. Je-li A=R a B =[0,00), pak f: A — B je ,na“, ale neni prosté. Je-li
A =[0,00) a B =R, pak f: A — B je prosté, ale nenf ,na*. Je-li A= B=Rpak f: A— B
neni ani prosté, ani ,na“.

Definice. Necht f: A — B a C' C A. Pak zobrazeni g: C — B definované ptedpisem g: x — f(x)
pro z € C nazyvame restrikei (téZ ztizenim) zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g oznadujeme
symbolem f|c.

Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano pfedpisem (g o f)(z) =
g(f(x)) pro viechna = € D(f) takova, Ze f(x) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym
zobrazenim, pfi¢emZ g nazyvame vné&jSim zobrazenim a f nazyvame vnit¥nim zobrazenim.

konec 4. pFednasky (11.10.2022)

Definice. Necht f: A — B je prosté. Pak inversni zobrazeni k f je definovano jako inversni
relace k f. Inversni zobrazeni k f znacime f~1.

Poznamka. Je-li f: A — B prosté, pak

7t f(A) = A
Poznamka. K neprostému zobrazeni nelze definovat inversni zobrazeni.
1.5. Mohutnost mnozin.

Definice. Necht X je mnozina. Potom potenéni mnoZinou mnoziny X rozumime mnoZinu
v8ech podmnozin mnoziny X. Znac¢ime ji symbolem P(X).

Definice. Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost a piieme A ~ B, jestlize existuje
bijekce A na B. Rikime, Ze mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti
mnoZiny B a piSeme A =< B, jestliZe existuje prosté zobrazeni A do B. Symbol A < B znadi
situaci, kdy plati A < B, ale neplati A ~ B.

Definice. Rekneme, 7ze mnozina X je koneéna, jestlize je bud prazdn4, nebo existuje n € N
takové, ze X ~ {1,...,n}. Rekneme, ze mnozina X je nekonec¢nd, jestlize nenf konec¢né. Rekneme,
7e mnozina X je spocetna, jestlize je bud konecéna, nebo X ~ N. Nekone¢na mnozina, ktera neni
spocetné, se nazyva nespocetna.

Piiklady. Kone¢né mnoZiny jsou naptiklad mnoziny @, {1,2, 3}, {z}. Nekone&né spofetné mnoziny
jsou napiiklad mnoziny N, Z, Q, Nx - - - x N. Nespoc¢etné mnoziny jsou naptiklad mnoziny R, R\ Q,
(0,1), {{a1,a2,as,...};a, € {0,1}, n € N}, P(N).

Véta 1.2 (Cantorova—Bernsteinova). Necht XY jsou mnoZiny spliiujici X <Y aY < X. Potom
X=Y.

Véta 1.3 (Cantorova). Necht X je mnoZina. Pak X < P(X).

Diikaz. Zobrazeni ¢: X — P(X) definované predpisem p(x) = {z}, je prosté, takze plati X =
P(X).

Zbyva ukazat, Ze mnoziny X a P(X) nemaji stejnou mohutnost. Provedeme dikaz sporem.
Piedpokladejme, Ze existuje bijekce p: X — P(X). Oznatme A = {z € X;z ¢ ¢(x)}. Zobrazeni
© je bijekce, a proto miZzeme nalézt a € X takové, Zze p(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice
mnoziny A plati a ¢ p(a), coz je spor, nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoZziny
A plati a € p(a) = A, coz je opét spor. Tim je pfedpoklad existence bijekce ¢ pfiveden ke sporu
a tvrzeni je dokazano. O

Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnoZin).
(a) Kazdd podmnozina spocetné mnoZiny je spocetnd.
(b) Jestlize A je mnoZina a existuje f: A — N prosté, potom je A spocetnd.
(c) Sjednocent spocetné mnoha spocetngjch mnoZin je spocetné.
(d) Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnoZina.
(e) Kazdd nekoneénd mnoZina obsahuje nekonecnou spocdetnou podmnoZinu.



1.6. Realna ¢isla. Mnozinu realnych ¢isel R lze popsat jako mnozinu, na niZz jsou definoviny
operace s¢itani a nasobeni, které budeme znacit obvyklym zptisobem, a relace usporadani
(<), pfiemz jsou splnény nasledujici tii skupiny vlastnosti:

e vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah,

e vztah usporddani a operaci s¢itani a nasobent,

e vlastnost suprema.

I. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah

e Vz,y,2 € R: x4 (y+2) = (z +y) + 2z (asociativita s¢itani),

e Vr,y e R: x+y=y+ 2 (komutativita séitani),

e JweRVzreR: w+a ==z (prvek w je urden jednozna¢né, znacime jej 0 a fikime mu
nulovy prvek),

eVr e RIzeR: z+ 2z =0 (z]je tzv. opa¢né ¢&islo k ¢islu z, je ureno jednoznacné a
znadime je —x),

e Vr,y,z€R: z-(y-2z) = (x-y)- 2 (asociativita nasobeni),

e Vr,y eR: z-y=y- -z (komutativita nasobeni),

e JveR\{0}Vz eR: v-z =z (prvek v je urfen jednoznacéné, znacime jej 1 a fikdime mu
jednotkovy prvek),

o Vz e R\ {0} Iy € R: z-y =1 (prvek y je uréen jednoznaéné a znacime jej x—! nebo %),

e Vr,y,z€R: (z+vy) - z=2x-2z+y-z (distributivita).

I1. Vztah uspofadani a operaci s¢itani a nasobeni
Va,y,z€ R: (x <y & y < z) =z <z (tranzitivita),

Ve,y e R: (z <y & y <z)= 2z =y (slaba antisymetrie),
Ve,yeR: z<yVy<uz,

Ve,y,z€ R: z<y=z+z<y+z

Ve,yeR: (0<2&0<y)=>0<x-y.

Znaceni. Symbol x > y znamena totéz, jako y < x. Symbolem =z < y budeme znaéit situaci,
kdy x <y, ale x # y (tzv. ostra nerovnost). Realna ¢isla, pro néz z > 0 (resp. < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi). Redlna ¢isla, pro néz x > 0 (resp. < 0), budeme nazyvat
nezapornymi (resp. nekladnymi).

Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e z € R je

e horni zivorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < z,
e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati z < a.

Rekneme, e mnozina A je
e shora omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mnoziny A,
e zdola omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je dolni zavorou mnoziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

Definice. Necht A C R. Cislo G € R spliujici

e Vx e A: x <G,
e VG'eR,G'<GIAre A: G' <z,

nazyvame supremem mnoziny A. M&-li mnoZina A supremum, je toto urdeno jednoznacné a
znacime je sup A.

konec 5. pfednasky (13.10.2022)

ITI. Vlastnost existence suprema

e Kazd4 nepriazdna shora omezend podmnozina R mé supremum.



Véta 1.5 (existence a jednoznacnost mnoziny realnych ¢isel). FEzistuje ctvefice (R, 4+, -, <) spliiu-
gict podminky I-II1, pricemz je témito podminkami uréena jednoznacné v ndsledujicim smyslu. Po-
kud ctvefice (R, @, ®, <*) splituje mutatis mutandis podminky I-I11, pak existuje bijekce ¢ : R — R
takovd, Ze pro kazdé x,y € R plati

o p(z+y) = p)®ep(y),
e o(z-y) = p(z) ®9(y),
oz <y= p(x)<* py).

Definice. Necht A C R. Cislo ¢ € R spliwujici

e Vre A: g<u,
e Vg eR, g<g IxrecA:a<yg,

nazyvame infimem mnoziny A. Ma-li mnoZina A infimum, je toto uréeno jednoznac¢né a znacime
je inf A.

Poznamka. JestliZe existuje sup A, potom sup A miZze a nemusi byt prvkem A (obdobné pro
infimum).

Piiklady. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladii mnozin a jejich suprem.

e A=10,1], pak supA=1asupA € A,

e B=10,1), paksupB=1asupB ¢ B,

e C=10,11U{2}, pak supC =2 asupC € C,

e D={1-L1;neN}, paksupD=1asupD ¢ D,

e E={xcQz <2}, paksupE =+v2asupE ¢ E.

Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e a je nejvétsi prvek (maximum) mnoziny A, jestlize
a € A a a je horni zévorou mnoziny A. Obdobné definujeme nejmensi prvek (minimum) A.
Maximum a minimum jsou urceny jednozna¢né (pokud existuji) a zna¢ime je max A a min A.

Poznamka. Jestlize existuje max A, potom plati max A € A (obdobné pro minimum). Jestlize
existuje max A, potom existuje i sup A a plati max A = sup A (obdobné pro minimum a infimum).

Priklady. Ve vyse uvedenych pfikladech existuji maxima mnozin A, C, neexistuji maxima mnozin
B, D, E, existuji minima mnozin A, B,C, D a neexistuje minimum mnoZiny F.

Poznamka. Jestlize existuje sup A, potom sup A je nejmensi horni zavorou mnoziny A. Jestlize
existuje inf A, potom inf A je nejvétsi dolni zadvorou mnoziny A.

Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu predpisem

2| T, jestlize x > 0,
€Tl =
—x, jestlize x < 0.

Poznamka. Necht z,y € R. Potom plati:

(a) |z] >0,

(b) |z| =0z =0,

() |z = [—=l,

(d) [[=|] = ||,

(e) VA eR: |Ax| =\,
(f) |IL’| = max{:c,—a:},

(8) |z +y| < |z|+ |yl

(b) |z =yl = ||z = [yl

Tvrzeni (g) nazyvame trojuhelnikovou nerovnosti redlnych cisel.



Definice. Necht a,b € R, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) = {x € Rya < x < b}, [a,b] = {z € R;a < x < b},
(a,b] = {x € Rja < x < b}, [a,b) = {x € Rya <z < b},
( ,b) ={z e R;z < b}, (—00,b] = {z € R;z < b},
)—{J;ERa<x} [a,0) = {z € R;a < x},
(—00,00) =

Pak mnoziny (a, b) (—o0 ) (a,00) a (—00, 00) nazyvame otevienymi intervaly, mnoZinu [a, b]
nazyvame uzavienym 1ntervalem a mnoziny [a,b), (a,b], (—o0,b] a [a, 00) nazyvame polouza-
vienymi intervaly.

Poznamka. Prazdna mnozina je intervalem, nebot (a,a) = @) pro kazdé a € R. Kazda jednoprv-
kova podmnozina R je intervalem, nebot [a,a] = {a} pro kazdé a € R.

Poznamka. Mnozina A C R je interval pravé tehdy, kdyz plati
Ve,yc AVzeR: (x <z<y=z€A).

Véta 1.6 (existence infima). Necht M C R je zdola omezend neprdzdnd mnoZina. Potom existuje
infimum mnoziny M a oznacime-li

—M ={zeR;—z € M},
pak plati inf M = —sup(—M).

Diikaz. Mnozina —M je zfejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou M. Pro kazdé x € — M
plati —x € M, takze K < —z, tedy x < —K. Odtud plyne, ze —K je horni zavorou —M. MnoZina
—M je tedy shora omezené. Z vlastnosti III plyne existence suprema —M, které oznaCime G.
Dokazeme, ze prvek ¢ = —G je infimem mnoziny M. Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy
—z < G, takze g < z. Cislo g je proto dolni zavorou M. Tim je ovéfena prvni podminka z definice
infima. Pfedpokladejme, Ze ¢ € Ra g < ¢'. Polozme G’ = —¢'. Potom G’ < G, a z druhé vlastnosti
suprema tedy vyplyva, Ze existuje y € —M takové, ze G’ < y, takze —y < g'. Protoze —y € M, je
tim ovéfrena i druha podminka z definice infima. O

Véta 1.7 (existence celé ¢asti realného ¢isla). Pro kaZdé x € R existuje pravé jedno c&islo k € Z
takové, Zek <x <k+1.

Diikaz. Jednoznacnost. Necht k,j € Z splinji k # j, k <z < k+1laj<x<j+ 1. Bez Gajmy
na obecnosti predpokladejme, ze j < k. Potom k <z a x < j + 1, takze 0 < k — j < 1. Protoze
k—jeZa0<k—j,plati 1 <k —j. To je spor s tim, ze k — j < 1.

Ezistence. Ozna¢me M = {n € Z;n < z}. Cislo z je horni zavorou M, a proto je M shora
omezena. UkaZeme, %e M je neprazdna. Piedpokladejme, Ze M = (). Pak pro kazdé n € Z plati
x < n, a proto je mnozina Z zdola omezena. Mnozina Z je neprazdna, a tedy existuje infimum g
mnoziny Z. Pak pro kazdé n € Z plati g < n. Je-lin € Z, pakin—1 € Z, a proto g < n — 1.
Pro kazdé n € Z potom plati g + 1 < n. Prvek g+ 1 je tedy dolni zdvorou mnoziny Z, coz je spor
s tim, ze g = inf Z. Mnozina M je tudiz neprazdna. Existuje tedy supremum G € R mnoziny M.
K nému nalezneme k € M takové, ze G — 1 < k. Pak plati G < k+ 1, a tedy k + 1 ¢ M. Odtud
aztoho,Ze k€ M,plynekeZak<xz<k+1. O

konec 6. prednasky (18.10.2022)

Definice. Necht « € R. Potom ¢islo k € Z spliwjici k < x < k+1 (jehoZ existenci a jednoznaénost
zarucuje Véta 1.7), nazyvame celou &asti &isla © a znadime je symbolem [x].

Véta 1.8 (Archimédova vlastnost realnych ¢isel). Pro kaZdé x € R ezistuje n € N spliiujici x < n.

Ditkaz. Zvolme z € R. Polozme n = max{[z] + 1,1}. Potom zfejmé n € N. Jestlize = < 0, pak
x <1 < n. Jestlize z > 0, pak dle Véty 1.7 plati z < [z] + 1 < n. Cislo n tedy ma poZzadované
vlastnosti. O



Véta 1.9 (hustota Q v R). Necht a,b € R, a < b. Pak existuje y € Q takové, Ze a <y < b.

Diikaz. Protoze b —a > 0, je ﬁ € R. Podle Véty 1.8 nalezneme n € N takové, ze plati ﬁ < n.
Je tedy na + 1 < nb. Polozime y = % Potom y € Q a podle Véty 1.7 plati

L [nal +1 <na—|—1 <£b:
n n n n

b.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b. Pak existuje z € R\ Q takové, Ze a < z < b.

1.7. Komplexni ¢isla. Mnozinou komplexnich ¢isel C rozumime mnozinu vSech uspoiddanych
dvojic [a,b], kde a,b € R, pFi¢emZ pro komplexni &isla z = [a,b] a y = [c,d] definujeme operace
séitani a nasobeni predpisy

e x+y=la+ecb+d,

e z -y = [ac—bd,ad+ bc].
Necht z = [a,b] € C. Pak prvek a nazyvame realnou &asti komplexniho ¢&isla z a prvek b
nazyvame imaginarni ¢asti x. Absolutni hodnotou komplexniho ¢&isla x rozumime nezédporné
realné ¢islo |z| = va? + b2. Dale definujeme 0 = [0,0], 1 = [1,0] a ¢ = [0,1]. Komplexné&
sdruzenym ¢islem k z rozumime ¢islo T = [a, —b]. Symbol —z znadi ¢islo [—a, —b] a symbol %
znadi pro « # 0 (jednozna¢né urcéené) komplexni ¢islo spliwjici « - % =1.

2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.1. Vlastni limita posloupnosti.

Definice. (Nekoneénou) posloupnosti redlnych ¢isel rozumime kazdé zobrazeni n — a,,n €
N, mnoziny prirozenych ¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Takovou posloupnost obvykle znacime
{a,}22,, pripadné jen {a,}. Cislo a,, nazyvime n-tym &lenem této posloupnosti.

Definice. Necht ¢ € R. Posloupnost {a, } spliiujici a,, = ¢ pro kazdé n € N se nazyva konstantni.

Definice. Necht ¢ € R a a € R. Potom posloupnost {ag"}>2 ; nazyvame geometrickou po-
sloupnosti.

Definice. Fibonacciova posloupnost je zaddna nésledujicim zpusobem: a1 = 1, a2 =1 a pro
kazdé n € N, n > 3, plati a,, = ap,—2 + a,,—1. Rikdme, Ze posloupnost je zadana rekurentné.

Piiklady. {n-té prvocislo}, {n + 2016 =D n=2)(n=3)(n=4)(n=5) 1}, look and say sequence.

n

Poznamka. Symbol {a,}52,, piipadné {a,}, oznacuje posloupnost, tedy zobrazeni N do R, za-
timco symbol {a,;n € N} zna¢i mnoZinu vSech ¢lent této posloupnosti, tedy podmnozinu R.
Zname-li {a,}, pak zname i {a,;n € N}, ale nikoli naopak. Zadani posloupnosti kromé informace
o oboru hodnot totiz navic udava potadi prvki z tohoto oboru. Naptiklad posloupnosti {(—1)"}
a {(=1)""1} jsou riizné, ale maji stejnou mnozinu viech ¢lent, a to {—1,1}.
Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R. Rekneme, Ze posloupnost {an} ma
limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR, e>03ng e NVReN, n>ng: |a, — A <e.

Rekneme, Ze {a,} ma vlastni limitu, neboli konverguje (je konvergentni), jestlize existuje
realné &islo A takové, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou A, tedy

JAeRVeeR, e>03ngeNVReEN, n>ng: |a, — Al <e.

Jestlize posloupnost neméa vlastni limitu, pak fikame, Ze diverguje (je divergentni).
konec 7. pfednasky (20.10.2022)

Lemma (o libovolné malych veli¢inach). Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové,
Ze pro kazdé e € R, e > 0, plati |a — b| < Ke, potom a = b.



Diikaz. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, Ze ackoli jsou podminky lemmatu pro realnéa
¢isla a, b splnény, jsou ¢isla a a b rizna. Predpokladejme nejprve, ze a > b. Polozme ¢ = ‘;—;{b.
Cislo € je kladné, a proto podle predpokladu plati 0 < la —b] < Ke = %(a —b). Odtud vyplyva
0<a-0b< %(a —b), coZ je spor. Pokud a < b, pak polozime ¢ = ﬁ(b — a) a spor obdrzime

obdobné jako v predchozim piipadé. (]
Véta 2.1 (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost redlngjch cisel a A, B € R. Pfedpo-

klddejme, Ze posloupnost {a,} md limitu rovnou A a zdroveri posloupnost {a,} md limitu rovnou
B. Potom plati A = B.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, € > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla n4, np takova, Ze pro
kazdé n € Nyn > ny, je |la, — Al < € a pro kazdé n € N, n > np, je |a, — B| < e. Polozme
ng = max{na,np}. Potom plati ng > ns i ng > np, a tedy |an, — 4| <ei |ap, — B| < &. Odtud
a z trojihelnikové nerovnosti mame
|A— B| =14 —an, + an, — B
<|A = ang| + |an, — Bl <e+e=2¢.
Protoze |A — B| < 2¢ pro kazdé € € R, € > 0, je podle lemmatu A = B. O

Znaéeni. Jestlize posloupnost {a,} ma vlastni limitu, pak tato limita je urcena jednozna¢né a
oznaCujeme ji symbolem lim a,,, pfipadné lim,,_,~ a,. Je-li limitou posloupnosti {a,,} realné ¢islo
A, pak pieme lima, = A, lim, . a, = A, a, oo A, nebo a,, — A.

Priklad. Necht ¢ € R a pro kazdé n € N plati a,, = ¢. Dokazte, ze lima,, = c.

Priklad. Dokazte, ze lim ﬁ =0.

Piiklad. Spoététe lim(v/n + 1 — y/n).
Piiklad. Dokazte, Ze posloupnost {n} nem4 vlastni limitu.
Piiklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} nem4 vlastni limitu.

Definice. Rekneme, 7e posloupnost {an} je

e shora omezena, jestlize mnozina vSech jejich ¢lent je shora omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina v8ech jejich ¢leni je zdola omezen4,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

Priklady. Posloupnosti {(—1)"}, {1} a {v/n + 1—+/n} jsou omezené. Posloupnost {n} je omezena
zdola, ale nikoli shora.

Vé&ta 2.2 (charakterisace omezenosti posloupnosti). Posloupnost redlngch cisel {a,} je omezend
pravé tehdy, kdyz existuje cislo K € R, K > 0, takové, Ze pro vSechna n € N plati |a,| < K.

Diikaz. = Diky omezenosti mnoziny {a,;n € N} nalezneme ¢isla A, B € R takova, Ze pro kazdé
n € N plati A < a,, < B. Polozme K = max{|A4|,|B|}. Pak zfejmé& plati —K < a, < K, a tedy
|an| < K pro viechna n € N.

< Necht K € R spliwije |a,| < K pro v8echna n € N. Pak —K < a,, < K pro v8echna n € N,
a tedy mnoZzina ¢lenii posloupnosti {a,} je omezena. O

Poznamka. Omezena posloupnost nemusi byt konvergentni. Piikladem je posloupnost {(—1)"},
kteréd je omezena a divergentni.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

e neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, < a1,
rostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, < ap1,
nerostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, > an+1,
klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, > an41,
monotoénni, jestlize je neklesajici nebo nerostouc,
ryze monotoénni, jestlize je rostouci, nebo klesajici.



Priklady. Kazda konstantni posloupnost je monoténni (obéma zptsoby), neni v8ak ryze mono-
tonni. Posloupnost {(—1)"} nenf monoténni. Posloupnosti {1} a {v/n+1 — y/n} jsou klesajici.
Posloupnost {n} je rostouci.

Poznamka. Vyrok ,posloupnost je neklesajici“ neni negaci vyroku ,posloupnost je klesajici®
(podobné pro nerostouci a rostouci).

Véta 2.3 (limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlnijch cisel a
A € R. Necht'lima, = A. Potom lim |a,| = |A|.
Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze

YneN,n>ng: la, — Al < e.

Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati podle trojihelnikové nerovnosti odhad ||a,| — |A|] <
la, — A|] < e. Celkem tedy méame

Ve e R,e >03ng € NVn € Nyn > ng: |lan| — |4]| < e.
To ale podle definice znamena, Ze lim |a,| = |A. O

Poznamka. Z vyroku lim |a,| = |A| obecné neplyne vyrok lima,, = A. Pfikladem je posloupnost
{(=1)"}, ktera spliwuje lim |a,,| = 1, pfidemz lim a,, neexistuje.

konec 8. pfednasky (25.10.2022)

Véta 2.4 (nulova limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlnijch
¢isel. Potom lima,, = 0 prdvé tehdy, kdyz lim |a,| = 0.
Diikaz. Podle definice limity je lima,, = 0, pravé kdyz

VeeR,e>03ng e NVneN,n>ng: |a, — 0| <e,
zatimco lim |a,| = 0, pravé kdyz

VeeR,e >03ng e NVneN,n>ng: |lay| — 0] <e.
Protoze

llan| = 0] = llan|| = |an| = |an — 0],
jsou oba vyroky ekvivalentni. O
Véta 2.5 (charakterisace existence limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlngch cisel
a A € R. Pak lima,, = A prdvé tehdy, kdyz existuje K € R, K > 0, takové, Ze
(1) VeeR,e>03Ing e NVneN, n>ng: |a, — A| < Ke.
Diikaz. = Necht lima,, = A. Pak z definice limity plyne, Ze (1) plati pro K = 1.
< Necht K € R, K > 0, je ¢islo spliwjici (1). Zvolme € € R, € > 0. Polozme ¢’ = &. Podle (1)

k tomuto &’ existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n € N, n > ng, plati |a, — A] < K&’ =e. K

zadanému ¢ > 0 jsme tedy nalezli ng € N takové, Ze pro v8echnan € N, n > ng, mame |a, — A| < ¢.
Jinymi slovy, lima,, = A. O

Véta 2.6 (vztah konvergence a omezenosti posloupnosti). Necht {a,} je konvergentni posloupnost
redlngch c¢isel. Potom je {a,} omezend.

Diikaz. Necht A € R spliuje lima,, = A. Polozme £ = 1. K nému nalezneme ny € N takové, Ze
pro kazdé n € N, n > ng, je |a, — A] < 1. MnozZina {|a,|;n € N,;n < ng} je konecna, a tedy je
omezené. Necht M € R je jeji horni zavora. Potom

lan| < M, jestlize n € N; 1 < n < ny,
a
"7 Al +1, jestlize n € N,n > nq.

Polozme K = max{M, |A|+ 1}. Pak pro vSechna n € N plati |a,| < K, a tedy je posloupnost {a,}
omezena. O



Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Jestlize {n;}32 , je rostouci posloupnost pii-
rozenych ¢isel, pak {a,, }32, nazyviame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }, pfipadné
podposloupnosti posloupnosti {a, }.

Poznamka. Posloupnosti {a,}, {a@n+1}, {@ntk,} pro néjaké kg € N, {aan}, {aoni1}, {an2} jsou
piiklady podposloupnosti posloupnosti {a, }.

Véta 2.7 (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnych cisel, {ny}7>, je
rostouct posloupnost pFirozenijch cisel a A € R. JestliZe lima, = A, pak limy_, an, = A.

K dikazu véty budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma. Necht {n;}?2, je rostouct posloupnost pFirozengjch cisel. Potom pro kazdé k € N plati

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle k. Protoze n; € N, zfejmé mame ny > 1.
Piedpokladejme, ze pro n&jaké k € N plati nyp > k. Potom plati ngy1 > ng > k, nebot {ng} je
rostouci, a tedy ng4+1 > k + 1. Tim je tvrzeni podle principu matematické indukce dokazano. O

Diikaz Veéty 2.7. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze
(2) VYneN, n>ng: |a, — A <e.

Pro kazdé k € N, k > nyg, plati diky lemmatu nerovnost ny > k > ng, a tedy podle (2) dostaneme
lan, — A|] < e. Tim je véta dokazana. O

Poznamka. Jestlize existuji dvé podposloupnosti posloupnosti {a,} majici riizné limity, pak je
{a, } divergentni. Ozna¢ime-li naptiklad a, = (—1)", n € N, pak limg_,o a2 = 1 alimg_yo0 aggp—1 =
—1. Posloupnost {(—1)"} je tedy divergentni.

Véta 2.8 (aritmetika vlastnich limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngch cisel, A, B €
R, lima, = A a limb, = B. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim (ay, - b,) = A- B,
A

(c) jestlize navic B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim ‘Z—: =z,

Diikaz. Zvolme € € R, € > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla n4, np takova, ze pro
kazdé n € N, n > ny, je |A —a,| < € a pro kazdé n € N, n > np, je |B —b,| < e. Polozime-li
ng = max{na,npg}, pak pron € N, n > ng, plati ob& uvedené nerovnosti.

(a) Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

[(an +byp) — (A+ B)| = |(an — A) + (b, — B)|
<lan— Al + |bp — B| <e+¢e = 2e.
Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Véty 2.5 pro K = 2.
(b) Posloupnost {b,} je konvergentni, a tedy podle Véty 2.6 je také omezené. Jinymi slovy

existuje L € R, L > 0, takové, Ze pro viechna n € N plati |b,| < L. Upravou vyrazu anb, — AB a
pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostavame pro kazdé n € N, n > ng,

|anb, — AB| = |[(anbn — by A) + (b A — AB)| < |anby, — b A| + |0, A — AB|
= |bnl lan — Al + |A] |bn, — BJ.
Pro kazdé n € N, n > ng, dale plati
|bn| |an — Al + |A]|bn, — B] < Le 4 |Ale = (L + | A|)e,

a tedy
|anby, — AB| < (L + |A|)e.
Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Véty 2.5 pro K = L + |A|.



(¢) Obdobnymi upravami jako v diikazech predchozich tvrzeni dostavame pro kazdé n € N

an é _|anB = Ab,| |a,B—- AB+ AB — Ab,
b, B bB | b, B
B - AB AB—- A
3) < | bn
b, B b, B
_ lan — Al | |A]|bn — B
[n| |bn || B
Podle definice limity existuje ke kladnému ¢&islu U takové n; € N, Ze pro vSechna n € N, n > ny,
plati
B
|B —by| < %
Tedy podle trojihelnikové nerovnosti pro kazdé n € N, n > nq, plati
B
Pl 1B~ b= 181~ bl
a tudiz
1 2
(4) — < —.
o] |B
Polozme ny = max {no,n;}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati podle (3) a (4)
an A 2 |A\ 2 \A| 2 24|
— - = n—A b, — B —— ==+ —
b ) < oo A T e B < e e = ()<
Tvrzeni tudiz plyne z Véty 2.5. O
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Véta 2.9 (limita soufinu ¢lenit omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou limitou). Necht
{an} a {bn} jsou posloupnosti redlnijch cisel, pricemz lima, = 0 a {b,} je omezend. Potom
lim a,b, = 0.

Diikaz. ProtoZze {b,} je omezena, nalezneme ¢islo K > 0 spliwjici |b,| < K pro vSechna n € N.
Zvolme ¢ € R, € > 0. Protoze lima,, = 0, existuje ng € N takové, ze pro viechna n € N, n > ny,
plati |a,| = |a, — 0] < e. Pro kazdé n € N, n > ng, tudiz plati

|anby, — 0] = |anbn| = |an] |bn] < Ke.
Podle Véty 2.5 plati lim a,b, = 0. O

Poznamka. Tvrzeni Véty 2.9 neplyne z Véty 2.8, protoZe posloupnost {b,} nemusi mit vlastni
limitu.

Piiklad. Spoététe lim(3 + (—1)")(v/n+ 1 —/n).

Vé&ta 2.10 (limita posloupnosti a uspofadani). Necht{a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych éisel,
A, BeR, lima, = A alimb, = B.

(a) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati a,, < by,.
(b) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati a, > b,. Potom A > B.

Diikaz. (a) Polozme e = BTfA. Pak podle definice limity existuje nq € N takové, Ze pro kazdé

n €N, n>ny, plati a, < A+ ¢ anp € N takové, ze pro kazdé n € N, n > npg, plati b, > B — .
Polozme ng = max{n,np}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

A+ B

2

(b) Predpokladejme, ze A < B. Potom podle tvrzeni (a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé

n € N, n > ng, plati a,, < b,,. PoloZzme m = max{ng, n1}. Pak an, < by < apm, coz je spor. Tedy

A> B. O

an < A+e=

=B —¢e¢<b,.



Poznamka. Z toho, ze existuje n; € N takové, ze pro kazdé n € N, n > nq, plati a,, > b,, neplyne
A > B. Prikladem jsou posloupnosti {a,} a {b,} definované predpisy a, = %, b, =0 pron € N.
Vé&ta 2.11 (o dvou straznicich). Necht {an}, {b,} a {cn} jsou posloupnosti spliiugici:
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < ¢, < by,
(b) existuje A € R takové, Ze lima, = A alimb, = A.

Potom lime,, = A.
Diikaz. Oznaéme lima,, = A. Necht € € R, ¢ > 0. K nému podle pfedpokladu (b) existuji na,npg €
N takova, Ze pro kazdé n € N, n > ny4, plati

A—ce<a,<A+e¢
a pro kazdé n € N, n > npg, plati

A—e<b, <A+e.
Polozme n; = max{ng,n4,np}. Potom odtud a z pfedpokladu (a) plyne, Ze pro kazdé n € N,
n > ny, plati

A—e<a,<e¢, <b,<A+e,
a tedy |c, — A] < e. O
Piiklad. Dokazte, Ze pro kazdé A € R, A > 0, plati lim ¥/A = 1.
2.2. Nevlastni limita posloupnosti.
Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Rekneme, 7e {an} mé limitu rovnou oo,
jestlize
VK eR dIng e NVn e Nyn >ng: ap, > K.
Rekneme, 7e {a,} ma limitu rovnou —oo, jestlize
VK e Rdng e NVn e N,n > ng: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou co, nebo —oco, fikAme, ze ma nevlastni limitu. Jestlize ma

posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, ze diverguje k oco. Jestlize mé posloupnost limitu
rovnou —oo, pak fikdme, Ze diverguje k —oo.

Piiklad. Dokazte, ze { V/n!} m4 limitu rovnou oco.

Definice. Roz§ifenou realnou osou nazyvame mnozinu R U {co, —c0} a znacime ji R*. Na
mnozinu R* roz§ifime aritmetické operace a relaci usporadani definované na R nésledujicim zpu-
sobem.
Operace séitani:
e Vae{—0}UR: —co+a=a+ (—0) =—00,
e Va e RU{ox}: co4+a=a+ 0o =00,
e —(0) = —00, —(—00) = 0.
Operace nasobenti:
e Va € (0,00)U{o0}:a-00=00"a=o00,
e Vg € (0,00) U{oo}:a-(—00) =(—0) - a=—o0,
e Va e {—o0}U(—00,0):a-00=00"a=—00,
o Vg e {—o0}U(—00,0): a-(—00) = (—00)-a =00,
o (00)"t=0,(—0c0)"t =0.
Relace usporadani:
e VaeR: —o0<a,a< 00,
& —00 < 00.
Absolutni hodnota je na mnozing R* definovana predpisem |z| = max{z, —x}, a tedy |oo| = oo,
| — o0| = 0.

Poznamka. Nasledujici vyrazy nejsou definovany:

OO+(_OO)a —00 + 00, 0'007 00'07 0- (—OO), (_OO) Y :



Definice. Necht A C R a G € R*. Predpokladejme, Ze plati néasledujici podminky:
(a) YVa € A: a <G,
(b) VG e R*,G' <GJac A: G' < a.

Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Obdobné definujeme infimum mnoziny A.

Poznamka. Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych &isel se pojem suprema
shoduje s pojmem zavedenym dfive. Supremum shora neomezené mnoziny je rovno oo a supremuin
prazdné mnoziny je rovno —oo. Infimum zdola neomezené mnoziny je rovno —oo a infimum prazdné
mnoziny je rovno co. Supremum a infimum jsou urc¢ena jednozna¢né a budeme je znacit obvyklym
zpusobem.

Véta 2.12 (jednoznac¢nost limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnijch éisel a A, B €
R*. Pfedpoklidejme, Ze {an} md limitu rovnou A a zdroven {a,} md limitu rovnou B. Potom

A= B.

Diikaz. Diky Vété 2.1 vime, Ze nejvySe jedno realné ¢islo muZe byt limitou posloupnosti {ay}.
Zbyva dokazat, ze nemuze nastat zadny z pripadi:

e posloupnost {a,} je konvergentni a soucasné méa limitu oo,

e posloupnost {a,} je konvergentni a soucasné ma limitu —oo,

e posloupnost {a,} méa limitu co a soucasné —oo.
Piedpokladejme, ze posloupnost {a,} je konvergentni a souc¢asné méa limitu co. Podle Véty 2.6 je
{a,} omezené, a tim spis je omezena shora. Tudiz existuje K € R takové, ze a,, < K pro kazdé
n € N. ProtoZe ale soucasné méa posloupnost {a,} limitu co, existuje pfirozené &islo ng takové, ze
pro kazdé n € N, n > nyg, je a, > K, coz je spor.

Ve zbyvajicich dvou pfipadech 1ze postupovat obdobné. O

Znaceni. Ma-li posloupnost {a,, } nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu této limity opét symbolem
lim a,,. PiSeme tedy lim a,, = co nebo lima,, = —oco.

Poznamka. Pro kazdou posloupnost redlnych ¢isel {a, } nastava pravé jedna z nasledujicich moz-
nosti:

.. . ] vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,
. existuje S
lim a,, nevlastni, tj. je rovna co nebo —oo,

neexistuje.
Definice. Necht ¢ € R*. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnoZzinu tvaru
(c—¢e,c+e), jestlize c e R,
B(c,e) = 4 (o0, —1), jestlize ¢ = —o0,
(%7 00), jestlize ¢ = oo,

kde e € R, e > 0.
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Lemma (o disjunktnich okolich). Necht A, A eR*, A+ A. Potom exzistuje £ € R,e > 0, takové,
se A¢ B(Ae).
Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A € R. Jeli také A € R, pak polozime ¢ = ‘A;A‘. Potom
ziejmé plati A ¢ B(A,e). Je-li A = 0o nebo A = —o0, zvolime € € R, € > 0, libovoln& a opét
dostaneme A ¢ B(A,¢).

Nyni predpokladejme, Ze A = 0. Jelli A € R, polozime ¢ = Iz‘\lﬁ' Odtud opét plyne, ze

A ¢ B(A,¢). Je-li A= —o0, zvolime € € R, £ > 0, libovoln& a opé&t obdrzime A ¢ B(A,¢).

Pifpad A = —c je obdobny pifpadu A = co. O




Véta 2.13 (limita a okoli). Necht {a,} je posloupnost redlnych cisel a A € R*. Pak lima, = A
pravé tehdy, kdyZ plati
(5) Ve e Rye >03ng e NVneN,n>np: a, € B(4,¢).
Diikaz. Necht A € R. Pak je vyrok a, € B(A,¢) shodny s vyrokem |a,, — A| < ¢, a tedy podle
definice limity je formule (5) shodn4 s vyrokem lima,, = A.

Necht A = oo.

= Zvolme € € R, ¢ > 0. Polozme K = é K nému nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé

n € N, n > ng, plati a,, > K. To podle definice okoli znamena, Ze a,, € B(o0,¢), a tedy plati (5).
< Zvolme K € R. Polozme

B % jestlize K > 0,
|1 jestlize K < 0.

K tomuto e nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, € B(00,¢). Potom
apn > % > K, a tedy a,, > K. Odtud plyne lima,, = A.
Jestlize A = —oo, lze tvrzeni dokédzat obdobné. O

Poznamka. Véty o limité vybrané posloupnosti, o limité a absolutni hodnoté, o limité a uspofa-
dani a o dvou straznicich plati v nezménéné podobé i tehdy, pfipustime-li nevlastni limity.

Véta 2.14 (nevlastni limita posloupnosti a jednostranna omezenost). Necht {a,} je posloupnost
redlngch cisel. Jestlize lim a,, = oo, potom je {a,} zdola omezend. JestliZe lim a,, = —oco, potom je
{an} shora omezend.

Driikaz. Dle definice nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, > 1. MnoZina
{an;n € Nyn < ng} je kone¢na, a tedy omezena. Necht M € R je n&ktera jeji dolni zavora. Potom

M, jestlize n € N;1 < n < ng,
ap 2
1, jestlize n € N;n > ng.
Polozme K = min{M, 1}. Pro v8echna n € N tedy mame a,, > K, takZze posloupnost {a,} je zdola
omezena. O
Véta 2.15 (o andélovi). Necht {a,} a {cn} jsou posloupnosti redlnyjch cisel spliiugici:
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati a,, < ¢y,
(b) lima,, = co.
Potom lim ¢,, = cc.
Diikaz. Zvolme K € R. K nému nalezneme n; € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati
a, > K. PoloZzme ny = max{ng,n;}. Potom pro kazdé n € N,n > ng, pak plati ¢, > a,, a tedy
¢n > K. Odtud plyne, Ze lim¢,, = oco. O
Véta 2.16 (o dablovi). Necht {b,} a {cn} jsou posloupnosti redlnijch cisel spliiugici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati ¢,, < by,
(b) limb, = —co.

Potom lim¢,, = —cc.
Diikaz. Tvrzeni lze dokazat obdobné jako tvrzeni Véty 2.15. O

Véta 2.17 (zména konefné mnoha ¢lenit posloupnosti). Necht {an} a {b,} jsou posloupnosti
redlngjch cisel, A € R* a lima, = A. Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng,
plati a, = b,. Potom limb,, = A.
Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n; € N spliujici

YneN, n>n;:a, € B(4,¢).

Polozme ny = max{ng,n1}. Potom pro kazdé n € N, n > na, plati b, = a,, a tedy b, € B(A,¢).
Odtud vyplyvéa, ze limb,, = A. O



Poznamka. Z Véty 2.17 plyne, ze zménime-li u dané posloupnosti koneéné mnoho ¢lend, pak se
konvergené¢ni vlastnosti posloupnosti nezméni.

Véta 2.18 (aritmetika limit). Necht {a,} a {bn} jsou posloupnosti redlngch cisel, A, B € R*,
lima, = A alimb, = B. Potom plati:

(a) lim (a, +b,) = A+ B, jestlize je vjraz na pravé strané definovdn,

(b) lim (ay, - by) = A - B, jestliZe je vjraz na pravé strané definovdn,

(¢) limay,/b, = A/B, jestlize pro kaZdé n € N plati b, # 0 a vgraz na pravé strané definovdn.

Diikaz. Tvrzeni lze dokazat obdobné jako tvrzeni Véty 2.8. Uvedeme pouze dikaz tvrzeni (b) v
piipadé, kdy A € R, A#0, a B = —o0.

Chceme dokazat, ze
0, pokud A < 0,

li n bn =
im (a ) {—oo, pokud A > 0.

Necht nejprve A < 0 a K € R. Polozme ¢ = fg. K nému nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé
n €N, n>nyu, plati a, € (A —¢,A+¢), tedy speciélné an < A . Déale nalezneme ng € N takové,
7e pro kazdé n € N, n > npg, plati b, < mln{O 2K, Polozme ng = max{na,np}. Potom pro
kazdé n € N, n > ng, plati

A 2K
a > 5 4
takze lim (a, - b,) = co. V piipadé A > 0 lze tvrzeni dokazat obdobné. O

Poznamka. Predpoklad, Ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze z véty o aritme-
tice limit vynechat. Napiiklad pro posloupnost {a,} = { 1) } plati lima, = 0, ale hm— =
lim(—1)™n neexistuje ani nevlastni. Podobné, necht ¢ € R, {an} ={n}a{by} ={-n+c} Pak

lima, =oco, limb, =-0c0 a lim(a,+b,)=c

Véta 2.19 (nevlastni limita podilu). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch cisel, piicemz
pro kazdé n € N plati b, # 0. Necht A € R*, A > 0, lima,, = A, limb, = 0 a ezistuje ng € N
takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Potom lim 3> = oo.

Diikaz. Posloupnost { ‘g—:} je dobfe definovana, nebot b, # 0 pro kazdé n € N. Zvolme K € R a
poloZzme L = max{1, K}.

Predpokladejme nejprve, ze A € R. Polozme € = %. K nému nalezneme n4 € N takové, ze pro
kazdé n € N, n > ny4, plati |a, — A| < . Specialné tedy plati

A
Vn € N, nZnA:an>A—5:§.
Déle nalezneme np € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > np plati b, < 57. PoloZzme

ny = max{ng,na,np}.
Potom pro kazdé n € N, n > nq, plati
a, A 2L
2

by, A

=L>K
b, 2

9

a tedy lim ¢ 7 = 00.
Nyni predpokladejme 7e A = co. Potom nalezneme n4,np € N takova, Ze

VneN, n>ny:a, > 1,
Vn € N, nZnB:bn<%.
Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,na,np}, plati
Z—Z >L>K,

a tedy lim §= = oo. O
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2.3. Hlubsi véty o limité posloupnosti.

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Potom {a,} je neklesajici pravé tehdy,
kdyz plati

Ym,ne N;m <n: an, < ay.
Implikaci = lze dokadzat snadno matematickou indukci, opa¢na implikace je ziejma. Obdobna
tvrzeni plati i pro ostatni typy monotonie.

Vé&ta 2.20 (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloupnost redlngjch cisel.
Potom ezistuje lima,,. Je-li {a,} neklesajict, pak lim a,, = sup{a,;n € N}. Je-li {a,} nerostouct,
pak lim a,, = inf{a,;n € N}.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze posloupnost {a,} je neklesajici a navic neni shora omezena.
Potom sup{a,;n € N} = co. Zvolme K € R. K nému nalezneme ng € N takové, ze a,, > K.
ProtoZe {a,} je neklesajici, plati diky poznamce pro kazdé n € N, n > ng, a, > a,, > K. Odtud
vyplyva, ze lim a,, = oo.

Nyni pfedpokladejme, Ze {a,} je neklesajici a shora omezena, tedy sup{a,;n € N} € R. Zvolme
e € R, e >0, a ozna¢me A = sup{a,;n € N}. Z definice suprema nalezneme ny € N takové, ze
an, > A — e. Protoze v8ak {a,} je neklesajici, je A — ¢ < an, < a, pro véechna n € N, n > ny.
Nerovnost a,, < A + ¢ plati dokonce pro vSechna n € N, nebot A je horni zavorou mnoZziny vSech
¢lentt posloupnosti {a, }. Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli ng € N takové, ze

VneNn>ng: A—e<a, <A+e.

To podle definice limity znamena, Ze lima,, = A.

Nyni predpokladejme, Ze {a,} je nerostouci. Pak lze tvrzeni dokazat obdobné, miizeme ale také
postupovat néasledujicim zpisobem. Snadno nahlédneme, Z%e posloupnost {—a,} je neklesajici.
Podle jiz dokazané asti véty je tedy lim(—a,) = sup{—an;n € N}. Podle Véty 1.6 odtud plyne,
ze lim(—a,) = —inf{a,;n € N}. Konetné podle Véty 2.18(b) dostavame

lima,, = lim(-1)(—a,) = —lim(—a,) = inf{a,;n € N}.
g

Disledek. (a) Necht {a,} je neklesajici shora omezend posloupnost redlngch cisel. Potom je {an}
konvergentni.

(b) Necht {a,} je nerostouct zdola omezend posloupnost redlnych cisel. Potom je {a,} konver-
gentni.

Diikaz. (a) Z Véty 2.20 vyplyva, Ze lima, = sup{a,;n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora
dale plyne, Ze sup{a,;n € N} € R. Posloupnost {a,} je tedy konvergentni. Tvrzeni (b) lze dokazat
obdobné. O

Poznamka. Véta 2.20 umoziuje ovéfit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné ji ex-
plicitné vypocitat. V nékterych pripadech je ale informace o existenci limity nezbytnou soucasti
jejtho vypoctu. Tento jev ilustruje nésledujici priklad.

Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spoc¢téte limitu posloupnosti {a, }, ktera je zadana nasledujicim
zpusobem:

(6) a; =+, an+1 = vVan, +c¢ pro kazdé n € N.

ReSeni. Nejprve si uvédomime, ze posloupnost {a,} je dobfe definovana. Prvni ¢len je definovan
explicitné a je nezaporny. Predpokladame-li, Ze a,, je definovano a je nezaporné, pak je definovano
iap41 a je nezédporné. Podle principu matematické indukee je pak posloupnost {a,} definovana a
jeji €leny jsou nezaporné.

Je-li ¢ = 0, pak pro kazdé n € N plati a,, = 0, a tedy lima,, = 0.



Piedpokladejme tedy, Ze ¢ > 0. Nejprve dokdZeme, Ze posloupnost {a,} je monotonni. Ziejmé
plati a; < ag. Jestlize pro néjaké n € N plati a,—; < a,, pak

an:\/an71+c<\/an+czan+1'

Podle principu matematické indukce je tedy posloupnost {a, } rostouci.
Nyni dokdZeme, Ze posloupnost {a,} je shora omezena. Ziejmé plati a; < v/c + 1. Pfedpokla-
dejme, Ze pro néjaké n € N plati a,, < y/c + 1. Potom

ani1 = VanFe< et l+e<yferaveri=/(Ver1)2 =ver1.

Z principu matematické indukce tedy plyne, Ze pro viechna n € N je a,, < v/c+ 1, takze {a,} je
shora omezena. Ovérili jsme, Ze posloupnost {a,} spliiuje pfedpoklady v&ty o limité monoténni
posloupnosti (Véta 2.20). Podle této véty ma tedy posloupnost {a,} vlastni limitu. Oznacme ji
symbolem A.

Poslednim krokem feSeni bude vypocet hodnoty A. Z (6) plyne, %e pro kazdé n € N plati
a%H = a, + ¢. Z véty o limité vybrané posloupnosti (Vé&ta 2.7) odvodime, Ze také lima,11 = A,
a z véty o aritmetice limit dostaneme vztahy limaZ,, = A? a lim(a, + ¢) = A + c. Ziskali
jsme kvadratickou rovnici A2 = A + ¢ pro neznadmou hodnotu A, o které zatim vime jen, ze
existuje. Vypo&tem zjistime, Ze A je rovno bud %(1 + +/1 + 4¢) nebo %(1 — /1 + 4c). Hodnota
%(1 — V1 + 4¢) v8ak nemuize byt limitou posloupnosti {a, }, protoze je to zaporné &slo a vSechny
prvky posloupnosti {a,} jsou nezaporné. To by bylo ve sporu s Vétou 2.10(b) (do niz bychom
dosadili B =0 a b, = 0, n € N). Odtud vyplyvé, Ze lima, = 3(1 + 1+ 4c).

Poznamka. Dilezitou soucésti feSeni predchazejiciho piikladu bylo ovéreni existence limity po-
sloupnosti {a, }. Bez tohoto kroku by bylo FeSeni netiplné. Uvazujme posloupnost {a,, } definovanou
rekurentné piedpisem

ag=-1, apy1 =—-a,, neN

Za pfedpokladu, ze lima,, existuje a je rovna prvku A € R*, bychom podobné jako v FeSeni
Piikladu 2.3 odvodili, ze A = — A, a tedy A = 0. Limita posloupnosti {a,} ale nenf rovna 0, nebot
an = (—1)™ pro kazdé n € N, jak lze snadno ovéfit.

Piiklad. Pro n € N definujeme

1 n 1 n+1
an:(H) , bn:<1—|—> |
n n

Dokazte, %e posloupnost {a,} je rostouci a shora omezena a posloupnost {b,} je klesajici a zdola
omezend, a tedy jsou obé posloupnosti konvergentni, a Ze navic plati lim a,, = lim b,,.

Reseni. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti plyne odhad

1 n+2 1
14+ — >1+4+—.
( +n<n+2>) T

Algebraickymi upravami odtud odvodime nerovnost

e

n n+1 2 n+2 2
> )
n+1 n n+1

b B n+1 n+1> n+2 n+2_b
"\ n n+1 T Ul

Odtud vyplyva, Ze posloupnost {b,} je klesajici.

Y

a tedy

jinymi slovy




Nyni dokdZeme, Ze posloupnost {a, } je rostouci. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti
plyne, ze

T R R
n+1)2) — (n+1)? n+2

() -3

n+2 n+1> n+1\"
n+1 n '

Dokéazali jsme, ze pro kazdé n € N plati

n+1 n< n+2 el
ap = = Qn+1,
n n+1 +

takze posloupnost {a,} je rostouci.
Z monotonie posloupnosti {a,} a {b,} dostaneme, Ze pro kazdé n € N plati

2=a1 <a, <b, <b =4.

Odtud dostaneme

Tedy

Z véty o limit& monotonni posloupnosti (Véta 2.20) tedy plyne, Ze existuji vlastni limity lima,, = A
a limb, = B. Podle véty o limité a usporadani (Véta 2.10) plati A, B € [2,4]. Vyraz % je tedy
definovany, a navic pro kazdé n € N zfejmé plati a,, > 0, takZe podle véty o limité podilu
(Véta 2.18(c)) plati

b, B

lim — = —.
n—00 Ay, A

Z definice posloupnosti {a,} a {b,} v8ak plyne, Ze

b 1
lim = = lim <1+> =1,
n— oo CLn n—oo n

a tedy A = B. Tim je tvrzeni dokazano.

1 n
e = lim (1 + ) .
n—o00 n

Cislo e nazyvame Eulerovym ¢&islem.

Definice. Ozna¢me

Véta 2.21 (Bolzano—Weierstrass). Necht {a,} je omezend posloupnost redlngch c&isel. Potom
existuje vybrand posloupnost {an, }32,, kterd je konvergentni.

Diikaz. Posloupnost {a,} je omezend, a proto existuji m, M € R takova, ze m < a, < M pro
kazdé n € N. Polozme a1 = m, 1 = M. Predpokladejme, Ze pro néjaké k& € N mame zvolena
&isla aq,...,a5 a fBy,..., Bk Je-li mnozina {n € N;a, € [ag, OK’“Tﬂf’"]} nekonecénd, pak polozime
Opr1 = o a Brr1 = %T"’B" Je-li mnozina {n € N;a, € [ak,%’@"]} konec¢na, pak polozime
apsr = 5P a By = Bi. Pro kazdé k € N platf ap < i a [ags1, Brs] C [ou, Bi]. Navic

_ M-m
Br — o = oR—T -

konec 12. pfednasky (10.11.2022)

Posloupnost {ay} je neklesajici a posloupnost {8x} je nerostouci. Navic pro kazdé k € N plati
ar < By < By, takZe posloupnost {ay} je shora omezena. Obdobné lze dokéazat, Ze posloupnost
{Br} je zdola omezena. TudiZ existuji vlastni limity posloupnosti {ay } a {f}. Oznacme A = lim oy,
a B = lim ;. Protoze A, B € R, je B — A definovany vyraz. Z véty o aritmetice limit plyne, Ze
lim(Bx — ax) = B — A. Jest

M—-—m

e =Y

lim (B — ag) = lim
k—o0 k—o0

takze A = B.



Polozme ny = 1 a pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € N mame zvolena prirozena ¢isla n; < ng <
- < ny, takova, Ze pro viechna j € N, j <k, plati a,; € [o, 3;]. Podle vySe uvedené konstrukece
je mnozina {n € N;a, € [agi1,Pr+1]} nekonetna. Tudiz také mnozina {n € N;n > ng, a, €
[@k+1, Br+1]} je nekonecna. Tedy existuje npy1 € N takové, Ze ngp1 > ng a apn,,, € [0ht1, Bet1]-
Potom pro kazdé k € N plati o < ay, < Bi. Dle véty o dvou straznicich tedy plati limy_, o0 ap, =
A. Protoze A € R, nalezli jsme konvergentni podposloupnost posloupnosti {a,}. O

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Jestlize je {a,} shora omezen4, definujeme
b, =sup{ar; k € Nk >n}, nelN
Pak je {b,} nerostouci posloupnost realnych ¢isel, a tedy existuje lim b,,.
Jestlize je {a,} zdola omezend, definujeme
cn =inf{ap;k e Nk >n}, nelN
Pak je {cn} neklesajici posloupnost redlnych &isel, a tedy existuje lim¢,,.

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Polozme

limsup a, =

lim sup{ax;k >n}, jestlize {a,} je shora omezena,
n—oo
n—oo

00, jestliZze {a, } neni shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a,, }. Obdobné definujeme limes inferior
posloupnosti {a, } predpisem

liminf a,, =

lim inf{ax;k > n}, jestlize {a,} je zdola omezena,
n— oo
n— oo

—00, jestlize {a,} neni zdola omezena.
Misto limsup,,_,, @ a liminf,,_, a,, ¢asto piSeme limsup a,, a liminf a,,.

Poznamky. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel.

(a) Pojmy limsup a,, a liminf a,, jsou dobfe definovany.

(b) Hodnoty lim sup a,, a lim inf a,, existuji a spliiuji lim sup a,, € R*, liminf a,, € R* aliminfa,, <
lim sup a, .

(¢) Hodnoty lim sup a,, a lim inf a,, se nemusi rovnat. Naptiklad pro posloupnost {a,} = {(—=1)"}
plati limsupa,, = 1 a liminf a,, = —1. Pro posloupnost {a,} = {(—1)"n} plati limsupa, = oo a
lim inf a,, = —o0.

(d) Je-li {a,} omezen4, pak muzeme definovat posloupnosti {b,} a {c¢,} jako vySe. Pak pro
kazdé n € N plati ¢, < a, < by,.

Vé&ta 2.22 (o vztahu limity, limes superior a limes inferior). Necht {a,} je posloupnost redlngch
cisel a A € R*. Potom lima,, = A prdvé tehdy, kdyz limsup a,, = liminf a,, = A.

Diikaz. = Predpokladejme nejprve, ze plati A € R. Posloupnost {a,} je konvergentni, a tedy
omezena. MiZeme tedy definovat posloupnosti
b, =sup{ar;k €N, k>n}, ¢, =inf{ag;keN, k>n}, nel
Pak je {b,} nerostouci a {c,} neklesajici a zfejmé plati ¢, < b,, pro kazdé n € N. Zvolme ¢ € R,
¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati |a,, — A| < e. Protoze
pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, > A — ¢, z definice infima dostavame nerovnost c¢,, > A —¢.
Podobné lze odvodit nerovnost b,, < A + . Pak pro kazdé n € N, n > ng, plati
A—e<cpy <cp <b, <by, <A+e.
Podle véty o limité a usporadani (Véta 2.10(b)) dostavame
A — ¢ <liminfa, <limsupa, < A+¢,
a tedy
|[liminfa, — Al <e, |limsupa, —A| <e.

Vzhledem k tomu, Ze € bylo zvoleno libovolné, plati podle lemmatu o libovolné malych veli¢inach
limsup a,, = liminf a,, = A.



Je-li A = oo, pak {a,} neni shora omezen4, ale je omezena zdola. Tedy podle definice dostavame
limsup a, = oo a liminf a, = lime¢,. Zvolme K € R. K nému nalezneme ny € N takové, Ze pro
kazdé n € N, n > nyg, plati a,, > K, a tedy také ¢, > K. Odtud plyne limc¢, = oo, a tudiz
lim inf a,, = oo.

Je-li A = —o0, postupujeme obdobné jako v pfedchazejicim piipadeé.

< Nejprve opét piredpokladejme, ze plati A € R. Potom je podle definice limes superior a limes
inferior posloupnost {a,} omezena. Necht posloupnosti {b,,} a {¢,} jsou definovany stejné jako v
predchozi ¢asti dikazu. Potom pro kazdé n € N plati ¢, < a,, < b,. Navic z pfedpokladu vyplyva,
ze lim ¢, = lim b,, = A. Pomoci véty o dvou straznicich tedy dostavame lima, = A.

Necht A = oo. Potom je posloupnost {a,} zdola omezena, takze je mozné definovat posloupnost
{cn} jako vySe. Je zfejmé, Ze pro kazdé n € N plati ¢, < a,. Z definice limes inferior navic vime,
ze liminf a,, = lime,, a tedy podle predpokladu plati limec, = oo. Podle Véty 2.15 tedy plati
lim a,, = oo.

Jestlize A = —o0, pak lze tvrzeni dokézat obdobné jako v pripadé, kdy A = oo, pfi¢emZ misto
Véty 2.15 je tfeba pouzit Vétu 2.16. O

konec 13. pfednasky (15.11.2022)

Poznamky. Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel.
(a) Plati

liminf a,, + liminf b,, <liminf(a, + b,) < liminf a,, + lim sup b,
< limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.

Posloupnosti a,, = {0,1,2,1,0,1,2,1,...} a b, ={2,1,1,0,2,1,1,0,... } ukazuji, %e v8echny &tyti
nerovnosti mohou byt ostré.
(b) Predpokladejme, Ze existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati a,, < b,,. Pak

liminf a,, < liminfb,, a limsupa, < limsupb,.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel a A € R*. Rekneme, 7e A je hromadna hod-
nota posloupnosti {a,}, jestlize existuje rostouci posloupnost pifirozenych ¢isel {ny}32, takova,
ze limy_, o ayn, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H({an}).

Véta 2.23 (limes superior, limes inferior a hromadné hodnoty). Necht {a,} je posloupnost re-
dlngch éisel. Potom limsupa, a liminfa, jsou hromadngmi hodnotami posloupnosti {a,} a pro
kazdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a,} plati liminf a,, < A <limsup a,,.

Diikaz. Oznacme A = limsup a,,. Pfedpokladejme nejprve, ze A € R. Pak {a,} je shora omezené.
Polozme b,, = sup{ar; k € N, k > n} pro n € N. Pak je posloupnost {b,} nerostouci a limb,, = A.
Tudiz existuje m; € N takové, Ze b,, < A+ 1. Z definice b,,, vyplyva, Ze existuje ny € N,
ny > my, spliujici an, > by, — 1. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké &k € N mame urcena prirozena
¢isla mq,...,mp a nq,...,ng. Protoze limb, = A, existuje myi41 € N takové, ze myi41 > ni a
b, < A+ %H Z definice b vyplyva, ze existuje nii11 € N, takové, Ze ngi1 > mpy1 a
gy > bmyey — k%_l Takto postupné definujeme vsechny ¢leny posloupnosti {ng}52, a {mg}2 ;.
Z vlastnosti posloupnosti {b,,} plyne, Ze pro kazdé k € N plati

MEk+1

Tedy pro kazdé k € N pak plati
1 1 2
|ank *A| < |ank 7bmk‘+|b7nk 7A‘ = by, — any + b, -A< EJF% = %’
a tedy limy_, o0 apn, = A. Odtud vyplyva, ze A € H({an}).

Piedpokladejme nyni, Ze A = oo. Potom je posloupnost {a,} shora neomezena. Nalezneme
n1 € N takové, Zze a,, > 1. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € N jsme jiz urdili pfirozena ¢isla
ni,...,ng. Mnozina {a;;j > n} je shora neomezena. Mizeme tedy nalézt ngy1 € N, ngp1 > ng,
takové, ze an,,, >k + 1. Podle Véty 2.15 plati limy o an, = 00, takze oo € H({a,}).



Kone¢né predpokladejme, ze A = —oo. Plati liminfa, < —oo, tedy liminfa, = —oo. To
podle Véty 2.22 znamend, %e lima, = —oo. Odtud bezprostiedné vyplyva, ze A € H({ay,}),
nebot posloupnost {a,} je svou vlastni podposloupnosti. Dokazali jsme, 7ze limsup a,, € H({an}).
Obdobné lze dokazat, ze liminf a,, € H({a,}).

Zbyva dokazat, ze pro kazdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a,} plati liminfa, < A <
lim sup a,,. Pfedpokladejme, Ze y € H({a,}). Je-li lim sup a,, = oo, pak zFejmé plati y < limsup a,,.
Je-li limsupa, < oo, pak je posloupnost {a,} shora omezena a pro kazdé n € N plati a,, < b,,.
Necht {ny} je rostouci posloupnost piirozenych &sel spliujici limy_, oo an, = y. Potom pro kazdé
k € N platf ap, < by,, a tedy dle véty o limité a uspofadani plati y < limsup a,. Obdobné Ize
dokazat, ze y > liminf a,,. O

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych &isel. Potom

(a) H({an}) # 0,
(b) limsup a,, = max H({a,}) a liminf a,, = min H({a,}) (ve smyslu mnoziny R*),
(c) jestlize lima,, = A pro n&jaké A € R*, pak H({a,}) = {A}.

Definice. Rekneme, 7e posloupnost redlnych &isel {a,} spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu pod-
minku, jestlize
Ve eRe>03dng e NVm,n e Nyn>ng,m > ng: |a, — an| < e.
Poznamka. Posloupnost realnych ¢isel {a,, } spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku pravé tehdy,
kdyz
JKeR,K>0VeeR,e>03ng e NVm,n € Nyn>ng,m > ng: |la, — am| < Ke.

Vé&ta 2.24 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnosti). Posloupnost redlngch éisel {a,}
je konvergentni prdvé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

Dikaz. =  Ozna¢me symbolem A vlastni limitu posloupnosti {a,}. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Z
definice limity k tomuto € nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati |a, — A| < e.
Potom pro kazda m,n € N, m > ng, n > ng, plati

|an — am| <lan — Al + A —ap| <e+e=2e.

Posloupnost {a,} tedy diky poznamce spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

< Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze pro m,n € N, m > ng,
n > ng, plati |a, — an,| < €. Potom pro m = ng dostavame pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti
Uny—€ < Ay < Apy+e. Mnozina {a;;j € N, j > ng} je tedy omezena. Mnozina {a;;j € N, j <ng}
je konecna, a proto je také omezena. Odtud plyne, Ze posloupnost {a,} je omezena, takze muzeme
definovat posloupnosti

b, =sup{ar;k €N, k>n}, ¢, =inf{ap;k €N, k>n}, neN.
Z definice {b,} a {c,} vyplyvaji pro kazdé n € N, n > ng, odhady
Apy — € < cp < by, < ap, +¢,
a tedy také
G, — € <liminf a, <limsupa, < a,, +e¢.
Odtud dostéavame liminfa, € R, limsupa, € R a
0 < limsupa, — liminf a, < 2¢,
a tedy, protoze € bylo zvoleno libovolné, diky lemmatu o libovolné malych veli¢inach,
liminf a,, = limsup a,, € R.

Ozna¢me A = liminf a,,. Pak podle Véty 2.22 plati lima,, = A. Protoze A € R, ma posloupnost
{a,} vlastni limitu. O

konec 14. pfednasky (22.11.2022)



Priklad. DokaZte, Ze limy, o0 > p_q £ = 0.
Priklad. Dokazte, Ze existuje vlastni lim,, ., Zzzl 1%2

Vé&ta 2.25 (Borelova véta). Necht I je uzavieny interval a S je mnoZina oteviengch intervali
takovd, Ze I C |JS. Potom existuje konecnd mnoZina Sy C S takovd, Ze I C |JSy.

Diikaz. Necht I = [a,b], kde a,b € R, a < b. Oznaéme symbolem M mnozinu vSech x € [a, b,
pro které existuje konefnd mnozina S, C S takova, ze [a,z] C |JS,. Dle pfedpokladu existuje
otevieny interval I, € S spliwjici a € I,. Polozme S, = {I,}. Potom je S, konefn4 mnozina a
plati [a,a] C |JS4. Tedy a € M. Ozna¢me y = sup M. Z vlastnosti suprema plyne, 7e y € [a,b],
protoze a € M a b je horni zavorou mnoziny M.

Dokazeme, Ze y € M. Diky pfedpokladu nalezneme otevieny interval I, € & spliujici y € I,,.
Tedy existuje § € R, § > 0, takové, ze (y — d,y] C I,. Diky vlastnostem suprema nalezneme
z >y — 0§ spliwjici z € M. Potom y — § < z < y. Tedy existuje kone¢nad mnozina S, C S splaujici
la,z] C US.. Polozme S, = S, U{I,}. Potom je S, C S kone¢na mnozina a plati

la,y] = [a, 2] U (z,9] C USZ ul, = USy.

Odtud vyplyva, ze y € M.

Zbyva dokazat, ze y = b. Predpokladejme, ze y < b. Nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze
ly,y +¢) C I. Zvolme t € (y,y + ). Potom

[avt] = [avy} U(yvt} - [avy] U(y7y+€) C USyUIy = USy
Tedy t € M. Av8ak t > y, coZ je spor s tim, Zze y = sup M. Tudiz y = b, tedy b € M. Odtud
vyplyva tvrzeni véty. O
3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

3.1. Limita a spojitost funkce v bodé.

Definice. Realnou funkci jedné realné proménné f (déle jen funkci) rozumime zobrazeni
zRdo R, tj. f: M - R, kde M C R.

Definice. Necht ¢ € R*. Prstencovym okolim bodu ¢ nazyviame kazdou mnozinu tvaru
P(c,e) = B(c,e) \ {c},
kde e € R, € > 0.
Definice. Rekneme, 7e prvek A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 €R,§>0Ve € P(c,d): f(x) € B(A,e).

Véta 3.1 (jednoznacnost limity funkce). Necht f je funkce a ¢, Ay, Ay € R*. Necht Ay je limitou
f vea As je limitou f v e. Potom Ay = As.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, ze A; # As. Diky lemmatu o disjunktnich
okolich nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze B(Aj1,e) N B(As,e) = 0. K nému podle definice limity
nalezneme d; € R, §; > 0, takové, Ze

Va € P(c,01): f(z) € B(A1,¢€),
a dy € R, §, > 0, takové, ze
Va € P(c,02): f(x) € B(Asg,¢€).
Polozme 6 = min{dy,dz}. Zvolme = € P(c,d). Potom
f(I) € B(Al,é‘l) N B(A2,52)7
COZ je Spor. O
Znaéeni. Jestlize je A € R* limitou funkce f v bodé ¢ € R*, piSeme
lim f(z) = A.
xr—c



Poznamka. Jestlize existuje lim,_,. f(z), pak funkce f musi byt definovana alespon na néjakém
prstencovém okoli bodu c. Je-li ¢ € R, pak f muZe a nemusi byt definovana v c¢. Hodnota f(c)
(pokud existuje) nemé na hodnotu limity vliv.

Definice. Necht ¢ € RU{—oc0}. Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru

Bi(c.c) [e,c+ ) jestlize ¢ € R;
C? = . .
* B(e,e)  jestlize ¢ = —o0,

kde € € R, € > 0, a pravym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime libovolnou mnozinu tvaru

Pi(e,e) = By(e,e) \ {c},
kde e e R, € > 0.
Necht ¢ € RU {co}. Levym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru

B (c.e) = (c—e,c] jestlize c € R;
T I Blee)  jestlize ¢ = oo,

kde € € R, € > 0, a levym prstencovym okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru

P(c;e) = B(e,0)\ {e},
kde e € R, e > 0.
Definice. (a) Necht A € R*, ¢ € {—oo} UR. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé ¢ limitu zprava
rovnou A, jestlize
Ve eR,e>030 €R,0 >0Vx € Py(c,d): f(z) € B(A,e).
(b) Necht A € R*, ¢ € RU {co}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu zleva rovnou A,
jestlize
VeeR,e>035€R,0 >0Vr € P_(c,0): f(z) € B(A,¢).

konec 15. piednasky (24.11.2022)

Poznamka. Je-li ¢ € R* a f je funkce, potom f ma v ¢ nejvysSe jednu limitu zprava a nejvyse
jednu limitu zleva.
Znaéeni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu zprava nebo zleva rovnou A € R*, pak piSeme po
radé

lim f(x)=A nebo lim f(z)=A.

T—cq T—c_
Véta 3.2 (limita a jednostranné limity). Necht f je funkce, c € R a A € R*. Potom lim,_,. f(x) =
A prave tehdy, kdyz lim,_.. f(x) = lim,._ f(z) = A.
Diikaz. =  Zvolme € € R, € > 0. Podle definice limity nalezneme § € R, § > 0, takové, Ze plati
Vx € P(c,0): f(z) € B(4,¢).

Potom plati
Vo € Py(c,d): f(z) € B(A,¢)

Vo € P_(c,d): f(x) € B(A,¢),
nebot P, (c,d) U P_(c,6) = P(c,0). Tedy lim, ., f(x) = A alim,,._ f(z) = A.
< Zvolme € € R, € > 0. Podle definice limity zprava nalezneme §, € R, §; > 0, takové, ze
plati
Vo € Pi(c,01): f(x) € B(A,e).
Déle podle definice limity zleva nalezneme 6_ € R, 6_ > 0, takové, Ze plati
Vz e P_(c,6_): f(z) € B(A,¢).

Polozme § = min{d,d_}. Potom P(c,d) C P(c,04)UP(c,0-), takze pro kazdé x € P(c,d) méame
f(z) € B(A,¢e). Dokazali jsme tak, ze plati lim,_,. f(z) = A. O



Definice. Necht f je funkce a ¢ € R. Rekneme, ze funkce f je spojita v bodé ¢, jestlize
lim, . f(x) = f(c). Rekneme, Ze funkce f je v bodé c spojita zprava (zleva), jestlize lim, ., f(z) =
fle) (limg—e f(x) = f(c)).
Definice. (a) Definujme funkei sign: R — R pFedpisem
1, jestlize x > 0,
sign(z) = ¢ 0,  jestlize z =0,
—1, jestlize x < 0.
(b) Funkei D, definovanou pfedpisem
D(x) = 1 ‘?estl?ie x € Q,
0 jestlize z € R\ Q,

nazyvame Dirichletovou funkeci.
(¢) Funkci R, definovanou predpisem
jestlize x € Q, x = g, p € Z\ {0}, g € N, p, ¢ nesoudélna,
jestlize z € R\ Q,

jestlize x = 0,

R(z) =

= O Q-

nazyvame Riemannovou funkci.
Poznamky. (a) Plati lim,_,o, sign(z) = 1, lim,_,o_ sign(z) = —1 a lim, o sign(z) neexis-
tuje. Funkce sign je spojita v kazdém bodé xz € R\ {0}.
(b) Dirichletova funkce nem4 limitu v zaddném bodg, a tedy neni v Zzadném bodé spojita.
(¢) Riemannova funkce spliwje lim,_,. R(xz) = 0 pro kazdé ¢ € R, a tedy je spojitd v kazdém
bodé c € R\ Q.
(d) Polozme f(x) = - D(z) pro « € R. Potom f je spojita pouze v bodé& 0.
3.2. Véty o limitach.
Véta 3.3 (limita sloZené funkce). Necht ¢,D,A € R*, f,g jsou funkce, lim, ,.g(x) = D a
lim,_,p f(y) = A. Predpoklddejme, Ze je splnéna alespoti jedna z podminek
(P) ezistuje n € R, n > 0, takové, Ze pro kaZdé x € P(c,n) plati g(x) # D,
(S) f je spojitd v D.
Potom
lim(f o g)(z) = A.
Diikaz. Zvolme € € R, £ > 0. Nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, Ze
(7) Yy € P(D,v): f(y) € B(4A,e).
Nalezneme § € R, § > 0, takové, Ze
(8) Vx € P(c,0): g(x) € B(D,v).
Jestlize plati (P), polozme §’ = min{4, n}. Potom pro kazdé x € P(c, ') plati g(z) € B(D,¥)\{D},
neboli
Vz € P(c,8"): g(z) € P(D, ).
Odtud a z (7) dostaneme
Va € P(c,d'): f(g(z)) € B(A,e),
tedy lim,_,.(f o g)(x) = A. Jestlize plati (S), potom f(D) = A, a tedy
Vy € B(D,v): f(y) € B(A,e).
Odtud a z (8) dostaneme
Va € P(c,0): f(g(z)) € B(A,e),
tedy lim,—.(f o g)(z) = A. O



Poznamky. (a) Neni-li splnéna podminka (P) ani (S), pak zavér véty nemusi platit. PoloZzme
f =|sign], g = 0 a ¢ = 0. Potom lim,_,. g(x) = 0, takze D = 0. Plati lim,_,p f(y) = 1,
takze A = 1. AvSak lim,,.(f o g)(x) =0 # A.
(b) Je-li bod D nevlastni, pak je podminka (P) automaticky splnéna.

Disledek (spojitost slozené funkce). JestliZe funkce g je spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd
v bodé g(c), pak je funkce f o g spojitd v bodé c.

Véta 3.4 (Heine). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovdna na prstencovém okoli bodu c.
Potom lim, . f(x) = A prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,} C D(f) spliujici

(9) lim z, =¢c a VneN:z, #c

n—oo
plati lim, o0 f(2,) = A.
Diikaz. =  Zvolme posloupnost {z,} C D(f) spliyjici (9). Zvolme € € R, € > 0. Nalezeneme
0 € R, 6> 0, takové, ze
Vx € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Dale nalezneme ng € N takové, Ze
VYn € N,n > ng: x, € B(c,d).
Protoze x,, # ¢ pro vSechna n € N, plyne odtud
Yn e N,n>ng: x, € P(c,9).
Tedy
VneN,n>ng: f(z,) € B(4,¢),
jinymi slovy lim, s f(z,) = A.
< Dokéazeme tvrzeni nepiimo. Necht neplati lim,_,. f(x) = A, tedy
JeeRe>0V5€R,0>03x € P(c,d): f(z) € B(4,¢).

Zvolme n € N. Polozme § = L. Nalezneme z,, € P(c, ) takové, Ze f(z,) & B(A,e). Pro takto
zkonstruovanou posloupnost {z,} plati {z,} C D(f), x,, # ¢ pro véechna n € N, lim,, o, T, = ¢
a f(x,) € B(A,¢) pro viechna n € N. Tedy {x,} spliuje podminky (9), ale lim f(x,) # A. O

Disledek (Heineova véta pro spojitost). Necht ¢ € R a funkce f je definovdina na néjakém okoli
bodu c. Potom je f spojitd v ¢ prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,} C D(f) spliujici
lim,, s 00 Tn, = ¢ platd lim, o f(zn) = f(c).

Véta 3.5 (aritmetika limit funkci). Necht ¢ € R*, A € R* a B € R*. Necht f a g jsou funkce a
plati lim, . f(z) = A a lim, . g(x) = B. Potom

(a) limg—.(f(z) + g(x)) = A+ B, je-li vgraz na pravé strané definovdn,

(b) lim,—.(f(x)g(x)) = AB, je-li vyraz na pravé strané definovdn,

(¢) limg_,. Zg% = %, je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Dausledek (spojitost a aritmetické operace). Necht ¢ € R a necht jsou funkce f a g spojité v bodé
c. Potom jsou funkce f+g a fg spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, pak také funkce 5 je spojitd
v bodé€ c.

konec 16. pfednasky (29.11.2022)

Vé&ta 3.6 (o srovnani). Necht ¢ € R*.
(a) Necht
lim f(z) > lim g(z).
r—cC r—cC

Pak existuje § > 0 takové, Ze plati
Vx € P(c,0): f(z) > g(z).



(b) Necht existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(z) < g(z).
Necht existuje lim, . f(x) a lim,_. g(x). Potom plati
lim f(z) < lim g(z).
(¢) (o dvou strdznicich) Necht existuje n > 0 takové, Ze plati
Vo € P(e,n): f(z) < h(z) < g(x).
Ddle predpoklddejme, Ze
lim f(z) = lim g(z) = A € R".

Potom existuje rovnéz lim,_,. h(z) a rovnd se A.

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je
e shora omezena na M, jestlize 3K € RVz € M: f(x)

e zdola omezena na M, jestlize 3K € RVz € M: f(x)
e omezena na M, jestlize 3K e RVz € M: |f(z)| < K.

<K,
> K,

Véta 3.7 (vlastni limita funkce a omezenost). Necht ¢ € R*, f je funkce a existuje vlastni
lim, . f(x). Potom existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze f je na P(c,d) omezend.

Diikaz. Oznaéme A = lim,_,. f(z). Podle pfedpokladu je A € R. Pro e = 1 nalezneme 6 € R,
d > 0, takové, ze
Vo € P(c,0): f(x) € B(A,1).
Potom
Vo € P(c,0): [f(z)| < |A|+1,
a tedy je f na P(c,d) omezena. O

Véta 3.8 (nevlastni limita podilu pro funkce). Necht A,c € R*, A > 0, f,g jsou funkce,
limg . g(x) =0 alim,_,. f(x) = A. Jestlize existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze Va € P(c,d): g(x) >

0, potom lim,_,. % = 00.

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je

e neklesajici na M, jestlize pro kazda x,y € M, x < y, plati f(x) < f(y),
rostouci na M jestlize pro kazda x,y € M, z < y, plati f(z) < f(y),
nerostouci na M jestlize pro kazda z,y € M, x < y, plati f(z) > f(y),
klesajici na M, jestlize pro kazda x,y € M, x < y, plati f(z) > f(y),
monoténni na M, jestlize je neklesajici na M nebo nerostouci na M,
ryze monoténni na M, jestlize je rostouci na M, nebo klesajici na M.

Vé&ta 3.9 (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, a < b. Necht funkce f je monoténni na
(a,b). Potom existuji lim, o, f(x) alim,_y_ f(x), pFicemZ plati:

e je-li f na (a,b) neklesajici, pak
lim f(z) =inf{f(z);z € (a,0)},  lim f(z) =sup{f(z);x € (a,0)},
T—a4 z—b_

e je-li f na (a,b) nerostouct, pak

lim f(z) =sup{f(x);z € (a,b)}, lim f(z)=inf{f(z);z € (a,b)}.
T—aq T—b_

Diikaz. Dokézeme, ze lim,_,,, f(x) = inf f((a, b)) plati pro neklesajici zdola omezenou funkci f
a pro a a € R. V ostatnich p¥ipadech lze tvrzeni dokizat obdobng. Oznaéme m = inf f((a,b)).
Potom m € R. Zvolme € € R, € > 0. Diky vlastnostem infima nalezneme y € f((a,b)) takové, ze
y < m + e. Nalezneme 2’ € (a,b) spliwijici y = f(2'). Protoze f je neklesajici, plati

Vz € (a,2): f(z) < f(2') <m+e.



Protoze m je dolni zavora mnoziny f((a,b)), plati
Vo € (a,b): m < f(z),
a tedy
Vo € (a,2'):m—e < f(z) <m+e.
Polozme § = 2’ — a. Potom
Vz € Py(a,d): f(x) € B(m,e),
tedy lim,_q, f(z) =m. O

3.3. Elementarni funkce.

Véta 3.10 (zavedeni exponencialni funkce). FEristuje prdvé jedna funkce exp: R — R spliugjict
podminky

(E1) Va,y € R: exp(x +y) =expz - expy,
(E2) lim &Rz=L _ 1,
z—0 x

Poznamka. Plati
e exp(0) = 1,

e Vz eR: exp(—x) = 57
e exp je spojitd na R,
e VxeR: expx >0,
e exp je rostouci na R,
e lim expx =00, lim expx =0,
Tr—r0o0 Tr—r— 00
e H(exp) = (0,00),
e exp(l) =e.
Definice.

(a) Funkee log: (0,00) — R je definovana jako inversni funkce k funkci exp. Nazyva se pFiro-
zenym logaritmem.
(b) Je-li a € (0,00) \ {1}, pak definujeme

log(z)
- log(a)’
Funkci log, nazyvame logaritmem o zakladu a.
(c) Nechta € R,a > 0,ab € R. Potom definujeme realné &islo a® predpisem a® = exp(blog(a)).
(d) Necht a > 0. Potom funkci z — a”, z € R, nazgyvame obecnou mocninou.
(e) Je-li n € N liché, n-tou odmocninu z — {/z, z € R, definujeme jako inversni funkei
k funkci  — 2", x € R. Je-li n € N sudé, n-tou odmocninu z — {z, z € [0,00),
definujeme jako inversni funkei k funkei z — 2™, z € [0, c0).

log,, () x € (0,00).

Poznamka. Plati

Va,y € R: (exp(y))” = exp(x log(exp(y)) = exp(zy),
specialné (pro y = 1)
Ve eR: ¥ = (exp(1))” = exp(z).
Misto exp x miuzeme tedy psat e*.

Poznamka (vlastnosti logaritmu). Plati

D(log) = (0, 00),

H(log) =R,

log je rostouci na (0, o0),

log je spojita na (0, c0),

Va,y € (0,00) : log(zy) = log(x) + log(y),
Va € (0,00),b € R : loga® = bloga,

lim logz = —o0, lim, o logx = oo,
CE*)O+



e log(e) =1.
Definice. Rekneme, ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—z) = —f(x),
e suda, jestlize pro kazdé z € D(f) plati —z € D(f) a f(—x) = ( )
e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f) plati z + a € D(f),

v —acD(f)af(eta)=f(e—a)= (o).

Vé&ta 3.11 (zavedeni sinu, kosinu a &isla 7). Ezistuje prdvé jedna funkce sin: R — R, prdvé jedna
funkce cos: R — R a prdvé jedno kladné redlné cislo m splriugici ndsledujici vliastnosti:

(S1) Va,y € R: sin(z +y) =sinxcosy + coszsiny,
(S2) Vx,y e R: Va,y € R: cos(x + y) = coszcosy — sinxsiny,
(S3) sin je lichd funkce a cos je sudd funkce,
(S4) sin(0) = 0, sin je rostouci na 0,3] asin(f) =1,
(S5) Illil}) =1
Poznamka. Plati
e cos(0) =1,
e VzeR: sin®x+cos?z =1,
e cos(%) =0,
e Vz eR: sm(m+ %) =cosx, cos(x + §) = —sinuw,
e Vzr eR: sin(z+7) = —sinz, cos(z +7r) —cosz,
e sin a cos jsou spojité na R,
e sinz = 0 pravé kdyZz = = kw pro k € Z a cosx = 0 pravé kdyz x = 5 + km pro k € Z,
o SR =g

konec 17. pfednasky (1.12.2022)

Definice. Funkce tangens a kotangens definujeme pfedpisy

sin x
tgr = , eER\ S +EkmkeZy,
8T~ osa “ 5 +hm }
cotgxzcésx, x e R\ {km;k €Z}.
sinz

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyviame goniometrickymi funkcemi.

Poznamka. Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, je lich, m-periodicka a

rostouci na (-3, §). Plati lim, .= tgz =o00a limw_,_%+ tgx = —o0.
Funkce cotg je spojita v kazdem bodé svého definiéniho oboru, je licha, m-periodicka a klesajici
a (0,7). Plati lim,_,o, cotgz = oo a lim,_,,_ cotgx = —oo0.

Definice. Cyklometrické funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens definujeme piedpisy

-1
arcsin = (sin -z 1]) ;
272

arccos = (cos |[07W])_1 :

-1
arctg = (tg|(,%,%)) ;
arccotg = (cotg|(o,x))
Poznamky. (a) Funkce arcsin je spojit4, licha a rostouci na [—1, 1]. Plati H(arcsin) = [-7F, T].
(b) Funkee arccos je spojita a klesajici na [—1,1]. Plati H(arccos) = [0, 7).

(c) Funkce arctg je spojité, licha a rostouci na R. Plati H(arctg) = (=%, §).
(d) Funkce arccotg je spojita a klesajici na R. Plati H(arccotg) = (0, 7).



Definice. Funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens a hy-
perbolicky kotangens definujeme piedpisy

x —T

sinhx:%, z eR;

coshxz#, z eR;

tghz — smhx’ € R:
cosh x

cotghx = z?jﬁi, e R\ {0}

3.4. Funkce spojité na intervalu.

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli interval, ktery obsahuje nekonetné
mnoho bodi). Rekneme, 7e funkee f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem .J,

e f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem J,

e f je spojitda v kazdém vnitinim bodé J.
Vé&ta 3.12 (Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot). Necht a,b € R, a < b, funkce f je spojitd
na intervalu [a,b] a plati f(a) < f(b). Potom pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje ¢ € (a,b) takové,
zZe f(c) =y.
Diikaz. Zvolme y € (f(a), f(b)) a polozme M = {z € [a,b]; f(2) < y}. Oznacme & = sup M. Potom
a € M. Mnozina M je tudiZ neprazdné, a tedy & € [a, b]. UkaZzeme, Ze f(§) = y. Pfedpokladejme,
ze f(&) > y. Pak £ > a. Diky spojitosti f nalezneme ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé x € (€ — §, ) plati
f(x) > y. Potom M C [a,§ — 6], coz je spor. Pfedpokladejme, Ze f(£) < y. Pak £ < b. Nalezneme
0 > 0 takové, Ze pro kazdé x € (£, +0) plati f(x) < y. Potom (&,£ 4+ 6) C M, coZ je spor. Odtud
plyne, Ze f(&) = v. O
Poznamka. Obdobné tvrzeni plati i v piipads, kdy f(a) > f(b).

Vé&ta 3.13 (zobrazeni intervalu spojitou funkei). Necht J je interval. Necht funkce f: JJ — R je
spojitd na intervalu J. Potom je mnoZina f(J) interval.

Diikaz. Zvolme y1,y2 € f(J) a z € R takova, Ze y1 < z < yo. Nalezneme 1,25 € J takova, Ze
f(z1) = y1 a f(x2) = yo. Diky Vé&té 3.12 nalezneme z v intervalu s krajnimi body x1, 2o takoveé,
7e f(x) = z. tedy z € f(J). Mnozina f(J) je tedy interval. O

Definice. Necht f je funkce, M C D(f) az € M. Rekneme, 7ze f nabyva v bodé z maxima
(minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < flx) (VyeM: f(y)= f(x)).
Bod z pak nazyvime bodem maxima (bodem minima) funkce f na M.
Poznamka. Necht M C R je nepréazdna mnozina a G = sup M. Potom existuje posloupnost {z,, }
prvki M splavjici limz,, = G.

Véta 3.14 (nabyvani extrému). Necht a,b € R, a < b, a f je funkce spojitd na [a,b]. Potom f
nabyvd na [a,b] svého maxima i minima.
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Ditkaz. Oznatme G = sup f([a,b]). Nalezneme posloupnost {y,} C f([a,b]) spliwjici limy, =
G. Pro kazdé n € N nalezneme x,, € [a,b] spliwjici f(z,) = y,. Potom je posloupnost {z,}
omezené, nebot pro kazdé n € N plati a < x,, < b. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty nalezneme
konvergentni podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,,}. Ozna¢me

z* = lim z,,.
k—o0



Protoze a < x,, < b pro kazdé k € N, plati podle véty o limit& a usporadani z* € [a,b]. Podle
Heineovy véty pro spojitost plati limy oo f(zn,) = f(z*). Protoze f(xn,) = yn, pro kazdé k €
N, je posloupnost {f(xn,)}?2; vybrana z posloupnosti {y,},> ;. Podle véty o limité vybrané
posloupnosti plati

f(ﬂf*) = klinolo f(xnk) = nh—>120 Yn = G.
Tedy f(2z*) = G. Odtud plyne, Ze G € R a z* je bodem maxima funkce f na [a,b]. Existenci bodu
minima Ize dokézat obdobné. O

Véta 3.15 (spojitost a omezenost). Necht a,b € R, a < b, a f je funkce spojitd na [a,b]. Potom
je f na [a,b] omezend.

Diikaz. Podle piedchozi véty nabyva funkee f na intervalu [a, b] svého maxima i minima. Ozna¢me
m = min{f(z) : € [a,b]}, M = max{f(z) : z € [a,b]} a K = max{|m|, |M]}. Potom plati

Va € [a,0] : [f(z)] < K,
a tedy f je omezena na [a, b]. O

Véta 3.16 (spojitost inversni funkce). (a) Nechl f je spojitd a rostouci funkce na intervalu J.
Potom funkce f=1 je spojitd a rostouci na intervalu f(J).

(b) Necht f je spojitd a klesajict funkce na intervalu J. Potom funkce f=1 je spojitd a klesajict
na intervalu f(J).

Driikaz. (a) Podle Véty 3.13 je f(J) interval, f~! je na ném dobie definovana a rostouci. Necht
yo € f(J) neni pravy koncovy bod intervalu f(J). DokdZeme spojitost f~! v bodé yo zprava.
Oznaéme z9 = f'(yo). Bod x¢ neni pravym koncovym bodem J, nebot f je rostouci na .J.
Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Zvolme déle 21 € J N (xg,z¢ + €) a polozme 6 = f(x1) — yo. Odtud plyne,
ze [yo,yo + 0] C f(J), a tedy

FH B (y0,0)) = [~ ([yo, yo +8)) = [wo, 21) C B(xo,) = B(f ™ (0), )
Obdobné lze dokazat spojitost zleva funkce f~! v kazdém bodé intervalu f(J), ktery nenf levym
koncovym bodem f(J).
Tvrzeni (b) lze dokazat obdobné. O

4. DERIVACE
4.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht a € R a f je funkce. Jestlize existuje limita
o L0 ) = (@)
h—0 h

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a a znac¢ime ji f'(a). Obdobné definujeme
derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a predpisy

fi(a) = lim flath) - fla) f(a) = lim w

h—0+ h h—0—
Poznamky. (a) Mohou nastat tyto pripady:

neexistuje,

derivace funkce f v bodé a vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,

existuje a je .
nevlastni, tj. je rovna oo nebo —oo.
(b) Plati
z)— f(a
@) — i L8 =@
T—a Tr—a
mé-li alesponl jedna ze stran smysl. Obdobné rovnosti plati pro jednostranné derivace.
(c) Jestlize existuje f'(a), pak existuje okoli bodu a, na némz je funkce f definovana. Obdobna
tvrzeni plati pro jednostranné derivace.

bl



(d) Derivace funkce f v bodé a € R existuje pravé tehdy, kdyZz v a existuje derivace f zprava
i zleva a rovnaji se.

Znaceni. Necht M C R, f: M — R, a pro kazdé x € M existuje vlastni f’(a). Potom definujeme
zobrazeni f': M — R pfedpisem f': z — f'(z).

Piiklady. Necht a € R. Spoctéte f'(a), pokud existuje, kde
(a) f(x)=c,ceR,z€eR

(b) f(z)=a™,neN,zeR
(c) f(z)=€e", 2 €R

(d) f(z) =sinz, x € R

(e) f(z) = |al, » € R

(f) f(x) =signz, z € R

Vé&ta 4.1 (vztah derivace a spojitosti). Necht f je funkce, a € R a exzistuje vlastni f’(a). Potom
je f v bodé a spojitd.

Diikaz. Podle véty o aritmetice limit plati

li ((2) — (@) = tim L= T10)

T—a T—a Tr—a

(z —a) = f'(a) - 0=0,
nebot f/(a) existuje vlastni, a tedy je vyraz f'(a) - 0 definovan. Tedy
lim f(z) = f(a).

neboli f je v bodé a spojita. O
Poznamka. o log'(z) = 1 pro kazdé € (0,00),

e cos'(z) = —sin( ) pro kazdé z € R,

o tg'() cos(z)2 pro kauzdegce}R\{2 +kn, ke Z},

e cotg'(z) = 2prokazdexE]R\{kﬂr kelZ},

= sm(:v
e arcsin’(z) = \/7 pro kazdé = € (—1,1),
e arccos’(z) = \/7 pro kazdé x € (—1,1),
e arctg’(z) = 1+ZE2 pro kazdé z € R,

e arccotg’(z) = % pro kazdé © € R,
(%) = az®~! pro kazdé x € (0, 00).
(a®) = a”loga pro kazda a € (0,00) \ 1 a x € (0,00).
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éta 4.2 (derivace a aritmetické operace). Nechta € R, f a g jsou funkce a existuj? f'(a) a g'(a).
Vé deri i icki Necht R, f funk I !
(a) Plati
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
je-li vyraz na pravé stran€ definovdn.
b) Jestlize je alespon jedna z funkci f, g spojita v bodé a, pak
(
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
je-li vjraz na pravé stran€ definovdn.
(c) Jestlize je funkce g spojitd v bodé a, pak
(f)’ (@) = £ (@9(0) ~ f(a)g'(a)
9 g(a)

je-li vijraz na pravé strané definovdn.




Diikaz. (a) Podle definice derivace a vty o aritmetice limit plati

fla+h)+glath)— fla) —g(a)

(f +9)'(a) = lim

h—0 h

(b) Predpokladejme, Ze funkce g je spojita v bodé a. Potom
li h) = .
lim g(a+h) = g(a)
Podle definice derivace a véty o aritmetice limit pak plati

h—0 h
i F@+ Mg+ 1) ~ fla)glat h) + fl@gla+ ) - Fla)g(a)
h—0 h
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(¢) Z predpokladu plyne, Ze g(a) # 0. Diky spojitosti g v a nalezneme § € R, > 0, takové, Ze
g(x) # 0 pro kazdé x € B(a,d). Pak pro kazdé = € B(a,d) plati

flz) _ fla) _ f(x)g(a) - fla)g(z)

R

g(z)  g(a) g(z)g(a)
f(@)g(a) — fla)g(a) + f(a)g(a) — f(a)g(x)
g(x)g(a)
fx) = fla) _ fla) gla)—g(x)

+ .
g9(x) g(a) 9(x)
Potom diky spojitosti g v a plati podle véty o aritmetice limit

(£ -2 (22 12)
= lim <f(x)f(a) L fa) gla)=g(x) 1 >

T—a r—a gx)  g(a) r—a g(v)
Cf@ S e 1 ) - fa)g()
= 9@ T T 9(a)? '

Poznamka. Piedpoklady Véty 4.1 neni mozné vynechat. PoloZzme napfiklad
signz, x #0, —signz, x#0,

x) = x) =
(@) {_27 P { T

Potom f/(0) = oo, ¢’(0) = —o0, ale (f + ¢)’(0) ani (fg)'(0) neexistuji, prestoze vyraz f'(0)g(0) +
f(0)g’(0) je definovan.

Vé&ta 4.3 (derivace slozené funkce). Necht a € R, f, g jsou funkce, g je spojitd v bod€ a a existuji
g'(a) a f'(g(a)). Potom plati

(10) (fog)(a)=f'(g(a))g (a),

je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Diikaz. Oznaéme b = g(a). Diky existenci f/(b) nalezneme o € R, o > 0, takové, ze B(b,o) C D(f).

Diky spojitosti g v a nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, Ze g(B(a, 9)) C B(b, o). Pak je fog definovana
na B(a, 0).



Piedpokladejme nejprve, ze ¢'(a) # 0. Nalezneme g € (0, o) takové, zZe
Vx € P(a,): 9(x) = 9(a) # 0.
T—a

Potom specialné plati

(11) Va € P(a,0): g(x) #b.
Oznaéme

o) =10y e po.o),
Potom

lim o(y) = f'(b).
y—b
Podle Véty 3.3 (podminka (P) je splnéna diky (11)) tedy plati

tim LD 2SO i (50 ) () = /0.

T—a g(.’[’) —b r—a
Diky (11) plati
e P L2 U000 _ 60 S0 glo) o)

a tedy, podle véty o aritmetice limit a pfedpokladu,
L (fog)@) ~ (fog)(a)

= f'(b)g (a).
tim L2 7))

Piedpokladejme nyni, Ze ¢g’'(a) = 0. ProtoZe vyraz na pravé strané (10) je definovan, je f’(b)
vlastni. Chceme tedy dokazat, Ze (f o g)'(a) = 0. Zvolme € € R, € > 0. Protoze f/(b) je vlastni,
nalezneme diky Vété 3.7 C € R,C > 0, a ¢ € (0,0) takova, ze

Yy € P(b,5): ‘W‘ <C.

Diky spojitosti ¢ v bodé& a nalezneme ¢ € (0, o) takové, ze
Vz € B(a,9): g(x) € B(b,5).
Diky tomu, Ze ¢'(a) = 0, nalezneme n € (0,v) takové, Ze

Va € P(a,n): ‘g(:ﬂi_z(a) <e.
Zvolme z € P(a,n). Potom bud g(z) = g(a) a
(fo9)w) ~ (fog)a) _,

nebo g(x) # g(a) a
(fog)@) = (Fog)(@)|

flg(x)) = f(0)| |9(x) —g(a)
T—a _’ glx)—b ’ ’ T —a < 0=
Kazdopéadné
Va € P(a,n): ’ (fo g)(at; : ((zf °9)(a) < Ck,
a tedy (f og)'(a) =0. O

Poznamka. Predpoklad spojitosti g v a ve Vété 4.3 nelze vynechat. Polozme

signz, x #0,
9(93){ 1 a f(y) =yl proy € R.
2 .17:0,

Potom



a tedy je vyraz f’ (g(0)) ¢’(0) definovan, ale

(fog)(w)={11’ r70
20 =Y

a tedy (f o g)’'(0) neexistuje.

Znaceni. Necht I je interval. Potom symbolem Int I zna¢ime mnozinu v8ech vnitfnich bodu I.

Véta 4.4 (derivace inversni funkce). Necht I je interval, a € Int I, f je ryze monotonni a spojitd

funkce na I a existuje f'(a). Oznaéme b = f(a).
(a) Jestlize f'(a) # 0, potom (f~1)(b) = ﬁ
(b) Jestlize f'(a) =0 a f je rostouct, potom (f~1)'(b) = <.
(c) Jestlize f'(a) =0 a f je klesagict, potom (f~1)'(b) = —o0.

Diikaz. (a) Piedpokladejme, Ze f je rostouci. Ozna¢me J = f(I). Potom J je podle Véty 3.13
interval. Dle Véty 3.16 je f~': J — I spojita a rostouci. Protoze a € IntI a f je rostouci, je
b € Int J. Nalezneme ¢ € R, € > 0, takové, ze B(b,e) C J. Diky tomu, Ze a je vnitinim bodem T a
f je spojita v a, nalezneme § € R, § > 0, takové, ze B(a,d) C I a f(B(a,d)) C B(b,e). Ozna¢me

o(x) = T, 0 %€ P(a,9).

Potom

lim () = f(a).

r—a
Funkce f~! je spojita v b, a tedy
lim () = 7 (0).

z—b

ProtoZe f~! je rostouc, plati
Vo € P(b,e): f~(x) # (D).
Tedy podle Véty 3.3 (varianta s podminkou (P)) plati
. y—>b
12 lim ————————
12 V)~ 70

(a) Podle v&ty o aritmetice limit a (12) méame

NN imffl(y)—ffl(b): 1
R

(b) Ozna¢me
V) = sy gy Y€ Pe)

Potom podle (12) plati
lim ¢(y) = 0.

y—b
Navic
Yy € P(b,e): ¥(y) > 0,
nebot f~! je rostouci na J. Podle Véty 3.8 tedy plati

(f—l)/(b) — lim S y)— (D) — .

y—b y—b

Tvrzeni (c) 1ze dokazat obdobné.

= lim(po f7)(y) = f'(a).

d
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Definice. Necht f je funkce, M C D(f) aa € M. f{ekneme, ze f nabyva v bodé a lokdlniho ma-
xima (lokalniho minima, ostrého lokadlniho maxima, ostrého lokdlniho minima) vzhle-
dem k M, jestlize existuje § € R, § > 0, takové, Ze pro kazdé y € P(a,d) N M plati f(y) < f(a)
(fly) = fla), f(y) < f(a), f(y) > f(a)). Bodem (ostrého) lokalniho extrému budeme rozumét
bod (ostrého) lokalntho maxima ¢ minima. Neni-li specifikovana mnozina M, pak jsou vSechny
extrémy funkce uvazovany vzhledem k jejimu definiénimu oboru.

Véta 4.5 (nutna podminka existence extrému). Necht f je funkce, a je bodem lokdlniho extrému
f a existuje f'(a). Potom f'(a) =0.

Diikaz. Predpokladejme, ze f'(a) > 0. Dle Véty 3.6(a) existuje 6 € R, ¢ > 0, takové, Ze
f(z) — f(a)
T —a
Odtud plyne, Ze pro kazdé x € Py (a,d) plati f(a) < f(x) a pro kazdé x € P_(a,d) plati f(a) >
f(x). Tedy f nemé v a lokalni extrém. Jestlize f/(a) < 0, pak lze tvrzeni dokazat obdobné. O

Vz € P(a,0): > 0.

4.2. Véty o stifedni hodnoté.

Vé&ta 4.6 (Rolleova véta). Necht a,b € R, a < b, f je funkce spojitd na [a,b], f(a) = f(b) a pro
kazdé x € (a,b) existuje f'(x). Potom ezistuje c € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle Véty 3.14 nabyva funkce f na intervalu [a,b] svého maxima i minima. Ozna¢me
m = min f([a,b]) a M = max f([a,b]). Pak

(13) m < f(a) = f(b) < M.

Jestlize m = M, potom je funkce f konstantni na [a,b], a tedy f’(c) = 0 pro kazdé ¢ € (a, b).
Piedpokladejme, 7e m < M. Potom musi byt alespon jedna z obou nerovnosti v (13) ostra.
Necht napiiklad plati f(b) < M. Nalezneme c € [a, b] spliiujici f(c) = M. Potom ¢ ¢ {a, b}, a tedy
¢ € (a,b). Pak f nabyva v bodé ¢ svého maxima na intervalu [a,b] a existuje v ném derivace podle
predpokladu. Podle Véty 4.5 plati f/(¢) = 0. Jestlize m < f(a), pak lze dokizat tvrzeni obdobné
nebo pouZit jiz dokézané tvrzeni na funkci —f. O

Véta 4.7 (Lagrangeova véta). Necht a,b € R, a < b, f je funkce spojitd na [a,b] a pro kazdé
x € (a,b) existuje f'(x). Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

f(b) = f(a)
() —
f (C) - b—a .
Diikaz. Polozme ) — f(a)

— fla

o) = fa) - OOy v
Potom je g spojita na [a, b] a plati g(a) = g(b). Podle Véty 4.2(a) plati
g ()= f'(z) - M pro kazdé z € (a,b).

—a

Diky Vét& 4.6 nalezneme ¢ € (a, b) spliiujici ¢'(¢) = 0. Potom f/(c) = W. O

Véta 4.8 (Cauchyova véta). Necht a,b € R, a < b, f,g jsou funkce spojité na |a,b], pro kazdé
x € (a,b) existuji f'(x) a g'(x) a pro kaZdé x € (a,b) je g'(x) viastni a nenulovd. Potom g(a) # g(b)
a ezistuje ¢ € (a,b) takové, Ze
Q) _ ) - f@
g'(c)  g(b) —g(a)
Diikaz. Podle Véty 4.7 nalezneme d € (a,b) takové, Ze
b) —g(a)
gy = 9 .
g'(d) b a
Z predpokladu vyplyva, ze ¢'(d) # 0, a tedy g(a) # g(b). Polozme

p(z) = (f(@) = f(a) (9(b) — g(a)) — (9(z) — g(a)) (£ (b) — f(a)), x € la,b].




Potom je ¢ spojita na [a,b], p(a) = ¢(b) = 0 a podle V&ty 4.2 plati

¢'(z) = f'(2)(9(b) — g(a)) — ¢'(x)(f(b) — f(a)) pro kazdeé x € (a,b).
Diky Vét& 4.6 nalezneme ¢ € (a, b) spliwujici ¢'(c) = 0. Potom

f1(©)(g(b) = gla)) = g'(c)(f(b) = f(a)) =0,
odkud plyne tvrzeni. O

Véta 4.9 (vztah derivace a monotonie). Necht I je interval, f je funkce spojitd na I a pro kazdé
x € Int I plati f'(z) > 0 (f'(x) >0, f'(x) <0, f'(x) < 0). Potom je [ rostouct (neklesajici,
klesagici, nerostouct) na I.

Diikaz. Predpokladejme, Ze pro kazdé x € Int I plati f/(z) > 0. Zvolme a,b € I,a < b. Pak je f
spojita na [a, b] a pro kazdé x € (a,b) existuje f’'(x). Diky Vé&té 4.7 nalezneme ¢ € (a, b) spliujici

/ f(b) = f(a)
fle)=———
7 pfedpokladu vyplyva, ze

f(b) = f(a)
b—a
atedy f(a) < f(b). Funkee f je tudiZ neklesajici na I. Ve zbyvajicich piipadech lze tvrzeni dokazat
obdobné. O
Vé&ta 4.10 (L’Hospitalova pravidla). Nechta € RU{—o0}, f, g jsou funkce a existuje limg_, o4 %.
Predpoklddejme, Ze bud limy_,q4 f(2) = limg_qq g(x) = 0, nebo lim, 44 |g(x)] = 0. Potom

f@) _ L S

>0,

li .
:rir(rzljt g(m) z—a+ g’(qj)

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 4.10 plati i pro limitu zleva, a tedy i pro limitu.

Priklady. (a) Spoctéte lim,_,o Z=S22
ef—x—1

z2

1

22

) Spoéctéte lim,_,o
) e

i
(b
(c) Spoététe lim, o “—
(d) Spoctéte lim, 1 %

Poznamky. Predpoklady Véty 4.10 nelze vynechat, napiiklad

3r+5 , . 3 z® 87

im # lim -, lim —— # lim ———.
z—=02x4+6 " z—02 z—oo x + 68inx ° z—oco 14 6cosx

Véta 4.11 (o limité derivaci). Necht a € R, f je funkce, existuje lim,_,o, f'(x) a f je spojitd
zprava v a. Potom existuje f' (a) a plati f (a) =lim, ., f'(x).

Diikaz. Ozna¢me L = lim, o, f'(x). Zvolme € € R, ¢ > 0. Nalezneme § € R, § > 0, takové, ze
(14) f'(x) € B(L,e) pro kazdé z € P, (a,0).
Zvolme x € P, (a,0). Potom pro kazdé y € (a,z) existuje vlastni f/(y). Podle Véty 4.1 je tedy f
spojita v kazdém bodé y € (a, z]. Podle pfedpokladu je navic spojita zprava v a. Tedy f je spojita
na [a, z]. Diky Vété 4.7 nalezneme ¢, € (a,x) splhujici
f(@) — fla
F@ =@ _ ey,
r—a
Protoze ¢, € Pi(a,d), z (14) plyne, Ze
f(l.) — f(a‘) c B(L,E)
x—a

Jinymi slovy, f! (a) = L. O

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 4.11 plati i pro derivaci zleva, a tedy i pro derivaci.



Poznamka. Predpoklad spojitosti ve V&té 4.11 nelze vynechat. Napiiklad lim, o, sign’(x) = 0,
ale sign’, (0) = oo.

konec 21. pfednasky (15.12.2022)

4.3. Konvexni a konkavni funkce, inflexni body.

Definice. Necht I je interval, f je funkce a I C D(f). Rekneme, ze f je
e konvexni na I, jestlize
Ve,ye IVA€[0,1]: fAz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =X f(y),
e konkavni na I, jestlize
Va,y € IVAE[0,1]: f(ha+ (1—N)y) > Af(x) + (1 — N f(y),
e ryze konvexni na I, jestlize
Ve,ye Lx Zy VYA€ (0,1): fAz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 —=X)f(y),
e ryze konkavni na I, jestlize
Ve,y € [,x Zy VA€ (0,1): fAz+ (1= Ny) > Af(z)+ (1 =N f(y).
Lemma (ekvivalentni podminky pro konvexitu). Necht I je interval, f je funkce a I C D(f). Pak
jsou ndsledujict vyroky ekvivalentni:
(i) f je konvexni na I,
(i) Vo,y,z €1, x <y < z: Fy)=1(z)

y—x

(ifi) Va,y,2 € 1, @ <y < 2: LE=1@)

(iv) Vo,y,z €I, z <y < z: ﬂy;:i(”) =

Obdobnd tvrzeni plati pro konkdvni, ryze konvexni a ryze konkdvnt funkce.

< 1)-I@)
< L)
< 1E)-1w)

K

Diikaz. (i) = (ii) Zvolme z,y, z € I spliwjici 2 < y < z. Polozme A = =%, Potom X € (0,1) a
y = Az + (1 — N)z. Oznatme ¢ = Af(z) + (1 — A\) f(2). Pak
c— flx) _ f(z) - f@)

1 =
(15) y—x z—x

Z konvexity f na I plyne, ze f(y) < c. Tedy
f6) - 1@) _ fG) = @)

y—x z—

(ii) = (i) Zvolme z,z €I, x < z,a A € (0,1). Polozme y = Az + (1 — )z a definujme ¢ jako
vySe. Potom = < y < z, a tedy podle pfedpokladu a (15) plati

fly) = fx) _ f(z) = fla) _ c— flz)

y—x = z—x y—x
Odtud plyne, Ze f(y) < ¢, tedy f je konvexni na I. Obdobné lze dokazat ekivalence (i) < (iii) a
(i) & (iv). O

Poznamka. Obdobné ekvivalentni podminky plati pro konkavitu, ryzi konvexitu a ryzi konkavitu.

Véta 4.12 (konvexita a jednostranné derivace). Necht I je interval a f je konvexni funkce na I.
Potom pro kazdé a € Int I existugi viastni f! (a), f(a) a plati f (a) < f (a).

Diikaz. Zvolme a € Int I. Nalezneme 6 € R, > 0, spliwjici B(a,d) C I. Polozme

@(x)zwv xEPJr(a?(S)?

by = W=D b ),



Jestlize y1,y2, 1,22 € P(a,0) aya < y1 < a < 21 < T2, potom z lemmatu plyne

LR IS S
w(y2): f(yQ)ff(a) < f(yl)ff(a) :U}(yl)
Y2 —a Y1 —a

Tedy ¢ je neklesajici na Py (a,d) a v je neklesajici na P_(a,d). Z lemmatu dale pro kazdé = €
P, (a,é) ay € P_(a,d) plyne

fla) = f f(@) — fla
(16) o) = LI T2 g

a—y T—a

Tedy ¢ je zdola omezena na Py (a,d) a 9 je shora omezena na P_(a,d). Z Véty 3.9 plyne, Ze

o) = tim LD i o)
a
L e 0)

existuji vlastni. Navic z (16) a Véty 3.9 plyne pro kazdé = € Py (a,d)
fL(a) = lim (y) < p(@).
y—a_
Po dalsim pouziti Véty 3.9 dostavame
"(a) < 1i = f' (a).
fL@) < Jim (@) = 110
O

Poznamka. Jestlize f je konkavni funkce na intervalu I, potom pro kazdé a € Int I existuji vlastni
fi(a), fL(a) aplati [’ (a) = f! (a).

Véta 4.13 (konvexita a spojitost). Necht I je interval a f je konvexni funkce na I. Potom pro
kazdé a € Int I je f spojitd v a.

Diikaz. Zvolme a € IntI. Podle Véty 4.12 existuji vlastni f’ (a) a f’ (a). Podle Véty 4.1 je f
spojita zleva i zprava v a. Tedy f je spojita v a. O
Definice. Necht f je funkce a @ € R. Druhou derivaci f v a nazyvame hodnotu

) — tim L@ D) = 1@

h—0 h
pokud limita existuje. Jestlize M C R a pro kazdé x € M existuje vlastni f”(x), potom definujeme
zobrazeni f”: M — R pfedpisem f”: z — f”(x). Obdobné pro n € N definujeme n-tou derivaci
funkce f, kterou znacime f(™. Je-li n = 1,2,3, piSeme také po fadé f’, f”, . Symbolem f(©
budeme rozumét f.

)

Vé&ta 4.14 (druh4 derivace a konvexita). Necht I je interval, f je spojitd funkce na I a f' je
spojitd na Int I. Jestlize f' je rostouct (klesajici, neklesajici, nerostouct) na Int I, potom je f ryze
konvexni (ryze konkdvni, konverni, konkdvni) na I. Specidlné jestlize pro kazdé x € Int I plati
f"(x) >0 (f"(z) <0, f'(z) >0, f"(x) <0), potom je f ryze konvexni (ryze konkdvni, konvernt,
konkdoni) na I.

Dikaz. Piedpokladejme, ze f’ je rostouci na Int I. Zvolme z,y,z € I spliujici z < y < z. Diky
Véte 4.7 nalezneme ¢ € (z,y) a d € (y, z) spliwujici

f(y)ff(w)i U — !
y_im*f(c) a Ty*f(d)-
Podle predpokladu plati f'(c) < f/(d), a tedy
fly) = f@) _ f(2) = fly)
y—x =Y




Z lemmatu tudiZ plyne, Ze f je ryze konvexni. Jestlize f”(z) > 0 pro kazdé x € Int I, potom
je podle Véty 4.9 f rostouci na Int I, a tedy f je ryze konvexni podle jiz dokdzaného tvrzeni.
Obdobné 1ze dokazat tvrzeni ve zbyvajicich piipadech. (]

Definice. Necht f je funkce a a € R. Rekneme, Ze a je inflexni bod f, jestlize existuje vlastni
f'(a) a existuje § € R,§ > 0, takové, ze bud

Vz € P_(a,0): f(z) > f(a) + f'(a)(z — a) & Vo € Pi(a,0): f(z) < f(a) + f'(a)(z — a),
nebo

Vz € P_(a,6): f(z) < f(a) + f'(a)(z — a) & Yz € P(a,d): f(x) > f(a)+ f'(a)(x — a).
konec 22. pfednasky (20.12.2022)

Vé&ta 4.15 (nutna podminka pro inflexi). Necht f je funkce, a € R, exzistuje f"(a) a a je inflexni
bod a. Potom f"(a) = 0.

Diikaz. Predpokladejme, ze f”(a) > 0. Nalezneme 6 € R, § > 0, takové, Ze pro kazdé = € P(a, )
plati
f'(@) = f'(a)

xr—a

> 0.
Odtud plyne, Ze
Vr € P_(a,0): f'(z) < f'(a) & Vz € Pi(a,d8): f'(z) > f'(a).
Zvolme x € P_(a,d). Podle V&ty 4.1 je f je spojita na B(a,d). Diky V&t& 4.7 nalezneme ¢, € (z,a)
spliujici
a)— f(x
a—x

Protoze f'(c;) < f'(a), plati w < f'(a), tedy f(z) > f(a) + f'(a)(z — a). Nyni zvolme

a

x € Pi(a,d). Obdobné jako vySe nalezneme d, € (a,z) spliwjici

f(z) — f(a

@) =@ _
r—a

Protoze f'(dy) > f'(a), dostavame f(x) > f(a) + f'(a)(z — a). Ze ziskanych odhadi plyne, Ze a

nen{ inflexni bod f. Jestlize f”(a) < 0, pak lze tvrzeni dokazat obdobné. O

Poznamka. Z podminky f”(a) = 0 neplyne, Ze a je inflexni bod f. Polozme f(z) = 2* pro z € R.
Potom f”(0) = 0, ale 0 neni inflexn{ bod f.

Véta 4.16 (postacujici podminka pro inflexi). Necht f je funkce a a € R. JestliZe existuje § € R,
§ > 0, takové, ze f' je spojitd na B(a,d) a plati bud

Vz € P_(a,68): f"(z) >0 & Vz € Py(a,8): f"(z) <0,
nebo

Vz € P_(a,68): f"(z) <0 & Vx € Py(a,d): f"(x) >0,
potom a je inflexni bod f.
Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze

Vo € P_(a,0): f"(x) >0 & Vr € Py(a,d): f'(x) <O0.

Z Véty 4.9 plyne, ze f’ je rostouci na (a — d, a] a klesajici na [a,a + §). Zvolme x € P_(a,d). Diky
Véts 4.7 nalezneme ¢, € (a — 6, a) splitujici

fla) — f(x)

a—x

= f/(cm) < fl(a)'



Tedy f(z) > f(a) + f'(a)(x — a). Nyni zvolme = € Py (a,d). K nému obdobné nalezneme d, €
(a,a + 0) spliiujici

f(x) — f(a) ’ /

——— = f'(d, .

12D i < )
Potom f(x) < f(a) 4+ f'(a)(x — a). Tedy a je inflexni bod f. Jestlize
Vz € P_(a,d): f'(x) <0 & Vx € Py(a,d): f'(z) >0,
pak 1ze tvrzeni dokézat obdobné. O
Definice. Necht a,b € R a f je funkce. Rekneme, ze f mé v oo asymptotu ax + b, jestlize
Tll)n;o(f(x) —ax —b) =0.

Obdobné definujeme asymptotu v —oc.

Véta 4.17 (tvar asymptoty). Necht a,b € R a f je funkce. Potom f md asymptotu ax +b v 0o
prdavé tehdy, kdyz

im 2% _ 0 & tm () — az) = b
Obdobné tvrzeni plati pro asymptotu v —oo.

Diikaz. =  Podle véty o aritmetice limit plati

lim @ = lim (]‘(JL‘)—cwc—l)+a+b> =a,
r—oo I xT—r00 T T
a
IILII;o (f(z) —ax) = $hﬁrréo (f(x) —axz —b+b) =b.
< Jest
lim (f(z) —azx —b) =b—b=0,
xr—r 00
a tedy = — ax + b je asymptotou funkce f v co. O

5. TAYLORUV POLYNOM

5.1. Zakladni vlastnosti. Necht f je funkce, a € R a existuje vlastni f/(a). Potom pro polynom
prvniho stupné ¢ (te¢nu) definovany predpisem

t(x) = f(a) + f'(a)(x —a) prox €R

plati
fim L&) @) _
T—a Tr—a
Pro n € N hledame polynom P splitujici st P < n a
- P
lim L& =P@)_

z—a (z—a)®
Definice. Necht f je funkce, n € N, a € R a existuje vlastni (™ (a). Polozme
T () = fla) + fa) (@ — )+ + - @)z —a)" proz R
Potom T/*% nazyvame Taylorovym polynomem ¥adu n funkce f v bodé a.
Umluva. Vyraz (z —a)° chapeme jako 1, a to i pro z = a. Symbolem f(©) rozumime f.

Poznamky. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni £ (a).
(a) Plati T)* = ¢.
(b) Plati st T/* < n a tato nerovnost miuize byt ostra.
(¢) Plati (Te) = T/"%.



Véta 5.1 (Peaniiv tvar zbytku). Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni ™ (a). Potom
fz) =T (2)

li =0.
xl—% (:U — CL)”
Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme indukci. Plati
_ mfa _
i L@ =L@ @) —tw)
T—a Tr—a r—a T — a

a tedy tvrzeni plati pro n = 1. Necht n € N, n > 1, a pfedpokladejme, Ze pro kazdou funkci g,
ktera ma v a vlastni (n — 1)-ni derivaci, plati

L gle) = T8 ()
m ———

=0.
T—a (x — a)”*l

Podle predpokladu ma f’ v a vlastni (n — 1)-ni derivaci, takze

f(@) — T (@)

(17) lim

z—a  (x—a)" L

=0.
Funkce f je spojita v bodé& a, nebot existuje vlastni f'(a), a tedy lim,_,, f(z) = f(a). ZFejmé plati
lim,_,, T)%(x) = f(a), takze

lim (f(2) — T*(x)) = 0.

r—a
Navic

il_r)rz(x—a) =0,

a tedy podle Véty 4.10(a), poznamky (c) a (17) dostaneme

@ =T P = (@)

z—a (a: — a)" T—a n(x — a)”—l T—a n(x — a)"—

konec 23. pfednasky (22.12.2022)

Lemma (pfilis dobra aproximace polynomu). Necht @ je polynom, n € N, st Q <n, a € R a

lim 762(3:)

=0.
z—a (x — a)”

Pak Q je nulovy polynom.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze polynom @ neni nulovy. Pak ma @ v bodé a koten. Tedy existuje
k€ {1,...,n} a polynom R takovy, ze Q(z) = (z — a)*R(z) a R(a) # 0. Odtud plyne, Ze

e Q) R(z)
O_:ll—r{}z(mfa)" _;I—Ig(gcfa)”*k'

Posledni limita ale bud neexistuje (je-li & < n a n — k je liché), nebo je nevlastni (je-li k < n a
n — k je sudé), nebo je vlastni a nenulova (je-li &k = n). Ve v8ech pi¥ipadech dostdvame spor. O

Véta 5.2 (jednoznac¢nost Taylorova polynomu). Necht f je funkce, a € R, n € N, existuje vlastni
™ (a) a P je polynom spliujici st P < n a

I
s (x —a)”

Potom P = T}]*.



Driikaz. Podle Véty 5.1 plati

_ Tfa
L f@) T
r—a (;L‘ — a)”
Tedy
f,a — f.a _ _
Tz—a xr — a)” T—a (1‘ — a)" (x — a)”
Dale plati st (Trff’a — P) < n, a tedy je podle lemmatu 7}:* — P nulovy polynom. O

Vé&ta 5.3 (obecny tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a < = a pro kaZdé t € |[a, x]
ezistuje viastni fFV(t). Necht ¢ je spojitd funkce na [a,x] majici v kazdém bodé intervalu (a, x)
vlastni nenulovou derivaci. Pak existuje £ € (a,x) takové, Ze

1) = (@) iy g e
e A G

Dikaz. PoloZzme
PO = £@) = £+ 7@ =0 D0 =0") ot € faal

Potom je F je spojita na [a, z] a m4a vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu (a, z). Podle Véty 4.8
tedy existuje £ € (a, z) takové, Ze

g
B
|
!

) (@ _F©)

Zvolme t € (a,x). Potom
F(t) = - (f’(t) @) D)+ O -+ i,f("ﬂ)(f)(l“ - t)")

= () - o)

Dosadime-li ¢t = &, dostaneme
1
F'(§) = —— f" (@ -9

Ziejmé plati F(x) =0 a F(a) = f(z) — T/ %(x). Odtud a z (18) dostavame
£(@) ~ 1he(@) = DD oy gy,

n! ¢'(€)
0

Poznamky. (a) Obdobné tvrzeni plati i pro z < a.
(b) Piedpoklady Véty 5.3 lze mirné oslabit. Staci piedpokladat, ze f(™) je spojita na [a,z] a
F D) existuje (vlastni ¢ nevlastni) na (a, z).
Véta 5.4 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a < x a pro kaZdé
t € [a,x] existuje viastni f*TV(t). Pak existuje &€ € (a,z) takové, Ze
_ G —a)m
(n+1)! '
Diikaz. Polozme @(t) = (x —t)" 1 t € [a,z]. Pak je ¢ je spojitd na [a, 2] a na (a,z) ma vlastni

nenulovou derivaci. Podle Véty 5.3 nalezneme £ € (a, ) takové, Ze

1 0-(z—a)" 1) .
n!—(n+1)(x—§)“f (@ —8)" =

S — )
(n+1)!

fl@) =T (2) =

Priiklad. Dokaizte, ze pro kazdé x € R plati
lim (e” — T2P0(z)) = 0.

n—oo



Véta 5.5 (Cauchytv tvar zbytku). Nechl f je funkce,n € N, a,z € R, a < x a pro kazdé t € [a, x|
existuje vlastni fHD(t). Pak existuje € € (a,x) takové, Ze
n SO O —a
(o)~ Ty = L9 2
Diikaz. Polozme @(t) = t, t € [a, x]. Pak je funkce ¢ je spojita na [a,z] a na otevieném intervalu
(a,z) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Véty 5.3 nalezneme & € (a, z) takové, Ze
a le—a ., " fOtDE) (z - €)"(z —a
Fla) ~ T () = T4 e ) - gy = L)

n! 1 n!

O
5.2. Symbol ,,malé o*.
Definice. Necht f a g jsou funkce a a € R*. Rekneme, ze f je v bodé a malé o od g, zna¢ime
f(@) =o(g(x)), x — a, jestlize plati
f(@)

lim —+% =0.
r—a g(x)

Poznamky. (a) Vyraz ,,f(z) = o(g(z)), © — a“ chdpeme jako jeden symbol. Znaménko rovnosti
zde neznadi standardni rovnost mezi readlnymi ¢isly nebo funkcemi.
(b) Tvrzeni Véty 5.1 je moZné zapsat ve tvaru

flx) — T,{’a(a:) =o((x —a)"),x — a.

(¢) Symbol f(z) = o(1), x — a, znamena, Ze lim,_,, f(z) = 0.
(d) Symbol o lze pouZit i pro jednostranné limity.

Poznamky. Plati naptiklad

o(z?), x — 0,

z? (
2% = o(x®), x — oo,
z? (

o(e”), = — oo,
1—x =o(arccosz), x — 1_.

Véta 5.6 (aritmetika malého o). Necht a € R*.

(a) Jestlize fi(x) =o(g(z)), z = a a fa(z) = o(g(x)), © — a, potom fi(z) + f2(x) = o(g(x)),
T — a.

(b) Jestlize f1(x) = o(gl(x)), x = a a folr) = o(gg(x)), x — a, potom fi(x)fa2(x) =
o(gl(x)gg(x)), T — a.

(c) Jestlize f1(x) = o(gl(:r)), T — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom f1(x)fa(z) = o(g1 (x)fg(x)), T — a.

(d) Jestlize f(z) = o(g91(x)), x = a alim,_, g;gig je vlastni, potom f(z) = o(g2(z)), = — a.

(e) Jestlize f(x) = o(g(x)), x — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a, potom
h(z)f(z) = o(g(x)), x — a.

(f) Jestlize a € R, myn € NU{0}, m < n, a f(z) = o((zx —a)"), # = a, potom f(z) =
o((z—a)™), z = a.
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Drikaz. Vsechna tvrzeni plynou z véty o aritmetice limit. O

Vé&ta 5.7 (malé o slozené funkce). Necht a,b € R*, f(y) = o(g(y)), y = b, lim,_,op(z) = b a
existuje § € R, 6 > 0, takové, Ze
Va € P(a,0) : p(x) #b.

Potom f(p(x)) = olg(p(x)), © - a.

Diikaz. Tvrzeni plyne z véty o limité slozené funkce. O



5.3. Taylorovy polynomy elementarnich funkeci.

Vé&ta 5.8 (Taylorovy polynomy elementarnich funkei). Necht n € N a o € R. Pak plati

exp,0 - Ik
(a’) Tn ’ (33) = H’
k=0
(b) Tsin,O (.’L’) — i (_1)k ka-‘rl
2n+1 ~ (2]{7 + 1)' )
cos, = (_1)k
(C) T2n O(x) = Z (2]11)' x2k7
k=0
n k
(d) Tlog(1+a:),0(1,) _ Z (_1) l,k+1
" = k+1 ’
log iff 0 n p2k+1
(e) Topi1 (z) = ; %L1
(f) Tarctg,O(x) — - _1)k J)2k+1
P 2k +1
(142)*,0 _ — (a k
@ T 0w = 3 (1)
Priklad. Spoctéte
log /1L —sinz — Z-
lim =
z—0 x
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