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1. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY, LOGIKA, MATEMATICKA INDUKCE

Priklad 1.1. Reste nasledujici nerovnice v R:

xr—2 x+ 2 2¢ + 3
> 1 1 2_3:+3)>0, > .
5o g2 bl —dw+3d) > c+3  z+6

Piiklad 1.2. Nakreslete graf funkce f(z) = ||||z| — 1] — 1] — 1].
Piiklad 1.3. Uréete defini¢ni obor a obor hodnot funkee f(z) =z — va? — 1.
Priklad 1.4. Dokazte nésledujici formulky:

. 1)(2n + 1 -
Zkzzn(n—I- )6(n+ )’ SR = (142434 +n)
k=1 k=1

Pi#iklad 1.5. (i) Dokazte, Ze (v2 + v/3) ¢ Q.
(ii) Pro ktera n € N plati: v/n € Q7
(iii) Dokazte pomoci vhodného protipiikladu, Ze neplati vyrok

VneN: n?4+n+41 je prvodislo.
(iv) Nyni dokaZzte, Ze neplati ani vyrok
VneN, n<4l: n?+4+n+41 je prvocislo.
Priklad 1.6. Dokazte, ze nasledujici vztahy plati pro vSechna n € N:

(ZID - @*(k-il);

50+
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Priklad 1.7. Vyjadiete cos bz (resp. sin5x) pouze pomoci funkei cosz a sin .
Piiklad 1.8. Dokazte pro a, b € R: |a + b| < |a| + |b], [la| — |b]] < ]a—b.

Piiklad 1.9. (i) Pro v8echna n € N plati n < 2™. Dokazte!
(ii) Pro vSechna n € N, n # 3, plati n? < 2". Dokaite!

Piiklad 1.10. Reste rovnice:
sin2r =sinz, 2sinz +cosz =1, log(z?+1)=2log(3 —x).

()

Priklad 1.11. Sectéte: sinx + - - - + sinnx.

Priiklad 1.12.
2n n 2n et
0 2
Priiklad 1.13. Dokazte, Zze pro n € N, n > 3, plati:
(n+1)" < nth

VYSLEDKY

Pitklad 11 (4,6); (1,2); (—6,-3) U (=1 v/13)/2, (-1 + V13)/2)
Piiklad 1.3: D(f) = (—o0,—1]U[1,00), H(f) = (—o0,—1] U (0, 1].

Priklad 1.4: Pouzijte matematickou indukei.

Priklad 1.5: (ii) n = k2, k € N; (iii) n = 41; (iv) n = 40.

Priklad 1.7: Pouzijeme-li Moivreovu vétu nebo sou¢tové vzorce dostaneme:
5

x — 10 cos® zsin® x 4 5 cos z sin

sinbz = 5cost zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® .

cos Hxr = cos

e Piiklad 1.8: Prvni nerovnost dokazte uZzitim vhodné definice absolutni hodnoty nebo
provedenim diskuse znamének ¢lent v absolutnich hodnotach. Druhou nerovnost odvodte
z prvni.

e Piiklad 1.9: Pouzijte matematickou indukei.

e Piiklad 1.10: 1. rovnice: x = km nebo & = % + 2kw nebo x = 2 + 2km, kde k € Z; 2.
rovnice: x = 2km nebo x = m — arcsin(4/5) + 2k, kde k € Z; 3. rovnice: 4/3

e Priklad 1.11: Vhodnym pouzitim Moivreovy véty a vzorce pro soucet geometrické fady
dostaneme:

cos Z — cos(n + 1)
2sin(x/2)

Pokud x = 2kw, k € Z, pak je soucet roven nule.

e Piiklad 1.12: PouZijte binomickou vétu na vyrazy (1+1)%" a (1 —1)2". Vysledek: 2271,

e Priklad 1.13: PouZijte matematickou indukei nebo aplikujte binomickou vétu na (n+1)"
a pak odhadnéte ¢leny binomického rozvoje.

pro x # 2kw, k € Z.

2. VYROKY, KVANTIFIKATORY, ZOBRAZENI, SUPREMUM A INFIMUM

Piiklad 2.1. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroki a napiste jejich negace.
VeeNdyeN: z>2r = y<z)
VaeRIe>0JaeRVzeR: (x € (a,a+¢) < |z —a| <1);
JaeRVe>0VaecR3zeR: (z€(a,a+e) < |z —a|<1).

Pfiklad 2.2. Hadanky z ostrova poctivcti a padouchi (podle R. Smullyana): (i) Jdete kolem t¥i
obyvatel ostrova a zeptate se: ,,Kolik je mezi vami poctivci?“ A odpovi nezietelné, tak se zeptate
B: ,,Co tikal A?“ B odpovi: ,,A fikal, Ze je mezi nami jediny poctivec*. Nato fekne C: , Nevéite B,
ten 1ze!“ Co jsou B a C?

(ii) A Fekne: ,Bud jsem ja padouch a nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B?

(iii) A Fekne: ,,Ja jsem padouch, ale B je poctivec.“ Co jsou A a B?



(iv) A fekne: ,B a C maji stejnou povahu.“ Nato se zeptate C: ,Maji A a B stejnou povahu?*
Co odpovi C?

Priklad 2.3. Zjistéte, zda nasledujici mnoziny maji supremum a infimum. Pokud ano, urcete je.
L ne N},
{ohar e,

=1
{n
{

A
e BB
o C={nl=Y"; neN},

g qéQ,q<\f}

sinzcosz; = € R}.

Priiklad 2.4. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro které plati
e VAC M: f~Yf(A)) = A4,
e VBCL: f(f~Y(B)) =B.
Piiklad 2.5. Naleznéte suprema a infima nasledujicich mnoZin (pokud existuji):
A={p/(p+4q); peN, ¢e N},
B = {sinz; = € (0,2m)},
C={n?>-m? neN, meN}
D={2" +37" ne N},
E={50V3 jecz kez}.

VYSLEDKY

Priklad 2.1: V8echny vyroky jsou pravdivé.
Priklad 2.2: (i) B je padouch a C je poctivec;
(ii) oba jsou poctivei;
(iii) oba jsou padousi;
(iv) ano.
Priklad 2.3: sup A = 0, inf A = —1; supB = %, inf B = 0; sup C neexistuje, inf C' = 0;
sup D = v/3, inf D neexistuje; sup F = , inf K = —

1
5
3. LIMITA POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL
Priklad 3.1. Vypoctéte:
. 2n24+n—3 . 2n® +3n —2 . 2n3 + 6n
lim ———, lim ———, lim ——.
n—oo n3—1 nooond® —3n3+1 n—oond —Tn+7

Piiklad 3.2. Spoc¢téte limity nasledujicich posloupnosti:

1+24+---+n n 12422 +...4+n? B4+23+...+n3
n+2 2 [’ n3 ’ nt :

Priiklad 3.3. Vypoctéte:

on 3n 5
lim — lim /27 + 47, lim =, li tn

im ——
n—oo 2m’ n—»00 n—oo n! n—oo nb +n!’

(n+2? = (n+ 1)+
((n+1)3 —n? — 3p2)n—1

n— oo n—oo

lim 7</n2+n3+n4+2”+3"+4”, lim ’\‘/

Aan + bn

Priklad 3.4. Vypoctéte: lim | —————
yp ( ,"/a2n + b2n

n— oo

) proa>b>0.
Priklad 3.5. Spodctéte limity:

im (v/ im / —n im Vi +
Jn AT VALl VAT S

n—oQ

y VnZ+7—Vn2+1 . Vi +n—Vnd+1
im , im - .
n—=o0  {/n2 46— Vn? n—00 /n3 +2n — /n3 +n




Priklad 3.6. Spoctéte
f (-1 AVAFT-Va), i (<
S CINVRVR TV, i (1
Priklad 3.7. Spoctéte limitu
100 _ 100
lim (n+4) (n+3)
n—oo  (n + 2)100 — 100

Priklad 3.8. Spoctéte limitu

lim (n? 4 sin(n + 1)) (\/n4+2—\/n4+1).

n—oo

Priklad 3.9. Spodctéte:

. 1 3 ) 2n—1
lim (+++~-~+ ),

n—oo \ 2 22 23 AL
. 1 1 1 1
g ((1-3) (o) (7))
VYSLEDKY

e Priklad 3.1: 0, 2, 2
e Priklad 3.2: —1/2,1/3, 1/4
e Piiklad 3.3: 1-4. 0, 4, 0, 0

2
5. Vime, ze pro k € N plati lim — = +o0. Odtud plyne, ze existuje ng € N takové, ze
n—oo N

VneN,n>ng: n?<n®<n?<2m<3"<4n,
Plati tedy

VneN,n>ng: 4< Vn2+n3+n4+2”+3”+4” < 41/6.
Vime, Ze plati lim /6 = 1 a proto podle véty o dvou policajtech dostéavame

n—oo

lim 4/n2+n3 +nt+2n +30 +4n =4,

n—-+oo

6.2/3
o Priklad 3.4: 1/a
e Piiklad 3.5:1.-4. 0, 0, 0, 1

5. Nejprve upravime vyraz, jehoz limitu méme spocitat.
In3+n—m3+1
I3+ 2n— Il +n
(P 4n)s - (P15 (04

+

ol
Wl
+
)
w
+
2
o

Wl

no ()3 4 (3 )i (n® +
n—1 (1+2)8+(1+2)5(1+
1S (S
Vnd +n—Vnd+1

Odtud jiz vyplyva, ze lim =1.
pevIpy n—oo {/n3 +2n — V/n3 +n

—
e | 3

+ [+

W] Wiy ~—

3 3
125 el S L
N
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e Piiklad 3.6: 1. Limita neexistuje.

2. Spocitejme nejprve tuto limitu

3
lim ———— n
n—oo N° + 2f
Plati
3 n n

Zde jsme vyuzili vétu o aritmetice limit a lim, _, ¥/n = 1. Z vySe uvedeného a véty o
limité vybrané posloupnosti vyplyva, ze

I (2n)3 %/2n ) y (2n +1)3 >"/2n + 1
im ——— = a im — S
n—oo (2n)3 + X/2n n—oo  (2n41)% + *"/2n+1

35
To znamend, Ze lim (—1 n?)ni\/ﬁ
n—o0 n3 + 2{1/5
e Priklad 3.7: Plati:

100 100

(n+ 4>100 — (n+ 3)100 _ Z (1QO> nt00—dyd _ Z (190) n100—igi
=0\ =0\
100

1 ,
—Z( 00> 100=7 (47 — 39) = 100n"° + Py (n);

(n +2)0 — n1% = 2001 + Py(n),

neexistuje.

kde P;, P, jsou polynomy stupné ostie mensiho nez 99. Pro tyto polynomy tedy plati

lim An) =0, lim Py(n)

n—oo n99 n—oo n99

=0.

Dostavame tak:

(n+ 4)100 —(n+ 3)100 . 100 + Prll‘ggb)
m —  n%

nlingo (n + 2)100 _ 1,100 = 200 + 2] =1/2.
e Priiklad 3.8: Plati
lim (n? +sin(n+1)) - (Vn* +2 — v/nt +1)
n—oo
Vnt+2+Vnt+1
= 1 2 4 1)) - 419 /pAiq).
M (0 bsinla 4 D) (Va2 =Vt D) o s
lim n?+sin(n+1) i 14_%
e BV
Vime, Ze plati:
(1) Vn e N: |sin(n+1)| <1,
(2) limp 00 25 = 0.
Z (1) a (2) plyne lim;, 00 Sm(:;ijl) = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? 4 sin(n + 1)) (\/n4+2—\/n4+1)

n—o0

e Piiklad 3.9: 3, 1/2



4. LIMITA FUNKCE

Priiklad 4.1. Spoctéte:

sin bx — sin 3x . 1—cosx 1+ sinx —cosx

lim ———, lim lim

z—0 sinx z—0 x2

Priklad 4.2. Spoctéte:

z—01—sinz —cosz’

Vit —+1—=x

LoV +13 -2z +1
m

li i

3 2 -9 ’ ) Nyz—1—=2

lim Vitz-1 (n e N),

lim VIittgx — \/1+sinx.

z—0 €T z—0 3

Priklad 4.3. Spoc¢téte nasledujici limity:

r—00 x—0 :1,‘2 x—0+

Priklad 4.4. Spoctéte nasledujici limity:

lim o (Vo0 +To—a),  lim ETEE g (e 1) VT

2
2 T
lim <x+ ) , lim (tgx)®®2®,
z—oo \ 20 — 1 T
1
1420\ , . 3
lin<1+xg> : z{rﬁobg(”?”"g(lu)-

Priiklad 4.5. Spoé¢téte limity nasledujicich funkci

log(l 4 sin $) ) eSin 2 _ earcsin

lim , lim —mM8 —————,
z—0 20 +1 -+ +1 z—0 tgx z—0

Piiklad 4.6. Spoc¢téte limity nasledujicich funkci a posloupnosti

1 n
lim 1+ , lim n(¥/2-1),
n—)oo( \/n4+2n3—\/n4+1> n—00 ( )

Priklad 4.7. Spoctéte:

7r
lim (1 + sin rx)ote ™™ lim z | — — arctg ——
g

< , lim = .
1 z—oo  \ 4 x+1 =0 /1 + xrsinz — \/cosx

Priklad 4.8. Spoc¢téte limitu posloupnosti:

lim sin (277\/ n? + 1) .

n— oo

e’ —2sin(g + )

tgx

arcsin /T

lim

a—0+ log(1 + /)

582




VYSLEDKY

Priklad 4.1: 2, 1/2, —1
Pitklad 4.2: —1/16, 3/2, 1/n, 1/4
Priklad 4.3: 7/3, —=1/2,0
Priklad 4.4: 0, 1/e, 2/3, log8
Priklad 4.5:

2. Plati

log(1 + sin x)
m
=042z +1—-+vx+1
log(1+sinz) 1 V2z+1++vz+1

= lim - sinx - .
—0 sinz V2r+1—-—vVz+1 V2r+1+Vz+1
. log(l+sinx) sinz
= lim & . ). (V2z+1+Vz+1).
x—0 sinx
Vime, Ze
() lim,, o 10g(1+y) =1,

—1

(

log(1 + si
Z (i), (iii), (iv) a v&ty o limité sloZené funkce plyne lim m =1
z—0 sin

Posledni rovnost, spolu s (ii), (v) a vétou o limité sou¢inu dava

log(1
lim og(l+sinx) sinz (\/ﬁ%—\/ﬁ) 9_o

z—0 sinx

2. PisSme
i esin 2z _ earesinx i esSin 2r earesinx T
m--—-———=m - —
z—0 tgx z—0 T tgx
sin2x __ _arcsinz
. e e . X
=lim ——— - lim —.

z—0 x z—0 tgx
Vime, Ze lim,_,q tg% = 1. Zabyvejme se ted prvni limitou ve vyge uvedeném soucinu limit.

sin 2x arcsin z sin2x __ 1 arcsin x

. e —e L€ sin2x e —1 arcsinz
lim = lim — . — . . =
z—0 x z—0 sin2x T arcsin x T

Pouzili jsme

arcsinz __
- hm:v%() =z 17
_ hmx_m smw — 1
— hmy_)o =1,

— sin je prosta funkce na jistém okoli 0,
— arcsin je prosta funkce,
— x +— 2z je prosta funkce,
— vétu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1),
— vétu o aritmetice limit.
Dohromady tedy mame

) esin 2x earcsinx
hm _ —1.
z—0 tgx



3. Upravme nejprve vyraz jehoz limitu poc¢itame

e® —2sin(r/6+x)  x em—1+1—28in(ﬂ'/6+x)
tgx N tgx x x
- e””—1+1—cosm V3sinz
B tgx x T x
- exflJrlfcosm 1+cosz +/3sinz
 tgx T T 14 coszx T
(ezl sinx 1 V3sinz
— + me - —
gx T 1+ cosx T
Vime, ze
(1) limg_o tgm =1,
(2) hmzHO blI].L =1,
(3) lim,_,o &=L =1,
(4) lim,_o cosz = 1.
Z (%), (1)—(4) a z véty o aritmetice limit vyplyva
—9g
lim sin(mw/6 + x) 13
z—0 tgx

e Priklad 4.6:

)

1. Pokusme se nejprve spoc¢itat limitu funkce

lim
Tr—r00

1

1

1+
( VvVt + 223 —

Vat+ 1)3C

1+
< \/$4+21'3—

Upravme nejprve vyraz jehoz limitu poéitame:

\/z4+1>m'

= exp (log ((1 R/ 29331— N 1>m>>

1
=exp|xzlog |1+
p( g< \/x4+23:3—\/m4+1>>
1
10%(”W).x
1
Vat4223— 1

= exp

= exp

= exp

Dale plati:
hmz—)O

= limg o0

: 1
iy so00 sy

1424, /14 9

1

)- (%)

Vo1

log (1+ ﬁ)

’ \/x4+2x3 _

Vet +1

Vat + 203 +Vat 41

1
NEEs T

223 — 1

log (14 rgd—vers) 14241+
. 4 ,

1
Vat+2z3 —v/zt+1

log(1+2) _
osCt2) =,

2Qr— L
22

exp je spojita na R.

= limg o0

oo

_O’

NesEs AN sy
213 —1

funkce x +— W je na jistém okoli co rtiznéa od nuly,



Z (1)—(3) a z véty o limit& slozené funkce

1
log (1 + \/x4+2$3—\/m4+1)

lim i =1 (k)
rTee Nz e
Daéle mame
JI+2+y1+ %
lim =1 (% % %)

Z (%), (xx), (xx %) a (4) plyne

:elze

1 T
lim 1+
w—>00< \/x4+2x3\/:174+1)
a tedy podle Heineho véty

1 n
lim |1+ =e.
n—>00< \/n4+2n3—\/n4+1>

2. Misto limity posloupnosti {n( ¥/2—1)}°2, potitejme limitu funkce f(z) = z(27 —1) v
oo. Pokud totiz ukazeme, ze lim,_,~, f(z) = A, pak podle Heineho véty také lim,,_,~, f(n) =

A. Plati
2v —1 |
lim #(2* —1) = lim — lim S~ .log2 = log2.
T—00 T—00 = T—00 log2

Uzili jsme
- limyHO

Y
e 1 17
log 2

og<s __ 07

- hmm—)oo
— 10%2;z'éOplrokzaLZdégc>0,
— vétu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1).

3. 1.
e Piiklad 4.7: 1/e, 1/2, 4/3
e Priklad 4.8: 0

5. DERIVACE FUNKCE, L’'HOSPITALOVO PRAVIDLO, VETY O STREDNI HODNOTE

Priklad 5.1. Spodctéte:

(1) lim = (Z — arctg x) .

Priklad 5.2. Spod¢téte nasledujici limity:

. 1 . 1—+/cosz . T
(2) 11_1>I61+(COS(\/§)) o zl—l>r(r)l+ 1-— COS(\/.E) ’ rl—lfﬁo V1 —e—2?
Priklad 5.3. Definujme funkci

1

1

Lol pro 2 A0
f(‘T):{l ! _

5 pro z =0.

Urcete, zda mé funkce f derivaci v bodé 0 a pokud ano, spoctéte ji.

Priklad 5.4. Spoc¢téte nasledujici limity:

lim —— ,
e—% 2sin“x — 1 z—1 =0

e w — ing\ ** T _ g
VIBEZL g (2 - 1)), T (a‘msmx) S ) i)
x z—0 x



Priklad 5.5. Spoc¢téte limity nasledujicich funkei:

1
; T—cosa T _ Tt _ 9 z
3) lim () A it S ()

2—0 T z—0 xr —sinx z—oo \ 2arctgx

Piiklad 5.6. Spoctéte derivace (i jednostranné, pokud oboustrannd neexistuje) nasledujicich
funkei:
fla) = {arctg(tg2 r) prox# 5 +km, ke,

5 prox = 5 +km, k€ Z;
f(z) = max{min{cosz, (1/2)}, (—1/2)};
flx) =V1—e %
1
f(z) = arccos T2
fa) = z? (sin+ 4+ cosl) prox #0,
o pro x = 0;

flx) = @) pro z > 0;
f(z) = max{x + 4arctg(sinz), z}.
Priklad 5.7. Naleznéte A, B € R, tak aby na R platil vztah

1 1 '
<A + 1z — arctgx + <2(1 + %) arctg z — 2x) (log (1 + :c2) — 1)>
= (Az + B)(arctg z) log(1 + z2).
Priklad 5.8. Najdéte A € R, aby na (0, +00) platil vztah
1 li
(=)
sin 2z

V1+costz’

Pi#iklad 5.9. U nasledujicich funkei spoctéte derivace (i jednostranné, pokud neexistuje obou-
strannd):

<10g ((:052 z+ /1 + cos? :E) + arctg x + arcsin

sinx

1— LIJ2 2
arccos o wep(le—1), S
4

1+ 22

Pi#iklad 5.10. Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) nésledujicich funkei ve vSech bo-
dech, kde existuje.

arctg(tg?z) prox#Z +kn, kEZ
f(x){ (te7) :

3 prox = § +km, k€ Z;

f(z) = max{min{cos z, (1/2)}, (=1/2)};
fl@)=V1-e

f(x) = arccos T2

fa) = 2? (sinl +cosl) proax#0,
0 pro x = 0;

flx) = @) pro z > 0;
f(z) = max{x + 4 arctg(sinz), 2}

Priklad 5.11. Pomoci L’Hospitalova pravidla urcéete nasledujici limity:

1 . 1
. sinx \ * . sinz '\ =2
lim , lim .
x—0+ x€X x—0+ x




Priklad 5.12.

Priklad 5.13.

Priklad 5.14.

Priklad 5.15.

Pro a > 0, a # 1 urcete
()
] .
Je mozné pouzit L’Hospitalova pravidla pro urceni nasledujicich limit?
2z 4+sin2zx 41
im - - ,
z—oo (22 + sin 2z)(sinz + 3)2

lim
z—oo \ z(a — 1

. T —sinz
lim ——,
z—o00 20 + Sinx

1
2

1 x 1 ex
lim <2sin\/5+ V7 sin > . lim <1+xe—£2 sin4)
z—0 xT z—0 xz
Ma nésledujici funkce derivaci v nule?
1 1
o3 — 3=1: L 7#0;
f(il’) = {TlogZ 2z —1 fo
bR xr = U.

Dokazte, ze kazdé z nésledujicich dvou rovnic méa praveé jeden koten.
B 78 —5=0.
3% +4% =5,

VYSLEDKY

e Priklad 5.10:
— Pro funkci f plati

~1/2, x € (2n/3,4n/3) + 2k, k € Z,
flx)=qcosz, x€ ((7/3,2r/3)U (47/3,57/3)) + 2kn, k € Z,
1/2, ze€{—n/3,7/3)+2kn, k €Z.

7 ptedchoziho vyjadreni vyplyva, ze

x € (—n/3,7/3)+kw, k €Z,
z € (n/3,2n/3) + kr, k €Z.

—sinz,

ro- |

Funkce f je spojita na R a proto muZzeme podle z predchoziho vyjadfeni vypodcitat
jednostranné derivace jako prislusné limity derivaci:

fL(m/3+ 2kn) = r_m/l:igrf%ﬂ+ —sinz = —sin(7/3 + 2kn) = —V/3/2,
f(m/3+ 2kn) = o /1%111%#_ 0=0,
JL(2m/3 4+ 2km) =0,
f1(2n/3 + 2k7) = —sin(27/3 4 2kn) = —V/3/2,
fi (47 /3 + 2km) = —sin(4m/3 + 2k7) = V3/2,
fL(4m /3 + 2km) = 0,
" (5m/3+2km) =0
fL(5m/3 4 2k7) = —sin(57/3 + 2k7) = V3/2, k € Z.
~ Ziejmé D(f) = R. Plati (Vz)' = § 2= pro > 0. Vzhledem k tomu, 7e 1 — ™" =
< ¢ =0, tak pro kazdé x € R\ {0} méame

0

2
—T
1 e 2x 2

T === i

V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

hmM: 1_76_932.
z—0

x—0

lim
z—0 €T



Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

. 1—e* . e—v® —1
f_’F(O) = lim — = lim {/ ———
r—0+4 xT z—04 —z2
Uvédomme si, Ze
. Y __
* limy, o4 % =1,
hma:*)() —.%‘2 = O7
—22=0s2=0,
Vv je spojita na svém definiénim oboru.

* ¥ ¥

2
Z véty o limité slozené funkce, (1), (2) a (3) plyne lim,_,04 “—* = 1. Odtud, z (4)
a véty o limité slozené funkce obdrzime

lim {/———=1.
z—0+ —z2

Obdobné dostaneme

Vi—e —a?
FL0)= lim Y = lim -y = L.
x—0— x x—0— —x
Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f} (0) =1, f’(0) = —1.
Zkoumana funkce je definovana na celém R a je na R spojita. Je-li x # 0, miZzeme
f'(z) vypocitat pomoci véty o derivaci slozené funkee:

-1 —2x 2signx
F(a) = - -

[ — (1+22)?  (1+22)Va2+2

V 0 vypoéitame jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady pFislusné
véty jsou splnény):

2signzx
L0)= lim — 2 =2,
f—‘r() 14)0+(1_~_x2> $2+2
2signz

7(0)= lim ——2— = /2.
f=0) =0 (14 22)Va? +2
V 0 tedy derivace neexistuje.
Pro x # 0 plati
1 1 1 1 1 1
/ _ T - 20 & - T @i
fi(x) = 2z(sin . + cos x) + 24( 5 COS + —3 sin m)
Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci sloZené funkce. V
bodé 0 pocitejme derivaci z definice, tj. pocitejme limitu
— f(0
o @) = £(0)

x—0 r—0 x—0

1 1
= lim x (sin + cos ) =0,
x x

nebot lim,_,ox = 0 a funkce = — (Sin% + cos %) je omezena na jistém prstencovém
okoli bodu 0. Plati tedy f’(0) = 0.
Spoc¢téme nejprve

1
(z%) = (e¥los®) = el (1 logz + - x) =2"(logz + 1), x> 0.
Pak dostavame

(570) = (ermbee) = oo () dogr a7 )

=2 (z*(logz + 1) logz + 2"~ , x> 0.

P1i vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci slozené funkce, vétu o derivaci soucinu a
faktu, ze derivované funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.



— Pro hodnoty funkce f plati
o) = {x + 4arctg(sinz), =€ (2km, (2k+ 1)), k € Z,
o z € ((2k + V), (2k + 2)7), k € Z.
Odtud jiz muZzeme vypocitat hodnotu derivace v§ude mimo body ve tvaru km, k € Z:
Fllz) = {1 +ATESL g e (2km, (2k + 1)7), k € Z,
1, x € ((2k + 1)m, (2k + 2)7), k € Z.

Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodech kx, k € Z, 1ze tedy pocitat
pomoci limit derivaci:

"2kr) = lim  f(x)= i 14482 ) 5
f+( ﬂ—) a:~>l2rl£17r+f(x) z—)lgllc’lw+< * 1—|—Sin2x

fL@2kr)= lim f'(z)= lim 1=1,

r—2kT— r—2kT—
"(2k+1)m) = lim  f'(z)= lim 14— ) =3,
7-(( ) o (2k+1)m— f(@) @ (2k+1)m— ( 1+sin® 2
L2k +1)m) = li "(z) = li =1
f+(( + )7T> x_>(2]1€r_{_11)ﬂ—+ f (:L.) ;c—>(2]161}-11)7f+

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodech tvaru kw, k € Z, nem4 derivaci.

6. PRUBEH FUNKCE

Priiklad 6.1. Vysetiete pribéhy nasledujicich funkci

fla) = a;

fz) = logz

f(z) =log |tg

f(x) = (sin x)“’”,

f@) =2 - Va2 L.

Pfiklad 6.2. Vysetfete pribéhy funkei (v prvnich dvou piikladech nemusite vySetfovat konvexitu)
f() cosx
€Tr) =
cos 2z

f() = (cos)ed e,
f(a) = (log|z|)* — 3log|x],
Priiklad 6.3. Vysetiete pribéhy funkei:
2

sin® x + cos® z,
arccos x

V1—a2

2 ¢ T
—arctg —,
T ngfl



