MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 2022-2023
PREDNASKA

LUBOS PICK

6.1. Zakladni pojmy.

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Symbol Y7 | a, nazyvame nekonecénou
fadou, piipadné zkricené Ffadou, pri¢emz ¢islo a, je n-tym ¢lenem tady Zzozl an. Polozime-li
pron € N

Sp=a1+ az + -+ an,

nazyvame &islo s, n-tym Easteénym souétem fady > an.

Definice. Soucet Fady Y -, a, je limita posloupnosti {s,}, pokud tato limita existuje. Soucet
fady budeme znacit symbolem 7 | a,. Rekneme, Ze fada Y | a,, je konvergentni, je-li jejim
souctem realné ¢islo. Rekneme, Zze fada -, a, je divergentni, jestlize lim s,, neexistuje nebo
je nevlastni.

Pro jemnéjsi rozliseni mezi dvéma rtznymi typy divergentnich fad budeme nékdy Fikat, Ze
fada > -, a, diverguje k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize lims, = oo, respektive
lim s, = —oo0, a Ze ze fada > -, a, diverguje (osciluje), jestlize lim s,, neexistuje.
Poznamka. Symbol Y7 | a,, znadi jednak fadu, jednak soucet fady, pokud tento soucet existuje.
Symbol Zzozl a, muzeme pouzit k oznaceni prvku z mnoziny R* az po ovéfeni, Ze prislusné rada
mé soucet. Potom uvedené dvojznacnost neptsobi zadné potize.

Poznamka. Podle chovéni posloupnosti ¢astetnych souctit {s,} fady > -, a, miZeme provést
toto rozliSeni:
vlastni, pak fada konverguje,

existuje

. .. o0, pak fada diverguje k oo,
lim s, nevlastni a je rovna

—o0, pak fada diverguje k —oo,
neexistuje, pak rfada diverguje (osciluje).
Poznamka. Pojem nekonecné fady je mozné zobecnit v podobném smyslu, jako jsme to pro-
vedli pro posloupnosti. Necht k& € Z a {a,}°, je posloupnost realnych éisel. Potom symbol
>0 . an oznacuje Fadu, kde s¢itact index probihd mnozinu Z N [k, 0o). Existuje-li limita posloup-
nosti {s,}52,, kde
Sn :ak+ak+1+"'+ana

pak tuto limitu nazyvame souc¢tem Fady a znacime ji op&t Y~ , a,. Rekneme, 7e fada S s an
je konvergentni, je-li jejim souc¢tem realné &islo. Rekneme, Ze fada Y .-, a, je divergentni,

jestlize lim s,, neexistuje nebo je nevlastni.

Priklad. Dokazte, ze fada > °. ,(—1)" je divergentni.

n=1
Reseni. Pron € N oznacme s, = > p_,(—1)*. Potom plati:
—1, je-li n liché,
Sn = ..
0, je-li n sudé.

Odtud plyne, ze lim s,, neexistuje. Rada oo 1 (—=1)" tedy diverguje (osciluje).
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Definice. Necht ¢ € R. Potom fadu Zf:o q" nazyvame geometrickou fadou a ¢islo ¢ jejim
kvocientem.

Piiklad. Necht ¢ € R. Dokazte, Ze fada -, ¢" konverguje pravé tehdy, kdyz |¢| < 1.

Reseni. Pro n € NU {0} oznatme s, = S0 q®. Jestlize ¢ = 1, pak s, = n + 1, a tedy

n+1
lims, = oo, takze fada > .., ¢" diverguje. Jestlize ¢ # 1, potom s,, = 1*1q_q . Jestlize |q| < 1,
potom lims, = l—iq, a tedy fada > -, ¢" konverguje. Jestlize ¢ > 1, potom lims, = oo, a

fada Zfzo q" tedy diverguje. Jestlize ¢ = —1, pak fada diverguje podle pfedchazejiciho piikladu.
Jestlize ¢ < —1, potom

lim sop41 = —0c0 a lim sg = oo.
k—o0 k—ro0

Odtud vyplyva, ze
liminfs, = —oc0 a limsups, = oo,

takZe lim s,, neexistuje, a fada ZZOZO q" tedy diverguje.
Priklad. Dokazte, ze fada y -, m je konvergentni a jeji soucet je roven 1.

Reseni. Pron € N oznatme s, = Y _; m Potom

lims,, = lim (1 1 >

Definice. Radu Y, ; L nazyviame harmonickou fadou.

Piiklad. Dokazte, Ze fada ) ., % je divergentni a jeji soucet je oo.

Reseni. Oznatme s, = Y orey % pro n € N. Potom je posloupnost {s, } rostouci, a tedy ma limitu.
Zvolme ng € N. Potom

2’I’L0
1 1 1
S2ng = Sng = Z % ZWOTnO:§~
k=no+1
Posloupnost {s,} tedy nespliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, takze lims,, = oco. Odtud

plyne, ze 2, % = 0.

Poznamka. Vsimnéme si rozdilu mezi ilohou vyjadfit hodnotu sou¢tu dané fady (pokud existuje)
pomoci znamych konstant a tlohou rozhodnout, zda dana fada konverguje ¢i diverguje. Regenf
prvni dlohy dava vysledek i pro druhou. Uréit soucéet dané fady miize byt v8ak velmi obtizné az
nefesitelné. V takovém pripadé je pro nas otazka konvergence fady velice dilezité.

Poznamka. Zména koneéné mnoha ¢leni fady nemé vliv na konvergenci ¢i divergenci fady ¢i
na existenci jejtho souc¢tu. Zménou koneéné mnoha ¢leni fady vSak miZeme samoziejmé zménit
hodnotu sou¢tu rady.

konec 0. prednasky (6.1.2023)

Vé&ta 6.1 (nutna podminka konvergence). Jestlize fada Y. | a,, konverguje, potom lima,, = 0.

Diikaz. Oznaéme s, = Z;nzl ar prom € N a sg = 0. Potom a,,, = $;, — Smm—_1 pro kazdé m € N.
Podle predpokladu existuje vlastni lim s,,, kterou oznac¢ime A. Tedy existuje také lim s,, 1 a plati
lim s,,,—1 = A. Tedy lima,, = lim(s,, — s,—1) = A— A =0. O
Poznamka. Opacné implikace v tvrzeni Véty 6.1 neplati. Napiiklad 1im% =0, aviak > 7, %
diverguje.

Poznamka. Vétu 6.1 lze uZit k odvozeni divergence fady. Napiiklad lim(—1)" neexistuje, a tedy
fada Y-, (—1)" diverguje. Véta 6.1 nam tak poskytuje jiné Feseni pitkladu.



Véta 6.2 (Bolzanova—Cauchyova podminka). Rada 709 an konvergentni prdve tehdy, kdyz

n=1
(1) Ve >03dng e NVm,n e N,n > ng, m>n: Zak <e.
k=n-+1

Diikaz. Ozna¢me s, =y ,_; a; pron € N. Potom pro kazdé m,n € N, m > n, plati Z;n:nﬂ ap =
Sm — Sn. Vyrok (1) tedy plati pravé tehdy, kdyz

Ve >03ng e NVm,neN;m>n>ng: |sm — sn| <e,

coZz nastava pravé tehdy, kdyz {s,} spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku pro posloupnosti,
tedy pravé tehdy, kdyz Y.~ ; a, konverguje. O

Poznamka. Rada S22 | ap spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku pravé tehdy, kdyz

S

k=n

n=1

3C >0Ve >03dng e NVm,ne N,m >n > ng: < Ce.

Vé&ta 6.3 (fady a aritmetické operace). Necht fady > >~ an ad_ - by maji soucet. Jestlize « € R
avjrazay . a, je definovdn, potom md Fada " - cay, soudet a platiy ", qan =y .| ay.
Jestlize je vyraz Y .o i an + Y ooy by definovdn, potom md Fada Y, (a, + by) soucet a plati

Zn (an +0,) = ZZO:1 an + Z?ﬂ bn

Diikaz. Pro n € N ozna¢me s, = >, _, ay a t, = »_ p_; by. Potom

oo m oo

E aa, = lim E aa, = lim «as,, = « E -
m—00 m—r 00

n=1 n=1

n=1
Podobné
Z (an + by) :mliinoozl(anmn) = Z:lan+§bn.

O

Diisledek (linearita mnoziny konvergentnich fad). Necht jsou rady > - an a Y .o b, konver-
gentni a a, B € R. Potom je konvergentni i Yada > -, (aa, + Bby,).

Poznamka. Mnozina vSech konvergentnich fad tvofi vektorovy prostor nad télesem R.

Vé&ta 6.4 (konvergentni a divergentni fada). Necht >~ | a, je konvergenini Yada a 'y, b, je
divergentni vada. Potom je vada > -, (an + by,) divergentn.

Diikaz. Provedeme dikaz nepfimo. Predpokladejme, ze fada Y (a, + by,) je konvergentni. Pro-
toze fada Y - | a, je konvergentni, je podle dusledku také rada E (@ +by —an) =307 by
konvergentni. 0O

6.2. Kritéria konvergence rad.

Poznamka. Jestlize je > -, a, Fada s nezapornymi ¢leny, potom je bud > 7, a, konvergentni,
nebo diverguje k co. Jinymi slovy, fada s nezdpornymi ¢leny ma vzdy soucet, ktery je nezapornym
prvkem R* a muZe byt bud kone¢ny, nebo nekoneény.

Vé&ta 6.5 (srovnavaci kritérium). Necht >~ an a Y .o b, jsou Yady s nezdpornymi cleny a
necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N,n > ng, plati a, < by,.

(a) Jestlize fada Y. | b, konverguje, pak konverguje i fada Y " | an.

(b) Jestlize Yada >, a,, diverguje, pak diverguje i Yada > -, by.

n=1 n=1

Diikaz. (a) Pron € N oznacme s, =Y ,_; ay a t, = »_._; by. Posloupnost {t,} je konvergentni,
a tedy je posloupnost {s,, + t,} shora omezena. Pro kazdé n € N plati s, < s,, + tn, a tedy je i
posloupnost {s, } shora omezena. Navic je neklesajici, a tedy konvergentni. Podle definice je tedy
fada Y~ | a, konvergentni.

(b) Tvrzeni plyne z (a). O



konec 1. pfednasky (14.2.2023)

Piiklad. Dokazte, ze fada > -, n% je konvergentni pro kazdé a € [2,00) a divergentni pro kazdé
a € (—oo,1].

ReSeni. Pro &« € R a n € N oznatme a,, = n~ . Necht o € [2,00). Ozna¢me b, = pro

2
n(n+1)
n € N. Potom jsou > >~ an, a Y. b, fady s nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati

1 < 1 < 2
a, = — J— - -
" e T n2 T n(n+1)

=b,.
Z vyse uvedeného prikladu vyplyva, ze > o, ﬁ je konvergentni, a tedy je podle Véty 6.3
konvergentni i fada Y -, b,. Podle Véty 6.5(a) je tedy i > -- | a,, konvergentni.
Necht o € (—o0,1]. Oznaéme ¢, = L pro n € N. Potom jsou > oo ¢, a Yoo, a, Fady s
nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati
Ccn < Qp.
Protoze Y 7, ¢, diverguje, podle Véty 6.5(b) diverguje i >~ | ay.

Poznamka. Zatim nevime, zda fada Y oo, =

1 & konverguje, ¢i diverguje pro a € (1,2).

Véta 6.6 (limitnf srovnévact kritérium). Necht Y.~ | a, je Fada s nezdporngmi cleny, > .-, by

je Tada s kladnymi cleny a existuje lim . Oznacme A = lim §=.
(a) Jestlize A € (0,00), pak >~ | an konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Y | by,.
(b) Jestlize A=0 a ) .- by, konverguje, pak konverguje iy, | .
(c) Jestlize A= o0 ay., _, a, konverguje, pak konverguje i y - | by.

Diikaz. (a) Nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

A anp %

2 L0
(2) 7<%, <2

= 7 prvni nerovnosti v (2) vyplyva, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, < %an. Podle
Véty 6.3 konverguje > o | 2a,, a tedy podle Véty 6.5(a) konverguje také " | by,.

< Z druhé nerovnosti v (2) plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < %bn. Obdobnym
zpusobem jako v ditkazu opa¢né implikace lze nyni dokazat, ze fada EZOZI an je konvergentni.

(b) Nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati Z—Z < 1. Pak a, < b, pro kazdé
n € N, n > ng. Podle Véty 6.5(a) je fada Y- | a, konvergentni.

(¢) Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati ‘;—: > 1. Potom pro kazdé
n € N, n > ny, plati a,, > b,,. Podle Véty 6.5(a) je fada >~ b, konvergentni. O

2 . ’
Piiklad. Dokazte, ze fada Y -, 3241;’ je konvergentni.

Reseni. Pro n € N ozna¢me

2n? + 1
T 5ni13 & n?’
Potom jsou 3% ) a, a Y2, by Tady s nezapornymi cleny a plati lim, o § = 2. Podle vyse
uvedeného prikladu je fada > oo | b, konvergentni. Podle Véty 6.6(a) je i fada > -, a,, konver-
gentni.

an

Vé&ta 6.7 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht >~ a, je Fada s nezdporngmi cleny.
(a) Jestlize
dg € (0,1) Ing e NVn eN, n>ng: a, <gq,
pak > | a, konverguje.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak >~ ; an konverguje.
(c) Jestlize lim t/a, <1, pak Y ., a, konverguje.
(d) Jestlize limsup {/a, > 1, pak Y -, an diverguje.



(e) Jestlize lim {/a,, > 1, pak > " | a, diverguje.

Diikaz. (a) Z predpokladu plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < ¢". Protoze je q € (0,1),
je fada ) | ¢" konvergentni. Podle Véty 6.5(a) je tedy také fada > - a, konvergentni.

(b) Ozna¢me A = limsup {/a,. Zvolme ¢ € (A,1). Nalezneme ng € N takové, ze sup{ {/an;n €
N,n > ng} < q. Potom plati

VneN,n>ng: Ya, <gq.
Tvrzeni tedy plyne z (a).

(¢) Tvrzeni plyne z (b).

(d) Ozna¢me A = limsup {/a,. Nalezneme rostouci posloupnost piirozenych cisel {nj}p,
takovou, ze limy_,oc an, = A. Protoze A > 1, nalezneme ky, € N takové, Ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati ng/an, > 1. Tedy pro kazdé k € N, k > ko, plati a,, > 1. To znamend, Ze neplati
limg_y o0 @y, =0, a tedy ani lim,,_, a, = 0. Podle Véty 6.1 Z _, a, diverguje.

(e) Tvrzeni plyne z (d). O

Poznamka. Jestlize {a, } je posloupnost nezapornych éisel spliwjici lim {/a, = 1, pak fada ) |
miize konvergovat i divergovat. Napiiklad fada > °- , - konverguje a fada > oo

el nZ nel L diverguje,
pri¢emz lim ’\L/% = lim ’i/g =1.
Piiklad. Necht a > 1 a k € N. Dokazte, Ze fada y -, Z—: konverguje.
Reseni. Plati .
lim{/@:lim@:2<l.
Podle Véty 6.7(c) tedy fada konverguje.

Vé&ta 6.8 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y | a, je Fada s kladngmi cleny.
(a) Jestlize

3g€(0,1) Ing eNVneN, n>ng: 2+ < g,

n
pak Yo" a, konverguje.
(b) Jestlize limsup “2 < 1, pak Y.~ | a, konverguge.
(c) Jestlize lim “2+=* < 1, pak Y., a, konverguje.
(d) Jestlize lim a"“ > 1, pak Y7 | a, diverguje.

Diikaz. (a) Matematlckou indukei dokdZeme vyrok
(3) Yn e Nyn > ng: an, < ¢ "ap,

Pro n = ng je tvrzeni zfejmé. Pfedpokladejme, Ze nerovnost v (3) plati pro n&jaké n € N, n > ny.

Potom
Ap+1

_ 1—
Ant1 = an < qan < qq" "™ an, = ¢" T ay,,,

n

pfiCemz prvni nerovnost plyne z predpokladu véty a druhé z indukéniho predpokladu. Tim je
podle principu matematické indukce dokdzan vyrok (3). Rada >, ¢" "a,, konverguje. Podle
Véty 6.5(a) tedy konverguje i Y0 | a,.

(b) Nalezneme ¢ € (0,1) a ng € N takova, 7e

VneN, n>ng: ng
QA

Tvrzeni pak plyne z (a).

(¢c) Tvrzeni plyne z (b).

(d) Nalezneme ngy € N takové, Ze

a
Vn € N, nznozn—ﬂzl.

Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati




Podle predpokladu plati a,, > 0, a tedy neplatilim a,, = 0. Podle Véty 6.1 tedy Z _, an diverguje.
O

konec 2. prednasky (17.2.2023)

Poznamka Jestlize lim a"“ =1, pak fada ), | mize konvergovat i divergovat. Napriklad Fada
Soo ) = konverguje a rada ZOO L diverguje, pficem# obé fady spliujf lim fatl — 1.

224l > 1 nezarucuje divergenci fady > ° | a. Napiiklad Fada

1+1+1+1+1+1+
4 16 8 64 32

konverguje, ale lim sup a"“ =2.

Poznamka. Ptedpoklad lim sup

Piiklad. Rozhodnéte, pro ktera k € N konverguje fada >~ EZ;L);

Reseni. Rada ziejmé diverguje pro k = 1. Pfedpokladejme, ze k > 2. Rada ma kladné Cleny a
pro kazdé n € N,n > 2, plati

(4) An41 (n"‘]-)]~C B (1+ %)k
an (kn+1)...(kn+k) (k—i—%)(k—&—%)
Odtud plyne, Ze lim “2 = k=% < 1. Podle Véty 6.8(c) tedy > -, a, konverguje.

Véta 6.9 (kondenzaém’ kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezdporngch redlngch
disel. Pak >~ | an konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje Y 0 2 agn.

Diikaz. Pro k € N oznaCme
k k
sk:Zaj a thZQjCLQj.
Jj=1 7=0

< Oznatme A = Z;io 27ay;. Potom A € R. Zvolme m € N. Nalezneme k € N takové, 7e
m < 28 — 1. Potom

E—127+1_1

sm<@k1_2:§:an<zpmy_ml<A

7=0 n=27

Posloupnost {s,,} je tudiz shora omezena, takze Y - | a,, konverguje.
= Oznafme B = Y °  a,. Potom B € R. Zvolme k € N. Nalezneme m € N takové, ze
2k < 'm. Potom

k 27 k k k
, 1 , 1 , ¢
Sm = a1+ E g a; > a; + g 2971y, :a1+§ E 2 ay; 25 g 2 ag; :Ek,
i=1 i=1 =0

J=1i=2i-141

takze ty < 2B. Tudiz je posloupnost {tx} je shora omezen4, a tedy ZZO:O 2"a9n konverguje. O

Véta 6.10 (o konvergenci fady Y - konverguje prdavé

tehdy, kdyZ o > 1.

L). Necht a € R. Potom 7ada .-

n=1 no nln“

Diikaz. Diky vyse uveden}?m pitkladim sta¢i tvrzeni dokazat pro o € (1,2). Z vlastnosti funkef
exp a log plyne ze { —} je nerostouci posloupnost kladnych realnych ¢isel. Podle kondenza¢niho

kritéria Y, na konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada
o0 1 o0
— 1—
Z 2" (Qn)a - 2(2 04)”.
n=0 n=0

To je geometricka fada s kvocientem 2'~%, a tedy konverguje pravé tehdy, kdyz 217% < 1, to jest
pravé tehdy, kdyz a > 1. O



Véta 6.11 (Leibnizova). Necht {a,} je monoténni posloupnost redlnijch cisel spliujici lim a,, = 0.
Potom ¥ada Y.°7_,(—1)"a, konverguje.

n=1

Diikaz. Predpokladejme, Ze {a,} je nerostouci. Potom lim a,, = inf{a,;n € N} =0, a tedy a,, > 0
pro kazdé n € N. Ozna¢me pro m € N

- i(—l)"an.
n=1

Potom pro kazdé m € N plati

S9m42 — S2m = A2mi2 — A2mt1 <0 & Sopmi1 — Som—1 = —Q2m41 + a2, = 0,

nebot {a,} je nerostouci. Tedy posloupnost {ss,,} je nerostouci a posloupnost {sa,—1} je nekle-
sajici. Diky vété o limité monoténni posloupnosti maji obé posloupnosti limitu. Pro kazdé m € N
plati sa;—1 = Som — aom. Z predpokladu vime, ze lima,, = 0, a tedy diky vété o limité vybrané
posloupnosti také lim,, .o a2, = 0. Z véty o aritmetice limit tedy dostdvame

lim s9,,,—1 = lim(Sap, — a2m) = lim so,,,

takze posloupnosti {s2;,} a {Sam+1} maji spoletnou limitu, kterou ozna¢ime s. Odtud plyne, Ze
lim s,, = s. Protoze pro kazdé m € N plati

81 < Som—1 = S2m — G2m < S2m < S2,

je s € R, takze >~ (—1)"a,, konverguje. Jestlize je {a, } neklesajici, 1ze tvrzeni dokazat obdobné.
O

Priklad. Dokazte, Ze fada > - D" je konvergentni.

n=1 n

Reseni. Posloupnost {%} je merostouci a plati lim% = 0. Z Véty 6.11 tedy plyne, ze Fada
> (=1)"L je konvergentni.

n=1

T _

Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y >, cos(mn)(§ — arctgn)'?.

Reseni. Pro kazdé n € N plati cos(nn) = (—1)™. Posloupnost {(3 — arctgn)'?} je nerostouct a
plati lim(§ — arctgn)'? = 0. Z Véty 6.11 tedy plyne, Ze zadana fada je konvergentni.

konec 3. pfednasky (21.2.2023)

6.3. Absolutni konvergence.

Definice. Rekneme, Ze fada ) . | a, je absolutn& konvergentni, jestlize je fada Y.~ |a,]

konvergentni. Rekneme, Ze fada Y -, a,, je neabsolutn& konvergentni, jestlize je konvergentni
a neni absolutné konvergentni.

n

Priklad. Dokazte, Ze fada ) - | (_nlz)n je absolutné konvergentni.

Reseni. Oznatme a, = (_le)", n € N. Potom |a,| = & pro kazdé n € N. Rada 300, [an|
konverguje, a tedy je Ziozl (;12)n absolutné konvergentni.

Priklad. Dokazte, Ze fada ZZO=1 (7\/1%" je neabsolutné konvergentni.

Reseni. Ozna¢me a, = (_\}%n ab, = %, n € N. Potom je {b,} nerostouci posloupnost spl-

nujict limb, = 0, a tedy je fada Y., a, konvergentni podle Véty 6.11. Naproti tomu je Fada

Yoo anl =300, ﬁ divergentni podle Véty 6.10. Tedy Y, a, je neabsolutné konvergentni.

Véta 6.12 (absolutni a neabsolutni konvergence). Necht'> > | a,, je absolutné konvergentni ada.
Pak Y07 | an konverguje a plati |07 an] < 307 |ag].



Ditkaz. Rada Zzozl |ay,| je konvergentni, a tedy splituje Bolzanovu—Cauchyovu podminku. Zvolme
¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze pro kazdé n,m € N, n > ng, m > n, plati Z;.nzn la;| <
€. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, ze pro kazdé n,m € N, n > ng, m > n, plati

m m

D ai| < eyl <,
j=n

J=n

a tedy takeé rada Y -, a, spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Podle Véty 6.2 tedy > 7 | a,
konverguje. Pro n € N oznatme s,, = Y ,_, a a 05, = >_r_, |ax|. Potom pro kazdé n € N plati
|sn| < 0. Odtud plyne, Ze | Y07 an] < D00 |an]. O

6.4. Pferovnavani rad.
Definice. Necht >°° , a,, je fada. Je-li m: N — N bijekce, nazveme fadu ) 7 | ar(,) pFerovna-
nim fady Y .7 ay.
Vé&ta 6.13 (pierovnani absolutng konvergentni fady). Necht fada > - a,, absolutné konverguje a
7: N = N je bijekce. Potom pierovnand rada Y -, ar(n) absolutné konverguje a plati Yoo L an =
21 Gn(n)-
Dikaz. Zvolme m € N. K nému nalezneme n € N takové, Ze

{1,....m}y c {z1(1),..., 7 *(n)}.

Potom {7 (1),...,7(m)} C {1,...,n} a plati

m n o0
D laxp| <D lail <3 lail.
j=1 i=1 i=1
Odtud plyne, Ze fada Z;’il lar(;)| konverguje, a tedy Tada 2511 ar(;) konverguje absolutné.
Oznaéme s, = a; +---+a, at, = Ar(1) +*+ Qrn) Pro N € N, s = limy, o0 Spn, t = limy, o0 ty.
Potom s a ¢ jsou dobfe definovana realnd &isla, nebot fady > 07 an a Y. Gr(,) absolutné
konverguji, a tedy i konverguji. Zvolme £ > 0. Nalezneme m € N takové, ze

(5) Z la;| < e a Z laxl <e.
i=m-+1 j=m+1

Dale nalezneme n, j € N takova, ze
{1,....m} c {z X (1),..., 7 (n)},
{1,...,m} C {x(1),...,7(5)}.
Polozme k = max{j,n}. Potom k > n a
(6) {mr(1),...,m(m)} C {1,...,k},
(7) {1,....,m} Cc{x(1),...,n(k)}.
Zvolme libovolné p € N, p > k. Oznaéme
A=A{1,....pt\{x(Q1),...,7(p)},
B={x(1),....,7(p)}\{1,...,p}
Pak podle (7) mame A C {i € N;i > m} a podle (6) je B C {n(j);7 € N,j > m}. Tedy

p p
[5p = tol = ‘Zaz - Z“ﬂ(j)‘ = ‘Zaz - aw(y‘)’ <D lail+ Y Jaxg)]
i=1 j=1 icA

jEB i€A jeB
o0 o0
< > al+ Y Jangy| < 2e
1=m-+1 j=m-+1

Ukazali jsme, Ze plati s —t = lim, o0 (s, — t,) =0, a tedy s = ¢. O



Priiklad. Uvazujme fadu
11,1 1,1 1

1 1 2 2 3 3

Dokaizte, ze existuje prerovnani této fady, které mé jiny soucet nez puvodni fada.

Reseni. Zadanou radu prepiSeme ve tvaru Zzo:l an, kde as,_1 = %, Aop = —%, n € N. Pro
Castecné soulty této fady plati sop_1 = % a sop, = 0, n € N. Odtud plyne, Ze lims,, = 0, takze
>0 L an = 0. Polozme

4k — 3, jestlizen =3k —2, k € N,
m(n) =494k —1, jestliZen=3k—1,keN,
2k, jestlize n = 3k, k € N.

Potom plati

1 1 1
Ar(3k—2) = mv Ar(3k—1) = ﬁa Ar(3k) = — 70 ke Na

Bl

a tedy
11 1 1 1

1
CLﬂ-(n)—I-Fi—I‘Fg—FZ—i—I—...,

Ozna¢me n-ty ¢asteény soucet prerovnané fady symbolem o,,. Potom plati

(8) O3n = Z(aw(3k72) + Ar(3k—1) + r(3k)) Z @F =12
k=1 k:l
1
(9) O3n+1 = O3 + PSR
1 1 1
(10) Tsn42 = Osn o T T o

ProtozZe pro kazdé k € N plati m
vaciho kritéria. Jeji soucet je kladny, nebot ¢leny fady jsou kladné. Podle (8) tedy plati vztah
lim,, 00 03, = s € (0,00). Nyni snadno podle (9) a (10) dostavame, ze plati také lim,, o, 0341 =
lim;,, 00 0342 = 5. Tedy lim o,, = s. Soulet prerovnané fady je s, takze se 1isi od souc¢tu ptivodni
rady.

< &, jefada Y57, m konvergentni podle srovna-

Véta 6.14 (Riemann). Necht Fada > -
prerovndni této Tady se souctem s.

ne1 On konverguje neabsolutné a necht' s € R*. Pak ewistuje

6.5. Soucdin rad.

Definice. Mgjme fady Y .- a, a Y .. b,. Jejich Cauchyovym sou¢inem rozumime fadu
Yoo | Cn, jejiz Eleny jsou definovany predplsem

n
Cp = Zan+1_ibi, ne N.

konec 4. pfednasky (24.2.2023)

Véta 6.15 (Mertens). Necht fada Y. | a,, absolutné konverguje a Fada Y | b, konverguje. Pak

jejich Cauchyiv soucin je konvergentni rada, jejiz soucet je roven (Yoo an) - (Done bn).



Diikaz. Pro k € N ozna¢me
k [e's) 0o
Ak:Zaj, A:Zaja AZZMJL
j=1 j=1 j=1
k o]
Bp=>_bj, B=> b, B = By — B,
j=1 j=1

k k
cp = E aky1-4bi, Cr = E Cj-
i=1 =1

Pro k € N plati
Cr = (a1b1) + (a1ba + a2by) + - - + (a1by + - - - + arby)
=ai(by+ - +bg) +ag(by+--+bp_1)+ -+ agb
=a1Br +a2By—1 + -+ ap By
= a1(B + Br) + az(B + Be-1) + -+ + ar(B + p1)

(11) = (a1 + -+ ax) B+ (a1fg + a2fs1 + -+ axf)
= ApB + (a1 Bk + a2fBk—1 + - + arfr)
k
=AB+ Zakﬂﬂﬂj-
=

Pro k € N ozna¢me dale v, = Z?=1 ar+1—;8;. Nyni ukdZeme, Ze plati lim; = 0. Zvolme € > 0.
K nému nalezneme ko € N takové, Ze pro kazdé k € N, k > ko, plati |Bx| < &, nebot > _, by, je
konvergentni. Pak pro k € N, k > ky, mame

+

k
Z ak+1-505;

j=ko+1

k ko
il = D aks185) <D ans1- ;8
P P

ko k
D anii B+ Y larsigl 18]
j=1

j=ko+1

IN

k

ko
> arpiiBil e Y lariil
j=1

j=ko+1

IN

ko
< Z ag+1-58;| +€A.
j=1

Plati lim ax, = 0 (nutna podminka konvergence fady), a tedy podle véty o limité vybrané posloup-
nosti také pro kazdé j € {1,...,ko} plati limy_ o0 ag41—; = 0. Odtud plyne

ko
(13) kILH;oZ;ak+l_jﬁj = 0.
j:

Diky (12) a (13) tedy plati limsup |yx| < eA. Odtud plyne, 7e lim sup |vk] = 0, a tedy lim~; = 0.
Z (11) a véty o aritmetice limit plyne

> e = lim Cx = lim (A4B+ ) = AB.

1 k—oc0 k—o0

Disledek. Cauchyiv soucin dvou absolutné konvergentnich tad je absolutné konvergentni.



Diikaz. Podle Mertensovy véty je Cauchyiiv soutin fad Y .o |a;| a Z;’;l |b;| konvergentni rada.
Pro Cauchytv soucin fad Y72 a; a 372 by tak plati

fﬁ Zkiam ibi Z(Dakﬂ_mm) < 0.

k=1li=1 i=1

Odtud plyne, ze Cauchytv soucin fad > oo, a; a ) o =1 b; absolutné konverguje. O

Predpoklad pouhé konvergence obou fad ve Vété 6.15 ke konvergenci jejich Cauchyova sou¢inu
nestaci, jak vyplyva z nasledujiciho prikladu.

Priklad. Necht a,, = = \F , n € N. Dokazte, fada Y-, a, konverguje, ale Cauchyiiv sou¢in rady
>0 | an se stejnou fadou Y-, a, nekonverguje.
Reseni. Konvergence fady vyplyva z Leibnizovy véty. Cleny odpovidajictho Cauchyova sou¢inu

maji pro k € N tvar
k

1 1
Cr = ;(—1)k+1 \/ﬁ(—l) i

k‘“Z\/ E+1—14)i

Podle AG-nerovnosti dostaneme odhad

kt1l—i)+i k41
JEFI i< EF 21)“: ; L keN, ie{l,... k).

Potom pro kazdé k € N plati
k

"“‘_Z\/ﬁ z:: k+1

Tedy neplati limy_,o ¢ = 0. Odtud plyne, ze Cauchytiv soucin >~ »—1 Ck Nekonverguje, nebot neni
splnéna nutni podminka konvergence rady.

Cauchytv soucin dvou konvergentnich fad tedy nemusi konvergovat. Nicméné plati néasledujici
véta.

Vé&ta 6.16 (Abelova véta o Cauchyové sou€inu). Necht Y " an a Y o _; by jsou konvergentni
fady, jejichz Cauchyiv soucin konverguje. Pak plati

(En) - (E0) (E)

Dikaz Véty 6.16 bude proveden pozdéji pomoci vysledki z teorie mocninnych fad.
6.6. Posloupnosti a fady s komplexnimi ¢leny.

Definice. Necht {a,} je posloupnost komplexnich ¢isel a z € C. Rekneme, 7e {a,} konverguje
k ¢&islu z, jestlize plati
Ve>03ng e NVRneN, n>ng: |a, — 2| <e.
Definice. Necht {a,} je posloupnost komplexnich ¢isel. Pro m € N polozme
Sm = Q1 + -+ Q.

Cislo s,, nazveme m-tym &asteénym souctem Fady > .-, a,. Prvek a, budeme nazyvat n-
tym ¢lenem Fady Y . | a,. Souctem fady > -, a, nazveme limitu posloupnostl {sm} pokud
tato limita existuje (jako prvek C). Soucet Fady budeme znacit symbolem Y 7, . Rekneme,
ze fada konverguje, je-li jejim souctem komplexni &islo. V opa¢ném piipadé fekneme7 Ze Tada
diverguje.



Definice. Rekneme, Ze fada >0, an je absolutné konvergentni, jestlize je fada Y | |an| je
konvergentni.

Véta 6.17 (absolutni a neabsolutni konvergence komplexni fady). Je-li fada komplexnich cisel
ZZO=1 an absolutné konvergentnt, pak je konvergentnd.

konec 5. prednasky (28.2.2023)

Definice. Komplexni exponencialni funkci rozumime funkci exp: C — C definovanou pied-
pisem

o0 n

z
expz:zm, z e C.

n=0

6.7. Taylorovy a Maclaurinovy rady elementarnich funkci. Diky vété o Peanové tvaru
zbytku vime, Ze s rostoucim fddem Taylorova polynomu dostavame piesnéjsi aproximaci dané
funkce f. Bylo by tedy moZzné ocekavat, Zze bychom danou funkci mohli jistym zpiisobem vyja-
drit pomoci limity Taylorovych polynomit, tedy ve tvaru nekonecné fady. Tato dvaha motivuje

nasledujici definici.

Definice. Necht f je funkce, a € R a funkce f mé v bodé a derivace vSech Fadi. Potom fadu
Y M) —a), zeR
n=0

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specialnim pfipadé ¢ = 0 mluvime o
Maclaurinové radé.

Poznamka. V souvislosti s Taylorovou fadou funkce f nas zajimé zejména platnost rovnosti
= 1
(14) flx) = z%af(”)(a)(x—a)",

pro né&jakd z,a € R, tj. zda je nekone¢na fada pro dané x konvergentni a eventuélné zda je jeji
soulet roven f(x). Samotna konvergence Taylorovy fady pro kazdé x € R v8ak platnost vztahu
(14) jesté nezarucuje. Piikladem je funkce

BRSNS}
o= {; "

jejiz v8echny derivace v bodé 0 jsou rovny 0, takZe soucet jeji Taylorovy fady je konstantni nulova
funkee, ackoliv f(x) # 0 pro & # 0. V mnoha pripadech lze ale funkci vyjadrit jako soudet jeji
Taylorovy fady alespon na jistém intervalu.



Véta 6.18 (Taylorovy fady elementarnich funkei). Plati

oo n

exp(z) = Z % pro kazdé r € R,
n=0 "
sin(z) = 2(—1)"(;::1)! pro kazZdé x € R,
o0 L2n /
cos(z) = T;)(—l)” )l pro kazZdé x € R,
o0 bl
log(1+z) = Z%(—l)"n 1 P kazdé x € (—1,1],
- 220+l
arctg(x) = nz_%(—l)" il P kazdé x € [—1,1],

(1+4+z)*= E (a>x” pro kaZdé a € R a kazdé x € (—1,1).
n
n=0

Diikaz. Funkce exp ma v bodé 0 derivace viech fadi a plati exp(™ (0) = 1 pro kazdé n € NU {0}.
Zvolme x € (0,00) a n € N. Potom podle Lagrangeova tvaru zbytku nalezneme &,, € (0, z) takové,
ze plati

n k n+1
ab exp(§n)r
vl -3 7 Gl
Tedy
"ok | exp(Ea)amt! _ exp(a)emt!
— — | = <
exp(@) ];J Kl n+D! = (n+1)
Protoze 1
m SPE@T
plyne odtud vztah
X n
x
exp(z) = 2_;) T
Pro z € (—00,0) lze tvrzeni dokdzat obdobné. Pro = 0 tvrzeni plati zfejmé. Tim je dokazano
tvrzeni véty pro funkci exp. Obdobné lze dikaz provést pro ostatni funkce. O

6.8. Dikaz véty o zavedeni exponencialni funkce (Vé&ta 3.10).

Piiklad. Vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci fady >~ % v zavislosti na parametru
reR.

Reseni. Pro z = 0 fada ziejmé konverguje absolutné. Zvolme z € R\ {0}. Potom plati

Zn+1

TP R0 RO PO 2 B

Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadana rfada konverguje absolutné pro kazdé = € R.

Diikaz Véty 3.10. Polozme

X ,.n
exp(z) = Z % pro kazdé x € R.
n=0 "

Dokazeme, ze tato funkce ma vlastnosti (E1) a (E2) z Véty 3.10. Z piedchazejiciho piikladu
vyplyva, ze fada > % je absolutné konvergentni, a tedy konvergentni pro kazdé x € R. Funkce

exp je tedy dobfe definovana na mnoziné R.



Zvolme z,y € R. Potom z binomické véty plyne, ze

expla+y) = Y 0 zz( )

n=0 n=0 k=0

ZZ O

n=0 k=0

I

Vyraz na pravé strané je Cauchyovym soucinem rad » - ol

ady. 4+ Protoze jsou obé tyto

" k

fady absolutné konvergentni (stacila by jedna), plyne z Mertensovy véty, ze fada > - >~/ (n o

S (5 (%)

nOkO

L
k!

je konvergentni a plati

tedy exp(z + y) = (expz)(expy). Odtud plyne tvrzeni (E1).
Necht z € R, |z| < 1. Potom

(oo} o0 —
expx — 1 1‘ expr —1—x 1237" 2
_— = |l = | = — | = |z g
T x x n! n!
n=2 n=2

ProtoZe |z] <1 an—2 >0 pro kazdé n > 2, dostavame z Véty 6.12

expzr —1 1
‘<| \Z <|x|zm.

Posledni fada je konvergentni, a tedy lim, .o |z| >, n, = 0. Podle véty o limité a uspotradani
tudiz plati také lim,_,q ’M 1’ =0, a tim spiSe lim,_, (% - ) = 0. Odtud plyne (E2).
Zbyva dokazat, Ze funkce exp je podminkami (E1) a (E2) urc¢ena jednozna¢né. Piedpokladejme,
Ze funkece f: R — R a g: R — R pro kazdé z,y € R spliwji f(z +y) = f(x)f(y) a gz + y) =
g9(2)g(y), lim, o f(xz_l =1 alim,_ g(x) L — 1. UkdZeme, Ze pak jiz nutné plati f = g.

Podle (E1) plati exp(0) = exp(0 + 0) (exp(0))2. To znamen4, Ze bud exp(0) = 1, nebo
exp(0) = 0. Predpokladejme, Ze exp(0) = 0. Potom pro kazdé z € R podle (E1) plati exp(x) =
exp(z 4 0) = exp(x) exp(0) = 0. Tedy z (E2) vyplyva, Ze 1 = lim,_,q expj"*l
spor. Plati tedy exp(0) = 1.

Zvolme = € R. Potom podle definice derivace a (E1) plati

exp(z + h) — exp(z + 0)

i I”‘

= lim,_,q %, coZ je

exp(z + h) — exp(z)

! _ . _ .
o) = iy D -y SR
iy SR ep) exp()expl0) o expll) — expl0),
h—0 h h—0 h
Odtud diky tomu, Ze exp(0) = 1 a podle (E2) plyne, Ze
/ _ exp(h) -1 _
exp'(z) = lim exp(z) - ———— = exp(a).

Z (E1) a diky tomu, Ze exp(0) = 1, plati 1 = exp(0) = exp(z — x) = exp(z)exp(—z). Tedy
exp(x) # 0 pro kazdé © € R.

Protoze jsme pii odvozeni téchto vlastnosti pouzili pouze (E1) a (E2), plati f'(z) = f(x),
g (z) =g(x) a g(x) # 0 pro kazdé x € R a f(0) = g(0) = 1. Zvolme = € R. Potom

(i;)/ (z) = f(@)g(z) — f@)g'(x) _ flz)g(x) — flz)g(z) _

g(x)? g(x)?

Tedy funkce £ 5 Je konstantni. Protoze f (0) = g(0) = 1, je funkce % konstantné rovna jedné na R,
tedy f(z) = g(x) pro kazdé x € R. Odtud plyne, Ze funkce exp je vlastnostmi (E1) a (E2) urcena
jednoznag¢né. 0O

konec 6. prednasky (3.3.2023)



Piiklad. Necht o, € R. Potom fada ) .-, m konverguje pravé tehdy, kdyz bud « > 1,
neboa=1apg > 1.

ReSeni. Oznacme a, = m pro n € N, n > 2. Jestlize « > 1, potom nalezneme v € (1, «)
a polozime b, = n% pron € N, n > 2. Potom ZZOZQ b, konverguje podle Véty 6.10 a plati
limy, 00 ‘g—n = 0. Podle Véty 6.6 tedy konverguje i > -, a,. Jestlize @ < 1, potom nalezneme
v € (e, 1) a polozime b, = n% pron € N, n > 2. Potom )y, b, diverguje podle Véty 6.10 a plati
limy, o §* = 00. Podle Véty 6.6 tedy diverguje i S s an.

Jestlize a = 1, polozme f(x) = m pro x € [2,00). Potom pro x € (2,00) plati
8 —logx
) —
f(@) = 22(log z)P+1"

Tedy f'(x) < 0 pro x € (max{2,e”},c0). Funkee f je tedy klesajici na (max{2,e’}, o). Nalezneme
no € N takové, ze ng > max{2,e”}. Potom je posloupnost {a, }>> , klesajici. Tedy z kondenzac-
nfho kritéria a poznamky o tom, Ze zména kone¢né mnoha ¢leni fady neovliviiuje jeji konvergenci
plyne, Ze fada ), a,, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada

oo o0 1
22 = )

Posledni fada konverguje podle Véty 6.10 a diky linearité konvergentnich fad pravé tehdy, kdyz
8> 1.

7. PRIMITIVNI FUNKCE
7.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht I je otevieny interval a f je funkce definovana alespoii na I. Rekneme, 7e funkce
F : I — R je primitivni funkce k funkci f na I, jestlize pro kazdé = € I existuje F’'(x) a plati
Fl(z) = f(=).
Poznamky.
(a) Necht F je primitivni funkce k néjaké funkeci f na otevfeném intervalu I. Potom F je na
I spojita, nebot ma v kazdém bodé I vlastni derivaci.
(b) Existuji funkce, které na jistém intervalu nemaji primitivni funkci. Prikladem je funkce
sign na intervalu R.
(¢) Primitivni funkce neni urcena jednoznacné. Necht F' je primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I a necht ¢ € R. Pak funkce F' + ¢ je také primitivni funkei k f na I.
(d) Hledani primitivni funkce nazgvame integraci a primitivni funkci nékdy ozna¢ujeme jako
neurcity integral.

Véta 7.1 (o jednozna¢nosti primitivni funkce az na konstantu). Necht I je otevieny interval a
necht funkce f je definovand alespori na I. Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na I.
Pak existuje ¢ € R takové, ze F(x) = G(x) + ¢, x € I.

Diikaz. Definujme funkci
Pak

a tedy je H konstantni na 1. O

Znaceni. Fakt, ze F' je primitivni funkce k f na otevieném intervalu I, zna¢ime symbolem

/f(x)dx £ F(x), zel.

Symbol [ f(z)dz ozna¢uje mnozinu vSech primitivnich funkei na k f na I. Na levé strané rovnosti

stoji mnozina funkei a na pravé strané stoji libovolny jeji representant. Vztah = ¢teme jako rovnost
az na konstantu. Jednotlivé ¢asti vyrazu nalevo jsou tyto:



| ... znak integralu,

f(z) ... integrand, tedy funkce, k niz hleddme primitivni funkci,

dx ... diferencial, symbol, jenz oznacuje jednak konec integrandu a jednak ur¢uje proménnou,
vzhledem k niz integrujeme.

Nasledujici tvrzeni uvedeme zatim bez ditkazu, podrobny dilkkaz bude uveden pozdéji.

Véta 7.2 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je neprdzdng otevieny interval
a f je spojitd funkce na I. Potom f md na I primitivni funkci.

Poznamka. Necht F je primitivni funkce k f na R a a € R\ {0}. Potom
/f(a:c)das < a 'Flaz), =eR.

Véta 7.3 (linearita primitivni funkce). Necht I je neprdzdny otevieny interval, F' je primitioni
funkce k funkci f na I, G je primitioni funkce k funkci g na I a o, € R. Potom je aF 4+ G
primitivnt funkce k of + Bg na I.

Diikaz. Podle Véty 4.2 (aritmetika derivaci) plati

(aF () + BG(2)) = aF'(z) + BG' () = af(z) + By(z)
pro kazdé = € I. Odtud plyne tvrzeni. O
Tabulkové integraly.

wn+1
L [ — R
/:1: x menE n € NU{0}, z € R,

. xn+1
"dr = —— Z\ {—1 _
[amde £ T nez\ (-1} w € (~00,0), w € (0,50),

c xa+1

/xadac:r“, na € R\ Z, z € (0,00),
1 c

/fdﬂc:logbt:\7 x € (—00,0), z € (0,00),
T

/exda:ée“", r € R,

/Sinzdxéfcos:r, r €R,

C .
/cosxdx =sinz, x € R,

1 c
/ dx:tgx,xe(—ﬁ—&—lmr,z-l-kﬂ),kGZ,
cos?x 2 2

_1 .
/ 5—dx = cotgx, v € (kr,m+kn), k € Z,

sin“ x

1
/ﬁdx < arctgz, x € R,
x

-1
/ﬁ dz = arccotgx, = € R,
x

1 c

———dz = arcsinz, x € (—1,1),

| —— (L)

-1
———dx
/ V1—a?

Véta 7.4 (integrace per partes). Necht I je neprdzdny otevieny interval, f je spojitd funkce na

I, F je primitivni funkce k f na I a G je primitivnd funkce k g na I. Potom plati

/g(az)F(:p) dxr = G(z)F(x) — /G(m)f(x) de, xe€l.

< arccosz, x € (—1,1).



Diikaz. Funkce G je spojita na I, takze i funkce fG je spojitd na I. Ma tedy primitivni funkci na
I podle Véty 7.2. Zvolme nékterou primitivni funkci k fG a ozna¢me ji H. Podle Véty 4.2 plati

(GF —H) =gF +Gf — Gf = gF.
Tedy
/ gF £ GF — H.
Odtud plyne tvrzeni. O
Priklad. Spoctéte [arctgxdz, z € R.

Reseni. Polozime f(z) =
a tedy podle Véty 7.4 plati

/arctgzdw = /l-arctga:d:c = /g(:c)F(z:) dx
~G@)F@) - [ G)f)ds

£ Y 4
= x arc xTr — X
& 1422

¢ 1/ 2x
=garctgr — = | ——dx
& 2] 1422

H%’ F(z) = arctgz, g(x) =1 a G(z) = . Potom f je spojita na R,

1
< garctgx — 3 log(1 4 z?%), z € R.
konec 7. prednasky (7.3.2023)

Priklad. Spoctéte [e*sinzdz, x € R.

ReSeni. Z Véty 7.2 plyne, Ze funkce e® sin z mé na R primitivni funkei. Dvojim pouZitim Véty 7.4
dostaneme

/ezsinxdx:ezsin:z:f/e””cosxdx

=e’sinx — (e‘” cosT — /e“‘(— sin x) dm)
=e"sine —e"cosz — /e”” sinx dz.
7 této rovnosti jiz plyne
o el 4.
e’sinx dr = ¢ (sinz —cosz), z€R.

Priklad. Pro n € N ozna¢me I,, = f m dx. Dokazte, Ze plati rekurentni formule

Insa = 2n(1—x|—x2)” * 2n2; "L @€ (-50.)
Specialné tedy plati
I, < arctgr, € (—00,00)
a
I, = v arctg @ x € (—00,00).

21422 2



ReSeni. Z Véty 7.2 plyne, 7e pro kazdé n € N mé funkce primitivni funkci na R. Z Véty 7.4

1
a7y

dostaneme ) ) 5
T
I, = 1- dr = _ _ d
/ (1+I2)" -z x(l_‘_xZ)n /1’( n) (1+l‘2)"+1 x
1 x?
=r——+2 ——d
Traor ”/(1+x2)n v
x 1 1
= +2 ——dr— | —————d
(1+x2)n+ ”(/ 1+ a2)n x /(1+x2)n+1 x)
= ﬁ + 201, — 20l
T
Tedy
T
2ndnq1 = (DR + (2n — 1)1y,

a odtud jiz plyne tvrzerni.

Definice. Necht I je interval a f: I — R. Rekneme, Ze f méi na I Darbouxovu vlastnost,
jestlize pro kazdy interval J C I je f(J) interval.

Véta 7.5 (Darboux). Necht I je neprdzdny otevieny interval, f: I — R a f md na I primitioni
funkci. Potom md f na I Darbouxovu vlastnost.

Diikaz. Zvolme interval J C I, y1,y2 € f(J) splijici y1 < y2 a z € (y1,y2). Checeme ukazat, Ze
z € f(J). Necht F je primitivni funkce k funkci f na I. Polozme

H(z)=F(z) —zx, prozel.
Pak H je spojita na I a pro kazdé x € I plati
H'(z) = f(z) — 2,
takZe H méa na I vlastni derivaci. Nalezneme x1, x5 € J takova, Ze f(x1) = y1 a f(z2) = yo. Bez
Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze x1 < xo. Podle Véty 3.14 nabyva funkce H na intervalu

[€1, 2] svého minima. Zvolme jeden z bodt minima H na [z, z2] a oznac¢me jej xg. Vzhledem k
tomu, ze H je spojita na I a

H'(z1) = f(z1) — 2=y — 2 <0,
nalezneme § > 0 takové, Ze

Vo € Py(x1,0) : H(x) < H(z1).
Odtud plyne, Ze xg # x1. Obdobné lze ovéfit, Ze x¢ # x3. Tedy xg € (z1,z2). Podle Véty 4.5
(nutna podminka existence extrému) plati H'(xg) = 0, neboli f(zg) = z. O

Disledek. Necht' I je otevieny interval a 0 € I. Potom funkce sign nemd na I primitivni funkci.
Poznamka. Necht [ je neprazdny otevieny interval a f: I — R. Potom plati
f je spojitdna I = f ma primitivni funkci na I = f ma Darbouxovu vlastnost na I,
pri¢emz ani jednu z implikaci nelze obratit.
Priklad. Uvazujte funkci f: R — R definovanou pfedpisem
r?sin(1) pro z € R\ {0},

J(@) = {0 : pro x = 0.

DokaZte, ze f ma na R vlastni derivaci, avSak funkce f’ neni na R spojita.

Reseni. Pro z € R\ {0} plati
f'(z) = 2z sin(2) — cos(2)
a dale plati
/ T . l —
f1(0) = };r%xsm(w) 0.
Tedy f ma v kazdém bodé x € R vlastni derivaci, ale lim,_,o f'(x) neexistuje, takZe funkce f’ nent
spojitd v bodeé 0.



Véta 7.6 (prvni véta o substituci) Necht a,b,a, B € R*, a < b, a < 8, F je primitivni funkce k
funkci f na (a,b), ¢: (a, 8) = (a,b) a pro kazdé t € («, B) existuje viastni ¢'(t). Potom

/f 2 F(p(t), te (o B).

Diikaz. Podle véty o derivaci slozené funkce (Véta 4.3) pro kazdé ¢ € (a, 8) plati
(Fop)(t)=F'(pt)e'(t) = fle)¢'(t), te(ah).

Priklad. Spoctéte [ sin®tcost dt.
Reseni. Polozme (a,b) = (o, 8) = (—00, 00),

f(x) =2 z€(a,b) a ¢t)=sint, te (a,p).
Potom )
/f(x) dr = 5305, z € (a,b).
Tedy dle Véty 7.6 plati

/sin4tcostdt = /f(cp(t))ga’(t) dt = %Sin5 t, te(apB).

Véta 7.7 (drubd véta o substituci). Nechf a,b,a,58 € R*, a < b, a < 8, ¢: (o, 8) — (a,b),
pro kaZdé t € (o, ) existuje vlastni a nenulovd ¢'(t) a ¢ ((a, B)) = (a,b). Necht f: (a,b)
G: (a,8) = R a plati

1
=

/ﬂﬂMd@ﬁéGw,tem,)
Potom

/ﬂ@méGw*@» z € (a,b)

Diikaz. Funkce ¢’ je definovana na (o, 8) a podle Véty 7.5 plati bud ¢’ (¢) > 0 pro kazdé t € (o, 8),
nebo ¢'(t) < 0 pro kazdé t € (a,3). Tedy podle Véty 4.9 je bud ¢ klesajici na («, ), nebo je
¢ rostouci na (o, B). V obou z téchto piipadit existuje inverzni funkce =1: (a,b) — (a, B). Pro
kazdé = € (a,b) pak plati
(Goyp™)(x) =G (¢ () (¢™") (2)
= flele™ @) (07 (@)

= f(x).

Pii vypoctu jsme pouzili véty o derivaci sloZené funkce a o derivaci inverzni funkce. O
Priklad. Spoctéte [V1 —a2dx, x € (—1,1).
Reseni. Polozme (o, f) = (=%, %), (a,b) = (=1,1) a

fx)=v1—22 z€(ab) a ¢(t)=sint, te (apf).
Pak
@((a,ﬁ)) =o((=%, %) = (=11) = (a,b)

a ¢ !(z) = arcsinz na (—1,1). Dale plati

/f (t)dt:/\/1—sin2t-costdt:/0052tdt

/1+0052t c bt sin2t

2 2 4 7

te (-

).

B

)

B

Tedy
arcsinz  sin(2 arcsin z)

/f(ﬂc)d:vé 5 T 0 . we(-1,1).




konec 8. pfednasky (10.3.2023)

Piiklad. Spoctéte [ z €R.

dz
Vita?’
7.2. Integrace racionalnich funkci.

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét redlnou funkei, ktera je podilem dvou polynom,
pri¢emz polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Véta 7.8 (rozklad realného polynomu). Necht P(x) = anz™+ - -+ a1x + ag je polynom stupné n

s redlnymi koeficienty. Potom existuji redlnd ¢isla xq,...,xk, Q1,...,0q, B1,...,0; a pFirozend
éisla p1, ..., Pk, q1,--.,q takovd, Ze
o plati

P(x) = an(z — )P - (z — 2)P* (2® + ayz + B1)9 - - -

. (x2 —+ T + Bl)qla

o Zddné dva z polynomi © —x1,...,x — Tk, x> +oqx + B, ..., 22+ aux + B nemaji spolecny
koren,
o polynomy % + arx + B1, ..., 2% + aux + By nemaji Zddny redlng koten.

Vé&ta 7.9 (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlngmi koeficienty takové,
Ze st P < st @ a necht

Q) = an( — 2P -+ (& — )P (22 + e+ ) -+
.. .(mQ + agz + B)*

je rozklad polynomu Q z Véty 7.8. Pak existuji jednoznacné urcend redlnd ¢isla Ai,. .., Azln" .
Af,. A% Bi, CY,...,BL,CL ..., B}, Cl,..., Bl Cl takovd, ze plati
Qz)  (z—x) (z —z)1
k
o4 Ailf 4+ 4 i
(z — k) (z — ap)Px
Biz +C} Bl x4+ C}
21 1 L > q1 91 NI
(22 4+ a1z + p1) (22 4+ a1z + B0
Bjz +Cj By +Cy
(22 + oqz + B1) (22 + gz + By)a’

x € R\ {z1,..., 21}

Integrace racionalni funkce. Mé&jme polynomy P a @. V piipadé, Ze stupeni P je vétsi nebo
roven stupni ), vydélime polynom P polynomem () a obdrzime rozklad

P@) _po 2o
Q(z) Q)
kde R, Z jsou polynomy a stupeii Z je mensi nez stupen . Je snadné nalézt primitivni funkci
k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st @, zbyva nalézt primitivni funkci
k racionalni funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen citatele je mensi nez stupeii jmenovatele. Tuto
funkci rozlozime na parcialni zlomky podle pfedchozi véty. Jednotlivé parcidlni zlomky pak zinte-
grujeme.

Integrace parcidlniho zlomku prvniho typu.

/ 1 d p{lln(mal)nl na (—oo,a) a na (a,00) pron > 1,
B o -

(x —a)” log |z — al na (—oo,a) a na (a,00) pron = 1.



Integrace parcidlniho zlomku druhého typu. Parcidlni zlomek typu
Bx+C
(22 4+ ax + B)"’
kde B,C,a,3 € R, n € N a polynom z2 + ax +  nem4 7adny realny koien, integrujeme takto:

/ Bz +C B/ 2z +« dot
(22 + ax + B) (22 + az+ )"

Ba 1
_ 2% - 4
<C 2)/(x2+ax+ﬁ)” v
=1+ L.

Integraly I a I lze spocitat nasledovné:

1
I < (I—n)(x2+az+B)" L na R pron > 1,
log(z? + ax + B) na R pro n = 1;

1
L- | :
((z+ a/2)2 4+ B —a?/4)
1 / 1
= = d.
(ﬂ_a2/4)n ( zt+a/2 )2+1

VB—a?/4
V posledni tipravé vyuzivame nerovnost 3—a?/4 > 0, ktera vyplyva z piedpokladu, Ze polynom
2% + ax + 8 nema Zadny realny kofen. Diskriminant rovnice 22 + ax + 8 = 0 je pak totiz zaporny.

dzr

Uzitim substituce ¢t = —2222_ pievedeme tlohu na integraci funkee typu
T
1
(14 t2)n’

kterou umime.

Piiklad. Urcete primitivni funkci k funkei

fz) =

T
(22 + 22 +2)2(22 + 22 — 3)

ReSeni. ProtoZe polynom v éitateli je mensiho stupné neZ polynom ve jmenovateli, miZeme
funkei f rozlozit na D(f) na parcidlni zlomky.
x Ax+ B Cx+ D E F
2 2 = 2 + 2 2 + + . (1)
(@2 +224+2)2(x—-1)(x+3) 224+2x+2 (22+22+2) r—1 x+4+3
Vynésobenim této rovnice jmenovatelem levé strany dostaneme vztah

= (Az+B)(x® +22+2)(x — 1) (z+3) + +E(2® + 22 +2)*(x +3) + F(2* + 22 +2) (2 — 1), (2)

ktery plati pro kazdé z € R\ {—3,1}. Polynomy jsou vsak spojité na R, a proto vyse uvedeny
vztah (2) plati pro kazdé x € R.

Nyni muazeme postupovat dvéma zptsoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin z na levé a na pravé strané vztahu (2).

:0=A+E+F,
2*:0=4A+ B +7E + 3F,
23:0=3A+44B + C + 20F + 4F,
22:0=—2A+3B+2C + D + 32F,
zl:1=—6A—2B—3C +2D + 28E — 4F,
2°:0=—6B —3D + 12E — 4F.



b) Dosadime do (2) Sest raznych ¢isel za 2 a opét ziskdme soustavu Sesti linearnich rovnic o Sesti
neznamych. Nejvyhodnégjsi je dosazovat takova &isla, pro kterd se nékteré s¢itance rovnaji 0 (tj.
reélné kofeny jmenovatele pavodniho zlomku — v nagem p¥ipads &isla —3 a 1).

Obvykle ob& metody vhodné kombinujeme. Postupnym dosazenim kofent 1 a —3 do (2) ziskame
E =1/100 a F = 3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy ziskané v a). Z prvni rovnice
mame A = —1/25, z druhé B = 0, z posledni D = 0 a kone¢né ze ¢tvrté C = —1/5. Tim mame
urceny koeficienty v rozkladu (1), ktery ma tedy tvar

1 T 1 x 1 1 3 1

J@) = =5 i as+2 5 @t20+27 T100 z-1 1100 243

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci k jednotlivym parcialnim zlomkum.

x 1 2% + 2 1 1, 1
S L e S Y S P 2 +2)— [ — 4
/x2+2x+2 v 2/x2+2x—|—2 v /x2+2x+2 v =g log(a” + 22 +2) /(x+1)2+1 v

1
—log(2? + 22 + 2) — arctg(z + 1), = € R,

2
@ 1 2 +2 1
S ¥l N W [ O S,
/(x2+21’+2)2 “ 2/(1’2+2z+2)2 * /(x2+2x+2)2 “
11 / 1 .
=—= - x
222 4 2z +2 ((m+1)2+1)2
.11 1 z+1

1
= — — —_— = - = t 17 GR,
s rost2 2@ iorga el tl) w

1 c
/ ldac:log|33—1|,ﬂce(—oo,l)aoce(Loo)7
T —

1 c
/x+3dac=10g|x+3\, x € (—00,—-3) ax € (—3,00).

Na kazdém z intervali (—oo,—3), (—3,1) a (1,00) je tak primitivni funkei k funkeci f kterakoliv
z funkei

1 7 1 T+ 2
— —log(z? + 22 + 2) + — arct b — 2
0 og(xz” + 2x + )+50arcg(as+ )+10x2+2x+2+
1 3
+ﬁlog|x—1\+m10g|x+3|+c, kde ¢ € R.

konec 9. prednasky (14.3.2023)

7.3. Trigonometrické substituce.

Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
[, v] — Z aiju'v?,
4,j=0
kde n € NU {0} a a;; € R pro ¢,j € {0,...,n}. Racionalni funkci dvou proménnych rozumime
podil polynomt dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Definice. Rekneme, Ze racionalni funkce dvou proménnych R je lichA v prvni proménné,
pokud pro kazdé (x,y) € D(R) plati (—z,y) € D(R) a R(—x,y) = —R(z,y). Obdobné definujeme
pojem licha funkce ve druhé proménné. Funkce R je suda, jestlize pro kazdé (x,y) € D(R)
plati (—z,—y) € D(R) a R(z,y) = R(—z, —y).



Necht R je racionalni funkce dvou proménnych a I je otevieny neprazdny interval. Uvazujme
integrél tvaru

/R(sint, cost)dt, tel,

pri¢emz integrand je definovan na intervalu I. Pro prevedeni tlohy na integraci racionalni funkce
lze pouzit nésledujicich substituci.

(a) Je-li R lich& ve druhé proménné, lze uzit substituci sint = z.

Piesndji Feceno: pouzijeme Vétu 7.6 pro funkei ¢: I — R definovanou piedpisem ¢(t) = sint.
Prislusnou funkei f 1ze pak volit jako racionalni funkci jedné realné proménné.

(b) Je-li R licha v prvni proménné, lze uzit substituci cost = x.

(¢) Je-li R suda, lze uzit substituci tgt = z.
(d) Vzdy lze pouzit substituci tg(t/2) = .

sintcost
/ .47 dt7 t e R.
sin® t + cos*t

Priklad. Spoctéte

ReSeni. Ozna¢me integrand symbolem g. Funkce g je spojitda na R, ma tedy na R primitivni

funkci. Oznacme
uv

ut + v’

Potom ¢(t) = R(sint,cost), a tedy je R je licha v prvni i v druhé souradnici a je také suda. Pro

prevod na integraci racionélni funkce lze tedy uzit jakoukoliv z trigonometrickych substituci.
VyzkouSejme nejprve substituci @ = tg(¢/2) pro ¢t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci

provést, vypoctéme nejprve

R(u,v) =

t t  cos?i—sin?t 1—tg?l 122
cost = cos? = —sin? - = 2 2 g2§: =
2 cos?5+sin®y  1+tg®; 14w
t t 2sin £ cos & 2z
sint = 2sin — cos = = 2 2= ,
2 72 cos?i+sin®l  1+a?
: 2
dt = —— dx.
1+ 22
Pii uréeni dx jsme pouzili rovnost t = 2 arctg x. Substituci pfevedeme zadany integral na integral
.2
Tor 15 2 [a(-2?)(1+a?)
P P 4.1+$2dzf4 1627+ (1= 221 dx.
(1-‘,—7;2 ) + (1+1;2 )

Vyslednéa racionalni funkce je ale komplikovana a navic bychom museli je$té prekonat potize spo-
jené s tim, Ze substituci provadime pouze pro t € (—m, 7), popfipadé na intervalu vzniklém posu-
nutim o 2kw, k € Z. Zkusme tedy dalsi substituce.
Substituce x = sint pro t € R. V naSem pripadé lze funkci g upravit na tvar
sint

t =
®) sin®t + (1 — sin?¢)2

Uvédomime-li si, ze pii uvedené substituci je dz = cost dt, dostavame

v d
— .
204 — 222 + 1

Uzitim substituce y = 22 tento integral dale pievedeme na

1 1 o1
/4y2—4y+2 Y /(2y71)2+1 u = 5 arctg(2y — 1),

kde y € R. Dostéavame tedy podle prvni véty o substituci

- cost.

1
/g(t) dt = 5 arctg(2sin®t — 1), t € R,



Zkusme jesté substituci = tgt pro t € (-5, ). Vydélime citatele i jmenovatele ve vyjadient
g(t) vyrazem cos? t a dostaneme
tgt _ tgt 1
) 2 27 1g4 ’ 24"
sin“ttg“t+cos?t tg*t+1 cos“t

_1
cos2 t

1
/%Hd:r = §arctg:172, z eR.

Nyni pouzijeme vztah dx = dt. Pak je tfeba vypocitat

Dostavame tak primitivni funkci § arctg(tg? t), ale pouze na intervalech (—% +km, 2 + k), k € Z.
My vSak vime, Ze funkce f méa primitivni funkci na celém R (je totiz na R spojita).

Shrnuti:

Pocetné nejjednodussi integrace vysla pfi substituci z = tgt. Pak jsme ovSem neziskali primi-
tivni funkei na celém Dy. Obdobna situace je pfi uziti substituce x = tg(¢/2) — ta vSak vétsinou
integrované funkce — se jejimu pouziti vyhnout a pouzit prislusnou ze zbyvajicich t¥i substituci.
7 vySe uvedeného je vidét, ze tvar vysledku miZe podstatné zaviset na pouzité substituci, vzdy
vSak jde o funkce, které se lisi pouze o konstantu.

Priklad. Spoctéte / —
1+ sin“t
ReSeni. Integrand, ktery oznaéime g, je spojita funkce na celém R, a ma tedy na R primitivni

funkei. Oznac¢ime-li .

1+u?’
potom g(t) = R(sint,cost) a R je suda. Lze tedy uZit substituci z = tgt prot € (=% +km, Z+km),
k € Z. Abychom tuto substituci mohli provést, vypoc¢téme

1 1

2
cos“t = = ,
14+tg2t 1+a22

R(u,v) =

tg2t _ z2
1+tg2t 1422’

_1
1+a2

sin’t =

Dale z rovnosti t = arctg z dostavame dt = dx podle dfive uvedené poznamky. Substituci

prevedeme zadany integral na integral

1 1 1 e 1
— dr = | ——— do = —= arctg(v22), v € R.
/1+ 2 T2 /1+2x2 v \/iarcg(\[x) v

1+x2

Podle véty o substituci tedy plati

1 e 1
———dt = —arctg(V2tgt), t € (=%, %) + kn, ke Z.
/1+sin2t V2 8(v2igt) (=3:3) +br

Oznadime-li F(t) = % arctg(ﬂtg t), je funkce F' primitivni ke g na kazdém z intervalia (-5 +
kn, % +km), k € Z. My oviem hleddme primitivni funkci na celém R. Kazda primitivni funkce G
ke g na R je rovna F'+ ¢, na intervalu (—g +km, 5 +/<J7r), kde k € Z a ¢ € R je vhodné konstanta.
Protoze G je spojita a plati rovnosti

lim G(t) = L crp a lim G(t) = - Chil,s

t— T 4 km— 24/2 t— Tkt 2v/2
musi platit cx11 = ¢ + % pro k € Z. Odtud plyne ¢ = ¢o + k%, keZ.
KaZzda primitivni funkce k f méa tedy tvar
1 s T T
Gt) = 7 arctg(v2tgt) + co + k75 prote (=%, %) +km,
35 T+ ks pro t = 5 + k.



Véta 7.10 (o lepeni). Necht I je neprdzdny otevieny interval f,F: I — R jsou spojité, c € I a
pro kazdé x € I\ {c} plati F'(z) = f(x). Potom F' = f na I.

Diikaz. Musime dokéazat, ze pro kazdé z € I plati F'(z) = f(x). ProtoZe pro kazdé x € T\ {c}

plati tato rovnost dle predpokladu, zbyva pouze dokazat, ze plati také pro x = c. Diky spojitosti
funkeci f a F' v bodé ¢ obdrzime podle véty o limité derivaci

PL0)= lim F'(@)= lm f(z) = () = lim f(@) = lim F'(a) = F}(0).

T—Cy

Odtud plyne, ze F'(c) = f(c). O

7.4. Integraly typu fR(t, q ‘c’ttis) dt. Pti integraci funkce R(t, ¢ ‘;Z‘Idb), kde ¢ € N a ¢isla

a,b,c,d € R spliji ad — bc # 0, 1ze uzit substituci x = {/ Z‘tt—_ts pro pfevod na integraci racionalni

funkce.
Priklad. Spoctéte
t—1
[
t(Vi+ V)
Reseni. Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0,00) spojity, a ma zde tedy primitivni
funkci. V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny /2 a t2/3. Nejmensi spoleény nasobek &isel 2

a 3 je 6. Uzijeme tedy substituci 2 = t'/6, ¢ € (0,00). Odtud odvodime dz = %t*S/G dt, a tedy
dt = 625 dx. Na intervalu (0, c0) pak hleddme primitivni funkci

28 —1 28 —1
— = 6x®dr =6 ——— dux.
/136(563—|—x4) var /:55—|—z4 v
konec 10. pfednasky (17.3.2023)

Protoze v poslednim integrovaném vyrazu je stupen Citatele vétsi nez stupen jmenovatele, mu-
sime nejprve délit:

(x6—1):(x5+x4):x—1+ﬁ
z(z+1)
:x_1+(x71)(x+1)(x2+1)
x4z +1)
Ll
-7 x x? a3 ozt

Nyni jiz miZeme integrovat
26 -1 ¢ o 9 1 1 1
G/de:?)x —6:c—|—61ogx—|—6; —3;—0—2?, x € (0,00).

Dle véty o substituci je primitivni funkei ke g na (0, 00) kazda funkce tvaru

1 1
3— +2— +g,

1
3Vt — 6Vt +logt + 6— —
STV T T TR

kde ¢ € R je libovolna konstanta.

7.5. Integraly typu [ R(t,Vat® + bt + c) dt. Také integraci funkce R(t,v/at? + bt + c), kde R
je racionalni funkce dvou promeénnych, lze pievést na integraci racionalni funkce. Necht tedy
a,b,c € R, a # 0 a I je neprazdny otevieny interval obsaZeny v definiénim oboru funkce

g(t) = R(t,Vat? + bt + c).

V zavislosti na vlastnostech polynomu ¢(t) = at? + bt + ¢ miizeme pro prevod pouzit nasledujici
postup.



(a) Piedpokladejme, Ze ¢ ma dvojnasobny redlny kofen a. Pak plati ¢(t) = a(t — «)?. Interval
I je neprazdny, a proto a > 0. Pak plati

Va(t) =Valt—al,  teR,

a g je tedy na kazdém z intervalt I; = (—oo,a) NI, Iy = (o, 00) N I funkei racionalni. Potom na
I, a I, muZzeme nalézt primitivni funkci d¥ive uvedenym postupem. Pokud « € I, pak primitivni
funkeci na I obdrzime tak, Ze nalezneme primitivni funkci F; na intervalu I; a feSeni F5 na intervalu
I5. Potom slepime F; a F5 + ¢, tak, abychom dostali spojitou funkci na I, ktera bude primitivni
ke g na I.

(b) Piedpokladejme, %e a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnasobny realny kofen, tj. b — dac # 0,
pak lze pro pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o) =Vat? +bt+c—+at, tel.

2at +b
(b)) = =
2vVat? + bt +c
a odtud snadno diky predpokladu b? — 4ac # 0 ovéifme, 7e ¢’ (t) # 0 pro kazdé t € I. Funkce ¢ je
tedy na I ryze monoténni, ¢(I) je otevieny interval a inverzni funkce k ¢ ma tvar
2
4, C—x
Vypoéitejme derivaci funkce ¢~1. Pro kazdé x € D(¢~1t) plati

v,y —2y/ax? + 2bz — 2¢v/a
() = VL2

Pro t € I plati

x € o(I).

Dale mizeme vyjadrit
— _ c—x?
Vale=H(z)) Y Jar—b +

goy ! (x) = R(¢~ ! (), V(e (2))).
Odtud plyne, Ze funkee (go ¢~ 1) - (¢~ 1) je raciondlni funkce definovana na otevieném intervalu
©(I). Pokud G znadi k ni primitivni, je G o ¢ primitivni funkce ke g. Pravé uvedena substituce se

vétSinou zapisuje ve tvaru
Vat? + bt +c = at + z,
ktery se i 1épe pamatuje.
(c) Predpokladejme, Ze a < 0. Pak ma ¢ dva realné kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny.
Oznatme kofeny ¢ jako ay a ag, pfitemZ ag < ag. Pro kazdé t € (aq, ) plati

Val®) = valt —a)t — az) = v=alt - al)F

— al :
Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g 1ze na intervalu I, ktery je podmnozinou (aq, o) psat ve tvaru,
ktery byl uveden v pfedchozim oddile.

1
Priklad. Spoctéte /—dt.
P t+ V2 +t+1
ReSeni. Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na definiénim oboru D(g) = (—oo0,—1) U

(—1,00). Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy substituci v#?2 +¢+ 1 =
t + x. Vypocteme

21 Zox+1

t= L7 dt = — w

1-2x (1—2x)2

PotFebujeme jesté vyjadiit v nové proménné x vyraz v/t2 + ¢ + 1, coz je jednoduché:

x? -1
Vi2+t+l=t+az= + 2.

1—-2x

dr.




Nyni provedeme substituci a dostavame po tpraveé

/ 22 — 22 + 2

———duz.

(x—2)(2z —1)

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v ¢itateli stejny jako stupeii polynomu ve jmeno-
vateli, musime tedy nejprve provést déleni:

3x

(2I2,2z+2):(2:1:2*55€+2):1+(x—2)(—2x—1).

Druhy séitanec rozlozime na parcialni zlomky a dostaneme

/(596—23(22?—21)0[ /1d$+2/ /23:1—1‘”

égchr210g|x72|7510g|2x71|

na intervalech (—o00, 3), (3,2) a (2,00). Podle Véty 7.6 mé tedy primitivn{ funkce k funkci g na

kazdém z intervali (—oo,—1) a (—1,00) tvar

1
\/t2+t+17t+210g|\/t2+t+17t72|7510g|2\/t2+t+ —2t—1]+¢, ceR
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8. URCITY INTEGRAL
8.1. Riemannuv integral.

Definice. Necht a,b € R, a < b. Kone¢nou posloupnost {:cj} _o hazyvame délenim intervalu
[a, ], jestlize plati
a=z9g<x1 < <xp=0

Body =z, ...,z, nazyvame délicimi body. Normou déleni D = {a:]} _, rozumime &islo
v(D) =max{x; —z;_1;j=1,...,n}.

Rekneme, ze déleni D’ intervalu [a,b] je zjemnénim dé&leni D intervalu [a, b], jestlize kazdy délici
bod D je i délicim bodem D’.

Definice. Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] — R je omezena a D = {x;}}]_, je déleni [a, b]. Oznaéme

ZM —x;_1), kde M; = sup{f(z);x € [x;_1, x;]

ZmJ —x;_1), kde m; = inf{f(z);x € [z,;_1,2,]}.

Hodnotu S(f, D) pak nazgvdme hornim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D a
hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D. Déle definujeme
horni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a, b] pFedpisem

b
/ f(z)dx = inf{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}
a dolni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a,b] pfedpisem

b
/ f(z)dx = sup{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}.



Definice. Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R je omezena. Rekneme, e f na intervalu [a,b], a <
b, ma Riemanntv integral (pfipadné Ze je na tomto intervalu riemannovsky integrovatelna),

jestlize fagf(x) der = f; f(z) dz. Hodnota integralu f od a do b je rovna této spoleéné hodnoté.
Znacime ji [ f(x)dz. Jestlize a > b, pak Klademe [* f(z)de = — [ f(z) dz. Jestlize a = b, pak

klademe f: f(z)dx = 0. Mnozinu vSech riemannovsky integrovatelnych funkei na intervalu [a, b]
zna¢ime symbolem R([a, b]).

Piiklad. Necht a,b € R, a < b a c € R. Dokazte ze f; cdx = c(b—a).

Reseni. Pro kazdy neprazdny interval I C [a,b] plati sup; f = inf; f = ¢, a tedy S(f, D) =
S(f,D) = c(b—a) pro kazdé déleni D intervalu [a, b].

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Necht f je Dirichletova funkce. Dokazte, Ze f ¢ R([a,]).

Reseni. Zvolme déleni D = {z;}7_o intervalu [a,b]. Potom pro kazdé¢ j € {1,...,n} plati
sup{f(z): z € [zj_1,2;]} =1 ainf{f(z) : x € [z;_1,7;]} = 0. Odtud plyne, ze S(f,D) =b—a a

S(f,D) = 0 pro kazdé déleni D intervalu [a, b], takze fagf(x) dr=b—aa f: f(z)dxz = 0. Protoze
b—a#0,plati f ¢ R([a,b]).

Vé&ta 8.1 (vlastnosti déleni). Necht a,b € R, a <b, a f: [a,b] = R je omezend.
(a) Necht D, D’ jsou délent intervalu [a,b], pFicemZ D' zjemiiuje D. Potom

S(f,D) < S8(f,D') < S(f,D') < S(f,D).
(b) Necht D1, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Potom
§(f7 Dl) < ?(f’ D2)

[ e [ s

(¢c) Plati

Diikaz. (a) Druhé nerovnost ziejmé plati z definice. Dokazme tedy prvni. Pfedpokladame-li, Ze
D = {z;}?_, a D’ obsahuje oproti D pravé jeden bod navic, feknéme z lezici mezi body z;-1 a
xj pro n&jaké j € {1,...,n}, pak plati

5(£.0) = 8(0.0) = (i 1) (= a0+ it £) - 2)

zj-1,2] 2,5
— <[ inf ]f> (CCj — Ij_l).
Tj—1,Tj5

inf f> inf f a inf f> inf f,

[x5-1,2] [zj—1,2;] [z:;] [@j—1,2;]

Protoze

dostavame

S(f,D") - S(f,D) > ( inf f> (z—zj1+a;—z—x;+xj-1)=0.

[@j—1,2;]

Tim je ditkaz prvé nerovnosti proveden pro piipad, kdy D’ obsahuje oproti D jeden délici bod
navic. Obecny pfipad prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukei. Dikaz tfeti nerovnosti je pak
mozno vést obdobné jako dikaz nerovnosti prvé.

(b) Najdeme déleni D zjemiujici D; i Ds. Dle bodu (a) pak plati

(c) Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

b
S(f, D) < inf{S(f,D’); D’ déleni [a, ]} :/ f(x)dx.



Tedy i

b b
/ f(z) dx = sup{S(f, D); D déleni [a,b]} < / f(z)dx

O

Piiklad. Necht R je Riemannova funkce, a,b € R, a < b. Rozhodnéte, zda R € R([a,b]), a pokud
ano, spoc¢téte f: R(z)dz.

Vé&ta 8.2 (mantinely Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] = R je omezend.
Necht Dy, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Oznacme

m = inf{f(z): z € [a,b]}, M =sup{f(x): z € [a,b]}.

Potom

m(b—a)gﬁ(f,ms/ dx</ f(z)dz < 5(f, Da) < M(b—a).

Diikaz. Necht D = {a,b}. Potom jsou D; i Dy zjemnénimi D a plati S(f, D) = m(b—a), S(f, D) =
M (b—a). Prvni a posledni nerovnost tedy plyne z Véty 8.1(a). Druh4 a ¢tvrta nerovnost plynou z
definice horniho a dolniho Riemannova integralu. Kone¢né tieti nerovnost plyne z Véty 8.1(c). O

Véta 8.3 (aproximace Riemannova integralu soucty pies déleni s malou normou). Necht a,b € R,
a<b,af:ab — R je omezend. Potom pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0, takové, Ze pro kaZdé
délent D intervalu [a,b] splitujict v(D) < § plati

/f /f )dx + ¢
/abf(x)deS(f,D)>/abf(x)dl,_a
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Driikaz. Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou nerovnosti. Funkce f je omezena, a
tedy existuje kladné ¢islo K € R takové, ze

Vo € [a,b] : |f(2)] < K.

Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme déleni Dy = {z;}}_, intervalu [a, b] takové, Ze

b
S(f, Do) </ f(x) dx—l—g.

PoloZzme
(Do) = min{wz; —z;_1;i € {1,...,n}}

01 :min{ (Do), e }
Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splijici v(D) < d;. Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech

délicich bodi Dy a D a oznaé¢me X = {zyg,...,z,} mnozinu délicich boda Dy. Ovéfme nejprve,
7e
(15) S(f,D) < S(f,P)+2Knv(D).

Ozna¢me symbolem D mnozinu v8ech intervali danych délenim D a symbolem P mnoZinu v8ech
intervaltt danych délenim P. Symbolem |I| ozna¢me délku intervalu I. Potom

S(f,D)=>" (sgp f) 17| a S(f,P)=) (sgp f) 1.

IeD IeP



Necht interval I = [«, 8] spliwuje I € D. Je-li obsaZen i v P, pFispévek piislusny tomuto intervalu je
v obou hornich souétech stejny. Neni-li I v P, protina jeho vnitfek mnozinu X, nebot P zjemiiuje
D. Vzhledem k nerovnosti v(D) < u(Dy) existuje pravé jeden index i € {0,...,n} takovy, ze
a < x; < B. Vsouctu S(f, D) se nyni vyskytuje vyraz

sup f | (8 — a),
[a’ﬁ]
zatimco v S(f, P) méme soudet

<sup f) (z; — ) + <sup f) (B — ;).
la,x;] [zi,8]

Rozdil téchto vyrazi odhadneme jako

(sup f) (B—a)— ((sup f) (r; — )+ (sup f> (8 —mi)> ‘
[, 8] [, 24] [:,0]

<KB-a)+K(z;—a+p—xz;)=2K(f—«a) <2Kv(D).

Protoze intervalti z D protinajicich X je nejvyse n, plati

?(ﬁD)—?(ﬁP) §2K7’LV(D),

coZ je nerovnost (15).
Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé& d; nerovnosti

b
/ fla)do < 5(7,D) <S(1.P) + 2Kn(D) < 5Dy + 5 < [ fla)da+e.

Obdobné lze nalézt d, > 0, takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b] spliwjici v(D) < o plati

/f v > S(f,D )Z/bf(:c)dzs.

a

Polozme § = min{dy, d2}. Potom § vyhovuje poZzadovanym vlastnostem. O

Véta 8.4 (aproximace Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] = R je omezend a
{Dn}22, je posloupnost délent intervalu [a,b] spliiujici limv(D,,) = 0. Potom

b
/ f@)dz = lim S(f,D / flx in;og(f,Dn).

n—oo

Diikaz. Zvolme € > 0. K nému dle Véty 8.3 nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D spliujici

v(D) < ¢ plati
b
</ f(z)dx +e.

Nalezneme ng € N takové, ze pro n € N, n > ng plati v(D,,) < §. Pak pro n € N, n > ng, plati

b _ b
/f(x)deS(f,Dn)</ f(z)dx +e.

Odtud plyne druhy z dokazovanych vztaha. Prvni vztah lze dokézat obdobné. O

Véta 8.5 (postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b,
a f:[a,b] = R je omezend funkce. JestliZe existuje posloupnost {Dy}° ; déleni intervalu [a,b]
sphitugici lim v(Dy,) = 0 a limy, 00 S(f, Dy) = limy, 00 S(f, D), potom f € R([a,b]) a plati

b
/ f(z)dx = lgn S(f,Dy) = ILm S(f,Dp).



Diikaz. Dle Véty 8.4 a predpokladu plati

b o b
[ @)= tim 3(7.D,) = lim S(£,0,) = [ f(w)da.

Protoze fab fz)dx = f; f(x) dz, je funkce riemannovsky integrovatelna a plati poZadovany vztah.
a O

Priklad. Spoctéte [, 2° dz.

ReSeni. Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {%}?:0 intervalu [0, 1]. Pak
limv(D,) = lim L = 0 a plati

S ) = 2( nl) % nanla —=(n—1)n(2n 1),
() ﬂ_n3z 2= —n(n+1)(2n +1).

f7 =

J

=1
Tedy

lim S(f, D,,) = lim S(f, D,,) = é
Dle Véty 8.5 pak mame f € R([0,1]) fox de = %

Véta 8.6 (kritérium existence Riemannova mtegralu). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] = R je
omezend. Potom f € R([a,b]) pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje déleni D intervalu [a, b]
takové, Ze

?(‘ﬂD)—E(f,D) <e

Dikaz. =  Zvolme € > 0. K nému nalezneme déleni Dy, D intervalu [a, b] takova, Ze

b b
?(f7D1)</ f(x)dz+e a §(f,D2)>/f(x)d:c—5.

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemiwjici Dy i Dy. Pak dostaneme diky Vété 8.1 nerovnosti

B B b b
S(f,D)—ﬁ(va)SS(ﬁDl)—ﬁ(f,Dz)S/ f(x)dx—i—a—/ f@)dx + e = 2e.

Odtud plyne tvrzeni. B
<  Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D)—S(f,D) < e

Pak ale mame
0</f dw—/f 5(f,D)— S(f.D) <«

Tedy f; f(z)de = fa f(z)dz a f € R([a,b]). O
Definice. Nechf I je interval a necht f: I — R. Rekneme, ze f je stejnomérné spojita na I,
jestlize
Ve>030>0Va,yel, |[z—y|<d:|f(z)— fly)] <e.
Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojité, pak je na I spojitd. To plyne z
toho, Ze f je na I spojité pravé tehdy, kdyz
Ve>0Voel3Id>0Vyel, lv—y|<d:|f(x)— fly)| <e.

Poznamka. Necht I je interval a f: I — R. Potom f neni stejnomérné spojitd na I prave

tehdy, kdyz existuji € > 0 a posloupnosti {z,}, {yn} bodu z I spliwjici lim, o0 |2, — yn| = 0 a
|f(zn) — f(yn)| > € pro kazdé n € N.

Priklad. DokaZte, Ze funkce f(z) = 1 nenf stejnomérné spojita na (0, c0).



1
n+1"°

a|f(xn) — f(yn)| = 1. Tvrzeni tedy plyne z pfedchazejici poznamky.

Reseni. Pron € N polozme x,, = % ayy, = Pak pro kazdé n € N plati |z, —yn| = -0

1
n(n+1)
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Priklad. Dokazte, Ze funkce f(x) = sin% neni stejnomérné spojita na (0, %]

Reseni. Pro n € N polozme z,, = Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| =

1 _ 1
2nm alYn = Z+2nm”

W —0a|f(zn) — f(yn)| = 1. Tvrzeni tedy plyne z pfedchazejici poznamky.

Vé&ta 8.7 (spojitost a stejnomérné spojitost). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] = R je spojitd.
Potom je f stejnomérné spojitd na [a,b].

Diikaz. Predpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojité na [a, b]. Nalezneme € > 0 a posloupnosti
{zn}, {yn} bodt z [a,b] spliwjici lim, oo [Tr, — yn| = 0 & |f(zy) — f(yn)| > € pro kazdé n €
N. Posloupnost {z,} je omezena, a proto z ni lze diky Bolzanové-Weierstrassové vété vybrat
podposloupnost {z,, }3°; konvergujici k bodu = € R. Z véty o limité a usporadani plyne = € [a, b].
Protoze pro kazdé k € N plati

|x_ynk| < |x_‘rnk| + |xnk _ynk|7

konverguje i posloupnost {yn,} k x. Pfedpokladejme, ze f je spojita v x. Diky Heineovy vété
nalezneme k € N takové, Ze

Flan) = F@I <5 a 1f )~ f@)] <5

Potom
€

€
e < f(@n) = flyn)l < [f(@ny) = F@)] + 1f(Yn,) = F2)] < 5 + 5
coz je spor. Funkce f tedy neni spojitd v z. Odtud plyne tvrzeni. O

:67

Vé&ta 8.8 (spojitost a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] = R je
spojitd. Potom f € R([a,b]).

Diikaz. Zvolme € > 0. Funkce f je omezena na [a, b] a podle Véty 8.7 je také stejnomérné spojita.
Nalezneme § > 0 takové, ze

Va,y € [a,b], |z —y| <o |f(z) - f(y)| <e

Zvolme déleni D = {z;}"_ intervalu [a, b] takové, ze v(D) < 6. Pak pro j € {1,...,n} mame diky
stejnomérné spojitosti
sup f< inf f+e,

[zj—1,2;] Fi—1:T]

a tedy

S(£.D) = S(£,D) =Y <[ sup f - inf f) (e —2jm1) < D _elwy —wj) =e(b—a).

j=1 j=1

Podle Véty 8.6 je tedy f € R([a,b]). O

Véta 8.9 (monotonie a riemannovské integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R je
monoténni. Potom f € R([a,b]).

Diikaz. Piedpokladejme, Ze f je neklesajici. Pak je omezené, nebot

Va € [a,b] : f(a) < f(x) < f(b).
Zvolme ¢ > 0. Nalezneme n € N takové, Ze
Lo a)(f) - F@) <=

n



Zvolime déleni D = {z;}7_, kde z; = a + b_—aj, 7 =0,...,n. Potom

n

S(f,D)=S(f,D)=>Y ( sup f)(wj—z;1)—Y ( inf f)(z;—z;1)

=1 [zj—1,25] i=1 [@j—1,2;]

[
MS

(f(z;) = flzj—1))(z; — 2j-1)

1

.
3 |l

b—a
n

I
(]

(f(z;) = f(xj-1))

<.
Il
—

S

—a

(f(b) = f(a)) <e.
Podle Véty 8.6 plati f € R([a,b]). Pro f nerostouci lze tvrzeni dokazat obdobné. O
Poznamka. Necht f je funkce a M C D(f). Potom
< i > i .
sup(f +g) <sup f+supg, mf(f+g) = inff+infg

Vé&ta 8.10 (linearita Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b. Jestlize f,g € R([a,}]) a
a€R, pak f+ g € R([a,b]), af € R([a,b]) a plati

/ (@) + 9(a)) do = / ' fa)de + / ' o), / ' (e dz=a / " o) do

Diikaz. Funkce f, g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na [a, b], a tedy jsou na tomto inter-
valu omezené. Tedy i f + ¢ je omezend na [a,b]. Diky poznamce pro libovolné déleni D intervalu
[a, b] plati

(16) S(f.D)+S5(9,D) < S(f+9,D) < S(f+9,D) <S(f,D)+S(g,D).

Zvolme posloupnost déleni {D,,} intervalu [a, b], jejichZ norma konverguje k 0. Pak dle Véty 8.4
plati

lim (S(f,D,) +S(9.D /f dz+/ o(x) d,

lim (S(f, Do) + S(g, D) = / f(z)de + / o(z) de.

n—oo

Ze (16) tedy mame
lim S(f +9.D,) = lim S(f +g.D, /f d:c+/ 9(a) da.

Z Vé&ty 8.5 plyne f + g € R([a,b]) a f:(f(ac) +g(x))dx = fa f(z)dz + fa g(z)dx
Je-li nyni f € R([a,b]) a o > 0, je funkce af omezena na [a,b]. Dale pro kazdy neprazdny
interval I C [a, b] plati
supaf = asup f, infaf = «inf f.
T T I I

Tedy pro posloupnost {D,,} déleni intervalu [a, b] takovou, Ze v(D,) — 0, mame
li_>m S(af,Dy) = hm aS(f,D —a/ fz

lim S(f. D) = lim aS(f, D,) = a / fa

Z Véty 8.5 tedy plyne af € R([a,b]) a f; af(z)de = afa f(z)dx
Piedpokladejme, ze o < 0. Potom pro kazdy neprazdny interval I C [a,b] plati

sup (af) = ainf f, inf (af) = asup f,
I I I I



a tedy pro posloupnost déleni {D,,} intervalu [a, b] spliwjici v(D,,) — 0 dostavame
li_>m S(af,Dy) = hm aS(f,D —a/ f(z

lim S(af,Dy,) = hm aS(f, D —a/ flx

n— oo
Jako vyse proto plati af € R([a,b]) a f af(x) :c*af f(z O
Véta 8.11 (Riemanniiv integral a uspofadéani). Necht a,b € R, a < b. Jestlize f,g € R([a,b]) a
f <9, pak [} f(w)da < [ g(x)do

Diikaz. Zvolme posloupnost {D,} dé&leni intervalu [a, b] spliwjici v(D,,) — 0. Pak diky pfedpo-
kladu pro kazdy neprazdny interval I C [a, b] plati sup; f < sup; g, a tedy

b b
/ f(z)dx = lim S(f,D,) < nlLII;QE(g,Dn) :/ g(x) dz.

n—oo

O
konec 14. pfednasky (30.3.2023)

Véta 8.12 (aditivita Riemannova integrélu) Necht a,b,c e R, a < c<b, a f: [a,b] = R. Potom
f € R([a,b]) prdvé tehdy, kdyz f € R([a,c]) " R([c,b]). V takovém piipadé plati

/f o= [ s M+/f

Diikaz. Zvolme posloupnosti {DL} a {D?} déleni po fadé intervalt [a, c] a [c, b] spliiujici
lim »(D}) = hrn v(D?) =0.

n—oo

Pro n € N polozme D,, = D} U D2. Potom plati lim,, o, v(D,,) = 0.
< Plati

lim S(f, n) - hm S f7 n / f

n—oo

lim S(f, D wggﬂwm:/ﬂmm

n—oo

Tedy méame

lim S(f,D,) = lim (S(f,Dy)+S(f, D)) /f dx—i—/ [z

nli_)ngog(f,D )= hm ( (f,DL) +5( f,D2 / f(z dx-|—/ f(zx

Dle Véty 8.5 plati f € R([a,b]) a

/abf(x)da::/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

= Zvolme ¢ > 0. K nému podle Véty 8.6 nalezneme déleni D intervalu [a, b] splitujici S(f, D)—
S(f, D) < . Polozme D' = (DN [a,b])U{c}. Potom S(f, D*)—S(f, D) < S(f,D)—S(f,D) <e
Podle Véty 8.6 tedy f € R([a, c]). Obdobné lze dokazat, ze f € R([c,b]). Rovnost integrala plyne
z prvni ¢asti dikazu. O
Véta 8.13 (Riemanniiv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R.
Jestlize f € R([a,b]), pak |f] € R(][a, b]) a plati

</v )| da.

x)dx




Diikaz. Protoze f € R([a,b]), je f omezena na [a,b], a tedy je i |f| je omezena na [a,b]. Zvolme
e > 0. Podle Véty 8.6 nalezneme déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < e. Zvolme
neprazdny interval I C [a,b] a n > 0. Nalezneme z,y € I takova, Ze

@)l > suplfl=n a |f(y)] <inflf]+n
Potom
Sl}plf| —inf|ff < [f@)[+n = 1f W)l +n=f@)] = |fy)]+2n < [f(2) = fy)] +2n
Ssgpf—ir}ff+2n.
Protoze n bylo zvoleno libovolné, plyne odtud
Sl}plfl —inf|f] < SI}pf —inf f.
Pro kazdé déleni D intervalu [a,b] tudiz plati
S(f1.D) = S(If, D) < S(f,D) = 8(f,D) <,

a tedy podle Véty 8.6 je |f| € R([a,b]). Z Véty 8.10 plyne, ze —f € R([a,b]) a — [* f(z)da =
f;(—f(x))dx Protoze +f < |f| na [a, b], plyne z Véty 8.11

/:f(m)dx</ab|f(x)|dm a —/abf(x)dx:/ab(—f(x))dx</ab|f(x)|dx,

/abf(x) dx

Poznamka. Implikaci f € R([a,b]) = |f| € R([a,b]) nelze obratit. Definujme funkci f: R — R
predpisem f(x) = 2D(z) — 1, kde D je Dirichletova funkce. Potom pro kazd4 a,b € R, a < b, plati

/1 € R(la,0]) a f ¢ R([a, b]).

Véta 8.14 (derivace funkce horni meze). Necht J C R je neprdzdng interval, f: J — R a pro
kazdd a,b € J plati f € R([a,b]). Necht c € J a F: J — R je definovand predpisem

F(m):/zf(t)dt pro x € J.

a tedy

< / @) d.

O

Potom plati:
(a) F je spojitd na J,
(b) jestlize xg € Int J a f je spojitd v xg, pak F'(x¢) = f(zq).
Diikaz. (a) Necht yo € J neni pravy krajni bod J. Nalezneme 1 > 0 takoveé, Ze [yo,yo + 1] C J.
Protoze je f € R([yo,y0 + 1)), je f omezena na [yo, yo + n]. Necht K > 0 spliuje
Va € [yo,yo + 0 : |f(2)| < K.

Zvolme € > 0. Nalezneme § > 0 takové, 7ze 6 < n a Kd < e. Zvolme y € [yo, yo + J]. Potom

/cy F(z)dz — Cyo f(z)dx

yf(:z:) dx

Yo

[F(y) = F(yo)| =

Yy Yy
S/ If(x)|de < | Kdx=K(y—1yo) <ké<e.
Yo Yo

Odtud plyne
lim [F(y) — F(yo)| = 0,

Y—Yo,
neboli
lim F(y) = F(yo),

Y—Yo,



takze F' je spojitd zprava v bodé yy. Obdobné lze dokazat, ze F je spojita zleva v kazdém bodé
intervalu J, ktery nenf levym krajnim bodem J.
(b) Zvolme & > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, ze P(xg,d) C J a

Vo € P(x0,9) : [f(z) — f(zo)| <e.
Pak pro kazdé x € P(xg,d) plati

F(z)— F . i
W—f(xo)‘: m_lxo / f@)dt — f(mo) =ﬁ /Io(f(t)—f(xo))dt‘
1 z z
< o | 0= s i < 2| o] =
Odtud vyplyva, ze . .
F(eo) = i DO i),

Diikaz Véty 7.2. Zvolme ¢ € (a,b) a polozme

F(J;)z/mf(t)dt, z € (a,b).

Podle Véty 8.8 plati f € R(|w, 8]) pro kazdy interval [a, 5] C (a,b). Funkce F je tedy dobie
definovana na (a,b). Z Véty 8.14(b) plyne, Ze pro kazdé x € (a,b) plati F'(z) = f(z). Tedy F je
primitivni k f na (a,b). O

konec 15. pfednasky (4.4.2023)

Znaéeni. Necht F' je funkce a a € R*. JestliZe existuje lim,_, .4+ F(z), pak hodnotu této limity
znafime symbolem F'(a+). Obdobné definujeme symbol F'(a—).

Vé&ta 8.15 (Riemanntv integral spojité funkce). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] = R je spojitd a
F: (a,b) = R je primitivng funkce k f na (a,b). Potom existuji vlastni F(a+) a F(b—) a plati

/ f(@)da = F(b—) — F(a+).

Driikaz. Definujme funkci
fla), te(a—1,a],
Fy=q /@), te(ab),
f(b), tebb+1).
Pak je f spojita na (a—1,b+1). Polozme

F(m)z/xf(t) dt, z€(a—1,b+1).

Pak je F primitivni funkce k f na (a — 1,b+ 1), a tedy je na tomto intervalu spojita. Protoze
F|(q,5) je primitivni funkce k funkei f, existuje podle Véty 7.1 ¢ € R takové, Ze

Vi € (a,b) : F(x) = F(z) 4 c.
Plati F'(a) = 0. Tedy

Fla+)=F(a)+c=c¢ a F(b-)=F(@)+c
Tudiz



Véta 8.16 (Riemannuv integral funkei lisicich se v kone¢né mnoha bodech). Necht a,b € R*,
a<b,afeR(a,b). Jestlize g je funkce definovand alespon na [a,b], kterd se v intervalu [a,b] lisi

od f v konecném poctu bodi, potom g € R(a,b) f g(x)dx = f: f(z)dz

Diikaz. Funkce f je omezend, a proto je omezené i funkce g. Nalezneme kladné &islo K > 0 takové,
7e pro kazdé x € [a,b] plati |f(x)] < K a |g(z)| < K. Oznacme J = {z € [a,b]; f(x) # g(x)}.
Mnozina J je podle pfedpokladu kone¢na. Pokud je préazdna, pak je tvrzeni zfejmé, v opacném
pfipadé oznaéme m pocet prvkd mnoziny J. Zvolme € > 0. Nalezneme déleni D = {x;}7, intervalu
[a, b] spliwjici v(D) < 75— a

o - )
/f(x)dxfs<§(f,D)§S(f,D)</f(x)ders.

Ozna¢me 7 systém obsahujici v8echny intervaly tvaru [z;_1, 2;], 4 € {1,...,n}. Ozna¢me S systém
téch intervalt z Z, které maji neprazdny prinik s J. Systém S mé tedy nejvyse 2m prvki, nebot
kazdy bod z J je prvkem nejvyée dvou intervala z Z. Potom plati

S(f,D Zsupf 1] — Zsupg

(17) IeT IeT
=> sup f —supyg) - |1],
IeS

nebot sup; f = sup; g, pokud I € J\ S. MuZeme tedy odhadnout
IS(f,D) - S(g,D)| <> (| (Isup f] + [supg]) - ]

IeS
(18) <> 2K I <Y 2K -y(D
IeS IeS

<2m-2K -v(D) < e.
Obdobné obdrzime

(19) |§(f7D)7§(g7D)|<E
Podle (17), (18) a (19) dostavame

b
/f(x)dx—25<§(f,D)—5<§(g,D)Sg(g,D)
(20) o b
<§(f,D)+s</ F(@) da + 2.

Odtud podle Véty 8.6 plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky integrovatelna. Z odhadu (20)
pak plyne f;g(m) dx = f; f(x)dx. O

Véta 8.17 (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Necht'a,b € R, a <b, a f: [a,b] — R.
Potom f € R([a,b]) privé tehdy, kdyz

AT € R Ve > 036 >0VD = {x;}]_o, D je déleni [a,b], v(D) <4
Vt; € [zj-1,x5], j€{1,...,n}: Zf j—xj—1)—I| <e.

Diikaz. =  Zvolme € > 0. K nému podle Véty 8.6 nalezneme § > 0, takové, Ze pro kazdé déleni
D spliwjici v(D) < 6 plati

b B b
/ f(x)dz —e < S(f,D) < 5(f,D) < / f(z)do +e.

Je-li tedy D = {x;}_, déleni, v(D) < 4, a t; € [x;—1,2],9=1,...,n, pak

n b
/ f(@)do—= < S(/,D) £ Y f(t)ai —wio1) <5/ D) < / f(z)da + <.



Odtud plyne tvrzeni pro I = f; f(x)dx.
= Polozme ¢ = 1. K nému nalezneme piisludné § > 0. Zvolme déleni D = {x;}] intervalu
[a, b] spliwjici v(D) < §. Potom tedy

ST ft) @ — i) — 1| <<
=1

pro kaZzdou volbu bodi ¢; € [z;—1,2;], i = 1,...,n. Ozna¢me
n=min{x; —z;—1:i=1,...,n}, K =max{f(x1),...,f(x,)}.
Zvolme t € [a, b]. Nalezneme j € {1,...,n} splaujici t € [z;_1,z;]. Polozme

tZ:l'“ZG{L,TL}\{]}, tj:t.

Potom
f()(zj —zj-1)| = Zf(tz)(xz —xi1) =1 +1— Zf(%)(mz —Ti-1)
i=1 i#j
SIS @i — i) =T+ [T+ D |f(@) (@ — wia))]
i=1 =1
STH|I+) K@i —2im1)
i=1
— 1+ 1]+ K(b—a).
Tedy

()] < %(1 1]+ K(b—a)).

Odtud plyne, Ze f je omezena na [a,b]. Zvolme € > 0. K nému nalezneme pfislusné § > 0.
Zvolme déleni D = {z;}I, intervalu [a, b] splijici (D) < §. Pro kazdé ¢ = 1,...,n nalezneme
t; € [xi—1, ;] takove, ze

sup f < f(t;) +e.

[zi—1,74]
Potom
S(f,D) = Z ([ sup ]f> (zi — xi-1)
i=1 Ti—1,T4

< Z(f(ti) +e)(@i — zi-1)

= > Flti) i — i) + 5o~ a)

<IT+e+elb—a).
Obdobné 1ze odvodit
S(f,D)>I—¢c—¢e(b—a).
Tedy
S(f,D)—S(f,D) <2(1+b—a)e.
Odtud plyne, ze f € R([a,b]).

Plati-li nyni (i), v prabghu dikazu jsme odvodili I = f; f(z)dz. Plati-li (ii), mame z diikazu
implikace (ii) = (i) pro kladné¢ ¢ € R, kladné¢ § € R z podminky (i) a déleni D, v(D) < ¢
odvozenou nerovnost

S(f,D)<I+e(l+b—a).
Tedy

/bf(m)d;v<5(f,D) <I+e(l+b—a).



Tedy fff(x) dz < I. Obdobné odvodime fab f(x)dx > 1, atedy I = f; f(x)dx. O
konec 16. pfednasky (11.4.2023)

Poznamka. Podivejme se jesté na vztah hodnoty I a hodnoty f; f(x) dx v pfedchozi v&té. Plati-
li (i), pak je pro I = fab f(z) dx splnéna podminka (ii). Plati-li (ii), potom z dikazu implikace
(if)=(i) lze odvodit, Ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro libovolné déleni D intervalu
[a, b] spliwjici v(D) < ¢ plati

S(f,D)<I+e(l+b—a).
Odtud plyne

/bf(x)deS(f,D) <T+e(l4b—a),

a tedy fff(x) dr < I. Obdobné lze odvodit fj flz)dx > 1, atedy I = f; f(z)dx.

Poznamka. Podminka (ii) V&ty 8.17 je piivodni Riemannovou definici Riemannova integralu. N4s
vyklad sledoval alternativni p¥istup, ktery nalezi Darbouxovi.

Priiklad. Spoctéte f02 a® dx v zavislosti na parametru a > 0.

Priklad. Spoctéte lim,, oo %%W v zévislosti na parametru p > —1.

Vn!

n "

Priklad. Spoctéte lim,,_, oo
8.2. Newtontiv integral.

Definice. Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definované na intervalu (a, b). Rekneme, 7e funkce f
mé na intervalu (a, b) Newtoniv integral, piipadné Ze Newtoniiv integral z funkce f na intervalu
(a, b) existuje, jestlize

e f ma na (a,b) primitivni funkci F,

e existuji limity lim, o, F () a lim,_,;,_ F () (nikoli nutné vlastni),

e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.
Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a, b) nazyvame prvek mnoziny R* uréeny
vyrazem

lim F(z)— lim F(z).

z—b_ T—a4

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem f; f(z) dz. Pokud a > b, poloZime f: fl@)de = — [} f(z)dx.
Jestlize ff f(z) dz € R, pak fikdme, ze Newtontv integral z funkce f na intervalu (a,b) konver-
guje, v opatném piipadé fikame, ze diverguje.

Znaceni. Jestlize je potieba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integrélem z funkce f na
intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, pouzivime oznaceni

(V) / fwdr 4 (B) / ' f(a)d.

Poznamka. (a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkci. To plyne z
Véty 7.1.

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a,b). Pak nastava pravé
jedna z nasledujicich moznosti:

b st a je roven redlnému ¢&islu, tedy konverguje,
existuje
(N)/ flx)dzx ! a je roven oo nebo —oo, tedy diverguje,
a

neexistuje.



Znaéeni. Necht a,b € R*, a < b. MnoZzinu v8ech funkci, které maji na intervalu (a, b) konvergentni
Newtontv integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht funkce F je definovana na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné li-
mity lim; 4+ F(2) a lim, ;- F(x). Potom budeme znacit F(a+) = lim, .4 F(z), F(b—) =
lim, ,,_ F(x) a [F)® = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl.

a

Piiklad. V zavislosti na parametru o € R spo¢téte (V) fol % dz.

Reseni. Plati

ot11l
L (2o, = o, a€(—1,0),
(N)/ x®dx = [%x"‘“]o =00, «a€(—o0,—1),
0 [logx]éfoo, a=-—1
Priklad. V zévislosti na parametru a € R spoététe (N) [~ 2 da
Reseni. Plati
oo [ ] =00, a€(-1,00),
(N)/ x%dr = [a%rla:a“‘l (1}0 = a;+11’ a € (—oo,—1),
! [logaj]l = 00, a=-1

Poznamka. (a) Z pfedchoziho piikladu vidime, Ze funkce f(z) = % mé na intervalu (0,1)

konvergentni Newtoniiv integral, ale neni na [0, 1] p¥i libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovalné, nebot na (0, 1) neni omezena.

(b) Funkece f(z) = signz je intervalu [—1, 1] monoténni, a tedy podle V&ty 8.9 také riemannov-
sky integrovateln4, neexistuje ale jeji Newtonuv integral na (—1,1), protoze na (—1,1) nem4 dle
Véty 7.5 primitivni funkci.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b]. Potom f € N (a,b). To plyne z
Véty 8.15.

Vé&ta 8.18 (linearita Newtonova integralu). Nechta,b € R*, a < b, « € R a funkce f,g: (a,b) = R
magji na (a,b) Newtondv integrdl. Potom

b b b
[ @+ g@yde= [ f@ydo+ [ g
je-li vijraz na pravé strané definovdn. Ddle plati
b b
/ af(z)dx = a/ f(z)dz,

je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Pak je F+G

Diikaz. Necht F je primitivni funkee k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a, b).
[F];, + G5 Tedy

primitivni k f + g na (a,b) a diky aritmetice limit pro funkce plati [F + G]% =
/ '(F(a) + gla)) de = [F + G, = [FI! + (6], = / ' flaydn 1 / ' (@) da.
Obdobné lze lz)dvodit, Ze plati ) ’
/ af(@)de = [0F], = olF), = / ' e d.

O
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Véta 8.19 (Newtontv integral a usporadani). Necht a,b € R*, a < b, a funkce f,g: (a,b) = R
magi na (a,b) Newtonidv integrdl. Necht plati f(x) < g(x) pro kaZdé x € (a,b). Pak

/a  fla)de < / " @) de.

Diikaz. Jestlize f: f(z)dz = —o0, pak nerovnost ziejmé plati. Pfedpokladejme, Ze f; fl@)dz >
—00. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Potom je G— F
primitivni funkce k g — f na (a,b) a plati

(G- F)(z) =g(z) - flx) 20, 2z € (ab).
Odtud plyne, ze G — F je neklesajici na (a,b), a tedy

b
[ ola) - s dz =16~ Pl 2 0

Protoze f: f(x)dz > —c0 a fab(g(x) — f(x))dz > 0, je vyraz fab f(x)dr + f:(g(m) — f(x))dz
definovan. Tedy dle Véty 8.18 plati

/ab dx—/f dx+/(() dm>/f

Véta 8.20 (aditivita Newtonova integralu). Necht a,b,c € R*, a < ¢ < b.

(a) Jestlize existuje Newtoniiv integrdl funkce f na intervalu (a,b), potom existuji integrdly
funkce f na intervalech (a,c) a (c,b) a plati

(21) /abf(x)darz/:f(x)dz+/cbf(x)dx

(b) Jestlize funkce f md Newtoniv integrdl na intervalech (a,c) a (¢,b) a navic je spojitd v c,
pak plati (21), pokud md vyraz na pravé strané smysl.

O

Diikaz. (a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Pak je F' primitivni k f i na
intervalech (a,c) a (¢,b). Navic je F spojitd v bodé ¢, a tedy méa v bodé ¢ vlastni jednostranné
limity. Tedy plati

/ e do = (P2 = [Flg + (712 = [ swars | ' ) do

(b) Necht F je primitivni k f na (a,¢) a G je primitivni k f na (¢, b). Funkece f je spojita v bodé
¢, a proto je omezena na jistém okoli bodu c. Nalezneme tedy § > 0 a K > 0 takova, ze a < ¢ — 9§
a |f(z)] < K pro kazdé x € (¢ — 6, c¢). Potom podle Vé&ty 8.19 pro kazdé x € (¢ — ¢, ¢) plati

—K(x—c+5):/ (-K dt</ f(t)dt < Kdt=K(z—c+6).
c—0 c—9
Dale plati [ ; f(t)dt = F(z) — F(c — §) pro kazdé z € (c — 6,c), nebot F je spojita na (a,c).
Limita lim,_, . F(x) existuje podle pFedpokladu a z vyse uvedeného plyne, Ze tato limita je vlastni.
Obdobné lze ové&fit, ze lim, .+ G(x) je vlastni. Pfi¢tenim vhodné konstanty k funkci G mtizeme
zafridit, aby

lim F(z) = lim G(x).

T—rc_ T—rcq
Definujme
F(x), z € (a,c0),
H(z) = {limg_,._ F(z), z=c,
G(x), x € (c,b).

Pak je H spojita na (a,b) a H'(z) = f(z) pro « € (a,c) U (¢,b). Diky vété o limité derivaci a
spojitosti f v ¢ navic plati

H'(c) = lim H'(z) = lim f(z) = f(c).

Tr—c Tr—cC



Funkce H je tedy primitivni k f na (a,b). Podle piedpokladu je definovan vyraz [H]S + [H]2.

Protoze H je spojita v ¢, je hodnota H(c+) = H(c—) vlastni. Je tudiz definovan i vyraz [H]® a

plati [H]® = [H]¢ + [H]%. Odtud plyne tvrzeni. O

a

Véta 8.21 (Newtonuv integral a absolutni hodnota). Nechta,b € R*, a < b, funkce f: (a,b) = R
md na (a,b) Newtoniv integrdl a f je spojitd na (a,b). Potom md Newtoniv integrdl na (a,b) i

funkce |f| a plati
b b
/f(a:)da:\gf |f(z)] da.

Diikaz. Funkce |f] je spojita na (a,b), a tedy podle Véty 7.2 ma na (a,b) primitivni funkei.
Ozna¢me ji F. Protoze |f| > 0 na (a,b), je F neklesajici. Tedy existuji limity F'(a+) a F(b—),
piicemz F(b—) > —oo a F(a+) < oo. Vyraz [F]® je tudiz definovan, a tedy |f| ma Newtontv
integral na (a,b). Vyraz —f: f(x)dzx je definovan, a tedy podle Véty 8.18(b) ma funkce (—f)
Newtontiv integral na (a,b) a plati f;(—f(a:))dx = —fab f(x)dz. Navic f < |f| a (—f) < |f| na
(a,b), takze podle Véty 8.19 jest

/abf(x)da:‘ = max{/abf(sc) d%—/abf(x)dm}

— max{ / ' fa) / b(—f(x))dx} < / @) d.

O

Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, F a G jsou funkce definované na (a,b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity F'(a+), F'(b—), G(a+) a G(b—). Potom plati
[F — G2 = [Fl — (G5,

jestlize méa prava strana smysl.

Véta 8.22 (per partes pro Newtoniv integral). Necht a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b), F je primitiond funkce k funkci f na (a,b) a G je primitiond funkce k funkci
g na (a,b). Potom plati

b b
| F@g@ydo = (P61, - [ f(a)Go)
jestlize md pravd strana smysl.

Driikaz. Predpoklddejme, Ze vyraz na pravé strané je definovan. Potom existuje primitivni funkce
k funkci fG na (a,b). Oznacme ji pismenem H. Plati

(FG—-H) =Fg+ fG— fG = Fy,
a tedy F'G — H je primitivni funkce k Fg na (a,b). Z vySe uvedené poznamky plyne, zZe
b b
| F@lgte)do = (FG — 1), = (FGIL - (1)} = [FOL, - [ f(0)G(a)da.
Odtud plyne tvrzeni. O

Véta 8.23 (substituce pro Newtonuv integral). Necht a,b,a,f € R*, a < b, a < B, f je funkce
definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na (o, 8). Necht ¢ md vlastni nenulovou derivaci na
(0, ) a plati p((a, B)) = (a,b). Potom

b B
(22) / f(z) dz = / F(®) 9] dt,

jestlize md alespori jedna strana smysl.



Diikaz. Funkce ¢ ma na intervalu (o, ) vlastni derivaci (funkci ¢’). Z Darbouxovy vlastnosti
derivace (Véta 7.5) tedy plyne, Ze obraz intervalu («, 3) pii zobrazeni ', tedy mnozina ¢'((«, 8)),
je interval. Z predpokladu vime, Ze bod 0 neni prvkem tohoto intervalu. Z toho vyplyva, ze funkce
¢’ neméni na («, 8) znaménko. Predpokladejme, %e ¢’ je zadporna na (a, ). Nyni rozligime dvé
moznosti. Nejprve budeme predpokladat, Ze existuje integral na levé strané rovnosti (22) a pak na
pravé.

Existuje f; f(z) dx. Potom ma f na (a,b) primitivni funkei F a existuji limity F(b—) a F(a+).
Z véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce (fo¢)(—¢’) mé na intervalu (o, §) primitivni
funkci, a to funkci —F o . Mame

lim ¢(t) =a, lim ¢(t) =0,

t—pB_ t—og
a tedy, diky vété o limité slozené funkce,

tEI(a Fo(t)) = a;ligl, F(z), lim F(p(t)) = lim F(x).

t—=p_ T—a4

Odtud dostavame

B B8
/ )l ()] dt = / ) (~g' () dt = [~F o g]?
=— lim F(z)+ lim F(x)

T—aq Tz—b_

= /abf(x) dzx.

Existuje ff fle(t)) ¢ (t)] dt. Ozna¢me G primitivni funkci k (fo)|¢'| = —(fop)¢’. Z druhé
véty o substituci (Véta 7.7) pak plyne, ze —G o ¢! je primitivni funkce k f. Plati
: —1N : —10N
xl—l>I£l+ ® (LL') o B’ a:lig)l, L4 (il') -
a tedy
lim G(e '(z)) = lim G(t), lim G(p *(z)) = lim G(t).

T—a4 t—p_ T—b_ t—oag

Odtud vyplyva, ze

b B
[ t@de=-Gop ) = 611 = [ fem)lolar
O
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8.3. Konvergence Newtonova integralu.
Véta 8.24 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht a € R*, §o > 0, a F': P(a,dp) —
R. Potom ezistuje vlastni lim,_,, F'(z) prdvé tehdy, kdyz

Ve >0 30 € (0,00) Yo,y € P(a,0): |F(zx) — F(y)| < e.
Dikaz. =  Oznatme A = lim,,, F(z), potom A € R. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme
d € (0,00) takové, ze

Vz € P(a,0) : |[F(z) — A <e.

Pak pro kazda z,y € P(a,d) plati

|F(z) = F(y)| < |[F(z) — Al + |[A=F(y)| <e +e=2e.

< Zvolme posloupnost {x, } bodta P(a,dy) spliwjici limz,, = a a € > 0. Nalezneme ¢ € (0, dp)

z Bolzanovy-Cauchyovy podminky a potom k tomuto § nalezneme ny € N takové, Ze pro n € N,
n > ng, plati |z, — a|] < §. Pak pro kazda n,m € N, n,m > ng, plati

‘F(In) - F(Im)| <E.



Tedy posloupnost {F(x,)} spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, a tudiz mé vlastni limitu,
kterou ozna¢ime A. Dokdzeme, Ze lim,_,, F(z) = A. Zvolme posloupnost {y,} boda P(a,dy)
konvergujici k a. Nalezneme n; € N takové, ze

VneN,n>ni: xn,yn € Pla,d) & |F(x,) — A <e.
Potom pro n > n; plati
[F(yn) = Al < [F(yn) = Fza)| + [F(en) — Al <& +e = 2e.
Z Heineovy véty plyne, Ze lim,_,, F(x) = A. O
Poznamka. Tvrzeni Véty 8.24 plati obdobné i pro jednostranné limity.

Véta 8.25 (konvergence Newtonova integralu omezené spojité funkce na omezeném intervalu).
Necht a,b €R, a < b, a f je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Podle Véty 7.2 mé f na (a,b) primitivn{ funkei F. Nalezneme K > 0 takové, Ze
Vo € (a,b): |f(x)] < K.

Zvolme £ > 0 a polozme 6 = min{4,b — a}. Pak pro kazda x,y € (a,a + 0), < y, plati diky
Véteé 8.21

Lﬂw—FhN:Lf?@mﬂé/wvwhﬁéKw—ﬂ<Bﬁ:a

Podle jednostranné verze Véty 8.24 tedy existuje vlastni lim, ., F'(z). Obdobné lze dokazat, Ze
existuje vlastni lim,_;,  F(x). O

Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 8.25 neplati. Napiiklad funkce f(z) =1, z €
(0,00), je spojita a omezena na (0,00), ale f ¢ N(0,00). Funkce f(z) = arctg(z), = € R, je na
intervalu R také spojita a omezena, integral [ fooo f(z) dx v8ak dokonce ani neexistuje.

Necht a,b € R, a < b, a necht f je spojita funkce na [a,b]. Potom podle Véty 8.15 plati

f € R(a,b) N N(a,b) a i b
m/ﬂmm=wvfwm

Nasledujici véta rozsifuje toto tvrzeni i na funkce, které nejsou nutné spojité.

Véta 8.26 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, a [ je omezend
funkce na [a,b]. Je-li f € R(a,b) NN (a,b), pak

/f (MLU@M

Diikaz. Zvolme € > 0. Protoze f € R(a,b), podle Véty 8.17 nalezneme 0 > 0, takové, ze pro kazdé
déleni D = {x;}}_, spliwjici v(D) < ¢ a kazda t; € [v;_1,2;], j € {1,...,n}, plati

Zf(tj)(ﬂ? — Ti—j) /f Ydz| < e.

Zvolme déleni D = {z;}""_; o normé mensi nez J a funkci I primitivni k f na (a,b). Polozme

F(a+)v T =a,
H(x) F(z), € (a,b),
F(b—-), x=b.
Potom je H dobie definovana spojita funkce na [a,b], nebot f € N (a,b). Navic H' = f na (a,b).
Pro kazdé j € {1,...,n} nalezneme pomoci Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté t; € (x;_1,z;)

spliujici
H(zj) — H(zj—1) = H'(t;)(x; — xj-1) = f(t;)(2; — zj-1).



Pak
b n
(N)/ f(x)dz = F(b=) - F(a+) = [H]; =Y (H(x;) = H(z;-1)) = > f(t;) - (&) — xj-1).

j=1 j=1
Tedy
b b n b
(N) | f@)de—(R) | f(z)dz|=|) [f(t;j)(z;—zj1)—(R) [ flz)dz|<e.
o9 =0 e~ 160, 0 [ |
Odtud plyne tvrzeni. O

Priklad. VySetiete konvergenci integralu fooo % dx.

Reseni. Ozna¢me f(x) = % pro z € (0,00). Potom je f spojita na (0, 00). Protoze lim, o, f(x) =

1, nalezneme 6 > 0 takové, Ze f je omezené na (0, ). Ze spojitosti plyne, Ze f je omezena na [d, 1],
a tedy na (0,1). Z Véty 8.25 tedy plyne, Ze f € N (0,1). Podle Véty 7.4 (per partes) plati

1 1 1. -1
/cosfdxzxcosf—/x(—sinf)ﬁdx, x € (0, 00),
x x z x

a tedy

T

1 1 1 1
/fsinfdm:wcosf—/cosfdx, x € (0, 00).
x x x

Podle Véty 8.25 integral fol cos % dzx konverguje, takze konverguje i integral

1 1 1
1 1 1 1
/ —sin — dx = [xcos} —/ cos — dx.
0o T T z], 0 T

Podle Véty 8.23 pro ¢(t) = 1, t € (0,1), plati

ook 1 1
1\ 1 1 1
/ Smxdx:/ t | sin — —dt:/ —sin — dt.
1 A 0 t t2 0 t t

Protoze, jak vime, integral fol % sin % dt konverguje, konverguje i integral floo % dz. Odtud plyne,

7e f € N(1,00). Protoze f je spojita v 1, plyne z Véty 8.20(b), ze f € N(0, 00).
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Priklad. Vysetiete konvergenci integralu fooo w dx.

| sin z|
z

mr |sinx|d ml/(lﬂ'l)Tr |sinx|d
——dx = ——dx
k

Reseni. Ozna¢me F primitivni funkei k funkei na (0,00). Zvolme m,n € N, m > n. Potom

F(mn) — F(nm) = /

nm z k=n us T

1 m—1 1 (k+1)7 9 m—1 1
> — — 31 d = — .
_chz_%k—l—l/,m |sinz|de ﬂk:nk—i—l

Protoze fada >, k%rl diverguje, neplati Bolzanova—Cauchyova podminka pro F' v bodé oo, a
tedy podle Véty 8.24 jest F(co—) = oc. Integrél [ w dz tedy diverguje.

Poznamka. Funkce f(z) = 2% spliiuje f € N(0,00), ale |f| & N(0,00). Newtonilv integrél je
tedy neabsolutné konvergentni integral (na rozdil naptiklad od Lebesgueova integralu).

Vé&ta 8.27 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R, b € R*,
a <b, f,g:a,b) = R, pro kazdé x € [a,b) plati 0 < f(z) < g(z), f je spojitd na [a,b) a
g € N(a,b). Potom f € N(a,b).



Diikaz. Zvolme ¢ € (a,b) a ozna¢me G a F po fadé primitivni funkce ke g a f. Po eventualnim
pfi¢teni vhodné konstanty muzeme predpokladat, ze F'(¢) = G(c). Funkce G — F' méa na (c,b)
nezapornou derivaci g — f, tedy je na (c,b) neklesajici. Protoze (G — F)(c) = 0, plati G > F na
(c,b). Déle jsou obé funkce G, F' neklesajici, nebot jejich derivace jsou nezaporné. Tedy existuji
F(b—) a G(b—) a plati F(b—) < G(b—). Protoze g € N(a,b), je G(b—) vlastni. Protoze je F'
neklesajici, je i F'(b—) vlastni. Navic je F' spojita v ¢, takze i F(c+) je vlastni. Tedy f € N (c,b).
Protoze f je spojita na [a,c], plati f € N(a,c) podle Véty 8.25. Z Véty 8.20(b) tedy plyne Ze
feN(ab). O
Poznamka. Plati nasledujici obecnéjsi verze srovnavaciho kritéria. Necht a € R, b € R*, a < b,
fi9:]a,b) = R, |f] <g, [ je spojita na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Poznamka. Tvrzeni Véty 8.27 a nasledné poznamky plati s pfisluSnymi tipravami i pro intervaly
typu (a, b].

Priklad. VySetiete konvergenci integralu f dar

oo zd+1-"

Vé&ta 8.28 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,

beR* a<b afg:lab) — R jsou spojité a nezdporné. Jestlize lim,_;_ gEI) € (0,00), pak
f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz g € N'(a,b).

Diitkaz. = Ozna¢me A =lim,_,;_ % a necht f € N(a,b). Nalezneme c € (a,b) takové, ze

flz) A
Va € [e,b) : ——= > —.
g(z ) 2
Plati tedy
2
Vo € [¢,b) : 0 < g(x) < Zf(x)
Protoze f € N(a,b), plati podle V&ty 8.18 f € N(a,b). Proto f € N(c,b) dle Véty 8.20(a), a
tedy Véta 8.27 dava g € N(c,b). ProtoZe g je spojita na [a, ], plati g € N(a, c). Dle Véty 8.20(b)
je g € N(a,b).
< Tuto implikaci lze dokézat obdobné pomoci odhadu 5 < 2A na [c,b) pro vhodné ¢ €
(a,b). O

%0 at+ Yo 4
0 z+Vad

Véta 8.29 (Newtonuv integral soucinu funkcei). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] — R je spojitd
g: la,b] = R je spojitd, nezdpornd a nerostouci. Potom

1nf/f</fg<g sup/f
JLE[ab] Ie[ab]
b
/fg

Driikaz. Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme £ > 0. Podle Véty 8.7 jsou f a fg stejnomérné
spojité na [a, b]. Nalezneme tedy § > 0 takové, Ze plati

(23) Va,y € la,bl, v —yl <0:[f(z)g(x) - f(y)g(y)| <e & |f(z) - fy)| <e.

Oznac¢me ”
x):/ ft)dt, @€ lab),

a zvolme déleni D = {z;}_, s normou mensi nez ¢. Pak mame ze (23) pro kazdé j € {1,...,n}
Vi€ [zj1,a5): f() = flzj-1) —e,

Priklad. VySetiete konvergenci integralu

Specidlné plati

< g(a) sup
z€la,b]

[

a tedy .
flej)(xj —xjo1) —e(xj —ajoq) < / f(t)dt



Obdobnou tvahou dostavame pomoci (23)

[ 5000 < Flas)gtasa) o —a5-1) + el = y-0)

t)dt +e(z; le)) +e(zj —xj-1)

x/ By dt + (g(a) + De(z; — 7).

Oznacme

€ =-¢(g(a)+1)(b—a).
/ t)dt = Z t) dt

<Zga:j 1/ ft dt+z —z;-1)(g(a) + 1)

=S gtes ) [ s <o) + Do -0

Pak

= Zg(%—l)(F(%) — F(zj_1)) +¢

*ZF% g(wj—1) — g(x5)) + g(wn_1)F(2,) + &

n—1
< t:pr] F(t) Z(Q(%‘fl) —g(zj)) +g(rp_1) | +&
=g(a) sup F(t) +e(g(a) +1)(b— a).
t€la,b]

Protoze ¢ bylo libovolné, plyne odtud druhé nerovnost. Prvni nerovnost lze dokazat obdobné. [

konec 20. pfednasky (25.4.2023)

Véta 8.30 (o nulové funkci). Nechta,b € R*, a <b, f: (a,b) — R je nezdpornd a (N) fab f(z)dx =
0. Potom pro kaZdé x € (a,b) plati f(x) = 0.

Diikaz. Zvolme primitivni funkci F k funkei f na (a,b). Potom F je neklesajici na (a,b), protoze
mé nezapornou derivaci f, a navic plati F(b—) = F(a+). Tedy F je konstantni na (a,b), takze
F’ =0 na (a,b). O
Véta 8.31 (prvni véta o stfedni hodnoté). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] = R je spojitd,
g: la,b] = R je nezdpornd, g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom ezistuje & € [a,b] takové, Ze

/ ' fa)g(x)dz = £ / " @)

Diikaz. Protoze f je spojita na [a, b], nabyva na [a,b] svého minima m a svého maxima M. Pro
x € [a, b] plati

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z),
a tedy

(24) m/abg(x)dx</f( d:v<M/



Jestlize f; g(x)dx = 0, pak je podle Véty 8.30 g = 0, a bod £ € [a, b] volime libovolng&. Piedpokla-
dejme, Zze ffg(x) dx > 0. Potom podle (24) plati

G
< f oz <
Protoze f([a,b]) = [m,M] dle véty o zobrazeni intervalu spojitou funkci, nalezneme ¢ € [a,b]
splhujici
b
f(@)g(x) dx
f&) = Ju Flgt) de

fabg(x) dz

O

Véta 8.32 (druha véta o stfedni hodnot&). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] — R je spojitd a
g: la,b] = R je spojitd a monotonni. Potom existuje & € [a,b] takové, Ze

(25) wamx ./f Jda + g(b /f

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Zze ¢ je nezdpornd a nerostouci. Je-li g
neklesajici, nalezneme ¢ pro —g. Funkce g je spojita, a tedy omezena na [a,b]. Nalezneme tedy
C € R takové, ze g + C je nezaporna na [a,b]. Potom nalezneme pfislugné ¢ pro funkci g+ C. V
obou piipadech pak nalezené £ vyhovuje i (25). Polozme

Y b
a) / F(t)dt + g(b) /y F(t)dt, y e labl.

Potom
oly) = /)f )it + g /'f fdt, ye fob]
Podle Véty 8.14(a) je funkece ¢ spojita na [a,b], a tedy existuji body y1,y2 € [a, b] takové, Ze
¢(y1) = max w(y) a ¢(y2) = min ¢(y).
y€la,b] y€la,b]
Polozme

P(t) =g(t) — g(b), t€lab].
Potom v je spojita, nezaporné a nerostouci na [a, b], a tedy podle Véty 8.29 plati

/f t)dt — g /f t)dt = /f
@ tztpb]/ s o) [ 109

.[ﬂmwms@m bmw/f %+gl/f

te(a,b]

= jnax, ((g(a) —g(b))/a f(s) ds+g(b)/a f(t) dt) = (Y1)

Obdobné 1ze pomoci Véty 8.29 dokézat, Ze

/ F(®)g(t) dt > o(ys).

Funkce ¢ je spopta a tedy podle Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot nalezneme £ € [a, b]
takové, ze ¢ (& f f(t)g(t) dt. Tedy

¢ b
/f@ﬂﬂﬁ=wﬂ=m®/f®ﬁ+mwéf@ﬁ

Tedy



8.4. Aplikace urcitého integralu.

Véta 8.33 (Cauchyova—Schwarzova—Bufiakovského nerovnost). Nechtn € Naay,...,an,b1,...,b, €

R. Potom plati

n 2 n n
i=1 i=1
Diikaz. PoloZzme

iam—i—b z € R.
i=1

Potom pro kazdé x € R plati

0< f(x (Za>m2+2iaibim+zﬂ:b?.
i=1 i=1

Protoze je uvedeny kvadraticky trinom nezaporny, je jeho diskriminant nekladny, tedy

(o) - (5) (B <o

Odtud plyne tvrzeni. O
Definice. Necht n € N a 2 € R". Normou vektoru « = (z1, ..., 2,) rozumime hodnotu
lzll = /2% + -+ af.

Poznamka. Necht n € N. Potom plati
(a) Ve e R":  |z|]| >0, [||lz|| =0 < z =0,
(b) Ve e R* VA e R: |z = |Alllz]],
(c) Vo,y e R": lz +yl < ] + llyl.-
Tvrzeni (a) a (b) jsou elementarni. Z Véty 8.33 plyne pro kazda z,y € R

|+ yl|* = Zw +2szyz+zyl<zw +2 Z Zy+zy (Il + lyl)? .

Tim je ovéfeno i tvrzeni (c).

Véta 8.34 (norma a integral). Nechtfn € N, a,b € R, a < b a f: [a,b] = R™ je spojité. Potom

plati ,
o < [ de

Diikaz. Funkce t — ||f(t)| je spojita na [a,b], a proto f; |[£(¢)|| dt je konvergentni. Polozme

y = [/abfl(t)dt,...,/abfn(t)dt]
7 Véty 8.33 plyne
lyl* = zn:yf = zn:yz /ab fi(t)dt = /:(i: yifi(t)) dt
</ b (iyf) (i o)t = [ WOl dt = ] / 1) .

Pokud y = 0, pak dokazovana nerovnost ziejmé plati. Pokud ||y|| > 0, pak nerovnost plyne z pravé
provedeného vypoctu. O




konec 21. pfednasky (28.4.2023)

Definice. K¥ivkou rozumime spojité zobrazeni ¢: [a,b] — R", kde n € N, a,b € R, a < b.
K¥ivkou t¥idy C! rozumime kiivku ¢ = (1, .. ., ¢, ) takovou, Ze ¢/ je spojité na [a,b],i = 1,...,n,
pfi¢emz v krajnich bodech [a, b] symbol ¢}(z) znaci pfislusnou jednostrannou derivaci.

Definice. Necht ¢: [a,b] — R” je kiivka. Délkou k¥ivky ¢ rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(p, D) : D je dé&leni intervalu [a, b]},

kde pro D = {z;}*_; definujeme

k
L(,D) =Y llo(z;) — pla; 1)l
j=1

Véta 8.35 (délka kiivky). Necht n € N, a,b € R, a < b a ¢: [a,b] — R" je kifivka tiidy C'.
Potom plati

b
L(p) = / ¢ @) de

Diikaz. Zvolme déleni D = {x;}%_, intervalu [a,b]. Potom z Véty 8.34 plyne

k k z; k @ b
> lela) el =21 [ el <y [ el = [ oo

Odtud plyne L(p) < ff I’ ()] dt. Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme € > 0. Protoze
jsou ¢} stejnomérné spojité na [a, b], nalezneme § > 0, takove, ze pro kazdé ¢ € {1,...,n} plati

Vst € [a, b, ]s — 1] < 8: [l(t) = #l(s)] < =

Z definice normy plyne, Ze potom
Vs,t € [a,b],|s —t] < d: [l¢'(t) — ¢ (s)]| <e.

Zvolme D = {xj}fzo déleni [a, b] spliwujici v(D) < §. Potom z trojihelnikové nerovnosti plyne, Ze
pro kazdé t € [x;_1, ;] plati

" (O = Nl (25) + ' (1) = &' (@) < ll" (@) + 1" () — ' (@) < ll¢' (@)l + e
Tedy

[ W@l et~y < Il = 230 = |
< H/x o (1) dtH +‘

< HSO(SCJ') - <P(~’l?j—1)H+€(~’Cj —Tj1).

| @i - o a

[ e - eyl

Odtud vyplyva
b k
/ ' (Ol dt <Y lle(a;) — o) + 26(b = a) < Lp) + 2¢(b — a).
a ]:1

Protoze € bylo zvoleno libovolné, dostavame f; I’ ()] dt < L(p). O
Piiklad. Spoctéte délku kiivky ¢: [0,27] — R?, ¢(t) = [cost, sint].
Priklad. Necht a,b € R, a < b, a f € C!([a,b]). Spoctéte délku kiivky dané grafem f.



Poznamka. Necht a,b € R,a < b a f: [a,b] = R je spojitd a nezaporna. Oznafme

T ={[z,y,2] € R?; x € [a,b], Vy?+22 < f(x)}.

T)= WLbf($)2d$

intuitivné odpovida objemu télesa T'. Je-li navic f’ spojita na (a,b), potom hodnota

b
T) = 27r/ fl@)vV1+ (f'(x))? dz

intuitivné odpovida povrchu plasté télesa T

Potom hodnota

Véta 8.36 (integralni kritérium konvergence ¥ad). Necht ng € N, f: [ng,00) = R je nezdpornd,
nerostouci a spojitd, {a,} je posloupnost redlnijch cisel a pro kazdé n € N, n > ny, plati a,, = f(n).
Potom >_°7 | a, konverguje prdvé tehdy, kdy? f € N'(ng,00).

n=1
Dukaz Rada Zl 1o +1 a; ma soucet, nebot mé nezaporné ¢leny. Zvolme n € N, n > ng, a déleni
= {ng,no + 1,. — 1,n} intervalu [ng, n]. Funkce f je nerostouci, a tedy
S a=S(.D) < ( /f p< YD) = S a
i=ng+1 1=mno

ProtoZe je f spojita na [ng,n|, plati také

Polozme
F(z) = f@)dt, =€ [ng,00).
no
Potom F' je primitivni funkce k f na (ng,o0) a plati F(ng) = 0. Funkce F' je navic neklesajici
na (ng, 00), protoZe ma na tomto intervalu nezédpornou derivaci, a tedy ma v oo limitu. Posloup-
nost {F(n)};Z,,, je neklesajici, tedy ma limitu. Podle Heineovy véty je tato limita rovna limité

lim,_, o, F'(x). Déle plati

/00 f(@®)dt = lim F(z) — F(ng) = lim F(n).

Tr—00 n—oo

< Pro kazdé n € N plati

i aig/nf(t)dt:F(n)§/n:of(x)dx

i=np+1 o

Posloupnost {d>1" .,

=  Pro kazdé n € N plati

a;} je tedy shora omezen4, takze fada y -

i=not1 @i Je konvergentni.

n—1

<> < Z ai,

i=ng i=ng
takze posloupnost {F'(n)};Z,,, je shora omezend, jeji limita je tedy vlastni. Odtud plyne, Ze f €
N (ng, 00). O

Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y oo v zéavislosti na parametru « € (0, 00).

n=2 n(log n)e

x € [2,00). Pak f je nezaporné spojita a nerostouci na [2, 00).

/OO f(z)dx = /10g2 tidt

Posledni integral konverguje pravé thedy, kdyZ o > 1. Podle Véty 8.36 tedy fada > -
konverguje pravé thedy, kdyz a > 1.

Reseni. Polozme f(z) = m,
Podle véty o substituci plati

1
n=2 n(logn)™



Véta 8.37 (integralni tvar zbytku). Necht a,x € R, a < z, f je funkce takovd, Ze pro kazdé
y € [a, 7] existuje viastni {1 (y). Potom

? et (y)

f@) =Tl @) = [

Diikaz. Polozme

Potom

T T r(n+1)
f@) =T @) = o) —pla) = [ Pway= [ T yyray

konec 22. pfednasky (2.5.2023)

9. DIFERENCIALNI ROVNICE
9.1. Zakladni pojmy.
Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru
(26) Fy™,y" Y,y y,2) =0,
kde F je realné funkce n + 2 proménnych.

Definice. ReSenim diferencialni rovnice (26) rozumime realnou funkci y definovanou na néja-
kém neprazdném otevieném intervalu I, kterd ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci
a jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (26) v kazdém bodé intervalu I, tj. pro
kazdé x € I plati

F(y™(2),y" V(@),....y (), y(z),2) = 0.
Rekneme, Ze Feseni y rovnice (26) je maximalni, pokud neexistuje takové FeSeni z, pro které
D(y) S D(2) a které se na D(y) shoduje s y.
Piiklad. Najdéte viechna maximalni FeSeni rovnice ¢y = /1 — 2.
9.2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Definice. Diferencialni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi rozumime rovnici tvaru

(27) y = g(y)h(z).

Véta 9.1 (lepeni feSeni). Necht a,b € R*, ¢ € (a,b), J C R je interval, h je spojitd funkce na
(a,b) a g je spojitd funkce na J. Necht y; je eSeni (27) na (a,c), y, je FeSeni (27) na (¢,b), A€ J
a plat?

lim y;(z) = lim y,.(z) = A.

Tr—Cc_ I‘)C+

Pak funkce y: (a,b) — R definovand predpisem

je fesent (27) na (a,b).



Diikaz. Jestlize x € (a,b) \ {c}, potom je rovnice (27) zfejmé splnéna. Diky spojitosti funkci y, g
a h a podle véty o limité derivaci dale plati

y-(c) = lim yi(z) = lim g(y.(2))h(z) = g(A)h(c)

Yy (c) = lim yi(z) = lim g(y-(z))h(z) = g(A)h(c).

T—Cy T—Cy

Tedy existuje vlastni y’(c) a plati

Algoritmus pro FeSeni rovnice (27) pro spojité g, h.

(a) Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v D(h).

(b) Najdeme v8echny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, pak je funkce y(z) = ¢ FeSenim
rovnice (27) na kazdém intervalu z (a). Témto FeSenim Fikdme singularni (nebo také
stacionarni).

(¢) Ur¢ime v8echny maximalni oteviené intervaly, na kterych je g nenulova.

(d) Vezmeme interval I z (a) a interval J z (c). Tedy h je spojita na I a g je spojita a nenulova
na J. Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v intervalu I a maji hodnoty v
intervalu J. Je-li y takové feSeni, pak pro néj plati

y'(x)
oyay) M TP
Necht H je primitivni funkce k h na I a G je primitivni funkce k % na J. Nalezneme
¢ € R takové, zZe plati G(y(x)) = H(x) + ¢ na defini¢nim oboru feseni y, ktery uréime v
nésledujicim kroku.
(e) Zvolime ¢ € R a nalezneme vSechny maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZené v
mnozing
{re;H(z)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalt musi mit feSeni tvar
y(x) = G (H(z) + ).

Pfipometime, 7ze G~1: G(J) — R existuje, nebot g je na intervalu J spojita a nenulova,
tudiz neméni znaménko, a tedy G je intervalu J ryze monoténni.

(f) Z feSeni nalezenych v (e) a singularnich feSeni z (b) ,slepime* vSechna maximalni feSeni
rovnice (27) pomoci Véty 9.1.

konec 23. pfednasky (5.5.2023)

Piriklad. Naleznéte viechna maximalni feSeni rovnice y' = 2z(1 + y?).

Reseni. Polozme h(z) = 2z, z € R, a g(y) = 1412, y € R. Pak jsou funkce g a h spojité, budeme
tedy postupovat podle algoritmu pro FeSeni (27).

(a) Existuje pravé jeden maximalni otevieny interval obsazeny v D(h), a to I = R.

(b) Rovnice nemé stacionarni feSeni.

(c¢) Existuje pravé jeden maximalni otevieny interval, na némz je funkce g nenulova, a to

J=R.
(d) Je-li y feseni na I s hodnotami v J, potom plati
y'(x)
———— =2z proxz€eR.
T+ y(2)? P

Integraci obou stran rovnice vzhledem k proménné x zjistime, ze pro kazdé feSeni y existuje
c € R takové, ze

arctg(y(z)) = 2% + ¢
pro x z definiéniho oboru y, ktery musime urcit.



(e) Oznac¢me G(y) = arctg(y) pro y € R. Potom G(J) = (=5, %). Zvolme ¢ € R a oznacme
A, —{Z‘ER x +C€(—§,§)}
Hledame véechny maximéalni oteviené intervaly obsaZzené v A.. Plati

(V5 —¢—/-5-U(y/=5—¢/5—¢c) proce (—oo,—3],
Ac=4 (/5 —¢\/5 ¢ pro ¢ € (=35, %),
0 00).

pro ¢ € [§,00

Oznacéme

= (VT T 2= (ToyT) wocetont
z(—\/g,\/g) proce (—=5,%).

Potom y je maximalni feSeni pravé tehdy, kdyz bud ¢ € (—o0,—7) a

y(x) = tg(z? +¢) proxz € I, nebo pro x € I?,

neboc€ [-%,7) a

y(x) = tg(x* +¢) prox € I.
(f) V8echna nalezena feseni jsou maximalni, nebot limity v krajnich bodech defini¢nich oborti
jsou nevlastni. Lepeni feSeni tedy nepfichazi v tvahu.

Véta 9.2 (feSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Necht I,J jsou neprdzdné oteviené
intervaly, h: I — R je spojitd a g: J — R je spojitd a nenulovd. Necht g € I a yo € J.
Potom existuje FeSeni y rovnice (27) spliiujici y(xo) = yo. Toto TeSeni je lokdlné jednoznacné
v ndsledugicim smyslu: pro kaZdé feSeni z rovnice (27) spliugici z(xo) = yo existuje otevieny
neprdzdny interval Iy C I takovy, Ze xg € Iy a z =y na Iy.

Dikaz. PoloZzme .
H(m):/ h(t)dt, zel,

0

G(y):/yg(ls)ds, yeJ

Potom z véty o derivaci funkce horni meze integralu plyne, Ze H' = h na I a G’ = + na J. Navic
plati H(zo) = 0 a G(yo) = 0. Protoze yo € J, plati 0 = G(yo) € G(J), a tedy H(xo) e G(J).
Funkce G je spojitd a ryze monoténni na J, nebot ¢ je na J spojitd a nenulova, a tedy podle
Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot funkce é neméni znaménko na J. Odtud plyne, ze G(J)

je otevieny interval obsahujici 0 a existuje funkce G=1: G(J) — J. Ze spojitosti H v xo plyne, 7e
existuje neprazdny otevieny interval I spliujici zg € I1 a

I c{zel;H(x) e G(J)}.

Potom funkce

je TeSeni (27) na I; spliwujici
y(wo) = G~ (H(x0)) = G71(0) = yo.

Predpokladejme, Ze z je n&jaké FeSeni (27) spliwujici z(zo) = yo. Potom z je definovano na n&jakém
intervalu I, C I obsahujicim z(. Polozme Iy = I; N Is. Potom pro kazdé x € I, plati

Integraci pies interval (xq, x) dostaneme G(z(x)) = H(x), a tedy z(z) = G~ (H(z)). To znamena,
7e z =y na Ij. O



9.3. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu.
Definice. Necht a,b € R*, a < b, a p,q: (a,b) — R jsou spojité. Potom rovnici tvaru
(28) Yy =py+gq

nazyvame linearni diferencialni rovnici prvniho fa4du. Homogenni rovnici pfislusejici k (28)
nazyvame rovnici

(29) y = py.

Pi#iklad. Necht a,b € R*, a < b a p: (a,b) — R je spojita. Urdete vSechna maximalni FeSeni
rovnice (29).

Reseni. Polozme h(z) = p(z), z € (a,b), a g(y) =y, y € R. Budeme postupovat podle algoritmu
pro FeSeni (27).
(a) Existuje pravé jeden maximalni otevieny interval obsazeny v D(h), a to I = (a,b).
(b) Existuje pravé jedno stacionarni feSeni, a to y(x) =0, z € (a,b).
(¢) Existuji pravé dva maximalni oteviené intervaly, na nichZ je funkce g nenulova, a to J; =
(—00,0) a Jo = (0,00).
(d) Je-li y feSeni na I s hodnotami v Ji, nebo v Ja, potom plati

70 ),

ylx)
Ozna¢me P né&jakou primitivni funkci k p na (a, b). Nalezneme ¢ € R takové, ze

log |y(z)| = P(x) + ¢

x € (a,b).

na defini¢nim oboru y.
(e) Oznafme G(y) = logly| pro y € R\ {0}. Potom G(J1) = G(J2) =R, a tedy jsou vechna
feSeni definované na (a,b) a spliuji
y(@)| = PO, e (ah),
Vsechna nalezena feSeni véetné stacionarniho lze zapsat ve tvaru
y(x) = ke @z € (a,b), kR,
(f) Lepeni FeSeni nepfichézi v avahu.
Vé&ta 9.3 (feseni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu). Nechta,b € R*,a < b, ap,q: (a,b) —

R jsou spojité. Necht x¢ € (a,b) a yo € R. Potom existuje pravé jedno mazimdlni feseni y rov-
nice (28) splitujict podminku y(xg) = yo. Toto FeSent je ddno vztahem

(30) y(z) = (/ q(t)efp(t) dt> e 4 yoep(m) pro x € (a,b),
Zo

kde P je primitivni funkce k p na (a,b) spliiugici P(xq) = 0.

Diikaz. Derivovanim dostaneme

V() = af)e "D et ([

°0

q(t)ef’® dt) + p(x)yoe’ ™ pro x € (a,b).
Dale plati

p(@)y(e) = pla)e ( [ awer dt) T p(@)yee” @ prox € (a,b),

0
a tedy
y'(z) =p(x)y(z) + q(x) proz € (a,b).

Navic zfejmé plati y(zo) = yo. Predpokladejme, Ze z je feSeni (28) na (a,b) spliwjici z(zg) = yo.
PoloZme u = y — 2. Potom u je ¥eSenim rovnice u’ = pu. Podle piedchazejictho piikladu nalezneme
c € R takové, Ze u(x) = ce”’@ na (a,b). Protoze u(xo) = 0, plati ¢ = 0. Tedy u(x) = 0 pro kazdeé
x € (a,b). Odtud plyne, 7e y = z na (a, b). Reseni y definované piedpisem (30) je tedy jednoznaéné
urcéeno. O



Poznamka (metoda variace konstant). ReSeni rovnice (28) splijici y(z¢) = yo musi byt tvaru (30).
To vyplyva z nasledujici takzvané metody variace konstant. Hledame FeSeni (28) ve tvaru
y(x) = k(z)e®. Potom ¢/ (z) = k' (2)e”’® + k(z)p(x)e”®). Dosazenim do rovnice dostaneme
K (2)eP® 4 k(x)p(x)el @ = Ek(x)eP@p(x) + q(z), a tedy k' (z) = q(z)e @), Tudiz k(z) =
f;o q(t)e=P® dt + ¢ pro ngjaké ¢ € R. Hodnotu ¢ vypoéitame z podminky y(zq) = yo. Dostaneme
C=1o.
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9.4. Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.
Definice. Linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru
(31) Y a1y o ay +agy =
kde n € N, a,b € R*, a < b, ag,...,an—1 € R a f: (a,b) = R je spojitd. Homogenni rovnici
prislusejici k rovnici (31) rozumime rovnici
(32) Y™ + a1y 4+ ary + agy = 0.
Véta 9.4 (existence a jednoznacnost FeSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koefici-
enty). Necht n € N, a,b € R*, a < b, g € (a,b) a yo,...,Yn—1 € R. Pak existuje prdvé jedno
mazimdlni Tesent y rovnice (31) splitujict

y(xo) = Yo, ¥'(xo) =91, - ¥V (wo) = yn_1.
Toto Tesend je definovdno na celém intervalu (a,b).
Véta 9.5 (mnozina feSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty). (a) Maximdlni
resend rovnice (32) jsou definovdna na celém R. MnoZina vsech téchto Teseni tvoit vektorovy pod-
prostor prostoru C™(R) dimenze n.

(b) Necht'y, je néjaké maximdlni Fesent rovnice (31). Potom funkce y: (a,b) — R je mazimdlni
resent (31) prdvé tehdy, kdyz funkce y, definovand predpisem y, =y — yp je TeSent rovnice (32).
Diikaz. (a) Podle Véty 9.4 jsou maximalni feSeni definovana na R. Ozna¢me

H = {y € C"(R) : y je TeSeni (31)}.
Defimujme zobrazeni L na C™(R) piedpisem
Loy y™ + a1y + -+ a1y + aoy.

Potom L je linearni zobrazeni z C™*(R) do C(R) a plati Ker L = H. Odtud plyne, Ze H je linearni
prostor. Nyni uréime jeho dimenzi.

Podle Véty 9.4 nalezneme feSeni {y1,...,y,} rovnice (32) definovana na R a spliujici
y1(0) =1 y2(0) =0 yn(0) =0
y1(0) =0 yp(0)=1 ... g, (0)=0
o) =0 0y =0 .. Y0 =1

Predpokladejme, Ze pro cq,...,c, € R plati
cy1 +coy2 + -+ cpyn = 0.
Polozme z = c1y1 + coyo2 + - - - + ¢ yn. Potom
2(0) = ¢1, 2/(0) = ca,..., 2"71(0) = .

Zaroven ale plati

2(0)=0, 2/(0)=0, ..., 2" D(0) =0,
nebot z je nulova funkce. Tedy ¢; = ¢3 = - -+ = ¢, = 0. Odtud plyne, Ze {y1,...,yn} jsou lineadrné
nezavislé prvky prostoru H. Pifedpokladejme, Ze y je maximéalni feSeni (32). Polozme

a1 =y(0), c2=90), ..., c,= y(nfl)(o)



z=Ccyr+ -+ culn-

Potom z je FeSeni (32) definované na R a plati
(33) 200)=ci, 2(0)=cy, ..., 27Y(0)=c,.
Z Véty 9.4 plyne, Ze maximalni feSeni (32) splitujici podminky (33) je urceno jednoznaéné. Protoze
y i z tyto podminky spliuji, plati y = z.

(b) =  Z linearity L plyne, Ze

L(yn) = Ly —yp) = L(y) = L(yp) = f = f =0,

a tedy y, € Ker L = H.

< Jest

L(y) = L(yp +yn) = L(yp) + L(yn) = f + 0 = ,
a tedy y je feSeni (31). 0

Definice. Fundamentalnim systémem rovnice (32) rozumime (jakoukoli) bazi prostoru vSech
maximalnich feSeni rovnice (32).

Piiklad. Urcete v8echna maximélni feSeni rovnice

(34) y' +y =21+ 6m.
ReSeni. Funkce cosz a sinz jsou feSeni homogenni rovnice
(35) y'+y=0

definovana na R a jsou linearné nezévisla. Tedy {cos z, sin 2} je fundamentaln{ systém rovnice (35).
Funkce y = 23, x € R, je partikuldrni fegeni rovnice (34). Tedy podle Véty 9.5(b) jsou viechna
maximalni feSeni rovnice (34) tvaru

y(x) = 23 + acosz + Bsinz, z€R, a,f cR.
Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (32) rozumime polynom
XA) = A"+ ap A"+ agd +ag, AeC.

Véta 9.6 (fundamentélni systém FeSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty).

Necht A1, ..., s jsou vSechny rizné redlné koreny charakteristického polynomu x s ndsobnostmi
71,...,7s. Necht a1 +1i01, ..., +10; jsou vSechny navzdjem rizné koteny polynomu x s kladnou
imagindrni édsti a ndsobnostmi q1,...,q, kde aq,...,qa;, B1,..., 0 € R. Pak funkce
e)\lx’ .’1?6)\12, xrl—le)\lx’
6)\5:67 I‘BASz, . xrsfle)\sz7
e cos frz, we“®cosfix, ... xD e T cosfiz,
e %sin frx, we®sinfrz, ... x8 e Tsin fiw,
e cos Bz, we®®cosPyx, ... xUTLe™Tcos iz,
eM®gin Bz, weMTsinfix, ... =z 'e™Tsin Gz

tvort fundamentdini systém (32).
Véta 9.7 (partikularni feSeni rovnice se specidlni pravou stranou). Nechl a,b € R*, a < b,
u,v €R, PQ jsou polynomy a

f(x) = e (P(x) cosva + Q(z) sinvz) pro x € (a,b).

Necht m € NU {0} je ndsobnost éisla p + iv jakoZto kofenu charakteristického polynomu (32).
Potom existuje fesent (31) ve tvaru

y(x) = a™e' (R(x) cosve + S(x)sinvz) pro x € (a,b),
kde R, S jsou polynomy, jejichZ stupert neni vétsi neZ max{st P,st Q}.
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Poznamka. Z Véty 9.5 vyplyva, Ze k uplnému popisu mnoZiny vSech FeSeni rovnice (31) staci
urc¢it fundamentélni systém piislusné homogenni rovnice (32) a nalézt libovolné jedno partikularni
feSeni (nehomogenni) rovnice (31). Prvni krok (nalezeni fundamentalniho systému) byl proveden
ve Vété 9.6. Druhy krok (nalezeni partikularniho feSeni) byl proveden zatim pouze v pFipadg,
kdy prava strana (tedy funkce f) ma specialni tvar (Véta 9.7). V obecném piipadé tento krok
provedeme pomoci metody variace konstant. K tomu se bude hodit nasledujici tvrzeni.

Vé&ta 9.8 (regularita fundamentalniho systému). Necht {y1,...,yn} je fundamentdlni systém (32).
Potom je matice

requldrni pro kazZdé x € R.
Diikaz. Zvolme = € R. Predpokladejme, Ze pro n&jaké v € R™ plati A(xz)v = o. Polozme

Z=01Y1 + -+ UnYn.

Potom z je FeSeni (32) a plati

200 (@) = oy (@) + -+ oy (@) = 0.

Podle Véty 9.4 plati z = 0 na R. Funkce y1, ..., y, tvori fundamentalni systém, tedy jsou linearné
nezavislé, a proto je v; = vy = --- = v, = 0. Odtud vyplyva, Ze A(z) je regularni. Protoze x bylo
zvoleno libovolné, plyne odtud tvrzeni. O

Algoritmus pro hledani feSeni rovnice (31) metodou variace konstant pro rovnice
vyssiho radu.
Regeni rovnice (31) budeme hledat ve tvaru
y=ciyr + -+ cpln,

kde ¢1,...,c, jsou spojité diferencovatelné funkce na (a,b) a {yi1,...,yn} je fundamentalni sys-
tém (32). Potom plati

Y=yt eayn t Ayt Gy
Polozme cjy1 + - - + ¢,y = 0. Derivovanim dostaneme

Y=yl 4+ ey Y+ G
Polozme cjy) + - - - + ¢y, = 0. Pokra¢ujme az k rovnici

y(n) — 01y§") 4+t cny;n) + c/lygn—l) 4t c%yén—l)_

Dosadme y do (31). Dostaneme soustavu podminek

C/lyl + - +c;7,yn = 07

C/1y§n—2) N c;my*SLn72) =0,

A" Yyt =



neboli

0
(36) Alx)d (z)=| - pro z € (a,b).
0
f(z)
Zvolme x € (a,b). Potom je (36) soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznameé ¢} (x), ..., ¢, (x).

Matice této soustavy je podle Véty 9.8 regularni, takze existuje pravé jedno feSeni. Zvolme
1€ {1,...,n}. Z Cramerova pravidla dostaneme

é(z) = det Ai(x)

¢ det A(z)’

kde
Y1 - Yi—1 O yi+1 - Yn
oo Y 0 Wi
A= : :
-2 -2 -2 -2
?An ) yz(ﬁl ) 0 yz(i1 ) ygzn )
—1 —1 —1 —1
gy oy Y
Funkce x — dde;t%((f)) je spojita na (a,b), a tedy ma primitivni funkci. Odtud plyne existence
hledanych funkci ¢y, ..., c,. Tyto funkce spocitdme integraci a dosadime do definice y.

9.5. Soustavy diferencialnich rovnic.

Definice. Necht n € N, x € R™ a r > 0. Otevienou kouli se stifedem v x a polomérem r
rozumime mnozinu

B(z,r)={y e R": ||z —y|| < r}.

Rekneme, Ze mnozina G C R” je otevrena jestlize pro kazdé x € G existuje r > 0 takové, Ze
B(z,r) C G.

Poznamka. Prazdna mnozina je oteviena. Mnozina R” je oteviend. Oteviena koule je oteviena
mnozina. Mnozina {[z,y] € R? : 0 < x,y < 1} je oteviena v R?. Mnozina {[z,y] e R? : 0 < x <
1, 0 <y < 1} nenf oteviena v R2.

Definice. Necht n € N, G C R"*! je neprazdné oteviena mnozina a f: G — R", tedy f;: G — R
proi € {1,...,n}. Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic

yi = fl(xvyla"'ayn)

yé = fQ(xvyla cee 7yn)
(37)

y;L = fn(xvyla o 7yn)

pro [z,y] € G. Soustavu muZeme zapsat ve vektorovém tvaru:
y' = f(z,y), pifpadné y'(z) = f(z,y(x)),

kde y = (y1,---s9n), ¥ = (W4,...,v.) a f = (f1,..., fn). ReSenim soustavy (37) rozumime
vektorovou funkci y = (y1, ..., yn) definovanou na otevieném neprazdném intervalu J s hodnotami
v R™ takovou, ze pro kazdé x € J a kazdé ¢ € {1,...,n} existuje vlastni derivace y.(z) a plati
(37). Poéatecni dlohou pro (37) rozumime tlohu, kdy hledame feSeni (37) splitujici navic pfedem
zadanou podminku y(zg) = y°, kde [z9,3°] € G (této podmince se iikd po¢ateéni podminka).
Maximalnim FeSenim soustavy (37) rozumime takové feseni y definované na intervalu J, které
jiz nelze prodlouzit, tj. je-li z FeSeni definované na intervalu I, J C I a z(z) = y(x) pro kazdé
zeJ,pak J=1.



Poznamka. Uvazujme rovnici

(38) y" = fley g,y ).
a soustavu

Y1 = Y2,

Ys = Y3,
(39)

Yn—1= Yn,

y;z = f(x’yla“wyn)-
Pokud y Fesi (39), pak y; fesi (38). Obracens, pokud z fesi (38), pak (z,...,2" ") fesi (39).
Vé&ta 9.9 (Peanova). Necht G C R x R™ je otevFend neprdzdnd mnoZina a f: G — R™ je spojitd
funkce na G, tedy

V[z,yl € G Ve > 036 >0V, y] € G |[z,y] — [,y <d:|f(x,y) — f@y)
0
]

| <e.
Pak pro kaZdé [xo,y°] € G existuje mazimdini Feseni rovnice (37) spliiugici y(xg) = y°.

Vé&ta 9.10 (Picardova). Necht G C R xR" je oteviend neprdzdnd mnoZina, f: G — R™ je spojité
zobrazeni na G a je ,lokdlné lipschitzovské v y“, tj. pro kazdy bod [z,y] € G existujee >0 a K > 0
takové, Ze pro kazdé dva body [s,y"],[s,y?] € B([x,y], &) mdme

I £(s.y") = f(s,97)] < K |Jy' = 2]
0

Pro kazdé [xo,y°] € G existuje prdave jedno maximdini veseni y rovnice (37) spliugici y(zo) = y°.
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Poznamka. Jestlize f € C1(G), potom je f lokdln& lipschitzovska ve druhé proménné.
9.6. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic. Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic
Y1 = anyr + -+ atnyn + b,

Yo = a21y1 + -+ + a2nYn + b,
(40)

y; =ap1Y1 + -+ GpnYn + bn,

kden € N, o, 8 € R*, a < B, ai; : (,8) = R, b; : (o, ) = R, 4,5 € {1,...,n}, jsou spojité
funkce. Soustavu zapisujeme ve vektorovém tvaru:

y' =Ay+b,

kde

air ... Qin by

a1 .o Qop

A= R b=]:
‘ b

anl QAnn "
Homogenni soustavou k (40) rozumime soustavu
(41) y = Ay.

Véta 9.11 (feSeni soustavy linearnich diferencialnich rovnic). Necht o, 8 € R*, a < 3, o € («, B)
ay® € R™. Necht A : (o, B) — M(n xn), b: (a, B) — R™ jsou spojitd zobrazeni. Potom

(a) existuje prdvé jedno mazimdlni Feseni y soustavy (40) spliugici y(xo) = y°, a toto Fesent je
definovdno na celém intervalu (o, B);

(b) mnozina viech maximdlnich veseni soustavy (41) tvoii vektorovyj podprostor prostoru C((a, B), R™)
dimenze n;



(c) kazdé Teseniy soustavy (40) na intervalu (o, B) md tvar y = y,+yn, kde y, je néjaké fesent
(40) a yn, je néjaké TeSeni (41);

(d) jestlize {y*,...,y"} je fundamentdlni systém veseni soustavy (41), potom fundamentdlni
matice soustavy (41) definovand piedpisem

yi(!ﬂ) ~ yg(x)
() = Yo () | 5 ()
yu(z) ... yp(x)

je reguldrni pro kazdé x € (a, B);
(e) (variace konstant) maximdlni Feseni y rovnice (40) s pocdtecni podminkou y(zo) = y° md

tvar
xr

y(@) = () (w0)y° +<I>(x)/ (bt dt, € (o, B).

xo

9.7. Soustavy linearnich diferenciilnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Véta 9.12 (feSeni soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty). Necht
A€ M(n xn) a vektorovd funkce y : R — R™ je redenim soustavy y' = Ay. Pak y € C*°(R) a pro
kazdé k € N plati y*® (z) = AFy(x) pro z € R.

Definice. Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A, nazyvame A-matici. Radkovymi
apravami A-matice rozumime:

e zaménu dvou radk,

e vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

e pricteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P()) je polynom v proménné .

Lemma (tprava sloupce). Necht A = (Pi,...,P,)T je A\-matice. Potom ji lze konecnou po-

sloupnosti ¥ddkovijch tiprav prevést na A\-matici A = (P, ..., P,)T, kde nejuyse jeden z polynomai
Py, ..., P, je nenulovy.

Véta 9.13 (aprava matice A\ — A). Necht A € M(n x n). Pak lze A\-matici N\l — A pfevést
konecénou posloupnosti rddkovych uprav na horni trojuhelnikovou A-matici. Vislednd A-matice md
na diagondle nenulové polynomy, soucet jejichZ stuptii je n.

Znadceni.

e Necht P(\) = ap\" + a, 1 A" 1+ -+ a1 X+ ap je polynom a y: R — R je funkce majici
vlastni derivaci n-tého fadu na R. Potom symbol P(-L)y znaéi funkci

any'™ + an_1y™ "V 4 ary + agy.

e Necht P = (P;;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencialnich rovnic odpovidajici P
budeme rozumét soustavu

d d
Pi(—=)y1 + -+ Pin(5-)yn = 0,

dx dx
d d
P21(@)yl +oot P2n(%)yn =0,

d d
Pnl(@)yl +ee Pnn(%)yn =0.

Poznamka. Necht P, @ jsou polynomy a y € C>°(R). Potom plati
o (P+Q)(3k)y =Py + QL)
o (PQ)(45)y = P(E)(Q(5£)y).



Véta 9.14 (feSeni soustavy vzniklé pomoci koneéné posloupnosti fadkovych aprav). Necht \-

matice P vznikla konecnou posloupnosti Tddkovych duprav \-matice P. Potom wvektorovd funkce
y: R — R™ tridy C*° je TeSenim soustavy odpovidajici matici P prdavé tehdy, kdyZ je fesenim
soustavy odpovidagici P.

Priklad. Naleznéte vSechna maximalni feSeni soustavy
Yy = 4y1 + 5y2
Yo = —2y1 — 2.
Resent. Rédkovymi Upravami pfevedeme A-matici I — A na horni trojihelnikovou, tedy
1
A=A = (A 2 ! A+52> - <(1) /\22—A2§i2> '
Upravené matici odpovidé soustava

1
i+ 592 +92 =0,
Yy — 2y + 2y2 = 0.
Z druhé rovnice vypocteme
Yo = are¥sinx + age® cosx  pro x € R.

Derivovanim a dosazenim do prvni rovnice dostaneme

5 + L T i + L 3 * eR
=(—=« —qo | efsinx ——a1 — —ag | e*cosx o x .
1 B) 1 B 2 5 1 B 2 p

0

konec 27. pfednasky (19.5.2023)



