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PREDNASKA

LUBOS PICK

15. METRICKE PROSTORY II
15.1. Kompaktni metrické prostory.

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, 0) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti prvkii
P lze vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, ze mnozina K C P je kompaktni v P,
jestlize je metricky prostor (K, ) kompaktni, tedy jestlize z kazdé posloupnosti prvka K lze
vybrat podposloupnost, ktera konverguje v P a jejiz limita je prvkem K.

Véta 15.1 (koneCnost a kompaktnost). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P je konecnd.
Potom je A kompaktni.

Diikaz. Necht {x,} je posloupnost prvki A. Potom existuje alespoil jeden prvek z € A, ktery
se v posloupnosti {z,,} vyskytuje nekoneénékrat. Posloupnost {z,} tudiZz obsahuje konstantni, a
tedy konvergentni podposloupnost. O

Véta 15.2 (kompaktnost intervalu). Necht a,b € R, a < b. Potom je interval [a,b] kompaktni
v R.

Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvki [a,b] Potom je {z,} omezena. Dle Bolzanovy—Weier-
strassovy v&ty existuje podposloupnost {x,,, } posloupnosti {z,,} a prvek z € R takové, Ze ., — .
Protoze [a, b] je uzaviena mnozina, plati z € [a,b]. Odtud plyne, Ze [a,b] je kompaktni mnozina
v R. U

Véta 15.3 (nutnd podminka kompaktnosti). Necht (P, o) je metricky prostor. JestliZe existuje
posloupnost {x,} proki P spliugici

36 >0Vm,neN, n#m: o(xy, Tm) > 9,
potom P neni kompaktni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze P je kompaktni. Potom existuje podposloupnost {x,, } posloupnosti
{z,} a prvek = € P takové, 7e x,, — z. Nalezneme ko takové, Zze pro kazdé k > ko plati
0(Zn,,, ) < 2. Potom

)
) S Q(Ikoaxk0+1) S Q(:Ckovx) + Q(‘r;zko—'rl) < 5 + 5 = 67

coz je spor. Prostor P tedy neni kompaktni. O

Véta 15.4 (kompaktnost v diskrétnim prostoru). Metricky prostor (P, oqiskr) je kompaktni prdavé
tehdy, kdyZ je mnoZina P konecnd.

Diikaz. = Predpokladejme, Ze mnozina P je nekone¢na. Potom P obsahuje prostou posloupnost
{z,}. Pro kazdé m,n € P, m # n, plati o(x,, z,) = 1. Je tedy splnéna podminka z Véty 15.3 pro
d = 1. Podle této véty tedy prostor (P, gqiskr) neni kompaktni.

< Tato implikace plyne z Véty 15.1. (]

Véta 15.5 (kompaktnost a uzavienost). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kompaktnd.
Potom je K uzaviend.



Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvkt mnoZiny K takova, Ze limx, = y, kde y € P. ProtoZe
K je kompaktni, existuje podposloupnost {z,,}3>, posloupnosti {z,} a prvek z € K takové,
ze limg_yo0 Tn, = x. Z véty o limité vybrané posloupnosti plyne, Ze limy_ o0 Zn, = y. Z véty o
jednoznac¢nosti limity pak plyne, ze * = y. Tedy plati y € K. To podle definice znamena, Ze
mnozina K je uzaviena. O

Poznamka. Opaéna implikace ve Vété 15.5 neplati. Pfikladem je nekoneéné mnozina v diskrétnim
prostoru.

Véta 15.6 (kompaktnost a omezenost). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom je P
omezeny.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze prostor P neni omezeny. Potom je P neprazdny. Zvolme z € P.
Protoze diam P = oo, existuje pro kazdé n € N prvek z,, € P takovy, Ze o(x, z,) > n. Protoze P
je kompaktni prostor, existuji podposloupnost {z,, }3, posloupnosti {z,} a prvek y € P takovy,
ze limy_,o0 pn, = y. Tedy existuje ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati o(y, zp,) < 1.
Necht k € N, k > ko, je takové, ze n > o(z,y) + 1. Potom

ny, < o(@,7n,) < 0(x,y) + 0y, Tn,) < 0(z,y) + 1 <,
coZ je spor. Prostor P je tedy omezeny. O

Véta 15.7 (uzaviena podmnoZzina kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor a F C
P je uzavrend. Potom je F kompaktni.

Diikaz. Necht {z,} je posloupnost prvki F. Potom je {x,} také posloupnost prvki kompaktniho
prostoru P, takZe existuji podposloupnost {x,, }3°, posloupnosti {z,} a prvek z € P takové, ze
limy o0 Tn, = x. Protoze F' je uzaviend, plati x € F'. Mnozina F' je tedy kompaktni v P. O

konec 1. prednasky (03.10.2019)

Priklad. Dokazte, Ze mnozina

A={feC([0,1]); sup |f(z)] <1}

z€(0,1]

je v prostoru (C([0,1]), gsup) uzaviena a omezena, ale nikoli kompaktni.
Reseni. Necht f,g € A. Potom

osup(f59) = sup [f(z) —g(z)| < sup (|f(z)| + |g(x)]) <2.
z€[0,1] z€[0,1]
Tedy diam A < 2, takZe mnoZina A je omezené.

Predpokladejme, Ze {f,} je posloupnost prvki A spliiujici ggup(fn, f) = 0, kde f € C([0,1]).
Zvolme z € [0,1]. Potom f,(z) — f(z) v R a pro kazdé n € N plati f,(z) € [—1,1]. MnoZina
[—1,1] je uzaviena v R, takze f(z) € [—1,1]. ProtoZe x bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, Ze
f € A. Mnozina A je tedy uzaviena.

Pro kazdé n € N definujme funkei f,: [0,1] — R pfedpisem

ful) = {2"“” z €0, 5]

1, z€l&, 1.
Potom pro kazdé n € N plati f,, € A. Necht m,n € N, m < n. Potom 1 — 2™~ > %, a tedy

qup(fnvfm) > |fn(%) - fm(%)
Z Véty 15.3 tedy plyne, Ze A neni kompaktni.

| —

Piiklad. Necht a,b € R, a < b. Dokaite, ze zadny z intervali [a,b), (a,b], (a,b), [a,o0), (a,0),
(=00, b], (—00,b), (—00, 00) neni kompaktni v R.



Véta 15.8 (kompaktnost v R™). Necht n € N a K C R™. Potom K je kompaktni prdvé tehdy,
kdyz je omezend a uzaviend.

Diikaz. =  Tato implikace plyne z Vét 15.5 a 15.6.
<  Pouzijeme matematickou indukei podle n. Necht n = 1 a {2} je posloupnost prvkia K.
Mnozina K je omezena v R, a tedy existuji a,b € R, a < b, spliwujici K C [a,b]. Podle Véty 15.2
je [a, b] kompaktni. Protoze K je podle pfedpokladu uzaviena, je podle Véty 15.7 kompaktni v R.
Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n&jaké n € N. Necht K je omezena a uzaviend
mnozina v R"* a {z*} je posloupnost prvki K. Oznaéme z* = [a*,b*], kde a¥ € R™ a b € R.
Definujme zobrazeni 71 : R*"*1 — R™ a my: R*! — R piedpisy

mi([z1, - Tnga]) = (21,000 m0], T[T, Taga]) = Taga

Pro kazdé x,y € K plati
[ () = 71 (y)]| < o2(z,y) < diam K

w2 () = m2(y)| < o2z, y) < diam K,
takze m1(K) je omezenad v R™ a mo(K) je omezena v R. Podle Véty 13.11(f) jsou omezené také
mnoziny 71 (K) a m2(K). Protoze jsou navic zfejmé uzaviené, jsou podle indukéniho predpokladu
kompaktni. Tedy existuje podposloupnost {a"s }321 posloupnosti {a*} a prvek a € 7, (K) takoveé,

Ze lim;_, oo a¥ = a. Protoze mo(K) je kompaktni, existuje podposloupnost {bkn }22, posloupnosti
{bki} a prvek b € mo(K) takové, ze limy_, o, b = b. Potom

lim z%ie = lim [a", bF] = [a, b].

{— 00 {— 00
Mnozina K je podle pfedpokladu uzaviena, a tedy [a,b] € K. Odtud plyne, Ze K je kompaktni v
R+, O

15.2. Spojita zobrazeni na kompaktnich metrickych prostorech.

Véta 15.9 (spojity obraz kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor, (Q, o) je met-
ricky prostor a f: P — @Q je spojité. Potom je f(P) kompaktni v Q.

Diikaz. Necht {y,} je posloupnost prvki f(P). Potom pro kazdé n € N existuje x,, € P takové, Ze
f(zn) = yn. Protoze P je kompaktni, existuje podposloupnost {z,,} posloupnosti {z,} a prvek
x € P takové, 7ze x,, — x v P. Protoze f je spojité, plyne z Heineovy véty (Véta 13.12), Ze
f(zn,) = f(z) v Q. Oznacime-li y = f(z), pak y € f(P) a plati limg_ 00 yn, = y. Odtud plyne,
7e f(P) je kompaktni v Q. O

Definice. Necht (P, ) je neprazdny metricky prostor a f: P — R. Rekneme, Ze zobrazeni f
nabyva svého maxima na P, jestlize existuje x € P takové, ze f(z) > f(y) pro kazdé y € P.
Obdobné fekneme, Ze f nabyva svého minima na P, jestlize existuje z € P takové, ze f(z) <
f(y) pro kazdé y € P.

Véta 15.10 (extrémy spojité funkee na kompaktu). Necht (P, o) je neprdzdny kompaktni metricky
prostor a f: P — R je spojité. Potom f nabjvd na P svého mazrima i svého minima.

Diikaz. Oznatme y = sup f(P). Podle Véty 15.9 je mnozina f(P) kompaktni, a tedy podle Vét 15.5
a 15.6 omezena a uzaviena. Z omezenosti f(P) plyne, Zze y € R a z uzavienosti f(P) plyne, Ze
y € f(P). Tedy f nabyva na P svého maxima. Obdobné lze dokazat, Ze f nabyva na P svého
minima. U

Definice. Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q. Rekneme, ze f je stejno-
meérné spojité, jestlize

Ve >030>0Vz,y€ P, olz,y) <d: o(f(x), f(y)) <e.

konec 2. pfednasky (07.10.2019)



Véta 15.11 (spojitost a stejnomérna spojitost na kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky
prostor, (Q, o) je metricky prostor a f: P — Q je spojité. Potom f je stejnomérné spojité.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojité. Potom exituje € > 0 a posloupnosti {x,, },
{yn} prvkia P spliwjici o(z,, yn) < % ao(f(zn), f(yn)) > €. Z kompaktnosti P plyne, Ze existuje
podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,} a x € P takové, ze x,, — . Potom také y,, — x, nebot

Q(Ivynk) < Q(SC, znk) + Q(xnkaynk) — 0.
Ze spojitosti f a Heineovy véty tudiz plyne, ze f(x,,) — f(z) a f(yn,) = f(x). Nalezneme k € N
takové, ze o(f(xn, ), f(x)) < 5 a o(f(yYn,), f(x)) < 5. Potom
e €
e < o(f(@n)s f(Yni)) < o(f(@n,), f(2)) + 0(f(yn), f2)) < 5+ 5 =¢,
coZ je spor. Zobrazeni f je tedy stejnomérné spojité. O

Definice. Rekneme, Ze posloupnost mnozin {A,.} je teleskopicka, jestlize pro kazdé n € N plati
An+1 C A,.

Vé&ta 15.12 (charakterisace kompaktnich prostori). Metricky prostor (P, o) je kompaktni prdvé
tehdy, kdyz pro kazdou teleskopickou posloupnost {Fy,} neprazdnych uzaviengch podmnoZin P plati

Moy Fn # 0.

Diikaz. = Necht {F,} je teleskopickd posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P. Pro
kazdé n € N zvolime z,, € F,. ProtoZze P je kompaktni, existuje podposloupnost {x,, }?°; po-
sloupnosti {z,} a prvek = € P takové, ze limg_yo0 pn, = 2. Zvolme n € N. Potom pro vSechna
k € N spliwijici ng > n plati z,, € F),, nebot
Ty, € Fyn, C Fy.

Protoze F,, je uzaviend, vyplyva odtud, Ze také = € F),. ProtoZe n bylo zvoleno libovolné, plati
z € (o, F,. Mnozina (,—, F, je tedy neprazdna.

< Jestlize P = 0, potom je P kompaktni. Pfedpokladejme, ze P # 0 a {z,} je posloupnost
prvkia P. Pro kazdé n € N polozme

Fo=A{z;; jeN, j>n}

Potom je {F,} teleskopickd posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P. Podle pfedpo-
kladu véty tedy existuje z € () —, F,,. Protoze x € Fy, plyne z definice mnoziny Fy, Ze existuje
index ny € N takovy, Ze o(z,,,z) < 1. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € N mame zvoleny indexy
ni,...,n,. Protoze x € F,, 11, plyne z definice této mnoziny, ze existuje index ny4; € N spliujict

N1 > Nk & (T, o) < kil. Takto ziskdme rostouci posloupnost indexi {ny}32 ,, takovou, ze

pro kazdé k € N plati o(z,, ,z) < % Tedy limg_yo0 Tn, = x. Z libovolné posloupnosti jsme tedy
vybrali konvergentni podposloupnost. To znamené, ze prostor P je kompaktni. O

15.3. Uplné metrické prostory.

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor a {z,} je posloupnost prvka P. Rekneme, ze {z,} je
cauchyovska, jestlize plati

Ve>03dng e NVn,meN, nym >ng: 0(xn,Tn) <e.

Poznamka. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovski. Obracené implikace neplati. Piikla-
dem je posloupnost {1}, ktera je cauchyovska, ale nikoli konvergentn{ v (0,1).

Definice. Rekneme, 7e metricky prostor je uplny, jestlize kazda cauchyovské posloupnost prvki
P je konvergentni.

Priklady. Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) R je tplny,
(b) (0,1) neni tplny,
(¢) diskrétni metricky prostor je uplny,
(d) (C([a,b]), osup) je tplny,



(e) (C([a,b]), 0int) neni tplny.

Véta 15.13 (kompaktnost a aplnost). Necht (P, o) je kompakini metricky prostor. Potom je P
uplng.

Diikaz. Predpokladejme, Ze {z,} je cauchyovska posloupnost v P. Potom z kompaktnosti plyne,
Ze existuji podposloupnost {z,, }3, posloupnosti {z,} a bod « € P takové, Ze limy_,o0 Zpn, = .
Zvolme e > 0. Potom z Bolzanovy—Cauchyovy podminky plyne, Ze existuje ng € N takové, ze pro
kazdé m,n € N splijici m > ng a n > ng plati o(x,,x,) < €. Diky konvergenci posloupnosti
{zn, }32, déle existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati o(x,,,z) < €. Protoze
{nx}32, je rostouci posloupnost pfirozenych &isel, existuje k € N, k > ko, takové, ze ny > ng.
Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

0(Tn, ) < 0(xn, Tn,) + 0(Tn,,x) < €+ =2e.
Odtud plyne, Ze limz,, = x, takZe {x,} je konvergentni. Prostor P je tedy tplny. O

Poznamka. Opacna implikace ve Vété 15.13 neplati. Piikladem je R nebo nekoneény diskrétni
prostor.

Véta 15.14 (uplnosti a uzavienost). Necht (P, o) je uplnyg metricky prostor a M C P. Potom je
(M, o) iplng prdvé tehdy, kdyz M je uzavrend.

Diikaz. =  Necht {z,} je posloupnost prvkia M, x € P a limz, = z. Posloupnost {z,} je
tedy konvergentni, a tudiz cauchyovské, v P. Tim padem je cauchyovské také v M, coz je uplny
metricky prostor, takze existuje y € M takové, ze limx,, = y. Z jednozna¢nosti limity vyplyva
=y, atedy x € M. Mnozina M je tedy uzaviena.

< Necht {z,} je cauchyovska posloupnost prvki M. Potom je {z,} cauchyovska také v P,
coz je uplny metricky prostor, a tedy existuje z € P takové, zZe lim x,, = x. Protoze M je uzaviena,
plati © € M. Tedy lim z,, = = také v M, takze (M, o) je uplny. O

konec 3. prednasky (10.10.2019)

Véta 15.15 (Cantor). Necht (P, o) je metricky prostor. Potom P je uplny prdvé tehdy, kdyZ pro
kazdou teleskopickou posloupnost {F,} neprdzdniych uzaviengch podmnoZin P spliiujici
lim diam F;,, =0

n—oo

je Moy Fr jednobodovd mnoZina.

Dikaz. = Pro kazdé n € N zvolime libovolné prvek z,, € F,,. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme
ng € N takové, ze diam F,,;, < ¢. Potom pro kazdé m,n € N, m,n > nog, plati xp,,z, € Fp,, a
tedy o(zm,xn) < €. Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska. Z tiplnosti P plyne, Ze existuje z € P
takové, ze lim x,, = x. Pro kazdé n € N je {z; };";n posloupnost prvka F),, kterd podle v&ty o limité
vybrané posloupnosti konverguje k x. Protoze F,, je uzaviena, plati x € F,,. Protoze n € N bylo
zvoleno libovolné, dostavame x € ﬂzozl F,,. Pro kazdé m € N plati diam(ﬂzo:l Fn) < diam F},,, a
tedy diam (1,2, F,,) = 0. Odtud plyne, ze (", , F}, = {z}.
< Necht {z,} je cauchyovska posloupnost. Pro kazdé n € N polozme
Potom je {F,,} teleskopickd posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin. Zvolme & > 0. K nému
nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati o(x,,z,,) < e. Odtud plyne, Ze
diam F,, < diamF,,, < € pro kazdé n € N, a tedy limdiam F,, = 0. Podle pfedpokladu plati
N~ Fn = {z} pro n&jaké = € P. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati
o(z,z,) < diam F,,, < e.
Odtud plyne, ze lim z,, = x. O

Poznamka. Bez predpokladu lim,,_, o, diam F;,, = 0 Cantorova véta neplati. Pfikladem je posloup-
nost F,, = [n,00), n € N.



16. FUNKCE VICE PROMENNYCH II
16.1. Parcialni derivace a diferencialy vysSich rada.

Definice. Necht f je funkce z R™ do R, i,5 € {1,...,n}, a a € R™. Parcialni derivaci funkce %
podle j-té proménné v bodé¢ a znacime %(Q), pokud i # j, pripadné %(a), pokud i = j.
J T i

Obdobné zna¢ime parcialni derivace vyssich fada.
Definice. Necht G C R” je oteviena mnozina, f : G — R a k € N. Rekneme, ze f je t¥idy
C*(@), jestlize jsou viechny parcialni derivace funkce f az do fadu k véetné spojité na G. Mnozinu
viech funkei f: G — R tiidy C* oznadujeme C*(G) a klademe C®(G) = N;—, C*(G). O funkei g
fekneme, 7e je tiidy C* na G (k € NU{oo}), jestlize g|G € C*(G). Mnozinu viech spojitych funkei
na G znaéime C°(G). Funkce tiidy C!(G) nazyvame hladkymi funkcemi na G.
Piiklad. Dokazte, Ze projekce, tedy zobrazeni m; : R™ — R, definovana pfedpisem m;(x) = x;,
t=1,...,n, jsou t¥idy C>(R"™).
Poznamky. Necht G C R" je oteviena.

(a) Jestlize f € C1(G), potom f m4 totélni diferenciél v kazdém bodé mnoZiny G.

(b) Plati

@) o>ct@)>c*G) ...

(c) Jestlize f,g € C*(G), potom také f + g a fg patii do C*(G). Pokud navic g je nenulova na

G, tak i L € C¥(@).

Definice. Necht m,n € N, G C R" je oteviena a k € NU {oo} U {0}. Rekneme, ze f : R" — R™
je t¥idy C*(@), jestlize jeho slozky fi,..., fm jsou t¥idy C*(G).

Poznamka. Zobrazeni f : G — R™ tifdy C*(G) m4 derivaci v kazdém bodé mnoziny G.

Vé&ta 16.1 (skladani zobrazeni t¥idy C*). Necht k € NU {oo}, m,n,s € N a G C R*, H C R™

jsou oteviené mnoziny. Necht f : G — R™, g : H — R® jsou po Fadé trid C*(G) a C*(H) a plati
f(G) C H. Pak zobrazeni g o f je tridy C*(G).

Dikaz. Ozna¢me h = (hy,...,hs) = go f. Protoze f: G - R™, g: H - R®* a f(G) C H, je
zobrazeni h definované na G. Déale budeme postupovat pomoci matematické indukce podle k.
Predpokladejme nejprve, ze k = 1. Pro kazdé = € G existuji podle Véty 14.4 derivace f'(x) a
¢'(f(z)). Podle Véty 14.11 pak plati pro kazdé z € G, l € {1,...,s}, i € {1,...,n} vztah

1) O () =3 99 () 2 (),

Funkce z +— %(f(x))a X = STJZ

vyplyva, Ze zobrazeni g o f je t¥idy C! na G.

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro k — 1, kde k € N, k£ > 1. Stejné jako v pfedchozim
piipads plati pro kazdé z € G, 1 € {1,...,s}, i € {1,...,n} vztah (1).

Necht I € {1,...,s},i € {1,...,n} aj € {l,...,m}. Funkce x — g%(x) je t¥idy C*~! na G.
Funkce z — g—yg; ( f (ac)) je dle indukéniho piedpokladu t¥idy C*~! na G, nebot funkce y +— g—i(y) je
t¥idy C*~! na H a f € C*(G) C C*~(G). Podle vyse uvedené poznamky (c) je funkce z %(x)
téz t¥idy C¥~! na G. Tedy je funkce h t¥idy C*(G).

Je-li k = oo, tvrzeni plyne pfimo z definice podle pfedchoziho. O

(z) jsou spojité, a proto je funkce % podle (1) spojita. Odtud

Véta 16.2 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht f je funkce z R™ do R, a € R™ a i,j €

{1,...,n}. JestliZe obé funkce %, % maji totdlni diferencidl v a, potom
i J

Pf o Pf 2
8xi8xj o 8%8:@




konec 4. prednasky (14.10.2019)

Diikaz. P¥edpokladejme nejprve, Zze n = 2. Necht a = [a1,as] € R? a § > 0, je takové, ze

(a1 — d,a1 + ) X (a2_6a2+6)CD(gf) (az)
PoloZzme
W = {@tthot) —flatta) - flan+)+flaen) o6 s

2
Zvolme ¢ € P (0, 7). Polozme t
o(z) = f(x,a2 +t) — f(x,a2) prox € [a1,a1 +0).
Potom )
Wi(t) = tj(@(al +t) — p(ar))

%(x, az) pro kazdé x € [a1,a; + 0).

0
@) = w04 1) -
Podle Lagrangeovy véty existuje £(t) € (a1, a1 + t) takove, Ze

plar +1) — p(ar) = ¢'(£(1)) - t.

Pak
! 1,0 0
® wi = EEO L ) 0y ) - W ey, a0)).
Protoze % mé v bodé a totalni diferencial, existuje funkce z1: (—6,8)? — R splitujici
2
(3) g—i(m +a,az + ) = gf( )+ 8—2( Yo + aayafz (a)B + z1(a, B)  pro kazdé [a, 5] € (—6,6)?
a
4 im (@8 g
W o T A1
Dosadme do (3) postupné [a, 8] = [£(t) — a1, 1] a [a, f] = [£(t) — a1, 0]. Dostaneme
2
26000 = L@+ ZL@E0 )+ oL@t + (e - )
of of *f *f

Se(Elt).a2) = 5 (0) + TE@(ED — @) + (@) -0+ 21 (60— a1.0).

Diky tomu, Ze t bylo zvoleno libovolng, obdrzime kombinaci poslednich dvou rovnosti s (2) vztah

0? z1(&(t) — a1, t) — 21(€() — a1,0
()4 2AEH) —a1,t) — 21 (€) —1,0)

oyor t

Pro kazdé t € (0,9) plati

2(EM) —art) _ 21t —ar, ) |IIE(E) — ar, t]

W(t) = pro kazdé ¢ € (0,0).

t @) — a4 t
) — a4l _ VED—aP T E _VEFE _ 5
Z (4) plyne; Ze
e 2LEO = a10)

t—04 m

i &) —ant)

t*)0+ t

a tedy celkem
=0.



Podobné odvodime

z1(§(t) — a1,0)

lim =0.
t—04 t
Odtud vyplyva
. O*f
t1—1>I(I)1+ W) = dyOx (@)-

Nyni vyjadiime funkci W jinym zpisobem. Zvolme ¢ € (0,0) a definujme
U(y) = flar +t,y) = flai,y) proy € [az,az +9).

Potom
Y(az +t) —Y(a
W(t) = 2 v 2) pro t € (0,0).
Obdobné jako v prvni ¢asti dikazu odvodime
*f z2(t,n(t) — az) — 22(0,m(t) — az)
t =
W(t) = o o (a) + ;
pro n&jaké n(t) € (ag, a2 +t), kde 25 je funkece splhwjici
im ZQ (Oé, 6) — O.
(o8]0 ||[a, ]|
Odtud plyne podobné jako v pfedchozim pripadé
0% f
M W) = 555 @
Plati tedy
0% f 0% f
(a) = (a).
0yox 0xdy

Necht nynin € Na f : R* - Rai,j € {1,...,n}, i < j. Definujme funkci g : R? — R
predpisem

9(@,y) = flar, @i 1,Z,Qi41, -, Q5 1,Y,Qj11, -, Cn)-

Polozme dale
V(xa y) = (ala e A1, T, G 1y A1, Y, A1y e an)‘

Potom

9g _of »g _f

dg _of g _f
Zobrazeni v : R?2 — R™ ma4 derivaci v kazdém bodé R?, a tedy %, g—z maji totalni diferencial
v (@i, a;). Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Parcialni derivace obecné nejsou zaménné.

Disledek. Necht n € N, f je funkce z R do R, G C R" je oteviend, f € C*(GQ), a € G a
1,7 €{1,...,n}. Potom
0 f Q) = 0 f 0)

8a:i8xj B 81‘]8.131 '
Diisledek. Necht k,n € N, f je funkce z R" do R, G C R" je oteviend, f € C*(G), a € G,
m:{l,...,k} = {1,...,k} je permutace a iy,...,ix € {1,...,n}. Potom

ok f ok f
(“)xik . .8(Ei1 (a) (a)

[“)xiﬂ(k) e 8%—”(1)




Diikaz. Je-li k = 1, tvrzeni zfejmé plati. Pro k& > 1 staci tvrzeni dokdzat pro permutaci ve
formé ,,sousedni transpozice®, nebot kazda permutace je konetnou kombinaci sousednich trans-
pozic. Necht j € {1,...,k — 1}. Polozme
j+1, jestlize £ = j,
w(l) = < 7, jestlize f =35 +1, profe{l,..., k}.
l, jinak,

Oznacme
L
n (9%@71 s 8351-1 '
Potom g € C?(G), a tedy podle p¥edchézejiciho diisledku Véty 16.2 plati
0%g 0%y o) — 0%g
0110z, 9011 O r(j+1)0%x(5)

(a).

Odtud plyne tvrzeni. O
Poznamka. Zavedeni vyssich derivaci:

f:R* > R™;

R — L(R™,R™);

f R — LR™, L(R™,R™));

"R — L(R™, L(R™, L(R™,R™)))

Pro L € L(R™, L(R™,R™)), u,u1,us,v,w € R" a a € R plati
L(u) € L(R™,R™);
L(u)(v) € R™;
L(u)(v +w) = L(u)(v) + L(u)(w);
L(u)(aw) = aL(u)(v);
L(uy +uz)(v) = (L(u1)(v) + L(uz)(v));
L(au)(v) = aL(u)(v).
Tedy t¥idu L(R™, L(R™,R™)) lze ztotoznit s tfidou vSech bilinearnich zobrazeni z R™ x R™ do R™.
Definice. Necht m,n,k € N. Zobrazeni L : (R")* — R™ se nazyvéa k-linearnti, jestlize
w— Lt .. 0w ot o)
je linearni zobrazeni z R™ do R™ pro kazdé i € {1,...,k}, vl,... v L vl . vk € R". Mnozinu
viech k-linearnich zobrazeni z (R™)¥ do R™ znaéime Ly (R",R™).

konec 5. prednasky (17.10.2019)

Poznamka. Necht m,n,k € N. Pro B € L5(R",R™) plati

= B(i ui€i7§:vjej) = En:f:uij(ei,ej).
i=1 j=1

i=1 j=1
Obdobné pro L € L(R™,R™) dostaneme

® Bt = 3 3wl ),
i1=1 =1

Je-li L € £, (R",R™) a h € R", potom zobrazeni (u?,u?,...,u*) — L(h,u?,...,u") patii do
Li—1(R™,R™).



Lemma (norma obrazu pii k-linearnim zobrazeni). Necht m,n,k € N a L € L;(R™,R™). Potom
ezistuje C' € R takové, Ze pro kazdé u', ..., u* € R™ plati

IL(uts . u®) e < Ol e - [l [l

Diikaz. Polozme 4 4
K= maX{HL(e“, co, et
Pak dle (5) pro kazda u',...,u* € R™ plati

n n n n
HL(ul,...,uk)H < Z Z |ug, ufk| ||L(e“,...,e““‘)H < KZ Z ||u1H ||uk||

;il,...,ike{l,...,n}}.

=1 ig=1 =1 ip=1
< Kol || flu®]
Tedy staci polozit C = Kn*. O
Definice. Necht m,n,k € N a L € L;(R™,R™). Pak normou zobrazeni L rozumime ¢islo
1Ll 2o oy = sup {1 Lut oo ) frm, [t fln < 1, Ju®flen < 17
Poznamka. Necht m,n,k € N. Potom (Li(R",R™),] - ||z, ®n rm)) tvoil normovany linearni

prostor.

Definice. Necht m,n,k € N, k > 2, f je zobrazeni z R™ do R™ a a € R". Pak derivaci k-tého

¥adu zobrazeni f v bodé& a nazyvame k-linearni zobrazeni L z (R™)* do R™ spliiujici
) = fE @) = Dy e
h—o I7|

znacime L = f*)(a).

0,

Rn

Vé&ta 16.3 (derivace vyssiho fadu a totalni diferencial). Necht n,k € N, f je zobrazeni z R™ do

R, a € R" a L € L (R™,R) je k-td derivace f v a. Potom maji viechny parcidlni derivace f Tddu

(k — 1) totdlnt diferencidl v a a pro kaZdé iy, ... it € {1,...,n} plati

_ orf

o 3xi18xi2 N Bxl-k (Cb)

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukci dle k. Pro k = 1 tvrzeni plyne z definice.
Piedpokladejme, 7e k € N, k > 1, a tvrzeni plati pro k — 1. Zvolme iy,...,i; € {1,...,n}.

Piedpokladejme, 7ze L € L;(R™,R) je k-ta derivace f v a. Nalezneme § > 0 takové, Ze vSechny

parcialni derivace f fadu (k—1) existuji na B(a, d). Podle indukéniho piedpokladu pro x € B(a,d)

a [u?,...,uF] € (R")*=1 plati

B n n ak_l
FED (@) (w2, ... uk) = Z Z ﬁ(x)ufz ufk,

a tedy zobrazeni g: B(a,d) — R definované piedpisem
g(x) = fE D (@) (e, e™)

L(e™, e,... e™*)

spliiuje
ak—lf
g(z) = m(m) pro z € B(a,0).

Oznacme 4 .
w=(e?,...,e*).
Pak pro h € R™\ {0}, |h]| < d, plati
[fE D (a+ h)(w) = f* D (a)(w) — L(h,w)]
(IRl
Hf(k_l)(a + h) - f(k_l)(a) B L(h7 SRR} )H
il ’

<




a tedy
|fE D (a+ h)(w) = f* D (a)(w) — L(h,w)]

lim — 0.
he 5]
Odtud vyplyva, ze
. lgla+h)—g(a) — L(h,w)|
li =0.
h—o il
Tudiz pro i € {1,...,n} plati
te't) — ,
tig L1 = 9@) g | o,
0 t
a tedy
ot g gla+teir) — g(a) _
= = 1 — L 11 12 Tk
Bxilc’)xiz e 8xik (a) axil a tgl(l) 7 (6 ,e”, , € )

Poznamky. (a) Z piedchozi véty plyne jednoznacnost f*(a), a tedy zpé&tné i korektnost tohoto
znaceni.

(b) Je-li f funkce z R™ do R™ a a € R™, pak f*(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuji fF(a)
pro kazdé j € {1,...,m}.
Vé&ta 16.4 (symetrie derivace). Necht m,n,k € N, f je zobrazeni z R™ do R™, a € R" a f*)(a)

existuje. Potom je f*)(a) symetrické zobrazend, tj. je-li m = {1,...,k} — {1,...,k} permutace,
pak

pro kazdd u', ..., u* € R™.

Diikaz. Necht f = (f1,...,fm)aje{l,...,m}. Sta¢i dokdzat tvrzeni pro f;.
Diky Vé&té 16.3 staci dokazat, %e pro iq,...,ip € {1,...,n} a permutaci 7 : {1,...,k} —
{1,...,k} plati

oF f; o f;

6 d = 1 .
(6) 0x;, ... 0x;, (a) (“)xiﬂ(k) .. .6:Ci7r(1) (a)
Uvedeny vztah stadi dokazat pouze pro sousedni transpozice. Necht tedy ¢ € {1,...,k—1} a

£+1, s=1{,

w(s) =< ¢, s=0+1, se{l,...,k}

s jinak,

Potom funkce
aéflfj

g(r) = 5——7— ()

B 8.%‘1'271 N 63;‘2*1
spliiuje ,
oL
g(z) = .

OTi 4y - OTi

(z)
na okoli bodu a. Funkce f ma derivaci (¢ 4+ 1)-niho ¥adu v a. Z Véty 16.3 tedy plyne, Ze funkce

T 99 (), =z 99 (x)

3%2'[ 8xie+1
maji derivaci v a. Podle Véty 16.2 tedy plati
0%g 0%g
i, 04, 0z;,0x;,,,

Odtud plyne (6). O



konec 6. prednasky (21.10.2019)

Véta 16.5 (postacujici podminka pro existenci derivace vyssiho fadu). Necht m,n,k € N, f je
zobrazeni z R™ do R™, G C R" je oteviend, f € C*(G) a a € G. Potom f*)(a) existuge.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze m = 1. Pouzijeme matematickou indukci podle k. Pro k =1
tvrzeni plati diky Vété 14.4.

Piedpokladejme, 7e k € N, k > 1, a e tvrzeni plati pro k — 1. Ozna¢me A = {1,...,n}F"L
Potom A je kone¢na mnozina, ozna¢me # A pocet jejich prvki. Polozme

ak—lf

= roa:i,...,i, c A.
Yo al’il...aﬁcik71 p (1 k 1)

Potom pro kazdé o € A je g, t¥idy C*(G), a tedy g, ma na G totalni diferencial. Zvolme ¢ > 0.
Diky tomu, ze A je konecna, nalezneme 6 > 0 takové, ze

Va € AVh e R ||h]| <6 :|gala+h) — gala) — gala)(h)| < ellh]l.

PoloZme

n

L(h,vt, ... 01 = Z Z gia (a)hvl, ---vE ' proheR™a (v',...,0F 1) e (RM)F .

acA i=1
Potom L € L;(R",R) a

L(h,v',..0F ) = > gh(a)(h)vd, -0k

acA
Zvolme u',... u*~' € R™ spliwjici ||ujHRn < 1 pro kazdé j € {1,...,k — 1}. Oznatme w =

(ul,...,uF=1). Potom pro kazdé h € R", ||| < 6, plati podle indukéntho predpokladu a Véty 16.3
F* D (a+ h)(w) = f*V(a)(w) = Lk, w)
= > galathuy, -ub !t =Y galayul, ---ugt, = Y gh@)(h)u, - uf

acA a€A a€cA
=Y (gala+h) = gala) = ghla)(B)) ul, - -ul ",
acA

Odtud a z definice normy (k — 1)-linearniho zobrazeni vyplyva, ze

1F* D a+h) = fED (@) = Llhy sl vy < ) [9ala +h) = gala) = go(a) (h)]
acA
< (#A)e| ]
Tedy
lim ||f(k71)(a + h) - f(kil)(a) - L(hv R .)”Lk—l(R",R) -0
h—o |7 || ’
a tudiz L = f®)(a).
Necht m € N. Pro kazdé j € {1,...,m} nalezneme podle z jiz dokézaného zobrazeni L; €
Lr—1(R™,R) spliiujici
k—1 k—1
o W@ ) = £ @) — Lihe e
h—o ||h R™ )
Polozme L = (Ly, ..., Ly,). Potom L € L1 (R™,R™) a plati
lim ||f(k71)(a + h) - f(kil) (a) - L(ha BRI ')”Ek—l(R",Rm) -0
h—o I || ’

takze L = f*)(a). O



Poznamka. Necht n € N, f je funkce z R™ do R, a € R™ a f’(a) existuje. Potom je f”(a)
bilinearni zobrazeni reprezentované matici

9% f 9% f
Tw%(a) e 761‘181” ((L)
H = .
9 9
azné{ml (a’) e Bzg (a)

ve smyslu
VYu,v €R™: f(a)(u,v) = uTHo.
Matice H je symetricka.

Definice. Necht f je funkce z R™ do R, a € R" a f”(a) existuje. Potom matici H nazgvame
Hessovou matici.

Definice. Necht n € N, f je funkce z R™ do R, a € R™ a f”(a) existuje. Potom druhym
diferencialem funkce f v bod& a nazyvame kvadratickou formu h — f”(a)(h,h). Podobné& pro
k € N rozumime diferencialem k-tého ¥adu funkce f v bodé a zobrazeni h — f*)(a)(h,...,h).

16.2. Taylorav polynom vice proménnych.

Definice. Necht k,n € N, f je funkce z R” do R, a € R a f*)(a) existuje. Potom Taylorovym
polynomem k-tého Ffadu funkce f v bodé a rozumime polynom n proménnych

Tf’ = Z f(]) )z —a,...,z—a),

pri¢emz vektor (r —a,...,z —a) ma j slozek.

Vé&ta 16.6 (Lagrangeiv tvar zbytku). Necht n € N, k € NU {0}, f je zobrazeni z R™ do R,
G C R" je oteviend konvexni mnozina, f € CKTY(G) a a,z € G. Potom existuje & leZici na tsecce
spojugjict body a a x takové, Ze

flz) =T () + Gt 1) SEE (@ —a,. .2 a)

(pricemz vektor (x —a,...,x —a) md k + 1 sloZek).

Diikaz. Diky konvexité a otevienosti G nalezneme interval (a, 8) splijici [0, 1] C («, 8) a takovy,
ze

a+t(x—a) € G prokazdét e (o, ).
Polozme

o(t) = fla+t(x—a)) prote (a,f).
Zobrazeni t + a + t(z — a) je tiidy C>®(R), a tedy podle Véty 16.1 je ¢ t¥idy C*(a,3). Podle
Lagrangeova tvaru zbytku pro funkci jedné proménné (Véta 6.4) existuje n € (0,1) takové, Ze

(k+1)
(1) = (1) = S,
tedy
kL 0) (k+1)
e PYN0) e ()
(7) J@) =3 =+ G+

Jj=0

Pouzitim Fetizkového pravidla dostaneme pro kazdé ¢ € («a, )

-7

211

n
221

8% a+t(x—a)(@, —ay,) = fat+tz—a)(z—a)

Z amz 3171 a+tx—a))(w, —ai, ) (i, —ai, = f"(a+t(z — a))(@ —a,x — a)),

111



Pro kazdé j € {1,...,k+1} at € (o, B) plati
Z 3 g et ) (e
:f(J)(a—i—t(;v—a))(x—a,...,x—a).

Dosazenim do (7) dostaneme podle definice Taylorova polynomu

1
—1he
@) = TE*@) + Gy
Polozme £ = a + n(x — a). Potom £ lezi na tsecce spojujici body a a z a spliiuje pozadované
tvrzeni. O

Y a4z —a))(z—a,...,x—a).

konec 7. prednasky (24.10.2019)

Véta 16.7 (Peantuv tvar zbytku). Nechtn € N, k € NU{0}, f je zobrazeni z R™ do R, a € R™ a
f je tiidy C* na jistém okoli a. Potom

_qfa
lim f(z) T (z)
z=a |z —allF

=0.

Diikaz. Pro k = 0 tvrzeni trivialné plati. Pfedpokladejme, Ze k > 1. Nalezneme § > 0 takové, ze
f € C*(B(a,d)). Zvolme x € B(a,d). Protoze mnozina B(a,d) je oteviena a konvexni, mizeme
podle Véty 16.6 nalézt {(z) leZici na usece spojujici a a = takové, Ze

Fla) =T (@) + 4 FOE@) @~ a o= a),
Potom plati

fla) - Ti @) = o (f““) (€@) ~ fP@) @ =0z~ a)
n k
kl Z Z (8:31 ..oz, (&(z)) - W(@) (ziy, —aiy) - (T, — aiy,)-

L11 Zkl

Tedy

= k
kl 12:: Z: (895“ ... 0wy, (€(=)) - M(GO (ziy — aiy) - (i, — ag,)
1 - 8k .
S z:: z:: 8%. axzk Ben ... Oy, o)~ M(“) o= all®.

Odtud vyplyva, ze pro kazdé = € B(a,0) \ {a} plati

0< M — 1 (¢(x)) - L(a)
- |z — a” = 83:“ ... Oz, O, ...0z;, '
Vsechny parcialni derivace az do fadu k véetné jsou spojité v a, a tedy
Z ok f ok
tim 3 3 | - M()\ 0,
(x) —al| < ||z —al|. Odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka. Symbol o mizeme zfejmym zpusobem definovat i pro funkce vice proménnych. Pak
lze tvrzeni predchézejici véty psat ve tvaru

f(@) =T @) +o(|lz —a]*), = a.



16.3. Véty o implicitné zadanych funkcich.

Véta 16.8 (o implicitné zadané funkei). Necht n € N, k € NU {oc0}, G C R""! je otevrend
mnoZina, F: G - R, z € R", g € R, [%,9] € G a necht plati:

(a) F e CHG),

(b) F(%,79) =0,

(c) 9E(&,9) # 0.

Potom ezistuje okoli U C R™ bodu & a okoli V. C R bodu § tak, Z2e U x V. C G a pro kazdé
x € U existuje pravé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem ¢(x), pak
peCkU) a

() =—5p———, kdeie{l,...,ntazecU.
o, 5 (2, ()

Diikaz. Fxistence . Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze %—5(5:, 7) > 0. Diky spojitosti

funkce %—5 v bodé [z, g] nalezneme §; > 0 a & > 0 takova, Ze

Vo) € B(o.61) x (7 - 61,0+ G (2.9) >0
Funkce ¢t — F(Z,t) je rostouci na [§ — &1, 3 + &1]. Mame proto
F#,g-&)<0 a F(#j+&)>0.
Diky spojitosti F' nalezneme do € (0,d71) takove, Ze
Vo € B(,05): F(z,j—&)<0 & F(Z,§+&)>0.
Polozme U = B(Z,02) aV = (§—&1,§+&1). Zvolme z € U. Funkee t — F(z,t) jena [§—&1,§+& ]
rostouci, spojita a spliwje F(z,§—&1) < 0a F(Z,5+&) > 0. To znamen4, Ze existuje pravé jedno

Yy e (g - glvg +£1) takOVév Ze F(l’7y) =0.
Spojitost p. Zvolme x* € U. Budeme dokazovat, ze ¢ je spojita v x*. Zvolme € > 0. Polozme

G =Ux((p(z") —g,9(z") +)NV)
a F* = F|g-. Potom je G* otevien4 a plati
dy

Podle jiz dokézaného existuji okoli U* C R™ bodu z* a okoli V* C R bodu ¢(z*) takova, Ze
U*xV*CG*a

F*eck(G"), F*(z*,0(x*) =0 a

(z*, p(z™)) > 0.

VeeU* lyeV*: F*(z,y) =0.
Odtud plyne
e(U*) V™ C (p(2") —&,p(x7) + ).
Tim je dokdzéna spojitost ¢ v bodé x*.
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Plati ¢ € CY(U). Zvolme i € {1,...,n} a 2* € U. Nalezneme § > 0 a n > 0 takova, Ze
B(z*,6) C U, ¢(B(z*,0)) CV a

B(x7,8) x p(B(27,0)) € B([z", ¢(«")],n) C G.

Zvolme t € (—4,6)\ {0}. K nému nalezneme §(t) € R™*! lezici na tise¢ee spojujici body [z*, p(x*)]
a [z* + te', p(z* + te')] takové, Ze

0= F(a* +te', p(a” +te')) — F(a", p(z")) = F'(§(t))(te’, p(a™ + te') — p(z7)).

Tedy plati

oF oF

= G () -t

0 * Fy

(€M) (p(a” +te') — p(a)).




Odtud vyplyva, zZe

pla* +tel) —p(a*) _ 5i (E1)
t L)

Plati lim; 0 &£(t) = [z*, ¢(z*)], nebot
1€(t) = [2, ()]l < [t] + |p(a™ + te’) — p(a*)| = 0, ¢ 0.

Tedy
o 0p oy LG 0")
Oz G (2%, ()

Plati ¢ € C*(U). Pro k = 1 jsme tvrzeni jiz dokéazali. Predpokladejme, Ze plati pro n&jaké k —1,
kde k € N, k > 2. Zobrazeni x + [z, p(z)] je tedy tiidy C¥~1(U). Funkce %7...,%7 %—5 jsou
ttidy C*~1(@), a tedy podle Véty 16.1 a (8) jsou také funkce g—fl, c 687“1 ttidy C*~1(U). Proto
je @ tiidy Ck(U). O

Véta 16.9 (o implicitné zadanych funkcich). Necht m,n € N, k € NU {0}, G C R"t™ je
oteviend mnozina, F: G - R™, £ € R", § € R™, [Z,9] € G a necht plati:

(a) F € CHG),

(b) F(z,9) = o,

()

G (#,9) ... H(3,9)
#£0.
G (2,7) G

Potom ezistuje okoli U C R™ bodu & a okoli V. C R™ bodu g tak, Ze U x V. C G a pro kazdé
x € U existuje pravé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = o. Oznacime-li toto y symbolem ¢(x), pak
e eCkU).

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci podle m. Je-li m = 1, plati tvrzeni podle Véty 16.8.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n&jaké m € N. Dokazme ho pro m + 1. Necht F a [Z, 7]
spliwji predpokladech véty, kde m je nahrazeno (m + 1). Matice

G (@,9) e e (E,9)
Ay . .

OF i1 (m ~ OFmin (1~ ~

i &9 gy (3:9)

je regulérni dle predpokladu.

Ukazeme, ze bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat Arp = I, kde I oznacuje jednotkovou
matici typu M((m + 1) x (m + 1)). Uvazujme zobrazeni L: R™*1 — R™*! definované predpisem
L(y) = (Ap)~'y. Toto zobrazeni je linearni bijekce R™*! na R™*! a je tiidy C°> na R™*1. Dale
uvazujme zobrazeni T: G — R™*! definované piedpisem T = L o F. Zobrazeni T ma nésledujici
vlastnosti:

o T cCH@),

o Vz,y] € G: T(x,y) = 0 Flz,y) = o,

e Ar =An'oAp =1
Prvni dvé vlastnosti jsou zfejmé splnény. Ovéfme tieti vlastnost. Zobrazeni y — F(Z,y) méa
derivaci v bodé § reprezentovanou matici Ag. Zobrazeni y — T(Z,y) = Lo F(Z,y) méa podle vty o
derivaci slozeného zobrazeni (Véta 14.10) v bodé § derivaci reprezentovanou matici (Ag) 1Ar = 1.

Protoze OF
Fri1(8,3) =0 a 3 25(3,9) =1 £0,
Ym+1

existuje dle Véty 16.8 okoli U* C R"*™ bodu [z, §1, - . ., Ym] a okoli V* C R bodu g, +1 takové, Ze

Viz,y1,. -, yYm) €U MYpy1 € V' Frppa (2,91, - -+, Y, Y1) = 0.



Oznaéme tento bod symbolem v(z,y1,...,yn). Pak @ € C¥(U*). Definujme H : U* — R™
predpisem
Hi(x7y1>"'aym> = Fi(m>y1a" '7ym7w(x’yla"'7ym)>7 1€ {1’7m}
Pak H € C*(U*) podle Véty 16.1 a plati H(Z,§1,. .., %m) = o. Dale plati
oH; . . OF; OF; _ 0y

(x7y17"'u:[]m): (‘%7gla'~'7g’m)+7(£ﬂg17’-‘7ym)7(x7y17"'agm)
dy; dy, OYm+1 9y,
13 Z:]a .o
= 1,7 €11,...,m},
{0, ity IE }
nebot
OF;

01, Tm) =0, ie{l,....,m}.
5y T T) {1,....m}

Mizeme tedy aplikovat indukéni pfedpoklad na H v bodé [Z, g1, . . ., §m]. Nalezneme okoli S C R™
bodu Z a okoli T'C R™ bodu [§1,. .., ¥m] takova, ze S x T C U* a

Ve e S My, ...,ym] €T: HX,y1,. - Ym) =0
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Oznatme @;(z) = y;,1 € {1,...,m},aomi1(x) = ¥(z, 01(2),...,om(x)). Potom o = (p1,..., 0m+1)
je t¥idy C* na S a pro kazdé 2 € S plati
Fi(xa QD(Z‘)) = Fl(xa 301($)7 ey Spm(x% @H’H*l(l‘))
= Fz(x7 (pl(x)7 ey @m(@‘)vw(af; @1(1‘)7 ey gpm(a:)))

_ Hi(x,01(x),...,om(x)) =0, i€{l,...,m},
0, i=m+ 1.

Nalezneme okoli V' C T x V* C R™*! bodu § a okoli U C ¢~ }(V) C R™ bodu Z. Jestlize
[x,y] € U x V splimje F(z,y) =0, pakx € Say e T x V* atedy [z,y1,...,ym] €S X T C U
Potom y,,11 = ¥(x,y1,...,Ym), nebot y,, 11 € V*. Déle y; = p;(x), i € {1,...,m}, takZe ym+1 =
Ym+1(x). Odtud plyne tvrzeni. O

Definice. Necht n € N, G C R™ je oteviend mnozina, a € G a f: G — R. Pfedpokladejme, ze v
bodé a ma funkce f totalni diferencial. Teénou nadrovinou ke grafu f v bodé [a, f(a)] rozumime
mnozinu

e an = flo) = Y 3L @) e

Jestlize n = 2, pak hovofime o teéné roving. Je-li n = 1, pak hovofime o te¢né pfimce (te¢né).
16.4. Lokalni extrémy funkci vice proménnych.

Definice. Necht’ (P, 0) je metricky prostor, M C P, a € M a f je funkce z P do R spliujici
M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého maxima (minima) na M, jestlize plati
VeeM: f(z) < fla) (f(z)= f(a)).

Rekneme, 7e f nabyva v bodé a svého lokalniho maxima (lokalniho minima) na M, jestlize
existuje takové & > 0, ze

Vz € B(a,0) N M : f(z) < f(a) (f(x) = f(a)).

Rekneme, 7e f nabyva v bodé a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho minima)
na M, jestlize existuje takové 6 > 0, Ze

Vo € (B(a,0) N M)\{a}: f(z) < f(a) (f(x)> f(a)).



Poznamka. Necht n € N, G C R" je oteviena, a € G, h € R", f: G — R a f € C?(G).
Nalezneme § > 0 spliujici @ + th € G pro |t| < § a definujeme funkci g: (—4,d) — R predpisem
g(t) = f(a+ th). Potom ¢'(0) = f'(a)(h) a g"(0) = f"(a)(h, h).

Véta 16.10 (nutna podminka existence lokalniho extrému). Necht n € N, G C R™ je oteviend,
a € G ai€{l,...,n}. Necht funkce f : G — R md v bodé a lokdlni extrém. Potom bud’%(a)

neezistuje nebo %(a) =0.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze g—gi(a) existuje. Nalezneme § > 0 splitujici a+te’ € G prot € (—4,0) a

definujeme funkci g: (-9, ) — R predpisem g(t) = f(a+te'). Potom ma g v bodé 0 lokaln{ extrém,

a tedy ¢’(0) bud neexistuje nebo je rovna 0. Podle vty o geometrickém vyznamu gradientu (Véta
14.5) plati

/ / i ] af

§(0) = f'@)(e) = (Vf(a).€) = (o)

takze ¢'(0) existuje. Tedy ¢’(0) = 0, a tudiz také %(a) =0. O
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Véta 16.11 (elipticita positivné definitini kvadratické formy). Necht n € N a @ : R™ — R je
positivné definitni kvadratickd forma. Potom

Je > 0Vh e R™: Q(h) > ¢||h|>.
Diikaz. Jest
Q(h) =" aihih;, heR",
i=1 j=1
pro vhodna a;; € R, ¢,5 € {1,...,n}, a tedy je zobrazeni @) spojité na R". Ozna¢me
S={heR"; |h]| =1}

e =inf{Q(h); h € S}.
Mnozina S je omezena a uzaviend, a tedy je podle Véty 15.8 kompaktni. Podle Véty 15.10 tedy
existuje hg € S takové, ze Q(hg) = €. Odtud a z positivni definitnosti Q) vyplyva, ze € > 0. Tvrzeni
véty ziejmé plati pro h = o. Zvolme h € R™ \ {o}. Potom

MMQOM”%>MWQQ£>26MR
[

Véta 16.12 (podminky druhého Fadu pro existenci lokalniho extrému). Nechtn € N, G C R" je
oteviend, f € C*(G), a € G a Vf(a) = 0. Potom plati:

(a) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h,h) positivné definitni, pak funkce f nabgvd v bodé a
svého ostrého lokdlniho minima;

(b) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h,h) negativné definitni, pak funkce f nabjvd v bodé a
svého ostrého lokdlntho maxima;

(c) je-li kvadratickd forma h — f"(a)(h, h) indefinitni, pak funkce f nenabgvd v bodé a lokdlniho
extrému.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze h — f"(a)(h, h) je positivné definitni. Podle V&ty 16.11 nalezneme
€ > 0 takové, ze
Vh e R": f"(a)(h,h) > e|h|*.

Ozna¢me

z) — Tz
w(x):f()TQ”2(), xr e G\ {a}.

|z —a



Podle Véty 16.7 plati lim,_,, w(z) = 0. Nalezneme 6 > 0 takové, Zze
Vo € P(a,0): w(z) > —Z.

Potom pro kazdé x € P(a,d) plati

£(@) = J@) = f@)( = a) = 31" @ — a —a) = 1) — (o) = 3 "(@)(a — 0,2~ a)

€ 2
> |z —al®.
e —al
Odtud vyplyva, Ze pro kazdé x € P(a,d) plati

1., 1
F@) = (@) > 3" (@)@ - a0,z —a) - = o — a2

Tedy f nabyva v bodé a svého ostrého lokalnfho minima.

Obdobné lze dokazat tvrzeni (b).

(c) Diky tomu, Ze kvadraticka forma h — f”(a)(h,h) je indefinitni, nalezneme h',h? € R"
takova, ze

ellz—al® > 0.

| =

@B R) >0 a f(a)(hh2) <0,
Nalezneme & > 0 takové, Ze pro kazdé t € (—6,0) plati a + th! € G a a+th? € G. Pro t € (-4, 9)
polozme g1 (t) = f(a +th') a go(t) = f(a + th?). Potom
91(0) = f'(a)(h') =0, g{(0) = f"(a) (A", A") > 0.
Tedy g1 ma v 0 ostré lokalni minimum. Obdobné Ize dokazat, Ze go mé v 0 ostré lokalni maximum.

Odtud plyne, ze f nema v a lokalni extrém. O

Poznamka. Je-li kvadraticka forma h — f”(a)(h,h) semidefinitni, pak pouze na zakladé této
informace nelze rozhodnout, zda ma f v a extrém, pfipadné jakého typu, jak ilustruji priklady
flz,y) = at £y,

Véta 16.13 (Lagrangeova véta o multiplikatorech). Necht m,n € N, m < n, G C R" je oteviend,
f7g17"',gm : G_>R7 f7gl"7gm ECI(G)7
M ={z€G; g1(2) =0,...,9m(z) = 0}

a bod Z je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon
jedna z ndsledujicich podminek:

(a) vektory Vg1 (2),...,Vagm(2) jsou linedrné zdvislé;
(b) existuji redind &isla A1, . . ., A spliiugict
VIiEZ)+MVa(Z)+ -+ AnVgm(2) = o.
Diikaz. Predpokladejme, Ze vyrok (a) neplati. Oznatme s = n—m a g = (g1,...,9m). PiSme

R™ = R® x R™, pfiCemz proménné prostoru R® zna¢ime x a proménné prostoru R znaéime y.
Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze

891 (= 9g1 (=

) g

: : # 0,

9, m (5 2] m (%

Yn(s) - Gm()
a tedy dle Véty 16.9 existuji okoli U C R® bodu & = [Z1,...,25] a okoli V' C R™ bodu § =
[Zs+1, - -, 2n] takova, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V (oznacme jej ¢(x)) splitujict

9(z,p(x)) = o.
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Definujme funkci ¢ : U — R predpisem



Protoze ¢ € CY(U), plati ¢p € C'(U). Funkce 3 ma v bodé & zfejmé lokilni extrém. Podle
Veéty 16.10 tedy plati V(&) = o. Zvolme j € {1,...,s}. Potom

0 0= G (@) = 5 >+Z§i< 952 @)

Funkce z — g(z, o(z)) je konstantni na U, a tedy

395 891 3% .
1 - 1,... 1,... s}
(10) oz, Zayz 0, le{l..m}, jefl....s}
Oznadme

W= (00, 1,002, Pmiayern, jef,... s
b) bR BN ‘,77 778xj b) ax] ) b) b
J
a
H = Lin[u', ... u®].

Ztejmé plati dim H = s. Tedy dim H+ = m. Podle (10) mame
Va(2)e H, 1€{1,...,m},

takze vektory Vg;(2),..., Vgm (%) tvoii bazi H+. Z (9) vyplyva, ze Vf(Z) € H*. Odtud plyne, Ze
V f(2) je linedrni kombinaci vektora Vg (2), ..., Vgn(Z), takze plati vyrok (b). O

16.5. Regularni zobrazeni.

Definice. Necht n € N, G C R" a f je zobrazeni z R” do R™. Rekneme, Ze f je difeomorfismus
na G, jestlize je prosté na G, f(G) je oteviend mnozina v R™, f € CY(G) a f~! € CL(f(Q)).

Véta 16.14 (o lokalnim difeomorfismu). Nechtn € N, a € R™ a f je zobrazeni z R™ do R"™, které
je tridy C* na jistém okoli V bodu a. JestliZe J¢(a) # 0, pak existuje okoli U C R™ bodu a takové,
Ze flu je difeomorfismus na U.

Diikaz. Polozme G =R™ x V, b = f(a) a definujme funkci F': G — R™ piedpisem
Fly,z) = f(z) —y.
Potom F € CY(G), F(b,a) =0 a

8hba) ... SE(ba)| |§E(a) ... gg;x )
6$1 (b a) gf" (b,a) g—ﬁ”(a) . gg%:(a)

Podle Véty 16.9 existuji okoli U; C V bodu a a okoli W C R™ bodu b takova, ze pro kazdé y € W

existuje pravé jedno x € U; (oznaéme z = ¢(y)) takové, ze F(y,z) = o. Navic plati ¢ € C1(W) a
= Fy,ey) = flely) —y, yeW

Tedy

fle(y) =y prokazdé y € W.

Zobrazeni f je tudiz prosté na mnozing U; N f~1(W). Polozme U = Uy N f~Y(W). Pak U je
oteviena mnozina, a € U C V a (f|y)~! = ¢ € CH{W). O

Definice. Necht n € N, a G C R" je oteviend mnozina. Rekneme, Ze f: G — R" je regularni,
jestlize f € C'(G) a pro kazdé a € G plati J¢(a) # 0.

Véta 16.15 (vztah difeomorfismu a regularniho zobrazeni). Necht' n € N, G C R"™ je oteviend
mnozina a f: G — R". Pak f je difeomorfismus na G prdvé kdyz je requldrni a prosté.



Diikaz. =  Piedpokladejme, Ze f je na G difeomorfismus. Potom f je zfejmé prosté a tiidy
CY@G). Zvolme a € G. Potom

Id(a) =1d'(a) = (f " o f)'(a) = (f 1) (f(a)) o f'(a).
Odtud plyne, ze f'(a) regularni, a tedy Jy¢(a) # 0.
< Nyni piedpoklddejme, Ze f regularni a prosté na G. Potom f € C}(G). Zvolme y € f(G).
K nému nalezneme x € G spliwjici f(z) = y. Podle Véty 16.14 existuje oteviend mnozina U C G
obsahujici « takova, Ze f|y je difeomorfismus. Tedy f(U) je oteviend a y € f(U) C f(G). Tudiz

je f(G) oteviena. Navic je f~! € CL(f(U)). Protoze y bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, 7e
f~reci(f(@). O
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17. STEJINOMERNA KONVERGENCE
17.1. Uvod a zakladni pojmy.

Definice. Necht M je mnozina, (Q, o) je metricky prostor, f: M — Q a f,: M — Q, n € N.
Rekneme, Ze posloupnost {f,} konverguje bodové k f na M a znaime f, — f, jestlize pro
kazdé x € M plati lim,,_,o fn(z) = f(z), neboli

Vee MVe>03ng e NVneN, n>ng: o(fn(z), f(x)) <e.
Rekneme, Ze posloupnost {fn} konverguje stejnomérné& k f na M a znaéime f, = f, jestlize

Ve>03ngeNVe e M VneN, n>ng: o(fn(z), f(z)) <e.

Poznamka. Necht M je mnozina, (Q,o0) je metricky prostor a f, f,, n € N, jsou zobrazeni
definovana na M s hodnotami v Q. Potom posloupnost { f,,} nekonverguje stejnomérné k f na M
pravé tehdy, kdyZ existuji € > 0, rostouci posloupnost indexi {ny} a posloupnost {z;} prvka M
splitujici

Vk € N: o(fp, (z), fzr)) > €.
Definice. Necht (P, p) a (@, o) jsou metrické prostory. Necht f: P — Q a f,: P — Q, n € N.

« loc
Rekneme, Ze posloupnost {f,} konverguje lokaln& stejnomérné k f na P a znalime f, = f,

jestlize pro kazdé = € P existuje v > 0 takové, Ze fn|B(z,r) = flB(2,r) Da B(z,7).

Priklad. Necht f,(z) = 3+ sin(nz), z € R, n € N. Vygetiete bodovou a stejnomérnou konvergenci

posloupnosti {f,} na R.

Piiklad. Necht f,(x) = 2", = € [0,1], n € N. VySetiete bodovou a (lokalng) stejnomérnou
konvergenci posloupnosti {f,} na [0, 1].

Véta 17.1 (charakterisace stejnomérné konvergence posloupnosti funkci). Necht M je neprdzdnd
mnoZina, (Q,0) je metricky prostor, fn: M — Q, n € N, a f: M — Q. Potom f, = f na M
pravé tehdy, kdyz

lim sup {o(f (@) £(2)); @ € M} = 0.
Diikaz. = Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze

Ve e M VYneNn>ng: o(fu(x), f(z)) <e.

Pak tedy pro kazdé n > ng, plati

0 < sup{o(fu(z), f(z)); € M} <e.

Odtud plyne tvrzeni.
<« Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n > ng, plati

sup{o(fu(@), f(2)): @ € M} <<,



Potom ziejmé pro kazda n > ng a x € M plati
o(fu(@), f(2)) <e,
a tedy f, = f na M. O

Pi#iklad. Necht f,(z) = 2nwe‘””’2, x € [0,00), n € N, a a € [0,00). VySetfete bodovou a
stejnomérnou konvergenci posloupnosti {f,} na na [a, 00).
Poznamka. Rovnost
lim lim f,(z) = lim lim f,(z)
n—,oo r—a r—a n—oo
obecné neplati. Napiiklad pro f,(z) = 2™, n € N, z € [0, 1], mame lim,_, o, lim,_,;_ 2™ = 1, ale
limg,_1— lim,,_yoo 2™ = 0.
Véta 17.2 (Mooreova—Osgoodova). Necht (P, o) je metricky prostor, xog € P a necht funkce f,, f,
n €N, z P do R spliiugi
(a) fn = f na (B(xo,r) \ {z0}) pro néjaké r > 0,
(b) limg sy frn(x) = ap, pricemz a, € R, n € N.
Potom ezistuji vlastni limity lim, o0 @y 6 limg_,, f(2) a jsou si rovny.
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Diikaz. Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
vz € Blxo,)\ {z0} Yn € N,n > no: |fu(@) — /(@) < o
Potom plati
Vo € B(zo,r) \ {zo} Vn,m € Nyn,m > ng: |fn(x) — fr ()] <e.
Odtud vyplyva, zZe plati
Yn,m € Nyn,m > ng: |an — am| <e,

a tedy posloupnost {a,} spliuje Bolzanovu—-Cauchyovu podminku. Podle Véty 2.23 je tato po-
sloupnost konvergentni, tedy existuje a € R splaujici lim a,, = a.

Dokazeme, ze limg_, 4, f(z) = a. Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze |a,, —a| <
€ a zaroven

Vo € B(wo,r) \ {zo}: |fno(x) — f(2)] <e.
K tomuto ng nyni nalezneme 6 € (0,r) takové, Ze

Vo € B(xg,0) \ {zo}: | fng(T) — an,| < e.
Potom pro kazdé = € B(xzg,0) \ {zo} plati
[f (@) = al <[f(2) = fao (@) + [fno (€) = ane| + [an, —a] < 3e.
Odtud jiz plyne tvrzeni. O
Véta 17.3 (vztah stejnomérné konvergence a spojitosti). Necht (P,p) a (Q,0) jsou metrické
loc
prostory, fn: P — Q jsou spojitd zobrazeni, n € N, f: P — @Q je zobrazeni a f,, = f na P. Potom
f je spojité.
Diikaz. Zvolme a € P. K nému nalezneme r > 0 takové, Ze f, = f na B(a,r). Zvolme £ > 0. K
nému nalezneme ngy € N takové, ze

Vz € Bla,r): o(f(z), fn,(x)) < e.
K tomuto ny dale nalezneme 0 € (0,7) takoveé, Ze
Vo € B(a,d): o(fny(x), fny(a)) < e.
Potom pro kazdé x € B(a,d) plati
o(f(x), f(a)) < o(f(x), fno(2)) + 0 (fno (%), fre(a)) + 0 (fno(a), fla)) < 3e.

Funkce f je tedy spojita v bodé a. Protoze bod a byl zvolen libovolné, je f spojita na P. O



Definice. Necht (P, g) je metricky prostor. Rekneme, ze funkce f: P — R je prvni Baireovy
tfidy na P, jestliZe existuje posloupnost spojitych funkci f,: P — R, ktera bodové konverguje k
funkei f na P.

Poznamky. (a) Kazda spojita funkce je prvni Baireovy t¥idy.

(b) Funkce
1 pokud x =1
flz) =
0 pokud z € [0,1),
je prvni Baireovy tiidy, ale neni spojité.
(c) Dirichletova funkce prvni Baireovy t¥idy.
Véta 17.4 (charakterisace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu). Necht a,b € R*, a < b,
fn: (a,b) = R, n € N. Potom {f,} konverguje lokdlné stejnomérné na (a,b) prdvé tehdy, kdyz
{fn} konverguje stejnomeérné na kazdém intervalu [c,d] C (a,b), kde ¢,d € (a,b), c < d.
Ditkaz. = Predpokladejme, Ze existuji ¢, d € (a,b) takova, ze ¢ < d, [¢,d] C (a,b) a {f,} nekon-
verguje stejnomérné na [c, d]. Podle vySe uvedené poznamky nalezneme ¢ > 0, rostouci posloupnost
indext {ny} a posloupnost {x} prvki [c,d] takové, Ze
Vh € N | fo (22) — fo)| = 2.
Podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty nalezneme rostouci posloupnost {k;}52, a z* € [c, d] spliu-
jict xx; — x*, j — oo. Nalezneme r > 0 takové, ze f, = f na B(z*,r). K tomuto r nalezneme
ng € N takové, ze
Vn eN, n>ng Ve € Bla™,r): |fu(z) — f(z)| <e.
Nyni nalezneme j € N takové, ze ny, > ng a 2y, € B(z*,r). Potom

e < |fnk] (l’k]) - f(xk])| <g,

COZ je spor.
<  Pro zg € (a,b) nalezneme r > 0 takové, Ze [zg — 7,29 + 7] C (a,b). Potom f, = f na
($077’,$0+7‘). O

Definice. Necht M je mnozina a f,,: M — R, n € N. Rekneme, ze posloupnost {fn} je stejno-
meérné cauchyovska na M, jestlize

Ve >03Ing e NVm,n >ng Vo € M : |fu(z) — fm(x)] < e.

Vé&ta 17.5 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht M je mnoZina
a fn: M — R, n € N. Posloupnost {f,} je stejnomérné konvergentni na M prdvé tehdy, kdyZ je
stejnomeérné cauchyovskd na M.

konec 14. pfednasky (21.11.2019)

Diikaz. = Zvolme £ > 0. K nému nalezneme ngy € N takové, ze
VneNn>ngVeeM: |f(z)— flz)] <e.
Zvolme m,n € N, m > ng, n > ng. Potom
Vo e M: |fo(x) = f(2)| < [fo(@) = f(2)| + |f(2) = fm(2)] < 2,
a tedy je posloupnost {f,} stejnomérné cauchyovska na M.

< Zvolme z € M. Potom je posloupnost {f,(x)}22; cauchyovskd v R, a ma tedy vlastni
limitu, kterou ozna¢ime symbolem f(z). Zvolme £ > 0. K nému nalezneme ny € N takoveé, ze
VYm,n € Nyn >ng, m >ng Ve € M: |fp(z) — fm(2)| <e.
Protoze lim,, o fm(x) = f(z), plyne odtud, Ze
VneNn>ngVeeM:|f,(z)— f(x)] <e,

a tedy f,, = f na M. O



Véta 17.6 (stejnomérna konvergence derivaci). Necht (a,b) je omezeny interval a f,: (a,b) = R,
n € N. Necht

(a) pro kazdé n € N md f,, vlastni derivaci na (a,b);

(b) existuje xo € (a,b) takové, Ze {fn(x0)} konverguje;

(c) {f} konverguje stejnomérné na (a,b).

Potom ezistuje f: (a,b) = R takovd, Ze fr, = f na (a,b), f md vlastni derivaci na (a,b) a plati
= f' na (a,b).
Diikaz. Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
(11) Vm,n € N, m,n > ng, Vo € (a,b): |f(z) — fl(x)| <e
(to je mozné diky Véte 17.5) a zaroven

Vm,n € N, m,n > ng, : |fu(z0) — fm(zo)| <e.

Zvolme z € (a,b). Potom

[fo(@) = fr(@)] < |fu(@) = fi(@) = (fa(@0) = fin(@0))] + | fu(@0) = fim(@0)-
Podle Lagrangeovy véty pro funkci f,, — f,, existuje £ € (a,b) takové, Ze

[fu(@) = fin(@) = (fal@o) = frmlzo))| = |F1(€) = ()] - [z = 2ol.
Potom dle (11) plati
|fn(&) = (O] <e.
Navic
| — 20| < b—a,
nebot (a,b) je omezeny interval, takZe kombinaci odhadt dostavame
|fr(x) — fm(@)] <elb—a)+e=¢c(b—a+1).
Posloupnost { f,,} je tedy stejnomérné cauchyovska na (a, b), a tudiz je podle Véty 17.5 stejnomérné
konvergentni na (a,b). Jeji limitu oznacime f.

Zbyva dokazat, ze f méa vlastni derivaci na (a,b) a f/, = f’ na (a,b). Protoze f! konverguje
stejnomérné na (a,b), stadi dokazat, ze f], — f’ na (a,b). Zvolme z € (a,b) a n € N. Definujme
funkei ,, predpisem

fn(@) — fn(2)
= b .

. (@) {z}
Zvolme z € (a,b)\ {z} a m,n € N, m > ng, n > ng. Podle Lagrangeovy véty existuje n lezici mezi
T a z takové, ze

on(T)

[fa(@) = fm(@) = (fu(2) = fm(2)] = [fa(0) = fra()] - |2 — 2]
Tedy podle definice funkei ¢, a ., a podle (11) plati

|on(@) — om(@)| = [fu(n) — fr(0)] <.
Protoze x bylo zvoleno libovolng, je posloupnost {¢,} stejnomérné cauchyovska, a tedy podle
Véty 17.5 také stejnomérné konvergentni na (a, b)\{z}. Podle Mooreovy—-Osgoodovy véty (Véta 17.2)
tudiz existuji vlastni limity

A lmen(@ a L lim en(2)

a jsou si rovny. Protoze

lim lim ¢, (x) = lim f/(2)

n—o0o r—z n—oo " "

lim Tim g (2) = lim 28 = /(2)

Tr—>2z n—00 T—z Tr—z

= f'(2),

existuje vlastni f/(z) a plati f'(z) = lim, 0 f,(2). Protoze z bylo zvoleno libovolné, plyne odtud
tvrzeni véty. O



Véta 17.7 (zaména limity a Newtonova integralu). Nechl f, = f na neprdzdném omezeném
intervalu (a,b) a necht f, € N(a,b), n € N. Potom f € N(a,b) a plati

n—oo

b b
lim fn(iﬁ)dx:/ f(z) de.

Diikaz. Zvolme xg € (a,b). Potom pro kazdé n € N existuje funkce F,: (a,b) — R takova, Ze
F! = f, na (a,b) a F,(xg) = 0. Potom podle Véty 17.6 je posloupnost {F,}3°; stejnomérné
konvergentni na (a,b). Ozna¢me F(x) = lim, o Fy(z), © € (a,b). Podle Véty 17.6 potom plati
F' = f na (a,b). Podle Mooreovy-Osgoodovy véty plati

lim F(z) = lim lim F,(z) = lim lim F,(z)

T—ray T—ray n—00 n—00 T—a4

lim F(z) = lim lim F,(z) = lim lim F,(x),

r—b_ z—b_ n—0o0 n—o0 x—b_

pri¢emz obé tyto limity jsou vlastni. Celkem tedy dostéavame vztah

/ f(z)dz = lim F(z)— lim F(x)

x—b_ T—a4

= lim lim F,(z) — lim lim F,(x)

n—o00 r—b_ n—00 T—a4
b
= lim fn(x)da.

n— oo a

Tim je tvrzeni véty dokazano. U

Znaéeni. Necht M je mnozina, f: M — R a g: M — R. PiSeme f < g na M, jestlize pro kazdé
x € M plati f(z) < g(x). Specialné pieme f > 0 na M, jestlize f je nezdporna na M.

Definice. Necht M je mnozina a f,: M — R, n € N. Rekneme, Ze posloupnost funkef fn je ne-
klesajici na M, jestlize pro kazdé n € N plati f,, < f,+1 na M. Obdobné definujeme posloupnost
funkci nerostouci, klesajici, rostouci, monoténni a ryze monoténni na M.

konec 15. pfednasky (25.11.2019)

Véta 17.8 (Diniova). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor a {f,} je monoténni posloupnost
spojitych zobrazeni P do R. Necht f: P — R je spojité a f, — f na P. Potom f, = f na P.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé n € N je f, — f spojité, miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, Ze f(x) = 0 pro kazdé = € P, jinak bychom uvaZovali posloupnost {f, — f}. Dale
miizeme predpokladat, ze na P plati

fizfo>--2>0,

nebot v opaéném piipads bychom uvaZovali posloupnost {—f,, }. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni véty
neplati. Nalezneme e > 0 a posloupnost {z,,} prvki P takové, Ze pro kazdé n € N plati f,,(z,) > €.
Diky kompaktnosti P nalezneme podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,} a bod z* € P takové,
ze limg_yo0 Tpn, = x*. Protoze limg_ oo fn, (z*) = 0, nalezneme m € N takové, ze f, (%) < e.
Diky spojitosti f,,,, nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé x € B(z*,0) plati f,, (z) < e. Protoze
limy 00 #p, = 2™, nalezneme [ € N, I > m, takové, ze x,, € B(z*,d). Posloupnost {f,, (zn,)}72;
je nerostouci, a tedy
€ < fri(@n,) < fr, (@n,) <&,

COZ je Spor. O

Definice. Necht M je mnozina a A C M. Pak charakteristickou funkci mnoziny A nazyvame
funkci xy4: M — R, definovanou predpisem

() 1, pokud xz € A,
xTr) =
x4 0, pokud z € M\ A.



17.2. Weierstrassova véta.

Definice. Rekneme, Ze operator (zobrazeni) L z C([0,1]) do C([0,1]) je positivni, jestlize plati
implikace
feC(0,1]),f = 0na[0,1] = L(f) = 0na [0,1].

Poznamka. Kazdy positivni linearni operator L na C([0, 1]) zachovava monotonii v nasledujicim
smyslu: je-li f < g na [0,1], pak L(f) < L(g) na [0, 1].

Véta 17.9 (Korovkinova véta o t¥ech funkcich). Necht {L,} je posloupnost positivnich linedrnich
operdtori z C([0,1]) do C([0,1]). Potom L,f =2 f na [0,1] pro kazZdou funkci f € C([0,1]) prdvé
tehdy, kdyz L,(g;) = (g;) na [0,1] pro kaZdou ze ti funkci gj(z) = 27, z € [0,1], j =0,1,2.

Diikaz. Zvolme f € C(]0,1]) a € > 0. Potom je f omezena a stejnomérné spojita na [0, 1]. Nalez-
neme tedy M > 0 takové, Ze pro kazdé = € [0,1] plati | f(z)| < M, a d € (0, 1) takové, Ze pro kazdée
x,y € [0,1] spliwjici |z — y| < d plati |f(x) — f(y)] < e. K 0 a & nalezneme ng € N takové, Ze pro
kazdé n € N, n > ng, kazdé x € [0,1] a kazdé j € {0,1,2} plati

|Ln(g;)(z) — gj(z)| < &6

Zvolme y € [0, 1]. Potom pro kazdé z € [0, 1] nastane bud |z —y| < § a potom |f(z) — f(y)| <,
nebo |z — y| > ¢ a potom

@)~ )] < 5@+ £ < 200 < @20
V kazdém piipadg, tedy pro kazdé x € [0, 1], plati
(@) — flo)] < e+ 22LE 0]
Odtud plyne, Ze pro kazdé x € [0, 1] plati
(@) < ) 4o MEZU
Oznacme
hz)= fly)+e+ %;W, z € 10,1].
Pak pro specialni volbu x = y dostavame
hy) = fy) +¢
7 definice funkci gg, g1 a g2 plyne, Ze
h = cogo + c191 + c292,
kde
o :f(y)+€+%2y2, ¢ = —4ggy, co = 26—]\24

Navic plati f < h na [0, 1], a tedy diky positivité operatori {L, } také
L,.(f) < L,(h) na0,1] pro kazdé n € N.
Ziejmé pro kazdé z € [0, 1] plati
|Ly(h)(z) — h(z)| < |eol|Ln(90)(x) — go(@)|+
+ [e1][Ln(g1) () — 91(2)] + c2|Ln(g2)(x) — g2(x)].
Protoze y € [0, 1], plati
aM

2M
|CO|SM+€+5T a |01|S6T



Tedy pro kazdé = € [0,1] a kazdé n € N, n > ng plati
2M
|Ln(h)(z) — h(z)] < (M + e + 5T)|Ln(90)(5€) = go(@)[+

+ L (0)(@) — 91 (2)] + 2 Enl92) () — 92()

< eb? <M+€+2(;]\24+4§24+2;2\4> =e (M8 +e6*+8M),
a tudiz

Ln(h)(z) < h(z) +e (M6* + 5> +8M) .
Pro specialni volbu = = y dostavame
Lu()(y) < La(h)(y) < h(y) + & (M6? +6” + 8M) ,
a tedy
Lo(H)y) < fly) +e+e (M +e6>+8M) = f(y) +& (M&* +e6° +8M +1).

Obdobné lze dokazat, Ze

Lo(f)(y) > fly) —e (M&* +e6> +8M +1).
Protoze y bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze pro kazdé n € N, n > ng plati

sup |Ly(f)(y) — f(y)| < e (M&* +e6>+8M +1),

y€[0,1]
tedy
lim sup [Ln(f)(y) — f(y)| =0,

coz podle Véty 17.4 znamena, ze
L.(f)=f nal0,1].
Tyrzeni véty je dokazano. O

Definice. Necht f € C[0,1] a n € N. Potom polynom

Bof(z) = Zn: <Z>f <5) aF(1—2)"*, 2 eR,

k=0
nazyvame Bernsteinovym polynomem funkce f stupné n. Symbolem B, zna¢ime operator z
C([0,1]) do C([0,1]) definovany piedpisem By, : f — B, (f).

Poznamka. {B,} je posloupnost positivnich linearnich operatord na C[0, 1].
konec 16. pfednasky (28.11.2019)

Vé&ta 17.10 (Weierstrassova). Nechta,b € R, a < b, f € C([a,b]) ae > 0. Potom existuje polynom
P: R — R takovy, Ze
Vo € [a,b]: |f(x) — P(z)| < e.
Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze [a,b] = [0,1]. Vime, Ze {B,}52; je posloupnost pozitivnich
linearnich operatort na C([0,1]). Ovéfime, Ze pro kazdé j € {0,1, 2} plati
Bn(g]) = g; na [Oa 1]
Pro kazdé n € N a z € [0, 1] plati

Bulan)e) =3 () a1~ )™ = o+ 1= )" = 1 = (o),

k=0
a tedy By (go) = go na [0, 1] pro kazdé n € N. Pfipomenime, Ze pro kazdé k,n € N, 1 < k < n, plati

()-02)



Pro kazdé n € N a z € [0,1] plati

Bulo1)(a) = ; (1) Eer ey
£y
- xk; <Z: D E () gy
Sy
—a(e+1-2)" =z = gi(2),

a tedy L, (g1) = ¢1 na [0, 1] pro kazdé n € N. Kone¢né pro kazdé n € N, n > 2, a kazdé = € [0, 1]
plati

k=
n—1, — (n—2 k—2 n—2—(k-2) , L
= 1—
n Z(k—2> (1-=) +n
k=2
n—1 ,<2/n-2 T
_ .’E2 < L )xk(l 1’)”727}6-1-7
n k=0
-1
_n xQ(ac—l—l—ac)"_Q—FE—n 22+ 2

a tedy

Bn(g2) = g2 ma [0,1].
7 Korovkinovy véty tudiz vyplyva, ze

Bn(f) = f mal0,1].
Nalezneme no € N takové, Ze pro kazdé x € [0,1] plati |B,(f)(z) — f(x)|] < € a poloZime P =
By, (f). Odtud plyne tvrzeni véty v piipadé, kdy [a,b] = [0, 1].

Nyni pfedpokladejme, Ze a,b € R, a < b. Definujme zobrazeni ¢ : [0, 1] — [a, b] pFedpisem
o(z) = (b—a)x + a.
Potom ¢ je spojita bijekce [0,1] na [a, b] a plati
y—a

v ) =3— velabl




Polozme f = fo. Potom f € C ([0,1]). Podle jiz dokézaného tvrzeni nalezneme polynom P: R —
R takovy, ze pro kazdé x € [0, 1] plati

|[f(x) = P(z)] <e.

P(y)P(M), y €R.

PoloZzme

b—a
Potom P je polynom a pro kazdé y € [a, b] plati

1f(y) = P)l = 1f (¢ () = Ple ()| <&
O

Poznamka. Tvrzeni Weierstrassovy véty nelze rozsifit na interval, ktery neni omezeny a uzavieny.
Napiiklad pro f(z) = €® na (0,00) a libovolny polynom P plati lim, o |f(z) — P(z)| = oo,
podobné pro f(z) = 1 a libovolny polynom P plati lim,_o4 | f(z) — P(z)| = cc.

17.3. Stejnomérna konvergence fad funkci.

Definice. Necht M je mnozina, (@,] - ||) je normovany linearni prostor a f,: M — Q, n €
N. Rekneme, ze fada funkei Y > | f, bodové konverguje na M, jestlize posloupnost funkef
iy fk}zozl bodové konverguje na M. Pojmy stejnomérné konvergence a lokalné stejno-
mérné konvergence fady Zzo:l fn definujeme obdobné. Stejnomérnou konvergenci fady 220:1 fn
loc

zna¢ime Y >, f, =, lokdln& stejnomérnou konvergenci zna¢ime y | f, =.
Poznamky. Necht M je mnozina a f,,g,: M — R, n € N.

(a) Z Véty 17.5 plyne, ze fada ) .-, fn konverguje stejnomérné na mnozing M pravé tehdy,
kdyz plati

Ve>03dng e NVm,neN, m>n>ng Ve e M: ij(x) <e.
j=n
(b) Jestlize "7, f, = na M, potom f,, = 0 na M. Toto tvrzeni plyne z (a), protoze pro kazdé
© € M akazdé n € N plati | f,,(z)] = \z};n fj(:c)\
(c) Jestlize Yady Y oo | fn a > gn konverguji stejnomérné na M a o € R, pak také rady
Yoo (afn) a >0 (fn £ gn) konverguji stejnomérné na M.

n=1

Véta 17.11 (Weierstrassovo kritérium). Necht M je neprdzdnd mnoZina a f,: M — R, n € N.
Oznacéme

Op = SUup |fn(‘r)|7 n € N.
reM

Jestlize Y0 | 0, < 00, potom Y| fr = na M.
Diikaz. Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
oo
Z o; <E.
Jj=n
Potom pro kazdé m,n € N splhujici m > n > ng a pro kazdé x € M plati

m oo

Hi@)| <3 15@)N <D 0 <e

Jj= j=n
Z predchézejici poznamky (a) tedy plyne, Ze Y-, f, = na M. O

Priklad. Necht a > 1. Dokazte, ze fady

jsou stejnomérné konvergentni na R.



Reseni. Pro n € N polozme
| cos(nz)|
Op =Sup ——_——.
z€R n
Potom pro kazdé n € N plati

Un:naa

(o]
E op < 00.
n=1

oo cos(nz)
n=1 no

a tedy

Podle Weierstrassova kritéria tudiz fada stejnomérné konverguje na R. Obdobné lze

dokézat, ze fada Y - | Smrgzx) stejnomérné konverguje na R.

Véta 17.12 (Abelovo kritérium stejnomérné konvergence fad funkci). Necht M je mnoZina a
fo:M—R, g,: M —- R, neN. Necht

(a) pro kaZdé x € M je posloupnost {g,(z)} monotonni,
(b) IK >0VneNVzr e M: |gp(x)| < K,
(c) 22021 fn =2 na M.

Potom

(o]
Z fngn = ma M.
n=1

Dikaz. Oznadme
MY = {x € M; {gn(z)} je nerostouci}

M" = {x € M; {gn(z)} je neklesajici}.
Potom dle (a) plati M = M+ U M. Zvolme € > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze

Vm,neN, m>n>ng Ve e M: Zf](a:) <e.

j=n

Zvolme n € N, n > ng. Pro kazdé k € N, k > n a kazdé x € M oznac¢me

k
op(z) = ij(fﬂ)

Potom
(12) VkeN, k>nVreM:|og(x)| <e.
Zvolme m € N, m > n. Z Abelovy parcialni sumace vyplyva, ze
m m—1
(13) Vo e M:Y  fil@)gi(@) =Y oj(@) (g;(2) = gj1(2)) + o (2)gm ().
Jj=n j=n
Zvolme x € M*. Potom z ptredpokladu (a) a odhadu (12) vyplyva, Ze
m m—1
Y fi@gi@)] < Y o)l (g5(@) = g1 (2)) + lowm (@)l lgm ()]
j=n Jmn_l
<& (95(2) = gi1 (@) + £lgm ()]
j=n

€ (gn(x) — gm(2) + €lgm()]) < 3Ke.

Tedy 377, fngn = na M*+. Obdobné lze dokazat, Ze Y oo | fngn = na M'. Protoze M = MYUM?,
plyne odtud tvrzeni véty. O



konec 17. pfednasky (2.12.2019)

Véta 17.13 (Dirichletovo kritérium stejnomérné konvergence fad funkci). Necht M je mnoZina
a fn: M =R, g,: M —- R, neN. Necht plati

(a) pro kaZdé x € M je posloupnost {g,(x)} monotonni,
(c) 3K >0Vn eNVa € M: | Y1, f(0)| < K.

Potom

angn = naM.
n=1

Diikaz. Ozna¢me M+ a M7 stejné mnozinu jako v dikazu Véty 17.12. Zvolme & > 0. K nému diky
predpokladu (b) nalezneme ng € N, ng > 2, takové, zZe

YneN, n>ngVeeM: |g,(zx)] <e.
Zvolme n € N, n > ng. Pro kazdé k € N, k > n a kazdé x € M oznaéme

k
)= fi(x)

j=n

Potom dle pfedpokladu (c) plati pro kazdé k € N, k > n, a kazdé x € M

k n—1 k n—1
@] = 2 i) = 2 fi@)] < |2 Si()| + | Ji(e)| < 2K
j=1 j=1 j=1 j=1
Zvolme m € N, m > n, a x € M*. Potom dle predpokladu (a) a (13) plati
m m—1
Z x)gj(z)| < Z |oj(x = 9j+1(@)) + [om ()] |gm (2)]
j=n

< 2K Z (95(2) — gj1(2)) + 2K g ()

=2K (gn(m> - gm($>) + 2K|gm(m)|

< 2K (|gn(2)] + lgm ()| + |gm (2)]) < 6Ke.
Tedy Y07, fngn = na M*. Obdobné lze dokazat, Ze Y oo | fngn = na M'. Protoze M = MYUMT,
plyne odtud tvrzeni véty. O

Priklad. Dokazte, Ze Fady Y, “”’nf,“”) ay o, Cogn(f %) kde a € (0,00), jsou lokalné stejnomérné
konvergentni na (0, 7).

Reseni. Zvolme § € (0, %) a polozme

fn(z) =sin(nx), gn(z) = %, x€d,m—10], neN.
Ze souctovych vzorcu plyne, ze pro kazdé = € R a kazdé k € N plati
2sin(42) sin(kz) = cos(k — §)z — cos(k + 1)z,
Pak pro kazdé x € R a kazdé n € N dostavame

2sin(3 Z sin(kz) Z (cos(k — §)z — cos(k + 3)x)
k=1
=cos(l — 3)z — cos(n + 3)x
1

= cos 2z — cos(n + 3)z.



Tedy pro kazdé = € [§, 7 — 0] a n € N plati

|cos(%w)7cos(n+%)a)| < 1 < 1
‘QSin(%w)‘ - |sin(%a:)| - sing.

Dale ziejmé plati
gn =0 ma [§,7— 4]
Z Dirichletova kritéria tedy plyne, Ze

Vé&ta 17.14 (zaména sumy a derivace). Necht Y > | f, je fada funkci z R do R spliugjici
(i) fn md vlastni derivaci na omezeném intervalu (a,b), n € N,
(ii) ezistuje z¢ € (a,b) takové, Ze je ciselnd vada Y .o fn(xo) konvergentnd,
(i) 352, 1 = na (a,b);
Potom Y| fn = na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati

(Z fn> () =3 fi(@).

Diikaz. Polozme g,(z) = > ,_, fu(z), n € N, z € (a,b). Potom pro kazdé n € N ma g, vlastni
derivaci na (a,b), posloupnost {g,(zo)} je konvergentni a posloupnost {g/,} je stejnomérné konver-
gentni na (a,b). Podle Véty 17.6 tedy existuje funkce g : (a,b) — R takova, ze g, = gag, = ¢

a (a,b). Odtud plyne tvrzeni véty, nebot ziejmé plati g = > ;- | fi. O

Véta 17.15 (zaména sumy a Newtonova integralu). Necht (a,b) je omezeny neprdzdny interval
a necht Yy " | fn je Fada funkci spliiujict
(i) fn € N(a,b),

(ii) *ada Y, [ konverguje stejnomérné k funkci f na (a,b).

Potom f € N(a,b) a plati
0o b b
(N) [ fa=(N) [ f
S0 [ =0 |

Diikaz. Pouzijeme Vé&tu 17.7 na posloupnost funkef {>°7_, fu(2)}32,. Odtud plyne tvrzeni. O

Véta 17.16 (o lokilng stejnomérné konvergenci mocninné fady). Necht Y.~ an(z — zo)™ je
mocninnd Fada, piicemz xo € R, a,, € R, n € N, s polomérem konvergence o € (0,00]. Potom tato
fada konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu (zg — o, o + 0).

Diikaz. Necht r € (0, ). Potom pro kazdé x € [zg — 7, 2o + 7] plati |an (2 — 20)™| < |an|r™. Ciselna
fada Y -, |a,|r™ je konvergentni, a tedy podle Weierstrassova kritéria je fada Y oo an(z — z0)"
stejnomérné konvergentni na [z —r, zo+r]. Odtud a z Véty 17.1 vyplyva, ze fada Y - an(z—20)"
lokalné stejnomérné konvergentni na (xg — o, g + 0)- O

Poznamka. Uvedeme alternativni ditkaz Abelovy véty pomoci Abelova kritéria. Necht Y ) ap(z—
x0)™ je mocninna fada a necht g je jeji polomeér konvergence, pficemz o € (0, 00). Pfedpokladejme,
_ (z—=)"

o
Potom je fada Y f» stejnomérné konvergentni na (2o, 2o + 0], {gn} je posloupnost stejné ome-
zenych funkei (s konstantou omezenosti rovnou jedné) a pro kazdé x € [zg, 2o + 0] je posloupnost
{gn(z)} nerostouci. Podle Abelova kritéria je tedy Yada Y -, an(z — x¢)" stejnomérné konver-
gentni na [z, zg + o). Podle Mooreovy—Osgoodovy véty pak plati

ze Y0 a, 0™ konverguje. Pron € N a x € [zg, zg + o] polozme f,(z) = a,0™ a g, (z)

e’} k
lim E an(x —20)" = lim lim g an(x — 20)"
r—x0+0 0 r—xo+0 k—o0o 0
n= n=

k
= lim lim Zan(aj—xo)"

k—oco x—xo+p0

n=0
[eS)
§ : n
an0 .
n=0



Odtud vyplyva tvrzeni Abelovy véty.

18. DIFERENCIALNI ROVNICE

18.1. Zakladni pojmy.

Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

(1) F(y(n)7y(n71)7""y/7y7 x) = 03
kde F' je realna funkce n + 2 proménnych.

Definice. ReSenim diferencialni rovnice (1) rozumime realnou funkci y definovanou na néja-
kém neprazdném otevieném intervalu I, kterda ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci
a jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (1) v kazdém bodé intervalu I, tj. pro
kazdé x € I plati

Fy™ (@), g™ (@).....y (@) y(x). 2) = 0.

Rekneme, Ze TeSeni y rovnice (1) je maximalni, pokud neexistuje takové feSeni z, pro které
D(y) S D(z) a které se na D(y) shoduje s y.

konec 18. pfednasky (5.12.2019)

Véta 18.1 (lepeni fefeni). Necht G C R? je oteviend mnozina a F: G — R je spojité. Necht
a€R, AeR ad,n>0. Uvazujme rovnici

(2) y'(z) = fx,y(@)).
Necht y; je Tesenim (2) na (a — d,a) a y. je feSenim (2) na (a,a +n). Necht [a, A] € G a plati

lim y(z) = lim y.(z) = A.

T—a_ T—aq
Pak funkce y: (a — 0,a+n) definovand pfedpisem
y(x), =€ (a—0,a),
y(z) = { A, T = a,
yT(x)v ze(aaa+n)7
je feSenim (2) na (a —d,a+n).

Diikaz. Jestlize x € (a — d,a +n) \ {a}, potom je rovnice (2) ziejmé splnéna. Podle véty o limité
derivaci déle plati
y (a) = lim y)(z) = Jim F(z,y(z)) = F(a, A)

TrT—ra_

Y (a) = lim y,.(z) = lim F(z,y.(x)) = F(a, A).

T—ra4 T—ra4

Tedy existuje vlastni y'(a) a plati

y'(a) = F(a, A) = F(a,y(a)).



18.2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Definice. Diferencialni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi rozumime rovnici tvaru

3)

y' = g(y)h(x).

Algoritmus pro FeSeni rovnice (3) pro spojité g, h.

(a)
(b)

(d)

Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v D(h).

Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(c¢) = 0, pak na kazdém intervalu z
(a) je funkce y(z) = ¢ feSenim rovnice (3). Témto feSenim se fikd singularni nebo také
stacionarni.

Uréime maximalni oteviené intervaly, na kterych je g nenulova.

Vezmeme interval I z (a) a interval J z (c). Tedy h je spojita na I a g je spojita a nenulova
na J. Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v intervalu I a maji hodnoty v
intervalu J. Je-li y(x) takové feeni, pak pro néj plati

y'(x)
@) ~ @

Necht H je primitivni funkce k A na I a G je primitivni funkce k funkci é na J. Existuje

konstanta ¢ € R takova, ze plati G(y(z)) = H(z) + ¢ na defini¢nim oboru feseni y, ktery
nalezneme v nésledujicim kroku.
Zvolime ¢ € R a nalezneme vSechny maximalni neprazdné oteviené intervaly obsazené v
mnoziné

{rel; Hxz)+ceG(J)}.

Na kaZzdém z téchto intervali musi mit feSeni tvar
y(x) = G_l(H(x) +¢).

Pfipomefime, ze G~': G(J) — R existuje, nebot g je na intervalu .J spojita a nenulova,
tudiz neméni znaménko, a tedy G je intervalu J ryze monotonni.

Z TeSeni nalezenych v (e) a singularnich feSeni z (b) ,slepime* vSechna maximalni FeSeni
rovnice (3) pomoci Véty 18.1.

konec 19. pfednasky (9.12.2019)

Priklad. Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice y' = 2x(1 + y?).

Reseni. Polozme h(z) = 2z, 2 € R a g(y) = 1+ y?, y € R. Budeme postupovat podle algoritmu
pro feseni (3).

(a)
(b)
(c)

(d)

Existuje pravé jeden maximéalni otevieny interval obsaZeny v D(h), a to I = R.

Rovnice neméa zadné stacionarni feseni.

Existuje pravé jeden maximéalni otevieny interval, na némz je funkce g nenulova, a to
J=R.

Je-li y feSeni na I s hodnotami v J, potom plati

y'(v)
14 y(x)?

Integraci obou stran rovnice vzhledem k proménné z zjistime, Zze pro kazdé feSeni y existuje
c € R takové, ze

=2x prozxz € R.

arctg(y(z)) = 2° 4+ ¢

pro = z defini¢nim oboru y, ktery musime urcit.
Oznac¢me G(y) = arctg(y) pro y € R. Potom G(J) = (=5, 5). Zvolme c € R a oznacme

3
AC:{xER; x2+c€(—g,g)}.



Hleddme vSechny maximalni oteviené intervaly obsaZzené v A.. Plati

(V5 —¢—/-5-U(y/=5 —¢\/5—¢c) proce (-0, —-7F),
Ac: (\/?’ \/g) pro c e [7gvl)7
0 :

Oznacme

V()T e ST 2 _ (/T _ T_ o0 X
IC< \/2 ¢, \/ 3 c>7IC <\/ 5 c,\/2 c> pro ¢ € (—oo, 2)
T 7r T
I: _— —_ — —_—. — ).
c (\/ 5 c,\/2 c) pro c € | 2,2)

Potom y je maximaélni feSeni pravé tehdy, kdyz bud c € (—o0,—%) a

y(x) = tg(z? +¢) prox € I, nebo pro x € I?,
neboce [-F,7)a
y(z) = tg(z? +¢) proz € L.

(f) Vsechna nalezen4 feSeni jsou maximalni, nebot limity v krajnich bodech defini¢nich obort
jsou nevlastni. Lepeni feSeni tedy nepfichazi v tvahu.

Véta 18.2 (feSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Necht I,J jsou neprdzdné oteviené
intervaly, h: I — R je spojitd a g: J — R je spojitd a nenulovd. Necht xo € I a yy € J. Potom
existuje TeSeniy rovnice (3) spliiujici y(xo) = yo. Toto FeSent je lokdlné jednoznacné v ndsledujicim
smyslu: pro kazdé feSeni z rovnice (3) splitujici z(xg) = yo exwistuje otevieny neprdzdny interval
Iy C I takovy, Ze xg € Iy a z =1y na Iy.

Diikaz. Polozme

H(z) = /z h(tydt, =€l

Y ds
Gyz/ ——ds, y€J,
) o 9(8)

Potom z véty o derivaci funkce horni meze integralu plyne, ze H = hna I a G’ = 1 na J. Navic
plati H(xo) = 0 a G(yo) = 0. Protoze yo € J, plati 0 = G(yo) € G(J), a tedy H(zg) € G(J).
Funkce G je spojité a ryze monoténni na J, nebot ¢ je na J spojitd a nenulova, a tedy podle
Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot funkce % neméni znaménko na J. Odtud plyne, ze G(J)

je otevieny interval obsahujici 0 a existuje funkce G™1: G(J) — J. Ze spojitosti H v xo plyne, 7e
existuje neprazdny otevieny interval I; spliwjici ¢ € I a

Lc{xel; Hx) e G(J)}.

Potom funkce

je TeSeni (3) na I spliiujici
y(zo) = G~ (H(xz0)) = G~(0) = yo.

Predpokladejme, Ze z je ngjakeé feSeni (3) spliwjici z(z¢) = yo. Potom z je definovano na néjakém
intervalu I> C I obsahujicim xzy. Polozme Iy = I1 N I>. Potom pro kazdé x € I plati

Integraci pies interval (xq,x) dostaneme G(z(x)) = H(x), a tedy z(z) = G~1(H(z)). To znamena,
7ze z =y na Ij. O



18.3. Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu.
Definice. Necht a,b € R*, a < b, a p,q: (a,b) = R jsou spojité. Potom rovnici tvaru
(4) y' =p(@)y +q(z)

nazyvame linearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Jestlize ¢(x) = 0 pro kazdé x € (a,b),
pak rovnici (4) nazgyvame homogenni.

Priklad. Necht a,b € R*, a < b a p: (a,b) — R je spojita. Urete vSechna maximéalni feSeni
rovnice y' = p(z)y.

Reseni. Polozme h(z) = p(z), = € (a,b) a g(y) =y, y € R. Budeme postupovat podle algoritmu
pro FeSeni (3).
(a) Existuje pravé jeden maximalni otevieny interval obsazeny v D(h), a to I = (a,b).
(b) Existuje pravé jedno stacionarni feSeni, a to y(z) =0, x € (a, b).
(c¢) Existuji pravé dva maximalni oteviené intervaly, na nichZ je funkce g nenulova, a to J; =
(—=00,0) a Jo = (0,00).
(d) Je-li y feSeni na I s hodnotami v .J;, nebo v J2, potom plati

I )

y(@)
Ozna¢me P né&jakou primitivni funkci k p na (a,b). Potom existuje ¢ € R takové, ze

log|y(z)| = P(z) + ¢

x € (a,b).

na defini¢nim oboru y.
(e) Oznatme G(y) = logly| pro y € R\ {0}. Potom G(J1) = G(J2) =R, a tedy jsou v8echna
FeSeni definovana na (a,b) a spliiuji

[y(@) = P, e (ah).
Vgechna nalezena feSeni véetné stacionarniho lze zapsat ve tvaru
y(x) = ke @ 2 (a,b), k€R.
(f) Lepeni feseni nepfichazi v uvahu.

Vé&ta 18.3 (feSeni linearni diferencialni rovnice prvniho ¥adu). Nechta,b € R*,a < b, ap,q: (a,b) —
R jsou spojité. Necht x¢ € (a,b) a yo € R. Potom existuje pravé jedno mazimdlni feseni y rov-
nice (4) splitujici podminku y(xg) = yo. Toto FeSent je ddno vztahem

(5) y(z) = (/ q(t)e P® dt> eP@ 4 y0e @ pro 2 € (a,b),
xo
kde P je primitivn{ funkce k p na (a,b) splitugici P(xq) = 0.

Diikaz. Nejprve dokdZeme, Ze funkce y dana vztahem (5) je feSeni rovnice (4). Derivovanim do-
staneme

Y () = g(z)e"P@eP@ _ p(z)e=P@) (/

Dale plati

q(t)ef® dt) + p(x)yoe” ™ pro z € (a,b).

[¢]

o) =poye " ([

0

q(t)ef’® dt) + p(@)yoe ™ pro x € (a,b),

a tedy
y'(z) = p(x)y(x) + ¢(z) proz € (a,b).
Navic zfejmé plati y(xg) = yo.

Piedpokladejme, Ze z je feSeni (4) na (a,b) spliwjici z(xg) = yo. PoloZzme u = y — 2. Potom u
je FeSenim rovnice ' = pu. Podle pfedchéazejictho piikladu existuje ¢ € R takové, ze u(z) = cel’ @)
na (a,b). Protoze u(xg) = 0, plati ¢ = 0. Tedy u(z) = 0 pro kazdé x € (a,b). Odtud plyne, Ze
y =z na (a,b). Regeni y definované predpisem (5) je tedy jednoznacné urceno. O



konec 20. pfednasky (12.12.2019)

18.4. Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.

Definice. Linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru
(6) y(n) + an—ly(nil) +-+ aly/ + apy = fa
kde n € N, a,b € R*, a < b, ag,...,an—1 € R a f: (a,b) = R je spojitd. Homogenni rovnici
piislusejici k rovnici (6) rozumime rovnici
(7) Y™ + a1y 4+ ary + agy = 0.
Véta 18.4 (existence a jednoznac¢nost feSeni linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty). Nechtn € N, a,b € R*, a < b, ¢ € (a,b) a yo,...,yn—1 € R. Pak existuje prdvé jedno
mazimdlni feSend y rovnice (6) spliujict

y(xo) = yo, ¥'(x0) = w1, -, ¥ (0) = Yn1-
Toto feSend je definovdno na celém intervalu (a,b).

Vé&ta 18.5 (mnozina FeSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty). (a) Mawi-
malni FeSent rovnice (7) jsou definovdna na celém R. MnoZina viech téchto feSent tvoii vektorovy
podprostor prostoru C"(R) dimenze n.

(b) Necht y, je néjaké mazimdlni fesent rovnice (6). Potom funkce y: (a,b) = R je mazimdlni
fesent (6) pravé tehdy, kdyz funkce yi definovand predpisem yn, =y — y, je FeSeni rovnice (7).
Diikaz. (a) Podle Véty 18.4 jsou maximalni feSeni definovana na R. Ozna¢me

H={yeC"(R); y je feSeni (6)}.
Defimujme zobrazeni L na C"(R) pfedpisem
Liy—y™ +an 1y Y 4+ ary + aoy.

Potom L je linearni operator z C™*(R) do C(R) a plati Ker L = H. Odtud plyne, Zze H je linearni
prostor. Nyni ur¢ime jeho dimenzi.

Podle Véty 18.4 existuji feSeni {y1,...,yn} rovnice (7) definované na R a splitujici
y1(0) =1 y2(0) =0 yn(0) =0
y1(0) =0 yp(0)=1 ... y,(0)=0
o) =0 ¥y =0 .. 0 =1

Predpokléadejme, Ze pro cq,...,c, € R plati
c1y1 + cay2 + -+ cpyn = 0.
Polozme z = cyy1 + coy2 + - - - + cpyn. Potom
2(0) = ¢1, 2'(0) =¢g,..., 2" 7V(0) = ¢,

Zaroven ale plati
2(0)=0, 2'(0)=0, ..., 2z D(0) =0,
nebot z je nulova funkce. Tedy ¢y = ¢co = -+- = ¢, = 0. Odtud plyne, Ze {y1,...,¥yn} jsou linearns
nezévislé prvky prostoru H. Tedy dim H > n.
Piedpokladejme, Ze y je maximalni feseni (7). Polozme

c1=y(0), c2=y'(0), ..., cn:y("—l)(o)

Z=ciy1 + -+ CnlYn.
Potom z je FeSeni (7) definované na R a plati

(8) 20)=c¢;, Z0)=cy ..., zmV(0)=c,.



Z Véty 18.4 plyne, Zze maximalni feSeni (7) spliiujici podminky (8) je uréeno jednoznacné. Protoze
y i z tyto podminky spliuji, plati y = z.
(b) =  Z linearity L plyne, Ze
L(yn) = L(y —yp) = L(y) = L(yp) = f = f =0,
a tedy y, € Ker L = H.
< Jest
L(y) = L(yp + yn) = L(yp) + L(yn) = f +0 =,
a tedy y je feSeni (6). O
Definice. Fundamentalnim systémem rovnice (7) rozumime (jakoukoli) béazi prostoru vsech
maximalnich FeSeni rovnice (7).

Piiklad. Urcete v8echna maximéalni feSeni rovnice

(9) y' 4y =23+ 6.
ReSeni. Funkce cosz a sinz jsou feSeni homogenni rovnice
(10) y' +y=0

definovana na R a jsou linearné nezéavisla. Tedy {cos z,sinz} je fundamentalni systém rovnice (10).
Funkce y = 23, x € R, je partikularni fegeni rovnice (9). Tedy podle Véty 18.5(b) jsou viechna
maximalni feSeni rovnice (9) tvaru

y(x) = 2> + acosx + Bsinxz, xR, a,f cR.

Definice. Necht X je normovany linearni prostor, {z,} je posloupnost prvka X a z € X. Rek-
neme, %e r je sou¢tem fady > -, z, v prostoru X, jestlize

n
lim E T;—T =0.
J= X

V takovém pripadé rikédme, ze fada > - | x, je konvergentni v prostoru X.

Véta 18.6 (Rieszova—Fischerova). Necht X je normovany linedrni prostor. Potom X je Banachiv
prave tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,} proki X spliujici Y oo ||zallx < oo je rada
oo @y konvergentni v X.

oo

Diikaz. =  Pfedpokladejme, ze {z,} je posloupnost prvki X splijici >~ [|z,|x < oo.
Zvolme & > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze Y ;7 [lz,|x < e. Potom pro kazda
m,n € N, m > n > ng, plati

m

S

k=n

m oo
<3 fanlx < 3 anllx <,
k=n

X k=ng

a tedy je posloupnost {d ;_, z;} cauchyovski v X. Protoze X je tplny, je tato posloupnost
konvergentni v X. Tedy rada 23;1 ., konverguje v X.

= Necht {z,} je cauchyovska posloupnost prvkii X. Nalezneme rostouci posloupnost indext
{nx} spliwjici ||, — @n,.,[|x < k=2 pro kazdé k € N. Potom Y ;o | [|Zn, — Zn,pyllx < 00, a
tedy je podle predpokladu fada > p° (Zn, — @n,.,) konvergentni v X. TudiZ existuje z € X
takové, Ze limg_. oo Z;LL(an — Zp,,,) =z v X. Odtud plyne, Ze limy_,oc Tn, = Tn, — z, takze
posloupnost {z,, }3°, je konvergentni. To znamena, ze {x,} je cauchyovskd posloupnost, ktera
mé konvergentn{ podposloupnost. Takova posloupnost je nutné jiz sama konvergentni. O
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Definice. Imaginarni jednotkou nazyvame prvek i spliujici i2 = —1. Komplexnim ¢&islem

nazyvame kazdy vyraz tvaru z = x + iy, kde z,y € R. Cisla z, y pak nazyvame po fadé redlnou
Casti a komplexni ¢asti ¢isla z a piSeme Rez = x, Im z = y. Mnozinu v8ech komplexnich ¢&isel
zna¢ime symbolem C.

Poznamka. Kazdé komplexni &islo z = x + iy miizeme ztotoznit s prvkem [z,y] € R2. Zobrazeni
2+ [x,9], kde x = Rez a y = Im 2, je bijekce C na R%. Komplexni ¢&isla graficky znazoriiujeme
jako prvky roviny. Kazdému realnému ¢&islu « odpovida komplexni ¢islo [z,0]. V tomto smyslu
plati R ¢ C. Cislu i odpovida dvojice [0,1].

Definice. Necht z, 21,29 € C, pfitemZz z = x + iy, 21 = 1 + iy a 20 = o + iy2. Na mnoziné C
jsou zavedeny nasledujici relace a operace:

(c
d

(
(

nasobeni: z; - 20 = (z122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T241)

)
)
) absolutni hodnota: |z| = /22 + y?
)
)

(
(b) séitani: z; + 20 = (x1 + z2) +i(y1 + y2)
(

a) rovnost: z; = zy pravé tehdy, kdyZz x1 = x9 a zaroven y; = yo
e

komplexné sdruzené é&islo: z = x — iy
deéleni: jestlize 25 # 0, pak 2L = 2 - zi kde pro kazdé z € C\ {0} mame

2’

1 1 T — 1y z

z x+iy a4y |22

(g) argument: jestlize z = z + iy a z # 0, potom

arctg £, pro x > 0,

arctg £ 47, prox <0,y >0,
arg(z) = { arctg £, prox<0,y<0

£z prox =0,y >0,

-5 prox =0,y <0.

Poznamky. (a) Pocetni operace na C maji stejné vlastnosti jako na R. Specialné pro kazdé
z € Can e N plati 2" = |z|™.
(b) Mnozina C je t&leso skalarti a vektorovy prostoru dimenze 2 (nad R), nebo dimenze 1 (nad

C).
(¢) Mnozina C je metricky prostor vzhledem k metrice o(z1,22) = |21 — 22| a normovany
linearni prostor vzhledem k normé ||z|| = |z|. Konvergence v C je ekvivalentni konvergenci

po slozkéach, tedy z, — z v C pravé tehdy, kdyz =z, — = v R a y, — yv v R, kde
Zn = Xn + iyn, n € N, a 2 = x 4 dy. Posloupnost {z,} je cauchyovska v C pravé tehdy,
kdy#Z jsou obé posloupnosti {x,} a {y,} cauchyovské v R. Odtud plyne, Ze C je Banachuv
prostor.
Definice. Definujeme nasledujici komplexni funkce komplexni proménné:
(a) polynomy

P(z) = Zaizi, a; €C, neN,

1=0
(b) exponencialni funkce
oo Zn
exp(z) = Y g
n=0
(c) goniometrické funkce
0 ) 2n
cos(z) = Z(— ) "wv
n=0 :



Misto exp(z) budeme Casto psat e*.

Poznamky. (a) Vsechny fady v predchazejici definici jsou konvergentni pro kazdé z € C.
Zvolme z € C. Potom plati

> |5

n=0

L

Z |Z| =el*l < .

Prostor C je tplny, a tedy z Rieszovy-Fischerovy véty plyne, Ze > -
Tvrzeni lze dokazat obdobné pro zbyvajici dvé rady.
(b) Komplexni funkce komlexni proménné maji nékteré odlisné vlastnosti oproti realnym funk-
cim realné proménné, napiiklad
e funkce exp neni prosta na C,
e funkce sin a cos nejsou omezené na C.

ne0 =1 "~ konverguje v C.

Véta 18.7 (Eulerova formule). Pro kazdé x € R plati
e = cosx +isin.

Diikaz. Zvolme x € R. Plati

1 pron =0 (mod4),
o i pron =1 (mod4),
a—
—1 pron =2 (mod4),
—i  pron =3 (mod4).
Tedy
o0 (ZI)” oo ( ) x2n ) x2n+1 >
Sy S (g e 2
=2 , i
— nl ~ (2n)! (2n+1)!
Plati
o 1.277, I2n+1 St 2n+1
71 2n . 71 n — _
3 (0 G 0 ) = 2 G+ S G
nebot obé fady na pravé strané jsou konvergentni. Odtud plyne tvrzeni. (]
Disledek. (a) Pro kazdé x € R plati |e'®| = 1 (takové komplexni ¢islo se nazyjvd komplexni

jednotka).
(b) Pro kazdé x € R plati Re(e'®) = cosx, Im(e®) = sin .
(¢) Pro kazdé x € R a kazdé n € N plati

(cosz +isinz)” = cosnz + isinnx.
(d) Plati
e +1=0.
Poznamka. Kazdé ¢islo z € C\ {0} mizeme vyjadfit v goniometrickém tvaru
z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z)))

a v exponencialnim tvaru
z= |z|e”“g(z).

Definice. Charakteristickym polynomem rovuice (7) rozumime polynom
P()‘) :)‘n+an71>\n_l+"'+CL1)\+G(), AeC.

Véta 18.8 (fundamentalni systém feSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty).
Necht A1, ..., s jsou vSechny rizné redlné koveny charakteristického polynomu P s ndsobnostmi



r1,...,7s. Necht oy + 181, ...,q;+10; jsou vSechny navzdjem rizné koieny polynomu P s kladnou

imagindrni ¢dsti a ndsobnostmi q1,...,q;. Pak funkce
erMe, ze(z), . g~ leMa,
ersT, xes (), . s lets T,
e cos Bz, we*cosfPix, ... xD e cosfBix,
e %sin frx, wxe'®sinfrz, ... x8 le™Tsin fiw,
e cos Bz, we®®cosPixr, ... xUTLeMTcos iz,
e“®sin Bz, weMTsinfix, ... xL le™Tsin PGz

tvori fundamentding systém (7).
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Véta 18.9 (partikularni FeSeni rovnice se specialni pravou stranou). Necht a,b € R*, a < b,
uw,v €R, PQ jsou polynomy a
f(z) = e (P(x) cosva + Q(z)sinve) pro x € (a,b).

Necht m € NU {0} je ndsobnost ¢isla p + iv jakoZto kofenu charakteristického polynomu (7).
Potom existuje fesent (6) ve tvaru

y(x) = a™e"® (R(x) cosve + S(x)sinve),
kde R, S jsou polynomy, jejichZ stuperi neni vétsi neZ max{st P,st Q}.
Poznamka. 7Z Véty 18.5 vyplyva, Ze k aplnému popisu mnoziny vSech feSeni rovnice (6) staci
uréit fundamentalni systém piislusné homogenni rovnice (7) a nalézt libovolné jedno partikularni
feSeni (nehomogenni) rovnice (6). Prvni krok (nalezeni fundamentélniho systému) byl proveden
ve Vété 18.8. Druhy krok (nalezeni partikularniho feSeni) byl proveden zatim pouze v pfipadg,

kdy prava strana (tedy funkce f) ma specialni tvar (Véta 18.9). V obecném piipadé tento krok
provedeme pomoci metody variace konstant. K tomu se bude hodit nasledujici tvrzeni.

Véta 18.10 (regularita fundamentalntho systému). Necht {y1,...,yn} je fundamentdlni systém
(7). Potom je matice

yi(z) . yala)
Az) = s ;
@)y (@)

requldrni pro kazZdé x € R.
Diikaz. Necht z € R. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké v € R™ plati A(z)v = o. PoloZzme
Z=v1Y1 + -+ UnlYn.

Potom z je FeSeni (7) a plati

2D (@) = oy (@) + - oyt (@) = 0.

Podle Véty 18.4 plati z = 0 na R. Funkce y1,...,y, tvofi fundamentalni systém, a proto je
vy = v = -+ = v, = 0. Odtud vyplyva, Ze A(z) je regularni. ProtoZze = bylo zvoleno libovolng,
plyne odtud tvrzeni. O



Algoritmus pro hledani feSeni rovnice (6) metodou variace konstant pro rovnice
vyssiho radu.
Regeni rovnice (6) budeme hledat ve tvaru
y=cyi+ -+ ca¥n,
kde cy,...,c, jsou spojité diferencovatelné funkce na (a,b) a {y1,...,yn} je fundamentalni sys-
tém (7). Potom plati
Y=oy + ety + Ay + o 4 Gy
Polozme cjy1 + - - - + ¢, yn = 0. Derivovanim dostaneme
y' =yl ot ey Tyt
Polozme ¢y} + - -+ + ¢y}, = 0. Pokra¢ujme aZ k rovnici

y™ = ey 4 ey " e Y.

Dosadme y do (6). Dostaneme soustavu podminek

Ayr+ -+ yn =0,

Gyt 4 =0,

Gyt e Y = 1,

neboli
0
(11) Ad =] nal(ab).
0
f
Zvolme = € (a,b). Potom je (11) soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé ¢} (x), . .., c, (x).

Matice této soustavy je podle Véty 18.10 regularni, takze existuje pravé jedno feSeni. Zvolme
i €{1,...,n}. Z Cramerova pravidla dostaneme

’ det Al(l‘)
cil@) = det A(z)’
kde
Y1 R N T L
vio - Y 0w o
a=| s
O 7 B | NV OO
TP N RO
Funkce =z — i‘ztt‘ij(%) je spojita na (a,b), a tedy ma primitivni funkci. Odtud plyne existence
hledanych funkci ¢y, ..., c,. Tyto funkce spoéitame integraci a dosadime do definice y.

18.5. Soustavy diferencidlnich rovnic. Necht n € N, G C R x R" je neprazdna oteviena
mnozina a f;: G = R pro i € {1,...,n}. Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic

yll = fl('raylr'-ayn)

y/2 = fQ(Iaylw"ayn)
(12)

y:’L = fn(gjvylv"'ayn)'

Soustavu muzeme zapsat ve vektorovém tvaru:

y'(z) = f(z,y(x)),



kdey:[yla"'ayn]ay,: [yiaqulm] af:[f17"'afn]'

Definice. ReSenim soustavy (12) rozumime vektorovou funkci y = [y1,...,%,] definovanou na
otevieném neprazdném intervalu J s hodnotami v R" takovou, ze pro kazdé = € J a kazdé
i€ {1,...,n} existuje vlastni derivace y}(z) a plati (12).

Pocéateéni dlohou pro (12) rozumime dlohu, kdy hledame FeSeni (12) spliiujici navic pfedem
zadanou podminku y(z¢) = y°, kde [x9,4°] € G (této podmince se ¥ika po&ateéni podminka).

Maximalnim FeSenim soustavy (12) rozumime takové FeSeni y definované na intervalu J,
které jiz nelze prodlouzit, tj. je-li z FeSeni definované na intervalu I, J C I a z(z) = y(x) pro kazdé
zeJ,pak J=1.

Poznamka. Méjme rovnici

(13) y(n) = f(x7 y? y/7"' ’y(nil))'
Uvazujme soustavu

Yi = yo,
Yy = U,
(14)
!
Yn—1 = Yn,

y;’L = f(xvyla"'ayn)'
Pokud y fesi (14), pak y; fesi (13). Obracend, pokud z fesi (13), pak [z,..., 2" V)] fesi (14).
Véta 18.11 (Peanova). Necht G C R x R"™ je otevfend neprdzdnd mnoZina, f: G — R™ je spojitd
na G. Pak pro kaZdé [x¢,y°] € G existuje mazimdlni Fesent rovnice (12) spliugici y(zo) = y°.

Vé&ta 18.12 (Picardova). Necht G C RxR" je oteviFend neprdzdnd mnozina, f: [x,y] = f(z,y) €
R™ je spojité zobrazeni na G a je ,lokdlné lipschitzovské v y“, tj. pro kaZdy bod [z,y] € G existuje
e >0 a K >0 takové, Ze pro kaZzdé dva body [s,y'], [s,y?] € B([z,y],e) mdme

[f(s,9") = fls, 9| < K ||y =7
Jestlize [xo,y°] € G, potom existuje prdvé jedno mazimdini Feseni y rovnice (12) spliugict y(xg) =
y’.
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Poznamka. Jestlize f € C}(G), potom z véty o piiristku vektorové funkce plyne, Ze f splituje
podminky Véty 18.12.

18.6. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic. Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic
Y1 = auyi + -+ a1pYn + bu,

Yo = an1y1 + - + a2nyn + ba,
(15)

y;z = Gn1Y1 + - F GpnYn + by,

kden € N, o, 8 € R*, a < B, ai; : (0,8) = R, b; : (o, ) = R, 4,5 € {1,...,n}, jsou spojité
funkce. Soustavu zapisujeme ve vektorovém tvaru:

y' = Ay+b,
kde
a1 Lo Qip bl
a1 ... Qop
A= , b=

an1 .. Qpp



Homogenni soustavou k (15) rozumime soustavu
(16) y = Ay.

Vé&ta 18.13 (feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic). Necht o, 8 € R*, a < 8, zg €
(a,B8) ay® € R™. Necht A : (o, 8) = M(n xn), b: (a,B) — R" jsou spojitd zobrazeni. Potom

(a) existuje prdave jedno mazimdini Yeseni y soustavy (15) spliiugici y(zo) = y°, a toto Fesend je
definovdno na celém intervalu (o, §);

(b) mnoZina vsech mazimdlnich vefeni soustavy (15) tvor? vektorovy podprostor prostoru C1((a, 3), R™)
dimenze n;

(c) kazdé FeSeniy soustavy (15) na intervalu (o, B) md tvar y = y, +yn, kde y, je néjaké fesent
(15) a yn je néjaké Feseni (16);

(d) jestlize {y*,...,y"} je fundamentdlni systém veseni soustavy (16), potom fundamentdlni
matice soustavy (16) definovand predpisem

40
() = Ya | Y2
yu(z) ... yp(x)

je reguldrni pro kazdé x € (a, B);
(e) (variace konstant) maximdlni Feseni y rovnice (15) s pocdtecni podminkou y(zo) = y° md
tvar

T

y(x) = ®(x)® (z0)y° + <I>(:E)/ O L (t)b(t)dt, =€ (a,p).

Zo

18.7. Soustavy linearnich diferenciilnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Vé&ta 18.14 (feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty). Necht
A € M(n xn) a vektorovd funkce y : R — R™ je FeSenim soustavy y' = Ay. Pak y je tiidy C™ a
pro kazdé k € N plati y®) (x) = AFy(x) pro z € R.

Definice. Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A, nazyvame A-matici. Radkovymi
apravami A-matice rozumime:

e zaménu dvou radki,

e vynéasobeni Ffadku nenulovou konstantou,

e pricteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P()) je polynom v proménné .

Lemma (tprava sloupce). Necht A = (Py,...,P,)T je A-matice. Potom ji lze konecnou po-
sloupnosti ¥dadkovijch tiprav prevést na A\-matici A = (P, ..., P,)T, kde nejvijse jeden z polynomii
Py, ..., P, je nenulovy.

Véta 18.15 (dGprava matice Al — A). Necht A € M(n x n). Pak lze A-matici A\l — A prevést
konecnou posloupnosti Fadkovych vprav na horni trojuhelnikovou A-matici. Vijslednd A-matice md
na diagondle nenulové polynomy, soucet jejichz stupmid je n.

Znaceni.

e Necht P(\) = ap, A" + a1 A" "1+ + a1\ + ap je polynom a y: R — R je funkce majici
vlastni derivaci n-tého fadu na R. Potom symbol P(-L)y znaéi funkci

any(n) + a‘n—ly(nil) + o + aly/ + aoy.

o Necht P = (P;;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencialnich rovnic odpovidajici P
budeme rozumét soustavu



d d
P (— oo P (—)yn, =0,
11(dx)y1 +--+ P (dx)y 0
21 dx U1 2n dr Yn =Y,

d d
Pnl(@)yl +- Pnn(%)yn = 0.

Poznamka. Necht P, @ jsou polynomy a y € C*(R). Potom plati
o (P+ Qg(%)y = IZ(%)?J;‘ Q)
o (PQ)(z)y = P(i)(Q(5)Y)-
Véta 18.16 (FeSeni soustavy vzniklé pomoci kone¢né posloupnosti fadkovych uprav). Necht A-
matice P vznikla konecnou posloupnosti 7ddkovijch tdprav A-matice P. Potom wvektorovd funkce
y: R — R" tridy C*_je TeSenim soustavy odpovidajici matict P prdvé tehdy, kdyz je Fesenim
soustavy odpovidagjici P.
Priklad. Naleznéte vSechna maximéalni feSeni soustavy
y1 = 4y1 + byo
Yo = —2y1 — 2y

Resend. Rémdkov;’/mi dpravami pfevedeme A-matici I — A na horni trojihelnikovou, tedy

_(A—4 =5 I ix+1
AH_A—( 2 >\+2>N<O >\22/\+2)'
Upravené matici odpovidé soustava

1
Y1+ §yl2+y2 =0,
ys —2y5 +2y2 = 0.
7 druhé rovnice vypocteme
Yo = are”sinx + agse® cosx  pro x € («, ).

Derivovanim a dosazenim do prvni rovnice dostaneme

3 1 . 1 3 o
Y1 = —5041—1—5042 e“sinx + —501~ 502 | et cosT pro z € («, 8).

O
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