MATEMATICKA ANALYZA 3, NMMA201, ZIMNI SEMESTR 2019-2020
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

PoPIs PREDMETU

Jde o tTeti ¢ast ¢tyfsemestralniho zdkladniho kursu matematické analyzy pro bakalarské obory.
Vénuje se pokrocilejsim partiim diferencidlniho a integralniho po¢tu a metrickych prostori a jejich
aplikaci k feSeni obycCejnych diferencialnich rovnic. Kurs se sklada z prednések a cviceni a je
hodnocen zapoétem a zkouskou.

Predndska se kona pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studentt najednou, pfi¢emz predna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni priklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jind forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepfedpoklada. Z latky pfednéSené na prednasce je potieba slozit zkousku.

Cwiceni se kona pro mensi mnozstvi (15-25) studenti najednou, typicky pro jeden krouzek. Na
cvicenich se pocitaji priklady uréené k procvifeni dané tématiky. S aktivni ucasti studentt (nekdy
i u tabule) se poc¢ita. Naplih a formu cvic¢eni urcuje cviéici. Z pocetnich technik provadénych na
cvicenich je potfeba slozit zdpodcet.

Prosemindf je urGen pro malé mnozstvi (typicky 15-25) studentd, ktefi maji zdjem o ziskani
hlubgich teoretickych poznatkti z matematické analyzy nad ramec povinné latky. Na proseminaii
budou probirany hlavné pocetni piiklady pisemkové obtiznosti a teoretické tlohy, které se piimo
tykaji latky kurzu Matematickd analyza 3. Zapocet se udéluje za Gcast (a aktivitu). Postacujici (a
vétSinou i nutnou) podminkou je Gcast na 9 proseminafich.

ZAPOCET

Postacujici podminkou pro udéleni zapoctu je 50% ucast na cvifenich a dvé splnéné zapodtové
pisemky.

Béhem zimniho semestru budou usporadany celkem tfi zapoctové pisemky, z toho dvé v pri-
béhu cviceni a jedna opravna. Kazda zapoctova pisemka bude obsahovat ti¥i piiklady z oblasti
matematické analyzy odpovidajicich naplni prvniho semestru. Cas k vypracovani kazdé zapoctové
pisemky je 30 minut. Povoleny jsou pouze psaci potieby. Pisemka je hodnocena jako spinénd, po-
kud student spravné vytesi alesponr dva ze ti{ pfikladta. V pfipadé nesplnéni zadpoctovych pisemek
je mozné ziskat zépocet za doméaci vypracovani sedmi nebo patnacti pfikladii (podle toho, zda
studentovi chybi jedna nebo dvé splnéné pisemky). Tato moznost je chapana jako zcela vyjimecné
opravné opatieni a tykéa se pouze studenti, ktefi vycerpaji vSechny t¥i moznosti napsani pisemky.
Je nutna individualni domluva s cvi¢icim.

ZKOUSKA

Pisemnéa ¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky bude vypsano pravé pét termind, a to
ve stfedu 15.01.2020 v 8:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 22.01.2020 v 8:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 05.02. 2020 v 8:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 12.02. 2020 v 8:00 v poslucharné K1,
v pondéli 29.06. 2020 v 8:00 v poslucharné K1,

Date: 26. ervna 2020.



Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky.

V poslucharné K1 bude v dobé konéani pisemné ¢asti zkousky vyvésen zasedaci poradek. Prosime
studenty, aby se dostavili véas a zaujali svA mista podle zasedactho poradku. Pied zacatkem pi-
semné ¢asti zkousky bude provedena kontrola totoznosti studentt. Kazdy student se musi prokéizat
n&jakym platnym dokladem s fotografif (index, OP, RP, pas a podobng).

Pisemna ¢ast zkousky bude obsahovat ¢tyti priklady z nasledujicich partii matematické analyzy:

diferencialni poc¢et implicitnich funkei vice proménnych (10 bodi),
extrémy funkei vice proménnych (10 bodi),

stejnomérna konvergence posloupnosti nebo fady funkei (15 bodi),
oby¢ejné diferencialni rovnice (15 bodit).

Jestlize student ziska z pisemné ¢asti zkousky 28 nebo vice bodi, postoupi k tstni ¢asti zkousky.
Jestlize ziskd 27 nebo méné bodt, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. Povoleny budou pouze b&zné psaci potieby.

Bezprostiedné po skonceni pisemné ¢asti bude na tabuli v posluchéarné K1 pfedvedeno vzorové
feseni. Utast na piedvedeni vzorového fedeni je povolena i studenttim, ktefi ten den pisemnou
zkousku neskladali.

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné ¢asti zkousky. Studentim, kteii
aspésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude elektronickou postou zaslan Cas dstni ¢asti zkousky
(bude pouZita oficialni elektronicka adresa, ktera je uvedena v systému SIS). Tento ¢as bude pro
vSechny studenty zévazny. Studentim, jejichz pisemna ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou
neprospél(a), bude do systému SIS zapsana znamka 4. Tito studenti budou mit moZnost se s
hodnocenim své pisemné prace seznamit, pokud o to projevi zajem.

Ustni &ast. Ustni ¢ast zkousky se bude konat nasledujici pracovni den po pisemné ¢asti zkousky
od 08:00 v poslucharné K2 (tyka se prvnich éty¥ termini). Ustni ¢ast zkousky posledniho (patého)
terminu se kona ve stfedu 1.7. 2020 od 8:00 v poslucharné K8.

Ustni ¢ast zkousky bude obsahovat osm otézek uspofadanych a pfiblizné hodnocenych podle
nasledujiciho klice:
definice vybraného kli¢ového pojmu z prvniho roéniku (0 bodi),
definice kli¢ového pojmu (0 bodi),
formulace dvou vét a jedné definice (5+5+5 body),
formulace a diikaz t¥i vét (celkem 35 boda).

K tispésnému sloZeni dstni ¢asti je tfeba napsat spravné definici kli¢ového pojmu a ziskat mini-
mélné 30 bodi. Uvedené body jsou ovSem pouze orientaéni a slouzi jako pomicka pro zkousejiciho,
nelze na jejich zakladé vznaset zadné namitky proti vysledku zkousky.

Po celou dobu tustni zkousky plati, Ze student musi bezpeéné ovladat veskeré klicové pojmy,
nejen ten, ktery si vylosuje. Prokaze-li se kdykoli béhem zkousky, Ze student bezpetné neovlada
kterykoli z kli¢ovych pojmu, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Bude-li zkouska po tstni ¢asti hodnocena zndmkou neprospél(a), je student povinen znovu sloZit
obé ¢asti zkousky (tedy i pisemnou).

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je tfeba, aby student ovladal v8echny klicové pojmy,
déle aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech vét a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na vice ¢i méné jednoduchych teoretickych piikladech. Orienta¢né znamka
“vyborné” odpovidé priblizné bodovému rozmezi 88-100.

K celkovému hodnoceni znamkou velmi dobfte je t¥eba, aby student ovladal v8echny kliGové
pojmy, déale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dukazy lehéich vét a byl schopen
aplikovat dosazené védomosti v jednoduchych teoretickych piikladech. Muze mit mensi mezery
v obtiznéjsich partiich. Orienta¢né znamka “velmi dobie” odpovidé priblizné bodovému rozmeszi
70-87.



K celkovému hodnoceni zndmkou dobfe je tieba, aby student ovladal vSechny klicové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy lehéich vét. Orientaéné
znamka “dobie” odpovida piiblizné bodovému rozmezi 58-69.

Hodnoceni zndmkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestlize se b&hem zkousky prokaze, Ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovldda véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orientaéné hodnoceni “neprospél(a)” odpovidé piiblizné bodovému rozmezi

0-57.

SEZNAMY POZADOVANYCH VET, DEFINIC A KLICOVYCH POJMU

Seznamy pozadovanych vét, definic a klicovych pojmi se mohou v pribéhu semestru mirné mé-
nit v zavislosti na postupu prednésky. Jejich definitivni podoba bude véas oznamena na piednasce.

Seznam kliéovych pojmai.

kompaktni metricky prostor

stejnomérné spojité zobrazeni

cauchyovska posloupnost

uplny metricky prostor

funkce t¥idy C*

derivace funkce vice proménnych vyssiho radu

diferencial k-tého fadu

Tayloruv polynom funkce vice proménnych vyssiho fadu
difeomorfismus

bodova, stejnomérna a lokalné stejnomérna konvergence posloupnosti a fady funkeci
cauchyovska a stejnomérné cauchyovska posloupnost a fada funkci
diferencialni rovnice, feSeni, maximalni feSeni

charakteristicky polynom

fundamentalni systém

Seznam poZadovanych definic.

Hessova matice

k-linearni zobrazeni a jeho norma

regularni zobrazeni

teénéd nadrovina

funkce prvni Baireovy t¥idy

pozitivni linearni operator

Bernsteintiv polynom

diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
linearni diferenciélni rovnice, homogenni rovnice

Seznam pozadovanych vét.

Metrické prostory I1.

kone¢nost a kompaktnost (Véta 15.1)
kompaktnost intervalu (Véta 15.2)

nutnd podminka kompaktnosti (Véta 15.3)
kompaktnost v diskrétnim prostoru (Véta 15.4)
kompaktnost a uzavienost (Véta 15.5)
kompaktnost a omezenost (Véta 15.6)

uzaviena podmnozina kompaktu (Véta 15.7)
kompaktnost v R™ (Véta 15.8)

spojity obraz kompaktu (Véta 15.9)

extrémy spojité funkce na kompaktu (Véta 15.10)
spojitost a stejnomérna spojitost na kompaktu (Véta 15.11)
charakterisace kompaktnich prostori (Véta 15.12)



e kompaktnost a uplnost (Véta 15.13)
e Uplnost a uzavienost (Véta 15.14)
e Cantorova véta (Véta 15.15)

Funkce vice proménngjch I1.

skladani zobrazeni tiidy C* (Véta 16.1) (bez dikazu)

zdménnost parcidlnich derivaci (Véta 16.2) (bez diikazu)

derivace vyssiho fadu a totalni diferencial (Véta 16.3) (bez dikazu)
symetrie derivace (Véta 16.4) (bez dikazu)

postacujici podminka pro existenci derivace vyssiho fadu (Véta 16.5) (bez dikazu)
Lagrangetv tvar zbytku (Véta 16.6)

Peaniv tvar zbytku (Véta 16.7)

o implicitné zadané funkci (Véta 16.8) (bez dikazu)

o implicitné zadanych funkcich (Véta 16.9) (bez dikazu)

nutna podminka existence lokalniho extrému (Véta 16.10)

elipticita positivné definitni kvadratické formy (Véta 16.11)
podminky druhého fadu pro existenci lokalniho extrému (Véta 16.12)
Lagrangeova véta o multiplikatorech (Véta 16.13) (bez diukazu)

o lokalnim difeomorfismu (Véta 16.14)

vztah difeomorfismu a regularniho zobrazeni (Véta 16.15)

Stejnomeérnd konvergence posloupnosti a fad funkct.
e charakterisace stejnomérné konvergence posloupnosti funkei (Véta 17.1)
e Mooreova—Osgoodova (Véta 17.2)
e vztah stejnomérné konvergence a spojitosti (Véta 17.3)
o charakterisace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu (Véta 17.4)
e Bolzanova—Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci (Véta 17.5)
e stejnomérné konvergence derivaci (Véta 17.6)
e zaména limity a Newtonova integralu (Véta 17.7)
e Diniova véta (Véta 17.8)
e Korovkinova véta o tfech funkcich (Véta 17.9) (bez diikazu)
o Weierstrassova véta (Véta 17.10)
e Weierstrassovo kritérium (Véta 17.11)
o Abelovo kritérium stejnomérné konvergence fad funkei (Véta 17.12)
e Dirichletovo kritérium stejnomérné konvergence fad funkei (Véta 17.13)
e zaména sumy a derivace (Véta 17.14) (bez diikazu)
e zaména sumy a Newtonova integralu (Véta 17.15) (bez dikazu)
e 0 lokalné stejnomérné konvergenci mocninné fady (Véta 17.16)

Obycejné diferencidlni rovnice.

e lepeni feSeni (Véta 18.1)
FeSeni rovnice se separovanymi proménnymi (Véta 18.2)
feSeni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (Véta 18.3) (bez dikazu)
existence a jednoznac¢nost feSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty
(Véta 18.4) (bez dukazu)
mnozina feSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty (Véta 18.5)
Rieszova-Fischerova véta (Véta 18.6)
Eulerova formule (Véta 18.7)
partikularni FeSeni rovnice se specialni pravou stranou (Véta 18.9) (bez ditkazu)
regularita fundamentalniho systému (Véta 18.10)
Peanova véta (Véta 18.11) (bez diukazu)
Picardova véta (Véta 18.12) (bez diukazu)



VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY

Priklad 1. Ukazte, Ze vztahy
u =sinx + xy + €,

v=cosy+xe Y,

w = % + 2y — cos(xz)
definuji na okoli bodu [u, v, w] = [1 +sin 1,2, 0] hladké funkee z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro
které plati (1 +sin1,2,0) = 1, y(1 +sin1,2,0) = 0, 2(1 +sin1,2,0) = 0. Rozhodnéte, zda ma
funkce x(u, v, w) totalni diferencial v bodé [1 +sin 1,2, 0], a pokud ano, spoctéte jej. (10 bodi)

Piiklad 2. Naleznéte globalni extrémy funkce f : R® — R, definované predpisem
flay.2)=x+y+z
na mnoziné

M = {(z,y,2) €R* 2 +9*+ 22 =5, yz=2}. (10 bodi)

Piiklad 3. Necht f je definovana predpisem
flx) = Z arcsin(z").
n=1

Urcete defini¢éni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru fada konverguje stej-
nomérnd nebo lokalné stejnomérné. VysSetiete spojitost funkci f a f’ v jejich defini¢nim oboru.
(15 bodu)

Priklad 4. Nalezndte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice
4
/ 1+y

ycos?z’

spliwyjici poc¢ateéni podminku y(0) = 1, a jejich defini¢ni obory. (15 bodi)



VZOR ZADANI ZKUSEBNICH OTAZEK PRO USTNI CAST ZKOUSKY

Otazka 1. Napiste definici kliGového pojmu: dpiny metricky prostor.

Otazka 2. Napiste definici pojmu: Hessova matice.

Otazka 3. Napiste znéni véty: Korovkinova véta o tfech funkcich (Véta 17.9).
Otazka 4. Napiste znéni véty: o lokdlnim difeomorfsmu (Véta 16.15).
Otazka 5. Zformulujte a dokaZte vétu: spojity obraz kompaktu (Véta 15.5).
Otazka 6. Zformulujte a dokazte vétu: Rieszova—Fischerova véta (Véta 18.5).

Otazka 7. Zformulujte a dokaZte vétu: Abelovo kritérium stejnomérné konvergence tad funkci
(Véta 17.12).



