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CVICENI

LUBOS PICK

1. METRICKE PROSTORY II
Piiklad 1.1. Rozhodnéte, zda v metrikach £, /P a £>° konverguji nasledujici posloupnosti:

{1,2,3,...,n,0,0,...,0,...};
{1,1,1,...,1,0,0,...,0,...} (n krat);

11 1
{,,...,,...,0,...} (n krat);

n’'n n

1 1 1

—_—,—,...,—,0,... krat).
(o g g0 | i

Priklad 1.2. Rozhodnéte, zda existuje metricky prostor P a dvé jeho neprazdné podmnoziny A, B tak,
aby platilo AN B = ) a zaroven dist(A, B) = 0. Lze takové mnoZiny nalézt uzavrené? Lze takové mnoZiny
nalézt takové, Ze A je uzavienéd a B je kompaktni?

Priklad 1.3. Definujme na mnoZiné R x R funkci
1 jestlize |x —y| e R\ Q;

o(z,y) :== % jestlize |z —y| € Q\ {0};
0 jestlize x = y.

Ovéite, zda o je metrika, a pokud ano, charakterizujte vSechny oteviené a vSechny kompaktni mnoziny
v této metrice.

Priklad 1.4. Definujme na mnoziné R x R funkci

|z —y|
z,y) = ———.
Ovéite, zda  je metrika, a pokud ano, spoc¢téte diam(F},), kde F), := [n,00), n € N, v této metrice. Jsou

mnoziny F, omezené, uzaviené, kompaktni?
Priklad 1.5. Definujme na mnoZiné R x R funkci

7 Jestlize z # 0, y = 0;
1
1

Tl jestlize y #£ 0, = = 0;

er\lTI jestlize  # 0, y # 0,z # y;
0 jestlize x = y.

o(z,y) =

Ovérte, zda o je metrika, a pokud ano, charakterizujte v8echny kompaktni mnoziny v této metrice. Je
prostor (R, ¢) kompaktni?

Priklad 1.6. Necht P je kompaktni metricky prostor. DokaZte, Ze existuji y, z € P takova, ze o(y, z) =
diam P.

Priklad 1.7. Dokazte, Ze existuje metricky prostor P a v ném neprazdné uzaviend mnozina F' a ne-
prazdna kompaktni mnozina K takové, Ze jejich vzdalenost neni realisovana, tedy neexistuji body a € K,
b € F spliwjici o(a,b) = dist(K, F'). Lze alohu vyf¥esit v R™?

Piiklad 1.8. Dokazte, ze posloupnost {f,}, kde f,(z) = 2", « € [0,1], nema limitu v (C([0, 1]), gsup)-

Piiklad 1.9. Naleznéte posloupnost {f,}, kterd bodové konverguje ke spojité funkei, ale nekonverguje
k této funkei v (C([0,1]), osup)-

Pi#iklad 1.10. Necht {z,} je posloupnost prvki metrického prostoru P splijici z,, — 2 pro né&jaké
x € P. Rozhodnéte, zda je mnozina {z,;x € N} U {z} kompaktni.
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Priklad 1.11. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte omezenou spojitou funkei f: P — R,
ktera neni stejnomérné spojita.

Priklad 1.12. Necht P je nekompaktni metricky prostor. Sestrojte neomezenou spojitou funkci f: P —
R.
Pi#iklad 1.13. Rozhodnéte, zda je mnozina {x = {z, };|z,| < 1, n € N} kompaktni v ¢2.

— n?

Priklad 1.14. Rozhodnéte, zda je mnozina vSech neklesajicich spojitych funkei f na [0,1] spliujicich
[If[l < 1 kompaktni v (C([0, 1]), @sup)-

Priklad 1.15. Rozhodnéte, zda je mnozina v8ech 1-lipschitzovskych funkei f na [0, 1] spliwjicich || f|| <1
kompaktni v (C([0,1]), osup)-

Priklad 1.16. Rozhodnéte, zda soucin dvou kompaktnich prostori je kompaktni prostor.

Priklad 1.17. Definujme funkci F': £ — R pfedpisem F'(x) = limsupz,. Je F spojita na £>°, na c,
nebo na cg?

Priklad 1.18. Necht {z,} je posloupnost prvka metrického prostoru splitujici
Ve>03ng e NVne N n>ng: o(xn, xni1) < €.
Plyne odtud, Ze {z,} je cauchyovska?

Priklad 1.19. Definujme na R x R metriky o1(z,y) = | — y| a 02(x,y) = | arctg x — arctg y|. Naleznéte
posloupnost, ktera je cauchyovska vzhledem k pravé jedné z téchto dvou metrik.

Priklad 1.20. Definujme na R xR metriky o1 (z,y) = |z —y| a 02(x, y) = | arctg x —arctg y|. Rozhodnéte,
zda néktery z prostorii (R, 1) a (R, 02) ma vice otevienych mnozin.

Priklad 1.21. Definujme na R x R metriku go(z,y) = |arctga — arctg y|. Rozhodnéte, zda je prostor
(R7 AQQ) ﬁplny

Priklad 1.22. Necht P je neprazdny kompaktni metricky prostor a f: P — P splituje podminku
Va,y € Poax #y: o(f(x), f(y) < elz,y).

Dokazte, Zze potom mé f na P pevny bod.

2. FUNKCE VICE PROMENNYCH I
2.1. Implicitni funkce.
Priklad 2.1. Vypocitejte derivaci y'(z) implicitni funkce y = y(z) definované nasledujicimi predpisy:
z? 4 2zy — y? = d?, log (\/W) = arctg (%) ;
y—esiny=2 (0<e<l)
¥ =y" (xz#vy), y = 2x arctg (%) .

Priklad 2.2. Vypoditejte parcialni derivaci % implicitni funkce z = z(z,y) definované predpisem

22 +xy3 = %.
Y

Priklad 2.3. Vypoditejte parcialni derivaci g—; implicitni funkce = = x(y, z) definované predpisem

Yyt =y — 2.
Priklad 2.4. Vypocitejte parcialni derivaci % implicitni funkce y = y(z, z) definované predpisem
e¥* —x?zlogy = .
Priklad 2.5. Vypoditejte parcialni derivaci % implicitni funkce z = z(z,y) definované piedpisem
F(2? = 2%,y% +22) = 0,

kde F' je diferencovatelna funkce dvou proménnych.



Vysledky. Priklad 2.1:

x+y xz+y 1 y?(1 —logx) y
y—x x—1y l—ecosy 22(l—logy) =z
Priklad 2.2:
3xyt + 2z
xy — 2292
Priklad 2.3:
1 — 32y
y o
Priklad 2.4:
a?ylogy — y’e’”
yzeV? —x2z
Priklad 2.5:
29688—5 (x2 — 227y2 + xz) + zg—i (x2 — 22,y2 + gcz)

22%—5 (2 — 22, y> + x2) — x%—i (22 — 22,92 + z2)

Priklad 2.6. Dokazte, ze vztahy
ze T 4+ 2uv =1

u—v U _
ve T
definuji na okoli bodu [z, y] = [1, 2] hladké funkce u, v proménnych z, y takové, ze u(1,2) = 0 awv(1,2) = 0.
Rozhodnéte, zda maji funkce u a v v bodé [z,y] = [1, 2] totalni diferenciily, a pokud ano, spocitejte je.

Priklad 2.7. Ukazte, Ze vztahy
u = arctg(rz) + y?z,

v:e*w+2y
z

w = cos(2xy) + 2v/z

[4,2,5] hladké funkce x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro které plati
= 4. Rozhodnéte, zda ma funkce y(u,v,w) totalni diferencial v

definuji na okoli bodu [u, v, w] 5
1‘(47%75) = 07 y(4a %a5) = 17 Z(4a% 5
bodé [4, %, 5], a pokud ano, spoctéte jej. Ma funkce y(u,v,w) v bodé& [4, %, 5] stacionarni bod?

3 Zn_ =8 funkce y(u,v,w) v bodé [4, %, 5] nemé stacionarni bod

Vysledek: Vy(4, 5,5) = (ﬁ, S TIRRT

Priklad 2.8. Ukazte, Ze vztahy
u =sinx + xy + €,

v=cosy+xze Y,
w = x? 4 2y — cos(z2)

definuji na okoli bodu [u,v,w] = [1 + sin 1,2, 0] hladké funkce x(u,v,w), y(u,v, w), z(u, v, w), pro které
plati z(1+sin1,2,0) =1, y(1+sin1,2,0) = 0, z(1+sin 1, 2,0) = 0. Rozhodnéte, zda ma funkce z(u, v, w)

totalni diferencial v bodé [1 +sin 1,2, 0], a pokud ano, spo¢téte jej.
Vysledek: V(1 +sinl,2,0) = (0, %’ i)

Priklad 2.9. Dokazte, ze vztahy
u = sin(mray) — arctg(g)
x
v =3xy® + etV
—2] hladké funkce x,y proménnych u,v takové, ze x(

log(2? + y?), spoctéte 92(T, —2).

definuji na okoli bodu [u,v] = [], T,-2)=-1a
y(F,—2) = 1. Je-li navic z(z,y) =

Vysledek: 92(Z,-2) = — 2




Priklad 2.10. Dokazte, ze vztahy
u = tg(zy) +log(a? +¢?)

arcsin(2z) — (3%)Y

definuji na okoli bodu [u,v] = [0,—1] hladké funkce z,y proménnych u,v takové, ze z(0,—1) = 0 a
y(0,—1) = 1. Rozhodnéte, zda ma funkce y v bodé [u,v] = [0, —1] totalni diferencial, a pokud ano,
spocitejte jej.
5 . _ (1 -1
Vysledek- Vy(O, —1) = (5, W)
Priklad 2.11. Dokazte, Ze vztahy
zy? +zu+y? =3
23y 4+ 2zv — ulv =2

definuji na okoli bodu [z, y] = [1, 1] hladké funkce u, v proménnych z,y takove, ze u(1,1) = lav(1,1) = 1.
[

Rozhodnéte, zda existuje te¢na rovina ke grafu funkce w(z,y) v bodé [z,y,u] = [1,1,1], a pokud ano,
napiste jeji rovnici.
Vysledek: u—1=2(z—1) - i(y—1)
Priklad 2.12. Ukaite, ze vztahy
u = cos(my) + 2v/zz,
v = LA log 2
x
22
w= o - arctg(yz)
definuji na okoli bodu [u,v,w] = [3,0, %} hladké funkce z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro které plati

x(3,0, %) =1, y(3,0, %) =0, 2(3,0, %) = 1. Rozhodnéte, zda ma funkce y(u,v,w) totalni diferencial v
bodé [3,0, %], a pokud ano, spoc¢téte jej. Ma funkce y(u,v,w) v bodé [3,0, %] stacionarni bod?

Vysledek: Vy(3,0, %) = (%, %, f%), funkce y(u, v, w) nema v bodé [3,0, %] stacionarni bod
2.2. Extrémy funkci vice proménnych.
Priklad 2.13. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce
flz,y) :x\/g—xzfy+6x+3
vzhledem k jejimu defini¢nimu oboru. Existuji globalni extrémy?
Priklad 2.14. Rozhodnéte, zda ma funkce
fla,y,2) = a® +yz
globalni extrémy na mnoziné
M={[z,y,2] €R? 2>0,y>0, 2>0, y+2=2, 2> +y*> =2},

a pokud ano, spocitejte je.

Vysledek: max f = f(g7 1,3)=Z, f nenabyva svého minima, inf f = 2(v2 - 1)
Piiklad 2.15. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce

F(x,y,2) = xcosy — 2° — z*

na R3. Rozhodnéte, zda ma funkce na R? globalni maximum a globalni minimum a pokud ano, uréete
jejich hodnoty a ve kterych bodech se nabyvaji.

Vysledek: max f = f(5 kr,0) =1 ke Z
Priklad 2.16. Najdéte vSechny globalni extrémy funkce
fley,z)=x+y—=2
na mnoziné M = {[x, y, 2] € R, 2244y +22=9, zy= 4}. Zduvodnéte existenci globalnich extrémaa.

Vysledek: max f = f(2,2,—1) =5, min f = f(-2,-2,1) = -5



Priklad 2.17. Najdéte vSechny globalni extrémy funkce
fla,y,2) = —a® = 24 +ay
na uzavieném trojuhelniku v R? s vrcholy
A= [Oa 1}7 B= [2a0]7 C= [_17_1]
Vysledek: max f = f(0,0) = 0, min f = f(2,0) = —4
Priklad 2.18. Rozhodnéte, zda funkce
f(x,y) = 222 + 5y® + 22y — 22 — 4y
nabyvi na mnoziné
M= {[z,y) eR*, >0, y>0, z+y <2}
svych globalnich extrémt, a pokud ano, urcete je.
Vysledek: max f = f(0,2) =12, min f = f(3,3) = -1
Priklad 2.19. Rozhodnéte, zda funkce
flz,y) = (z+y)°
nabyva na mnoziné
M = {[z,y] ER? >0, y>0, 22 +4° < 2xy }

svych globalnich extrémt, a pokud ano, naleznéte je.
(N4avod: Dokazte, 7e M C [0,2]2.)

Vysledek: max f = f(1,1) =4, min f = f(0,0) =0
3. CISELNE RADY 11

Priklad 3.1. Vysetfete konvergenci fad

o0 -2 ) . ) 9
sin” n sinn 1 1 1 n

" 14+ =4+, :

S 32 (1+5++1) ;bgzncos(WHJ

> sin 2% o sin TL-’-l

Zi}m’ a >0, ZM7

£ n® +sin I = log(logn)

y sinna)sin(n’a) - §%sin(na)cos(n’a) g5 sinna)eostna)

n=1 " n=1 n n=1 n

Priklad 3.2. Rozhodnéte, pro ktera a € R konverguje absolutné fada

Z smglna) '

n=1

Priklad 3.3. Dokazte, Ze pro viechna a € R a n € N plati

< 2y/7.

n

sin(ak
> et

k=1

Piiklad 3.4. Dokazte nésledujici Kroneckerovo lemma: Necht > 7 | a, je konvergentni fada a necht
{bn} je rostouci posloupnost spliwujici lim,,_,, b, = 0o. Potom

&S] an 1 n
kz_;bk-zo(bn) a kZ:lakbkzo(bn).

Priklad 3.5. Utvorte Cauchytuv souéin danych fad a spocitejte jeho soucet:

o 2" =1

0 27 g
n=0 n=0

() Y0 e Yo
n=1 n=1



Priklad 3.6. Zkoumejte konvergenci (a eventuélni soucet) nasledujicich zobecnénych fad:

(i) > @y eyl <1

(4,k)e(NU{0})?

1
(ii) Z PN TRV SREEY
(K)o o{01) nlkl(n +k+1)

1
(iii) Z nE(nt k+2)’

n
(n,k)ENXN

nlk!
(N S L —
(k) NOL0))? (n+k+2)!

1
W) Y o @8>,

(n,k)ENXN
1
(Vl) Z N, P> 07
(n,k)ENXN (n+ k)
(vii) > ™zl <L
(n,k)ENXN
Vysledky. e Piiklad 3.1: (i), (ii), (iii) konverguji, (iv) konverguje pro a > % a diverguje pro

0 < a <1, (v) konverguje, (vi), (vii) a (viii) konverguji pro kazdé a € R.
e Piiklad 3.2: Rada konverguje absolutné pravé tehdy, pokud a = km, k € Z, pro ostatni a € R
konverguje neabsolutné.

o Priklad 3.5: (i) €3, (i) —$log2, (iii) g=tayz-

Piiklad 3.7. Dokazte nasledujici Kummerovo kritérium konvergence vad. Necht Y7 | a, je Fada real-
nych ¢&isel s nezapornymi ¢leny. Necht D,, je posloupnost kladnych redlnych éisel. Oznacme
an

Pn = Dn - Dn+1~

An41
Potom
i) jestlize liminf p,, > 0, pak fada > °° . a,, konverguje;
(i) p . P et guj
ii) jestlize limsup p, < 0 a navic fada > °- , A diverguje, pak fada
n=1

o0

n1 an diverguje.

Priklad 3.8. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Raabeovo kritérium konvergence fad. Necht
>0 | an je Fada realnych &isel s nezapornymi ¢leny. Potom

(i) jestlize liminf n (aiil - 1) > 1, pak fada ). | a, konverguje;
(ii) jestlize limsupn (a“ﬁ — 1) < 1, pak fada ). | a, diverguje.

Priklad 3.9. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Gaussovo kritérium konvergence tad.
Necht Y7 | a,, je Fada realnych ¢isel s nezapornymi ¢leny. Necht existuje omezené posloupnost realnych
¢isel b, a konstanta k € R tak, Zze plati

Gni1 n | n2
Potom
(i) jestlize k > 1, pak rada > | a,, konverguje;
(ii) jestlize k < 1, pak fada -, a, diverguje.

4. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

4.1. Stejnomérna konvergence posloupnosti funkeci.

Priklad 4.1. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(w)_TL(\/w-i-Tll—\/E), neN, z€0,00).
loc

Vysledek: f, = ﬁ na (0, c0), konvergence neni stejnomérna



Piiklad 4.2. Necht posloupnost funkci f, je zadédna predpisem
fulz) = vz n~V? logn, neN, z €0,00).

VySetiete,zda:

(i) fn konverguje bodové na intervalu [0, 00) (pokud ano, urcete limitni funkei f),
(i) fn konverguje stejnomérné na intervalu [0, 00),

(iii) f, konverguje stejnomérné na intervalu (0, co),

(iv) fn konverguje lokalné stejnomérné na intervalu (0, 0o).

loc
Vysledek: f, — 0 na [0,00) a f, = 0 na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 4.3. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fnl(z) = Van 4 37, neN, z €[0,00).

3, z€[0,3]

0,
x, x € [3,00) na [0, 00)

Vysledek: f, = f(z) = {

Priklad 4.4. Necht posloupnost funkci f,, je dana pfedpisem
fn(z) = (z + 1)* arccotg (—nz?) neN, zeR.

(i) VySetiete bodovou konvergenci posloupnosti f,, a najdéte jeji bodovou limitu;
(ii) rozhodnéte, zda posloupnost f,, konverguje stejnomérné na R;
(iii) rozhodnéte, zda posloupnost f, konverguje lokalné stejnomérné na (—oo, 0).
Bonifika¢ni otazka: rozhodnéte, zda posloupnost f,, konverguje lokalné stejnomérné na (0, 0o).

loc
Vysledek: f, = 0 na (—o0,0), konvergence neni stejnomérna

Priklad 4.5. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fulz) = n2+1(6ﬁ71), neN, z € (0,00).

loc
Vysledek: f, = % na (0, 00), konvergence neni stejnomérna
Priklad 4.6. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(z) =n? <l—cos (%)), neN, zeR.

loc

Vysledek: f, = ’”—22 na R, konvergence neni stejnomérna

Priiklad 4.7. VySetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

fn(x)z‘/ﬁ(ﬁ%—l), neN, ze (0,00).

X

loc
Vysledek: f, = (log2)z na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 4.8. Vysetifete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

1
fn(z) =log (1+n$2> n? + 2, neN, z € (—o00,0).

loc
Vysledek: f, = 1—12 na (0, 00), konvergence neni stejnomérna

Priklad 4.9. Vysetifete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

n

x
Piiklad 4.10. Necht p, ¢ > 0. Uréete bodovou limitu posloupnosti
xPm
n = —, S N7 S 0, .
fol@) = o mEN, 2€(0,)

v zavislosti na parametrech p a ¢. Rozhodnéte, zda f,, konverguje na (0,00) stejnomérné nebo lokalné
stejnomérné.



Priklad 4.11. Rozhodnéte, zda posloupnost

fn(x) _ x2n o m?m
konverguje bodové & stejnomérné na intervalu [0, 1], pfipadné zda konverguje lokalné stejnomérné na
nékteré podmnoziné tohoto intervalu.

4.2. Stejnomérna konvergence rad funkci.

Priklad 4.12. Naleznéte defini¢ni obor funkce f, definované predpisem

0 e—(n+1)x2

fla)=2 ——3

n=1

Rozhodnéte, zda existuje f/(0) a pokud ano, spoctéte ji.

Priklad 4.13. Necht f je definovana piedpisem
flz) = Z arcsin(z™).
n=1

Urcete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. Vysetiete spojitost funkci f a f’ v jejich definiénim oboru.

Piiklad 4.14. VySetfete, zda Fada

Z(—l)" sin(14 £)

= v

konverguje stejnomérné nebo lokdlné stejnomérné na intervalu [—1,1]. Ozna¢me soucet fady v bodé x
jako f(z). Spoctéte f/(0).

Priklad 4.15. Necht funkce f je definovana predpisem

o0

1o = 2 T

n=0
Rozhodnéte, pro ktera z € [—1, 1] fada bodové konverguje. Je tato konvergence stejnomérna nebo lokalng
stejnomérna?

Vysledek: > f, = na (—1,1] a diverguje pro = —1, konvergence neni stejnomérn

Piiklad 4.16. Necht funkce f je definovana predpisem

f(x) i (sign(cos x))™(2 cos(x))?"

x) = ,
Vviogn

Urcete defini¢éni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru fada konverguje stejnomérné

nebo lokalné stejnomérné. VySetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

x € [0, 27].

n=2

loc
Vysledek: Y- f, = na [(%, Z]U[4F, 5F]]+ 2k, k € Z ke spojité funkci, konvergence neni stejnomérna

Priklad 4.17. Necht funkce f je definovana predpisem

2. (—1)" arccos(z™)
fz) = :
nz::o n?+1

Rozhodnéte, pro ktera 2 € [—1, 1] fada bodové konverguje. Je tato konvergence stejnomérna nebo lokalng
stejnomérné?
loc
Vysledek: > f, = na (—1,1] a diverguje v bod& —1.
Priklad 4.18. Necht funkce f je definovana predpisem
> 2x
f(I) = ;log <1 + M) 5 S [0,00)

Rozhodnéte, zda Fada konverguje na intervalu [0, 00) bodové nebo lokalné stejnomérng.
BONIFIKACNI ULOHA: Rozhodnéte, zda fada konverguje na intervalu [0, co) stejnomérné.

loc
Vysledek: > f, = na [0, 00), konvergence neni stejnomérna



Piiklad 4.19. Necht funkce f je definovana predpisem

fla)y=>" (sign(tg 1?))7:\17113"(@(93))2".

n=1

Urcete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. Vysetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

Vysledek: ) f, konverguje absolutné na (—¢ + km, § + k) a neabsolutné pro x = —% + k7, k €
Z, jinde diverguje. Konvergence je lokdlné stejnomérnéa a neni stejnomérnd, limitni funkce je na svém
defini¢nim oboru spojita

Priiklad 4.20. Necht funkce f je definovana predpisem
B (=1)™arctg(z™)
e e

Urcéete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VySetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

n=1

loc
Vysledek: > f,, = na (—1,00), konvergence neni stejnomérna

Piiklad 4.21. Necht funkce f je definovana predpisem

o0

fl@) = (=)t Wi

Rozhodnéte, na kterych podintervalech intervalu x € [0,00) fada konverguje bodové, stejnomérné nebo
lokélné stejnomérné. VySetiete spojitost funkce f na intervalu [0, co).

H z € [0, 00).

n=1

Vysledek: > f, = na [0, 00) ke spojité funkci
Priklad 4.22. Necht funkce f je definovana predpisem

fla) = ilog <1 + n(k‘z;)Q) .

n=2

Urcéete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje stejnomérné
nebo lokalné stejnomérné. VysSetiete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru.

loc
Vysledek: > f, = na R, konvergence neni stejnomérna

5. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
5.1. Zaklady, separace proménnych.
Priiklad 5.1. Uhodnéte néjaka feseni nasledujicich diferencialnich rovnic. Najdete vSechna feSeni?
/

Yy =0; y =5 ¢y ==3x ¢ =sin2z); y=-4y.

Priklad 5.2. Uhodnéte partikularni feseni diferencidlnich rovnic, kterd spliuji piislusnou okrajovou
podminku:

y'=-3z, y(2) =4 y =—-4y y(0)="1.
Priklad 5.3. Zkuste najit nékteré obecné feSeni diferencialni rovnice
Y+ Ny =0.
Nyni najdéte partikularni FeSeni, které spliiuje okrajové podminky
y(0) =4, y'(0)=3.

Piiklad 5.4. Najdéte vSechna maximalni FeSeni diferencialnich rovnic

ylog*(y), y>0,

=1+y% "=sinz (y®+2y+1); =
y vy (V" +2y+1); vy 0 Ve

Nacrtnéte integralni kiivky feSeni vSech uvedenych rovnic!



Priklad 5.5. Jestlize se potkaji dvé feSeni rovnice

y/ = f(l?, y)v
kde f je spojita funkce dvou proménnych, pak na sebe tato dvé feSeni navazuji hladce. Dokazte!
Rovnici
y'z =ylogy
fesi naptiklad funkce y =1 a y = ¥, x € R. Tato dvé FeSeni se potkavaji v bodé [0, 1], ale nenavazuji na
sebe hladce. Pro¢ to neni ve sporu se shora uvedenym tvrzenim?

Priklad 5.6. Najdéte maximélni partikularni feSeni diferencialni rovnice
y'sinx = ylogy,
prochézejici bodem [7,e] a nacrtnéte jeho graf. Jaky je maximalni interval, na ktery lze toto feSeni
rozSirit?
Priiklad 5.7. Najdéte vSechna maximalni FeSeni diferencialnich rovnic
y =10""Y: o —xy = b1+ %), y(1) = 1.
Naértnéte integralni kiivky feseni!

Priklad 5.8. Primitivni populacni model popisuje vyvoj ur¢ité populace tak, Ze rust po¢tu jedinca P v
¢ase t je pfimo umérny P, takze podle tohoto modelu je vyvoj populace fizen diferencialni rovnici

dP
— =kP,
dt
kde k£ > 0 je konstanta imérnosti, zavisla na typu populace, kterou studujeme. Dokazte, ze pak
P(t) = AeM,

kde A je n&jaka kladna konstanta dani pocatednim stavem populace. Promyslete si sestaveni a vyfeSeni
obecné rovnice a pak spocitejte nasledujici piiklad.

Bakterialni kultura roste v ¢ase t imérné poctu jednotlivych bakterii P = P(t). Na zacatku je 500
bakterii, po jednom dni mame 800 bakterii. Bude jich po dalsich 12 hodinach vice nez 10007 Vedla by
linearni aproximace ke stejnému zavéru?

Priklad 5.9. Podstatné lepsi populacni model nez ten, ktery byl popsan v predchézejicim piikladu, bere
v potaz tzv. mazximdlni kapacitu Zivotniho prostiedi. Ta je dana ¢islem N, coz je nejvyssi mozny pocet
¢lenit dané populace, ktery se jesté v daném Zivotnim prostiedi uzivi. Ovéite si, Ze podle tohoto modelu
je vyvoj populace fizen diferencialni rovnici

dP

0 kP(N — P).
Dokazte, ze vyvoj stavu populace je pak dan funkci
_ kNeMNt
14 keNt?
kde k je konstanta imérnosti. Vyfeste si obecnou rovnici a naértnéte jeji integralni kiivky. Porovnejte s
prikladem 5.8! Pak spocitejte néasledujici priklad.

Na ostrov, ktery skyta pastvu pro nejvyse 120 kralikt, dorazilo 30 kralika. Po prvnim roce jich zde

zije jiz 80. Bude jich za dalsi rok vice nez 1007

P(t)

Priklad 5.10. Kralik roste podle tzv. allometrického zakona
ds i s

dv v’
kde s, v oznacuji §ifku a vysku kralika a k je konstanta amérnosti. Na zacatku ma kralik sitku 5 cm a
vysku 5 cm. Po néjaké dobé ma kralik 10 cm vysky a 5v/2 cm &itky. Kralik ma k dispozici noru o &fice
12 cm a vysce 24 cm. Urcete, zda mu bude dfiv zk& nebo nizkA.

Priklad 5.11. Brouk Pytlik nemé rad teplotu nizsi nez 60 mravencich stupit. V 8 hodin rano mravenci
zatopi v peci, na niz Pytlik lezi, na 110 stupnti, a odejdou do prace. Ve 13 hodin je teplota v mistnosti
80 stupiiti. Mistnost vychlada rychlosti tmérnou rozdilu okamzité teploty v mistnosti a venkovni teploty,
ktera je stabilné rovna 20 stupiiim. Vydrzi Pytlik do 18 hodin, kdy se mravenci vrati z prace a zatopi?

Piiklad 5.12. Popiste kiivku v roving, ktera prochézi bodem [2, 3] s nésledujici vlastnosti: tsecka libo-
volné jeji te¢ny, vymezena priseciky této teény se sourfadnymi osami, se pili v bodé dotyku.



5.2. Homogenni rovnice.

Priklad 5.13. Ma-li diferencialni rovnice tvar y' = f(%), lze ji pfevést substituci z = £ na tvar

!
Z(@)r + 2(z) = f(2),
COZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.
Reste diferencialni rovnice

Y

2
xy’ =y + xsin? (—), xylziy —|—xy7 =Y
x

xr
y==-1, ay =ylog=, z,y>0.
x x Y

Priklad 5.14. Reste diferencilni rovnice
zy = ze?* +y, (2® +y?) ¥ = 2ay.

Priklad 5.15. Reste diferencialni rovnice

2
=% -y, y=220 2
T T—y y

Y

5.3. Exaktni rovnice. Ma-li diferencidlni rovnice tvar

(1) hz,y)y' + f(z,y) =0
a existuje-li funkce dvou proménnych u(x,y) takova, ze
ou ou
2 — =h =
(2) a9 (@y). 5= f(z.y),

pak se takova rovnice nazyva exaktni.

Dosud jsme chapali u jako funkci dvou proménnych. Protoze ale y = y(z), miZeme chapat u =
u(z,y(x)) jako funkei jedné proménné (z). Pak ji derivujeme neparcialné,tj. %. PovSimnéme si, ze exaktni
rovnici (1) lze piepsat ve tvaru Z—Z = 0 a Ze v8echna TeSeni této rovnice jsou implicitné popsana pomoci
kiivek tvaru u(z,y) = C, C € R.

Jak rozpoznat, zda je dana rovnice exaktni? Jsou-li funkce h a f spojité, pak k tomu, aby rovnice (1)
byla exaktni, musi platit

oh Of
or Oy’
Tento vztah lze povazovat za test exaktnosti rovnice. Navic jej lze snadno ovérit.

Jestlize je rovnice exaktni, jak najit funkci u? Muzeme se napiiklad pokusit tuto funkci uhodnout.
Pokud to nejde, mizeme funkei u ziskat integraci vztahti (2).

Priklad 5.16. Reste diferencialni rovnice

1
(3) y' (log(sinz) — 3y?) + ycotgz +4x =0, y + % = ;;
(4) Y (3% +¢¥) + 22y + 2 =0;
(5) y (x2 sin(zy) — 2y) + cos(xy) — zy sin(zy) = 0.

Jestlize rovnice neni exaktni, mizeme ji nékdy prevést na exaktni tvar pomoci integracniho faktoru.
Rovnici (1) vynasobime zatim nezndmou funkei . Aby byla tato nova rovnice exaktni, musi splnit test,

tj. musi platit
d(he) _ 0(f¢)

Ox oy ’
tedy
Ooh Op (’E g

coZ je ale parcialni diferencialni rovnice pro ¢. To je tloha téZ8i nez ptivodni rovnice. Z tohoto divodu
vét§inou hledame funkei ¢ zavislou jen na jedné ze dvou proménnych. Pokud napi. ¢ = ¢(z), pak je

g—‘; =0 a (6) ziska tvar
¢ _L(of _on
0 h\Oy 0x)’
a to je jiz snadno feSitelna rovnice pro ¢ se separovanymi proménnymi.
Priklad 5.17. Uvazujte diferencidlni rovnici
y' (3zy — 62°) +y* — 6zy = 0.

Piesvédcte se, ze rovnice neni exaktni. Hledejte integracni faktor ve tvaru ¢ = ¢(y) a rovnici vyTeste.



5.4. Obyc¢ejné diferencialni rovnice 1. radu.
Priklad 5.18. Najdéte vSechna maximalni feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice

vy +y=y’loguz,

prochézejici bodem [1, 1], a uréete jejich defini¢ni obory.

Priklad 5.19. Naleznéte vSechna maximalni feSeni obycejné diferencialni rovnice

Y 2x
Y+ ——=——VY
sin(5)  tg (%)

prochazejici bodem [, 7] a uréete jejich defini¢ni obory. Lze nékteré z téchto feSeni navazat v nékterém
bodé defini¢niho oboru na FeSeni singularni? Je nékteré z téchto feSeni na svém maximélnim definiénim

oboru omezené?

Priklad 5.20. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyc¢ejné diferencialni rovnice

1y =
ogx

xy +

a urlete jejich defini¢ni obory. Pak neleznéte viechna maximalni feSeni prochazejici bodem [e, 1], urcete
jejich defini¢ni obory a rozhodnéte, zda je nékteré z téchto FeSeni na svém definiénim oboru omezené.

Priklad 5.21. Najdéte vSechna maximalni feSeni obycejné diferencialni rovnice

1 2
Y + 3zy = yse~ @Y
a urcete jejich defini¢éni obory. Je nékteré obecné maximalni feSeni této rovnice omezené na svém definic-

3
nim oboru? Pak naleznéte vSechna feSeni této rovnice, prochézejici bodem {0, — (2—16) 2}.

Priklad 5.22. Najdéte vSsechna maximéalni feSeni obycejné diferencidlni rovnice

1
y — 3 (cotg )y = (cosz)? y*, x € (0,7),
a urcete jejich definiéni obory. Potom urcete vSechna FeSeni této rovnice, prochazejici bodem |

defini¢ni obory. Nabyva nékteré z nich nékde na svém defini¢nim oboru zdporné hodnoty?

jus

5, 2] a jejich

Priklad 5.23. Najdéte vSechna maximalni feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice

yy'r+y° = z € (1,00),

1—a3’

a uréete jejich defini¢ni obory. Potom uréete vSechna FeSeni této rovnice, prochazejici bodem [v/2,0] a
jejich definiéni obory. Je nékteré z téchto feSeni na svém definiénim oboru omezené?

Priklad 5.24. Najdéte vSechna maximalni feSeni obycejné diferencialni rovnice
y' (1 + 2?)arctgx 4 6zyarctgx = /y4(1 + z°)
a urcete jejich defini¢ni obory.
Priklad 5.25. Najdéte vSechna maximalni feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice
/ 2
zy + 4y = 3xy

a urcete jejich defini¢ni obory. Potom urdete v8echna feSeni této rovnice, prochazejici bodem [2, —ﬁ] a
jejich defini¢éni obory. Je nékteré z téchto feSeni na svém definiénim oboru omezené?

Priklad 5.26. Najdéte vSechna maximéalni feSeni diferencialni rovnice

/ _
VY= 502 1y

a plesné popiste jejich defini¢ni obory. Spo¢téte maximalni feseni, prochazejici bodem [z, yol, kde 2o = 1,
Yo = %\/log 2 a popiste jeho defini¢ni obory.



5.5. Obyc¢ejné diferencialni rovnice vyssiho radu.

Priklad 5.27. U nasledujicich diferencialnich rovnic naleznéte fundamentalni systém feSeni a uhodnéte
alespoil jedno partikularni feSeni.
y// _ 5y/ + 4y — 63.%;
y/// _ y// + y/ —y=sing;
y”—y:ex(x2+1).
Ndvod: Partikularni fegeni hledejte po fadé ve tvaru y = ae3®, y = asin(z) + beos(x) a y = ae®a? +
be®x + ce®, dosadte do rovnice a dopocitejte realné koeficienty a, b, c.

Priklad 5.28. U nasledujicich diferencialnich rovnic naleznéte redlny fundamentalni systém feSeni a
uhodnéte partikularni feseni.

y' 44y = cos(nx); " —y=2®—1.

Ndvod: Partikularni fegeni hledejte ve tvaru y = asin(nz) + bcos(nz), respektive ve tvaru y = ax® +
bx? 4 cx + d, dosad'te do rovnice a dopoéitejte realné koeficienty a, b, c, d.

Priiklad 5.29. Zrekonstruujte nehomogenni linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty,
jestlize vite, ze jeji fundamentélni systém feSeni je

[e”, xe®]; [:c,a:Q] )
Priklad 5.30. Metodou snizovani fadu vyfeSte rovnici

y/l/ — ]‘
AWy

y(0) =0, y'(0) = y"(0) = 1.

Ndvod: Polozte z = v/'.

Priiklad 5.31. Naleznéte realny fundamentalni systém reseni nasledujicich linearnich homogennich dife-
rencialnich rovnic:

y(4) + y/// _ 3y// _ 5y/ _ 2y =0;
y(4) + Qy/// + y// =0;
y' + 4y + 13y = 0;

1 /

— 2y =

5.6. Obyc¢ejné diferencialni rovnice vyssiho radu.

Priiklad 5.32. Naleznéte vSechna maximélni feSeni diferencidlni rovnice
y W — 3y + 2y = 2% + sinx.

Priklad 5.33. Naleznéte vSechna maximélni feSeni diferencialni rovnice
y" +3y" 4+ 3y +y==xsinz.

Priklad 5.34. Naleznéte vSechna maximélni feSeni diferencialni rovnice

y' 44y + 4y = %" + 5sin .
Priklad 5.35. Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferenciilni rovnice
y" — 5y’ + 6y = sin(e™").

Priklad 5.36. Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

x

VA — 22

Priklad 5.37. Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice

y' =2 +y=

y(4) + 2y + 2y = sinx.



5.7. Systémy obycejnych diferencialnich linearnich rovnic 1. Ffadu.

Piiklad 5.38. Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich

rovnic ,
r=2r—y—=z

y =2z —y—22
Z=2z—a+y.

Priklad 5.39. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich

rovnic ,
T =3r—2y—=z

y =3z —4y — 3z
2 =2x — 4y.

Piiklad 5.40. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich

rovnic
o =2x+22—y

Yy =x+ 2z
d=y—z— 2

Piiklad 5.41. Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferenciélnich

rovnic ,
r=x—2y—=z

Y =y—x+2
=z —y.

Priiklad 5.42. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich

rovnic
' =4x + 5y — 2z

Y =-2r—-2y+=z
2 =—z—y+z

Piiklad 5.43. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich
rovnic

:c':x—y—|—z
y=r+y—=z
2 =2z—y.

Piiklad 5.44. Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich
rovnic

=24y
y =2y + 4z
Z=z- 2z

5.8. Systémy obycejnych diferencialnich linearnich rovnic 1. Ffadu.

Priklad 5.45. Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximalni feSeni
soustavy diferencialnich rovnic

¥ =20 —2y+z+¢€

Yy =—x+2y—z

7 =22+ 3y — 2,
spliwjici po¢ateéni podminku z(0) =1, y(0) =0, 2(0) = 0.
Priiklad 5.46. Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximalni feSeni
soustavy diferencialnich rovnic

r =xr+z
Y =-1+2y+z
2 = —x+ 3z,

spliwjici poéateéni podminku z(0) =1, y(0) = 1, 2(0) = 0.



Priklad 5.47. Necht z a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte vSechna maximalni
FeSeni soustavy diferencialnich rovnic

¥ =x4+2y+e

y =2z+y+e,
splitujici pocatec¢ni podminku z(0) = 0, y(0) = 0.
Priklad 5.48. Necht x a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Uvazujte soustavu diferencial-
nich rovnic

¥=x—2

y =24y —2z

2 =2 +y—2z
(i) Naleznéte vSechna maximalni FeSeni uvedené soustavy, spliiujici po¢ate¢ni podminku z(0) = 1, y(0) =
1, z(0) = 1.

(ii) Uréete mnozinu viech [zg,yo, 20] € R?, pro ktera je maximalni feSeni uvedené soustavy (z,y, 2)

vyhovujici podmince y(0) = [0, Yo, 20] konstantni.



