MATEMATICKA ANALYZA 4 - LETNI SEMESTR 2019-2020
PREDNASKA

LUBOS PICK

19. METRICKE PROSTORY III
19.1. Uplné prostory - pokracovani.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je husta v P,
jestlize A = P.

Poznamka. MnoZina A je hustd v metrickém prostoru P pravé tehdy, kdyz pro
kazdé z € P existuje posloupnost {x, } prvka A splijici =, — «.

Pfiklady. (a) Q a R\ Q jsou husté v R,
(b) mnozina vSech polynomu na [a, b], kde [a,bd] C R, je husta v C([a, ], 0sup),
(¢) mnozina A je husta v diskrétnim prostoru P pravé tehdy, kdyz A = P.

Véta 19.1 (charakterisace hustych mnozin). Nechl (P, p) je metricky prostor a A C
P. Potom je A C P je hustd prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou otevienou neprdazdnou
mnoZinu G C P plati GN A # 0.

Diikaz. =  Predpokladejme Ze existuje oteviena neprazdné mnozina G C P spliiu-
jict GNA = (). Potom je P\ G uzavieni a plati A C P\G. Tudiz A C P\ G = P\G.
MnoZina G je podle pfedpokladu neprazdn4, a tedy P\ G # P. Odtud plyne, Ze
A # P, atedy A neni husta v P.

< Pfedpokladejme, 7ze A neni husta v P, tedy A # P. Potom je P\ A ne-
prazdna a oteviena a plati (P \ A) N A = (). Odtud plyne tvrzeni. O

Véta 19.2 (prunik hustych mnoZin). Necht (P, p) je metricky prostor, G C P je
oteviend hustd a H C P je hustd. Potom je G N H hustd.

Diikaz. Zvolme otevienou neprazdnou mnozinu G;. Potom je G; N G oteviend a
neprazdna. Tudiz je G; N (G N H) = (G; N G) N H neprazdna. Protoze G; byla
zvolena libovolng, plyne odtud, ze (G N H) je husta. O

Poznamka. Tvrzeni Véty 19.2 neplati bez pfedpokladu otevienosti alespon jedné
z mnozin. Napiiklad Q a R\ Q jsou husté a disjunktni v R.

Poznamka. Necht (P, ) je metricky prostor, n € N a Gy,...,G, jsou oteviené
husté podmnoziny P. Potom ();;_, Gj je otevien4 a husta. Toto tvrzeni neplati pro
spocetny prunik. Napiiklad pro kazdé r € Q je mnozina Q \ {r} husta a oteviena
v Q, ale mnozina (,cq (Q\ {r}) je prazdna, a tedy nenf husta v R.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je Fidka,
jestlize P\ A je husta.



Priklady. (a) Prazdna mnozina je ¥idka v libovolném metrickém prostoru,
(b) A je ridka v diskrétnim prostoru pravé tehdy, kdyz A = 0,
(¢) N je fidka v R,
(d) Q neni ridka v R,
(

e) mnoZina
A={f€Cla,b], -1< f(x) <1, x € [a,]}
je ¥idka v (Cla, b], gint ), ale neni Fidka v (Ca, b], 0sup)-

Vé&ta 19.3 (charakterisace fidkych mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor a
necht A C P. Potom jsou ndsledugjici t7i vijroky ekvivalentni:

(a) A je vidkd v P,

(b) Int (A) =0,

(¢) P\ A obsahuje hustou otevienou mnoZinu.

Diikaz. (a)=>(b) Predpokladejme, Ze mnoZina Int (A4) je neprazdné. Tato mno-
Zina je oteviena a plati
Int (4) N (P\ A) = 0.

Tedy P\ A neni husta, takze A neni Fidka.

(b)=-(c) MnoZina P\ A je oteviena a spliiuje P\ A C P\ A. DokdZeme, 7e
je husta. Zvolme otevienou neprazdnou mnoZinu G a polozme H = G N (P \ A).
Predpokladejme, ze H = (. Potom G C A, tedy G C Int(A), takze Int(A) # ), coz
je spor. Tedy H # (). Odtud plyne tvrzeni.

(¢c)=(a) ProtoZe P\ A obsahuje hustou otevienou mnoZzinu, je Int(P\ A) husta.
Protoze Int(P\ A) = P\ 4, je P\ A husta. Tedy je A i{dka. O

Véta 19.4 (vlastnosti fidkych mnozin). Nechl (P, o) je metricky prostor a A, B C
P. Potom

(a) je-li A vidkd a B C A, pak B je Tidkd,

(b) jsou-li A a B Tidké, pak také AU B je fidkd,

(c) mnozina A ¥idkd prdvé tehdy, kdyz A je vidkd.

Diikaz. (a) Plati B C A, a tedy P\ A C P\ B. Mnozina P\ B je hust4, a tedy B
je Fidlka.
(b) Plati
P\AUB=P\(AUB)=(P\A)N(P\B).
ProtoZze mnoziny A a B jsou fidké, jsou P\ A a P\ B husté a oteviené. Mnozina
(P\ A)N(P\ B) je husta. Mnozina P\ AU B je husta, tedy AU B je fidka.
(¢) Tvrzeni plyne z toho, ze, P\ A=rp \ A. O

Definice. Necht P je mnozina a 9t C exp P. Rekneme, Ze struktura 9% je mno-
zinovy ideal, jestlize je uzaviend na podmnoziny a kone¢na sjednoceni, a mnozi-
novy o-ideal, jestlize je uzaviena na podmnoziny a spocetné sjednoceni.

Poznamka. Z tvrzeni (a) a (b) Véty 19.4 plyne, 7e systém vSech Fidkych podmno-
zin kazdého metrického prostoru tvoiri mnozinovy ideal. Netvofi vS§ak mnozinovy
o-ideél, protoze napiiklad kazda jednobodova mnozina obsahujici nékteré racio-
nalni ¢islo je fidka v R, ale jejich spocetné sjednoceni tvoii mnozinu Q, ktera jiz v
R fidka neni (je tam dokonce husta).



konec 1. pfednasky (17.2.2020)

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor, A C P a x € P. Rekneme, Ze z je
hromadny bod mnoziny A, jestliZe existuje posloupnost {x,} prvka A, z, # x
pro kazdé n € N, spliujici x,, — z. Mnozinu v8ech hromadnych bodi A nazyvame
derivaci mnoziny A a zna¢ime A’. Rekneme, 7e A je dokonala, jestlize A C A’.
Kazdy bod mnoziny A\ A’ nazyvame isolovanym bodem mnoZiny A.

Priklad. Cantorovym diskontinuem nazyvame mnoZinu definovanou predpi-

Sem o
= ﬂ F
n=1
kde
F, =0,1],
F = [07 %] U [%)”a
Fs = [07 %] U [%a %] U [%v %} U [%71]7

MnoZina C' je nespocetna, uzaviena (kompaktni), dokonala, ridka a miry 0.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je prvni ka-
tegorle, jestliZe existuje posloupnost fidkych mnozin {4, } splnuJ1(31 A=, Ay,
Rekneme, Ze A je druhé kategorie, jestlize neni prvni kategorie. Rekneme, ze A
je residualni, jestlize P\ A je prvni kategorie.

Priklady. (a) Q je prvni kategorie,
(b) R\ Q je druhé kategorie a residuélni v R,
(c) (C([a, b)), oint) je prvni kategorie.

Poznamka. Systém vSech mnozin prvni kategorie v metrickém prostoru tvoii o-
ideal.
Véta 19.5 (charakterisace prostorit druhé kategorie). Metricky prostor (P, o) je

druhé kategorie pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {G,} otevrengch hustgch
mnoZin plati (.~ Gn # 0.
Dikaz. = Predpokladejme, Ze pro néjakou posloupnost {G,,} otevienych hustych

mnozin plati ﬂn 1 G, = 0. Potom je pro kazdé n € N mnozina P\ G,, uzaviena a
ridka. Navic plati

P=P\0=P\ () Gn= U (P\Gy)
n=1 n=1
a tedy je P prvni kategorie.
< Predpokladejme, ze P je prvni kategorie. Potom existuje posloupnost ¥id-
kych mnozin {4, } spliwjici P = |J,; A,. Podle Véty 19.4(c) je pro kazdé n € N
mnozina A, ¥idkd. Pro n € N polozme G,, = P\ A,. Pak je pro kazdé n € N
mnozZina G, oteviena a husta. Dale plati

Ne= VA =P U

| |
=



Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, 0) je Bairetv, jestlize je kazda jeho
neprazdna oteviend podmnozina druhé kategorie.

Véta 19.6 (charakterisace Baireovych prostorti). Necht (P, o) je metricky prostor.
Pak jsou ndsledugjici tii vijroky ekvivalentni.
(a) P je Bairetw,
(b) je-li {G,} posloupnost otevrengch hustijch mnoZin, pak je (\,—, Gy, hustd,
(c) je-li A C P residudlni, pak je A hustd.

Diikaz. (a)=(b) Predpokladejme, ze mnoZina (),—, G, neni hustid. Pak podle
Véty 19.1 existuje neprazdné oteviena mnozina G spliujici

(oo}
GN () Gn=0.
n=1
Potom je pro kazdé n € N mnozina G N G,, oteviend a husta v G. Potom je pro
kazdé n € N mnozina G \ G,, uzaviena a ridka v G. Navic plati

a tedy G je prvni kategorie. Z toho plyne, Ze P neni Baireiv.

(b)=(c) Necht A C P jeresidualni mnoZina. Potom existuje posloupnost {A,,}
iidkych mnozin spliwjici P\ A = |J;—, A,. Pron € N polozme G,, = P\ 4,,. Potom
je pro kazdé n € N mnozina G,, oteviena a husta a plati

NG =NV =P\ A Py U dn—a
n=1 n=1 n=1 n=1

Podle (b) je N.—, G, husta, a tedy také A je husta.
(¢)=(a) Necht A je neprazdna mnozina prvni kategorie. Potom je P\ A resi-
dualni, a tedy husta. Podle Véty 19.1 neni A oteviena, a tedy P je Baireav. O

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, z € P a r > 0. Mnozinu B(z,7)
definovanou predpisem

B(z,r) ={y € P;o(z,y) <r}

nazyvame uzavienou kouli se stfedem z a polomérem r.
Véta 19.7 (Baireova). Necht (P, o) je uplng metricky prostor. Potom je P Bairetv.

Diikaz. Predpokladejme, Ze {G,,} je posloupnost otevienych hustych mnozin a ze G
je oteviena a neprazdna. Podle Véty 19.1 je mnozina GNG; oteviend a neprazdné.
Necht 1 € G N G;. Potom existuje r; > 0 takové, ze B(x1,71) C G NG1. Mnozina
B(w1,71) je uzaviena. Podle Véty 19.1 je B(z1,71) N Gy oteviend a neprazdna.
Obdobné jako vySe nalezneme 5 € B(z1,71) NGy ars €R, 0<ry < %rl, takové,
ze

B(xg,Tg) C B([L’l, 7'1) NGy C GNG1NGs.
Opakovanim tohoto postupu dostaneme posloupnost uzavienych kouli {B(z,,7,)}
spliwujici pro kazdé n € N

B(xn-i-h rn—i—l) C B(Z‘n, Tn)

lim diam(B(xy,,r,,)) = 0.



Prostor P je uplny, a tedy diky Cantorové vété nalezneme x € P spliujici

x € ﬂ B(zn,m) C (GN n Gr).
n=1 n=1

Tedy GN(N,2_, Gy # 0, takze podle Véty 19.1 je (.-, Gy, husta. Podle Véty 19.6
je tudiz P Bairetv. ([l
Priklady. Dokazte, ze

(a) (0,1) je Baireiv, ale neni uplny,

(b) (0,1) U {2} je Baireiiv,

(¢) (0,1)U(QnN(2,3)) je druhé kategorie, ale neni Baireiiv,

(d) (C([0,1]), Oint) neni Bairetv.

Poznamka. Pro neprazdny metricky prostor P plati
P je kompaktni = P je tplny = P je Baireiv = P je druhé kategorie,

pri¢emz zadnou z implikaci neni mozné obratit.
konec 2. pfednasky (20.2.2020)

Véta 19.8 (vnitiek podprostoru). Necht X je normovany linedrni prostor a Y je
jeho linedrni podprostor. Potom IntY # () prdve tehdy, kdyz X =Y.
Dikaz. =  Predpokladejme, Ze pro néjaki y € Y a r > 0 plati B(y,r) C Y.

Zvolme x € X a polozme z =y + m;v Potom z € B(y,r), a tedy z € Y. Protoze

x = M(z — ), plyne z linearity Y, Z2e z € Y. Tedy X =Y.
< Tato implikace je zfejmaé. O

Vé&ta 19.9 (algebraickd dimenze Banachova prostoru). Necht X je Banachiv pro-
stor. Potom je jeho algebraickd dimenze bud konecénd, nebo nespocetnd.

Diikaz. Predpokladejme, ze {x,} je spocetnad nekone¢néa algebraicka baze X. Pro
n € N polozme E,, = Lin({z1,...,2z,}). Potom X = [J,2 | E,. Pro kazdé¢ n € N
je F, uzaviena a podle Véty 19.8 plati Int(E,) = 0. Z Véty 19.3 plyne, Ze pro
kazdé n € N je E,, ¥idka, nebot Int(E,) = Int(E,) = (). Odtud plyne, Ze X je prvni
kategorie. ProtoZe X je uplny, dostavame diky Baireové vété (Véta 19.7) spor. O

Poznamka. Necht P je mnozina a V(x), x € P, je vyrokova forma. Chceme-li
dokazat vyrok 3 € P: V(x), miZeme postupovat nasledujicim zptisobem. Na-
lezneme na P metriku p takovou, Ze (P,g) je tplny a {x € P, =V (z)} je prvni
kategorie. Tento postup je dulezitym piikladem nekonstruktivni diikkazové techniky
a nazyvame jej metoda kategorii.

Véta 19.10 (existence spojité funkce bez derivace). Existuje funkce f € C([0,1]),
kterd nemd v Zddném bodé ani jednu vlastni jednostrannou derivaci.

Diikaz. Polozme
Et ={f€C([0,1]); 3z € [0,1) takové, Ze existuje vlastni f} (z)}
a pro kazdé n € N definujme
Ef={fecC(0,1]);3x€[0,1 -] Vhe (0,1 —a):|f(z+h)— f(z)| < nh}.



Potom E* C (J;2, E;. Zvolme n € N. Dokazeme, ze E;' je uzavrena. Predpokla-
dejme, Ze {fi} je posloupnost prvkia E a f € C([0,1]) splijici fr, = f na [0,1].
Potom pro kazdé k € N existuje a5, € [0,1— 1] splitujici | fr(zr +h) — fi(zx)| < nh.
Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty nalezneme podposloupnost {z;} posloup-
nosti {z;} a z € [0,1 — +] splitujici lim; o x4, = x. Zvolme h € (0,1 — z). Potom
pro kazdé j € N plati
Fa ) = F@) < [fx+ k)= flar, + 1)+ £ (ea, +B) — fi (on, +B)

+ | fr; (@r; + D) = fr, (@r;)| + | fr,; (or;) — for,)]

+[f(@r,) — f(2)].
Zvolme £ > 0. Diky stejnomérné konvergenci fr k f a diky spojitosti f k nému
nalezneme jo € N takové, Ze pro kazdé j € N, j > jo, a pro kazdé y € [0,1— %] plati

\fe,(y) = f(W)| < e, |f(x+h) — fzr, +h)| < e al|flzr,) — f(z)| < e. Kombinact
odhadu dostaneme

|f(x +h)— f(z)| <e+e+nh+e+e=nh+4e,

a tedy vzhledem k tomu, Ze € bylo zvoleno libovolné
|f(z+h) = f(z)] < nh.

Odtud plyne, Ze f € E;f, takze E;" je uzaviena. DokaZeme, Ze E;! je ¥idkd. Vzhledem
k uzavienosti E;" staci dokazat, ze C([0,1]) \ E;I je husta. Zvolme f € C([0,1]) a
¢ > 0. K nému nalezneme po ¢astech linearni funkci ¢ na [0, 1] spliwjici | f—¢| < &
a funkci ,tvaru pily“ p v C([0, 1]) spliwjici ||p|| < € a

Vr €[0,1] 3h € (0,1 — ) : [p(x + h) — p(z)| > nh.
Polozme g = ¢ + p. Potom g € Ef a

If =gl <IIf =@l +lle—gll = If = ol + llpll < 2,
takze C([0,1]) \ E;f je husta v C([0,1]). Tedy E* je prvni kategorie. Obdobné lze
dokézat, Ze 1 mnoZina
E~ ={f€eC([0,1]); 3z € [0,1) takové, 7e existuje vlastni f’ (x)}

je prvni kategorie, a tedy i ET U E~ je prvni kategorie. Protoze (C([0,1]), osup) je
aplny, plyne tvrzeni z Baireovy véty. (Il

Poznamka. Necht g: R — R splituje g(x) = |z| pro = € [-1,1] a g je 2-periodicka

na R. Polozme
flz) = Z (2) g(d"z), xzeR.

n=0

Potom f je spojita a v Zzddném bodé nemé derivaci.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a f: P — P. Rekneme, ze f je kon-
trakce, jestlize existuje vy € [0, 1) takové, Ze pro kazdé x,y € P plati o(f(z), f(y)) <
~vo(x,y). Rekneme, Ze f je neexpansivni, jestlize pro kazdé =,y € P, x # y, plati

o(f(z), f(y) < o(z,y).

Poznamka. Kazda kontrakce je neexpansivni. Funkce sin na [0, 5] je neexpansivni,
ale neni kontrakce. Kazdé neexpansivni zobrazeni je lipschitzovské (s konstantou 1),
a tedy spojité.



Definice. Necht P je mnozina, f: P — Pax € P. Rekneme7 ze = je pevny bod
f, jestlize f(z) = x.

Vé&ta 19.11 (Banachova véta o kontrakei). Necht (P, o) je uplng neprdzdny met-
ricky prostor a f: P — P je kontrakce. Potom f md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Necvt v € [0,1) spliwuje o(f(z), f(y)) < vo(x,y) pro kazda x,y € P. Zvolme
x1 € P a predpokladejme, ze pro néjaké n € N mame uréeny zy,...,x,. Polozme
Zpy1 = f(xn). Takto definujeme posloupnost {z,} prvka P. DokaZeme matema-
tickou indukci, Ze pro kazdé n € N plati

(1) 0(Tny Tpt1) <" o(ar, 22).
Pro n =1 je nerovnost (1) zfejmé. Predpokladejme, Ze (1) plati pro ngjaké n € N.
Potom

1

0(Znt1,Tng2) = o(f(xn), f(Tng1)) S vo(Tpn, Tni1) <YY" 0(x1, 22) = Y"0(21, 22).

Odtud a z trojahelnikové nerovnosti plyne, ze pro kazda m,n € N, m > n, plati
Q(xnvxm) S Q(l'nvxn+1) + Q(xn+1axn+2) +-- 4+ Q(xmfla xm)

n—1

< (,yn—l A" +"'+’Ym_2) o(xy, ) < ;_’yg(xl,xz).

Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
,Y’I’L()fl
-y

o(x1,m2) < €.

Potom pro kazda m,n € N, m > n > ng, plati

n—1 no—1

< , < e.
_79(551,562)* 1_79(551 $2) €

0(Tn, Tm) < 1

Tedy {x,} je cauchyovska. Diky tplnosti P nalezneme z € P spliwjici limz,, = .
Podle véty o limité vybrané posloupnosti plati limz,1; = z. Navic pro kazdé
n € N plati o(f(zn), f(x)) < vo(zn,x), a tedy lim f(z,) = f(x), nebot limx,, = .
ProtoZe pro kazdé n € N plati f(z,) = xn+1, plyne z véty o jednoznacénosti limity, Ze
f(z) = z, takZe x je pevny bod f. DokadZeme jeho jednoznacnost. Predpokladejme,
Ze y je pevny bod f. Potom

o(z,y) = o(f(z), f(y)) <velz,y).
Protoze v < 1, plati o(x,y) =0, a tedy y = =. O

konec 3. pfednasky (24.2.2020)

Véta 19.12 (o pevném bodu neexpansivniho zobrazeni). Necht (P, o) je kompaktni
neprdzdny metricky prostor a f: P — P je neexpansivni. Potom f md prdvé jeden
pevng bod.

Diikaz. Definujme zobrazeni g: P — [0, 00) piedpisem

9(z) = o(z, f(x)).



Zvolme z,y € P. Potom bud = = y nebo o(f(x), f(y)) < o(z,y), v kazdém piipads

plati o(f(x), f(y)) < o(z,y), a tedy
g(x) = gly) = o(x, f(x)) — o(y, f(y))

(y
y, f(y) + o(f(y), f(x)) — o(y, f(y))

< ofz,y) + o
= o(z,y) + o(f(2), f(y))
< o(z,y) + o(x,y) = 20(z,y).
Ze symetrie dostaneme g(y) — g(z) < 20(x,y), a tedy |g(x) — g(y)] < 20(z,y).

Odtud plyne, Ze g je lipschitzovské, a tedy spojité na P, takZze nabyva na P svého
minima. Existuje tudiz bod z¢ € P takovy, Ze pro vSechna y € P plati g(xg) < g(y).
Piedpokladejme, ze g(zg) > 0. Potom zg # f(x0), a tedy

9(f(x0)) = o(f (o), f*(z0)) < o(zo, f(z0)) = g(z0),

coZ je spor s tim, Ze g nabyva minima v zo. Tedy g(zo) = 0, takZe xo je pevny
bod f. Dokadzeme jeho jednoznacnost. Predpokladejme, Zze x,y € P jsou dva razné
pevné body f. Potom f(x) # f(y), a tedy

o(z,y) = o(f(x), f(y)) < o(z,y),

COZ je Spor. ([

Vé&ta 19.13 (o pevném bodu zobrazeni, jehoZ mocnina je kontrakce). Necht (P, o)
je uplny neprdzdny metricky prostor a f: P — P je zobrazent, pro které existuje
n € N takové, Ze Ze f™ je kontrakce na P, kde f* = fo fo---o f (n-krdt). Potom
f md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Podle Banachovy véty o kontrakci ma f™ v P pravé jeden pevny bod,
oznacme jej ro. Potom

f*(f (o)) = f(f" (o)) = f(zo),

takze f(xq) je pevny bod f™. Z jednoznac¢nosti pevného bodu plyne f(xg) = xo,
a tedy xg je pevny bod f. DokdZeme jeho jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze y je
pevny bod f. DokdZzeme matematickou indukei, Ze potom pro kazdé k € N je y
pevny bod f¥. Pro k = 1 tvrzeni plati. Necht pro néjaké k € N je y pevny bod f*.
Potom

) = FM W) = fly) = v
Specialné je tedy y pevny bod f™. Z jednoznac¢nosti pevného bodu plyne y = zg. 0O

19.2. Separabilni prostory.

Definice. Metricky prostor (P, p) se nazyva separabilni, jestlize existuje spocetna
mnozina A C P, ktera je husta v P.

Priklady. (a) R, C, R™, C" jsou separabilni,
(b) (C([0,1]), osup) je separabilni,
(¢) diskrétni prostor je separabilni pravé tehdy, kdyZ je spocetny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a B je n&jaky systém otevienych pod-
mnozin P. Rekneme, Ze B je baze otevienych mnozZin P, jestlize pro kazdou
otevienou mnozinu G existuje B* C B takova, ze | B* = G.



Véta 19.14 (charakterisace separabilnich prostori). Necht (P, g) je metricky pro-
stor. Potom P je separabilni prdvé tehdy, kdyZ existuje spocetnd bdze otevienyjch
mnozin P.

Diikaz. =  Necht D je spocetné husta podmnozina P. Polozme
B={B(x,r);x €D, reQ, r>0}.
Potom D x Q je spoetna. Definujme F: D x Q — exp P predpisem F(z,r) =
B(x,r). Potom F(D x Q) = B, a tedy B je spo¢etna. Prvky B jsou zfejmé oteviené
mnoziny. Zvolme otevienou mnozinu G a polozme B* = {H € B; H C G}. Zfejmé
plati UB* C G. Dokazeme opacnou inkluzi. Zvolme z € G. K nému nalezneme
€ > 0 spliwijici B(x,e) C G. Diky hustoté D nalezneme y € B(x, §) N D. Zvolme
r € (5,5)NQ. Potom o(z,y) <, takze x € B(y,r). Pro kazdé z € B(y,r) plati
e €
o) < ol y) + 0ly:2) < 5+ 5 =,

a tedy B(y,r) C B(x,e) C G. Odtud vyplyva, ze B(y,r) € B*, a tudiz z € | B*.
Plati tedy G = |J B*, takZe B je béaze otevienych mnozin P.

< Necht B ={G,;n € N} je spofetna baze neprazdnych otevienych mnozin.
Pron € N zvolme z,, € G, a polozme D = {x,,;n € N}. Pak je D spocetné. Zvolme
neprazdnou otevienou mnozinu G. K ni nalezneme n € N spliujici G,, C G. Potom
2, € G, atedy GN D # (). Podle Véty 19.1 je D husta. Tedy P je separabilni. [J

konec 4. prednasky (27.2.2020)

Poznamka. Necht (P, o) je separabilni metricky prostor a A C P. Potom (A4, ¢) je
separabilni.

Véta 19.15 (nutna podminka separability). Necht (P, g) je metricky prostor. Jestlize
existuji A C P a § > 0 takovd, Ze A je nespocetnd a pro kazdd x,y € A, v # vy,
plati o(xz,y) > &, potom P neni separabiln.

Diikaz. Zvolme D C P spocetnou. Protoze {B(z, g); x € A} je nespoletny systém
po dvou disjunktnich kouli, existuje x € A spliwjici B(z, g)ﬂD = (). Podle Véty 19.1
neni D husté, takze P neni separabilni. ([

Definice. Oznaéme

00 ={{x,}2, zn €R, n €N, sup|z,| < oo}
neN

(prostor vSech omezenych posloupnosti redlnych ¢isel) a
[{zn}Hloo = sup [zn].
neN
Ozna¢me dale
co = {{zn}n=1 € £, lima, =0}

(prostor vSech posloupnosti realnych ¢isel s nulovou limitou).
Poznamka. Prostory (¢°°, ]| - ||eo) @ (co, | - |loc) jsou Banachovy.

Véta 19.16 (prostory £>°, ¢g a separabilita). (a) Prostor £>° neni separabilni.
(b) Prostor cq je separabilni.



Dikaz. (a) Necht A, B € expN, A # B. Potom

[xa — xBlle= =1,
kde

(xa), = 1 projeA
Xali = 0 proj&gA

ProtoZe exp N je nespocetné, plyne z Véty 19.15, Ze £°° neni separabilni. (b) Pro
n € N polozme

Dy, = {{z;}52, € co;z; € Q pro kazdé j € N a x; = 0 pro kazdé j > n}

a
o0
D= D,
n=1
Potom D spocetna. Zvolme {y;}32; € co a € > 0. K nim nalezneme ng € N takové,
ze |y;| < e pro kazdé j > ng. Ke kazdému j € {1,...,n9} nalezneme r; € Q

spliwjici |r; — y;| < €. Polozme
S r; proje{l,...,no},
! 0 proj > ng.
Potom {z;}32, € Dy, a
{53521 = {y; 1721 lleee = sup|z; — y;)
JEN

= max{ sup |z; — y;|, sup |z; — y;|}
j<no j>no

= max{ sup |r; — y;|, sup [y;[}
j<no j>no

< max{e, e} =e.
Tedy D je tedy husta v cg, takze ¢ je separabilni. O
Definice. Necht (P, p) je metricky prostor,e >0a A C P. Rekneme, 7ze A je e-sit
v P, jestlize
Vee PIyeA:olr,y) <e.

Rekneme7 ze P je totaln& omezeny, jestlize pro kazdé € > 0 existuje kone¢na e-sit
v P.

Véta 19.17 (totalni omezenost a omezenost). Necht (P,p) je totdlné omezeny
metricky prostor. Potom je P omezeny.

Diikaz. Nalezneme m € N a x1,...,z, € P takova, Ze {x1,...,2,} je konetna
1-sit v P. Ozna¢me M = max{o(z;, z;);i,j € {1,...,m}}. Zvolme z,y € P. K nim
nalezneme ¢,j € {1,...,m}, takova, ze o(x,x;) <1 a o(y,z;) < 1. Potom

o(z,y) < o(x, zs) + o(@i, x5) + o(wj,y) <1+ M+1=M +2,

takze P je omezeny. O

Véta 19.18 (totalni omezenost a separabilita). Necht (P, o) je totdlné omezeny
metrickyj prostor. Potom je P separabilni.



Diikaz. Pro kazdé n € N nalezneme kone¢nou %—sit’ A, v P.Polozme A = Uff:l A,.
Potom je A spocetna. Zvolme x € P a € > 0. Nalezneme n € N splhujici % <e K
nému nalezneme y € A, takové, Ze o(x,y) < % Potom y € A a plati o(z,y) < e.
Tedy A je hustéa, takze P je separabilni. a

Priklad. Polozme
A={fe€C(0,1]), sup [f(x)] <1}.

z€][0,1]

Potom (A, psup) je omezeny tplny separabilni metricky prostor, ktery neni totalné
omezeny.

Véta 19.19 (kompaktnost a totalni omezenost). Necht (P, o) je kompaktni met-
ricky prostor. Potom je P totdlné omezeny.

Diikaz. Predpokladejme, ze P neni totalné omezeny. Potom existuje € > 0 takové,
ze pro kazdou kone¢nou mnozinu C' C P je

P\ U B(z,e) # 0.

zeC
Zvolme x; € P a predpokladejme, ze mame zvoleny prvky zi,...,z, pro n&aké
n € N. Potom P\ U, B(z;,e) # 0. Necht z,,4+1 € P\ U}, B(z;,¢). Potom pro
kazdé j,k € N, j # k plati o(z;, zx) > €, takze P neni kompaktni. a

Dausledek. Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom je P separabilni.
konec 5. prednasky (2.3.2020)

Véta 19.20 (kompaktnost, totalni omezenost a tplnost). Metricky prostor je kom-
pakini praveé tehdy, kdyZz je uplnyg a totdlné omezenyj.

Diikaz. = Tato implikace vyplyva z Vét 15.13 a 19.19.

< Jestlize P = (), pak je kompaktni. Pfedpokladejme, %e P je neprazdny a
zvolme {z,} C P. Pro kazdé k € N nalezneme kone¢nou +-sit Dj,. Diky tomu, Ze
D, je kone¢né, nalezneme y; € D; takové, ze

A1 = {Tl S N,J?n S B(ylal)}

je nekonec¢na. Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N mame uréeny prvky yi,...,yx
a nekone¢né mnoziny piirozenych ¢isel Aq,..., Ag. Diky tomu, Ze A je nekonecéna
a Dy41 je koneéné, nalezneme yi41 € Dy takové, ze

Apyr = {n € Ag;zn € B(yrt1, 757)}

je nekoneéna. Potom {A;} je teleskopicka posloupnost nekoneénych podmnozin N.
Nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny} spliujici ny € Ay pro kazdé
k € N. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ky € N takové, ze k% < €. Potom pro
kazda k, £ € N, k > ko, £ > ko plati ng,ne € Ag,, a tedy

1 1 2

Q(Inmxnz) < Q(znkayko) =+ Q(ykovxm) <=+ - =-—<ec
ko ko ko

Odtud plyne, ze {x,, } je cauchyovska, a tedy diky uplnosti P konvergentni, takze
P je kompaktni. [



Poznamka. Necht (P, ) je totalné omezeny metricky prostor a A C P. Potom je
(4, o) totalné omezeny.

Véta 19.21 (kompaktnost a oteviena pokryti). Necht (P, p) je metricky prostor.
Potom P je kompakini prdvé tehdy, kdyzZ pro kaZdy systém G oteviengch mmnoZin
splitugici P = J G existuje koneényg systém G* C G takovy, Ze P =JG*.

Dikaz. =  Predpokladejme, Ze G je systém otevienych mnozin takovy, ze P =
JG. Podle Diisledku je P separabilni, a tedy podle V&ty 19.15 nalezneme spoc¢etnou
bazi B otevienych mnozin. Polozme

S={HeB;3GeG: HCG}.

Potom S je spoCetny systém otevienych mnozin. Ozna¢me S = {H,;n € N} a pro
kazdé n € N nalezneme G, € G spliujici H, C G,. Z vlastnosti baze plyne, Ze
P = JH,. Pro n € N polozme F,, = P\ J;_, Hi. Potom {F,} je teleskopicka
posloupnost uzavienych mnozin spliujici

(F.=P\|JH.=0.
=10

Diky Vété 15.12 nalezneme n € N spliwjici F, . Potom P = J;_, Hy, a tedy
P =_ G-

< Predpokladejme, Ze P neni kompaktni. Potom podle Véty 15.12 nalezneme
teleskopickou posloupnost {F,,} uzavienych neprazdnych mnoZin spliwjici () F,, =

(). Polozme G = {P \ F,,;n € N}. Potom G je systém otevfenych mnoZin spliujici

Ug:U(P\Fn):P\ﬂFn:P.

Pro kazdé m € N plati
U (P\F,) =P\ [ F.=P\F,#P.
=1 n=1

Tedy pro kazdy kone¢ny systém G* C G plati | JG* # P. (]
19.3. Souvislé prostory.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e P je souvisly,
jestliZze jej neni mozné zapsat ve tvaru sjednoceni dvou disjunktnich neprazdnych
otevienych mnozin. Rekneme, Ze A je souvisla, jestlize je metricky prostor (4, o)
souvisly.

Priklady. Dokazte, ze

(a) v kazdém metrickém prostoru jsou prazdnad mnozina a kazda jednoprvkova
mnoZzina souvislé,

(b) podmnozina diskrétniho prostoru je souvisla pravé tehdy, kdyZ je prazdna,
nebo jednoprvkova,

(¢) ma-li souvisly metricky prostor vice nez jeden prvek, pak je nespocetny.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je obojetna,
jestlize je oteviena a uzaviena.

Piiklady. Dokaizte, ze

(a) v kazdém metrickém prostoru (P, g) jsou mnoziny () a P obojetné,

(b) v metrickém prostoru [0,1] U (2,3) jsou mnoziny [0,1] i (2,3) obojetné,
(c) kazda podmnozina diskrétniho prostoru je obojetna.



Véta 19.22 (charakterisace souvislych prostorti). Necht (P, o) je metricky prostor.
Potom jsou ndsledujict vijroky ekvivalentni:

(a) P neni souvisly,

(b) existuji dvé uzaviené neprdzdné disjunktni mnoziny Fy, Fy spliiujici P =
FUFE,

(¢) existuje neprdzdnd obojetnd mnozina H C P spliwugjici H # P,

(d) existuje spojité surjektioni zobrazeni f: P — ({0, 1}, odiskr)-

Diikaz. (a) = (b) Necht P = G1 UGy, pfitemz G a G2 jsou neprazdné, oteviené a
disjunktni. Polozme F}, = G a F5 = G5. Potom F) a F5> maji poZzadované vlastnosti.
(b) = (c) Polozme H = F;. Potom H mé& pozadované vlastnosti.
(c) = (d) Polozme f = xy. Potom f~1({0}) = P\ H a f~'({1}) = H. Mnoziny
F7H{0}) a f1({1}) jsou neprazdné a oteviené, takZe f je surjektivni a spojité.
(d) = (a) Polozme G; = f~1({0}) a G2 = f~}({1}). Potom P = G1 UGz a
G1, G4 jsou disjunktni. Ze spojitosti f plyne, Ze G1 a Gy jsou oteviené. Ze surjek-
tivity f plyne, ze G7 a G2 jsou neprazdné. Tedy P neni souvisly. O

konec 6. prednasky (5.3.2020)

Véta 19.23 (spojity obraz souvislého prostoru). Necht (P, o) je souvisly metricky
prostor, (Q, o) je metricky prostor a f: P — @Q je spojité. Potom f(P) je souvisly.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f(P) neni souvisly. Nalezneme neprazdné oteviené dis-
junktni mnoziny G1,G2 C @ spliwjici f(P) = G; U Gy. Potom P = f~1(Gy) U
F71(Gy), pticemz f~1(G1) a f~1(G2) jsou neprazdné a disjunktni. Ze spojitosti f
plyne, ze f~*(G1), f~1(G2) jsou oteviené, takze P neni souvisly. O

Poznamka. Necht (P, p) je metricky prostor, G C P je oteviend, A C PaGNA =
(. Potom GNA = (.

Poznamka. Necht (P,p) je metricky prostor, M C P a A C M. Potom A je
otevienad (respektive uzaviend) v M pravé tehdy, kdyZ existuje B C P oteviena
(respektive uzaviend) v P splijici A = BN M.

Véta 19.24 (souvislost uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor, A C P je sou-
visld a A C B C A. Potom B je souvisld. Specidlné A je souvisld.

Diikaz. Je-li B prazdna, nebo jednoprvkova, potom je souvisld. Pfedpokladejme,
7e B ma alesponi dva body. Zvolme nepréazdné disjunktni mnoziny G, G2 oteviené
v B ax € G. Potom z € A, a tedy nalezneme posloupnost {z,} prvki A spliiujic
x, — x. Diky otevienosti G nalezneme n € N takové, e x,, € G1. Tedy G1NA # (.
Obdobné 1ze dokazat, ze Go N A # (). Mnoziny G1 N A, G2 N A jsou disjunktni,
neprazdné a oteviené v A. ProtoZe A je souvisla, plati A\ (G; U Gy) # 0. Tedy
B\ (G1UG3) # 0, a tudiz B je souvisla. O

Véta 19.25 (souvislost sjednoceni). Necht (P, o) je metricky prostor, I # 0 a
{Au}acr jsou souvislé podmnoziny P. Oznacéme A = .; Aa. Jestlize pro kaZdd
a,B €I plati Ay, N Ag # 0, potom je A souvisld.

acl

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze pro kazda o, € I je A, U Ag souvisla. Zvolme
o, el axe A,NAg. Zvolme Gy, Gy disjunktni neprazdné oteviené v A, U Ag.



Piedpokladejme, ze G1 UG = A, UAg. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokla-
dat, ze € GG1. Zvolme y € G2. Potom y € A,UAg. Bez tjmy na obecnosti mtzeme
predpokladat, ze y € A,. Potom G; N A, a Go N A, jsou neprazdné disjunktni a
oteviené v A,, a tedy A, neni souvisla, coZ je spor.

V obecném piipadé predpokladejme, Ze existuji disjunktni nepréazdné Gi,Gs
oteviené v A spliujici Gy UGy = A. Nalezneme «, 8 € I (ne nutné rizna) takova,
ze GiNAy # 0 a GonNAg # 0. Oznatme B = A, U Ag. Potom B je podle
predchazejiciho kroku souvisla, ale B N Gy, B N G4 jsou neprazdné, disjunktni a
oteviené v B a plati B = (BN G1) U (BN Ga), coz je spor. O

Priklad. Polozme
A={(z,y) eR*:y=+1-22},
B ={(z,y) eR%:y = —V1-2z2}.

Dokazte, ze A, B jsou souvislé a A N B neni souvisla.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor. Rekneme, ze mnoziny A, B C P jsou
oddélené, jestlize existuji disjunktni oteviené mnoziny Gy, Gs spliujici A C G; a
B C Gs.

Vé&ta 19.26 (normalita metrickych prostori). Necht (P, o) je metricky prostor a
A, B C P jsou disjunktni uzavicené mnoziny. Potom A a B jsou oddélené.

Diikaz. Ke kazdému z € A najdeme §, > 0 takové, ze B(z,25,) N B = 0 a ke
kazdému y € B najdeme ¢, > 0 takové, ze B(y, 26,) N A = ). Polozme

G = |J B(.5,), G2= ] B9,

el yeF

Potom Gy, G4 jsou oteviené a plati A C Gy, B C G2. Predpoklddejme pro spor, ze
existuje z € G1 N G3. K nému nalezneme = € A a y € B takova, Ze o(x,z) < J, a
o(y, z) < d,. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat ¢, < ,. Potom

o(x,y) < o(x,2) + 0(z,y) < 0, 4y < 26y,

tedy x € AN B(y,20,), coZ je spor. |

Véta 19.27 (charakterisace souvislych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor
a M C P. Potom M je nesouvisld pravé tehdy, kdyz existuji disjunktni neprdzdné
oddélené mnoZiny A, B C M takové, e AUB = M.

Diikaz. = Nalezneme disjunktni neprazdné mnoziny A, B oteviené v M takové,
7e AU B = M. Dale nalezneme oteviené mnoziny U,V C P takové, ze A= M NU
aB=MnNV.PolozmeY =UUV, E=Y\VaF=Y\U. Potom F a F
jsou disjunktni mnoziny uzaviené v Y, A C E a B C F. Podle Véty 19.26 existuji
disjunktni G, H C Y oteviené v Y takové, z2e E C Ga F C H, tedy A C G a
B C H. Tvrzeni plyne z toho, Ze podle vySe uvedené poznamky jsou G, H oteviené
iv P.

< Tato implikace je zFejma. |

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P. Rekneme, ze A je kompo-
nenta P, jestlize A je maximéalni souvisla podmnozina P.



Véta 19.28 (charakterisace komponent). Necht (P, o) je neprizdny metricky pro-
stor. Potom

(a) komponenty P jsou neprdzdné a uzaviené,

(b) kazdy bod P je obsaZen v nékteré komponenté,

(¢) komponenty jsou disjunktni.

Diikaz. (a) Jednoprvkové mnoziny jsou souvislé, a tedy prazdna mnoZina nemize

byt maximélni. Necht A je komponenta P. Potom je A souvisla, a tedy podle Véty

19.24 je A souvisla. Z maximality plyne, ze A = A, takZe A je uzaviena.
(b)Zvolme z € P a polozme

A= U{B C P; B je souvisla a x € B}.

Podle Véty 19.25 je A souvisld. Maximalita je zfejmaé.

(¢c) Zvolme A a B komponenty P a predpokladejme, ze AN B # (). Potom podle
Véty 19.25 je A U B souvisla. Z maximality plyne, z2e AUB C Aa AUB C B,
takze A = B. O

konec 7. pfednasky (9.3.2020)

Véta 19.29 (souvislé podmnoziny R). MnoZina A C R je souvisld prdvé tehdy,
kdyz je to interval.

Diikaz. Necht A C R je neprazdna, a = inf A, b = sup A. Necht A neni interval
s krajnimi body a a b. Potom existuje € (a,b) \ A. MnoZiny (—oo,2) N A a
(z,00) N A jsou potom neprazdné, disjunktni a oteviené v A, tedy A neni souvisla.

Nyni pfedpokladejme, Ze A je interval a pro spor, Ze neni souvisla. Pak méame
neprazdné disjunktni mnoziny G, H oteviené v A tak, ze GUH = A. Zvolme z € G,
y € H, mizeme predpokladat = < y. Polozme

s=sup{t € A: (z,t) C G}.

MnozZina G obsahuje pravé okoli x a H obsahuje levé okoli y. Odtud vidime z <
s < y, tedy s je vnitini bod A. Jestlize s € G, potom existuje § > 0 tak, Zze
(s —d,s+9) C G. Jestlize s € H, potom existuje § > 0 tak, ze (s —d,s+d) C H.
V obou pfipadech dostaneme spor s definici s. (Il

Dausledek. Necht f je spojité zobrazeni intervalu I do metrického prostoru. Potom
f(I) je souvisld mnoZina.

Priklady. (a) Prostor R je souvisly.
(b) Prostor [0, 1] U (2, 3) neni souvisly a ma dvé komponenty souvislosti.

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kiivkové souvisly, jestlize pro
kazdé x,y € P existuje spojité zobrazeni v: [0,1] — (P,p) takové, ze v(0) = x
a (1) = y. Rekneme, Ze mnozina A C P je kifivkove souvisla, jestlize je metricky
prostor (A, o) kiivkové souvisly.

Véta 19.30 (souvislost souvislosti s kiivkovou souvislosti). KaZdy kfivkové souvisly
metrickyj prostor je souvisly.



Diikaz. Necht P je kiivkové souvisly. Pfedpoklddejme pro spor, ze P je nesouvisly.
Méame neprazdné disjunktni oteviené mnoziny G, H C P tak, ze GUH = P. Zvolme
x € G ay € H anajdéme v: [0,1] — (P, o) takovou, ze v(0) = z a y(1) = y. Bud
A =~v([0,1]). Potom A je spojity obraz intervalu, tedy podle V&t 19.23 a 19.29 je
A souvisla. Ale ANG a AN H jsou neprazdné disjunktni a oteviené v A, spor. [

Priklady. (a) Graf spojité funkce na intervalu je k¥ivkové souvisly.
(b) Podmnozina prostoru R? definovana jako graf funkce

sind  pro z € (0,00),

f(z) = {O pro x € (—o0, 0]

je prikladem souvislého metrického prostoru, ktery neni kiivkové souvisly.

Poznamky. (a) Spojity obraz kiivkové souvislého metrického prostoru je kiivkove
souvisly.

(b) Uzavér kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kiivkové souvisly.

(c) Sjednocent kiivkové souvislych mnozin s neprazdnym prinikem je kiivkové
souvisld mnozina.

Véta 19.31 (souvislost v NLP). Necht X je normovany linedrni prostor. Potom
(a) Kazdd konverni mnoZina v X je kFivkové souvisld.
(b) Kazdd souvisld oteviend podmnoZina G C X je krivkové souwvisld.
(¢) Necht G C X je oteviend. Potom komponenty G jsou oteviené v X.

Diikaz. (a) Necht A C X je konvexni a z,y € A. Polozme ~v(t) = = + t(y — ),
t € [0,1]. Potom v “parametrizuje” tsecku spojujici x a y, tedy v([0,1]) C A.
Spojitost v je ziejma.

(b) Zvolme x € G a definujme H jako sjednoceni vSech otevienych kiivkové sou-
vislych podmnozin G obsahujicich x. Podle pfedchozi poznamky (c) je H k¥ivkové
souvisla, staci ukazat, ze H = G. Zifejmé H je oteviena v G. Dokazeme jesté, ze H
je uzaviena v G. Necht y € GN H. Najdeme otevienou kouli B C G se stiedem v y.
Potom B je kiivkové souvisla podle bodu (a). Z definice H najdeme z € BN H.
Potom libovolny bod v € B miiZeme spojit k¥ivkou s &, nebot u spojime se z v B a
z spojime s z v H. Z maximality plyne BU H C H. Tim jsme dokézali y € H pro
kazdé y € G N H, tedy H je uzaviena v G. Shrneme: H je neprazdna a obojetna
v G, jelikoz G je souvisly, méme H = G.

(c) Necht H je komponenta G a x € H. Najdéme kouli B C G se stfedem v z.
Potom B je souvisla podle bodu (a) a Véty 19.30, B U H je souvisla podle Véty
19.25, tedy z maximality B C H. Bod = ma tedy okoli B lezici v H. O

Véta 19.32 (struktura otevienych podmnozin R). Je-li G C R otevFend, pak
existuje spocetny disjunktni systém otevienyjch intervali T takovy, Ze G = J 7 1.

Diikaz. Uvazujme systém vSech komponent G. Tyto komponenty jsou oteviené
podle Véty 19.31, intervaly podle Véty 19.29, disjunktni podle Véty 19.28(c).
|

Véta 19.33 (aplikace souvislosti). Necht G C R™ je neprdzdnd souvisld oteviend
mnoZina a f: G — R je zobrazeni spliwugjici f'(x) = 0 pro kazdé x € G. Potom f je
konstantni na G.



Diikaz. Zvolme x € G a polozme H = {y € G: f(y) = f(z)}. Potom H je ne-
prazdna, nebot obsahuje x. DokéZeme-li, Ze H je obojetna, méame ze souvislosti
H = G, coz dokazuje tvrzeni. Uzavienost H v G je ziejmé, zbyva otevienost. Necht
z € H a B je oteviena koule se stiedem v z obsazena v G. Zvolme y € B a definujme
funkci g: [0,1] — R™ pfedpisem g(t) = f(z + t(y — 2)). Potom g je spojita na [0, 1]
ag(t)=f'(z+t(ly—2))(y— z) =0 pro vsechna t € (0,1). Tedy g je konstantni a
tudiz f(y) = g(1) = g(0) = f(z) = f(z). K danému z € H jsme nasli jeho okoli B
lezici v H, tedy H je oteviena. ([

konec distané¢ni 8. pfednasky (12.3.2020)

20. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL

Lebesgueova mira je matematickym vyjadfenim intuitivniho pojmu objem (v
dimenzi 3) nebo povrch (v dimenzi 2). Podobné chceme matematicky vyjadrit pojem
délky nebo povrchu v dimenzi 3.

20.1. Hausdorffovy miry.

Znaceni. Necht k,n € Nk <n, A CR". Prod € R,é > 0, polozme

HF(A,5) = inf{Zak(diam A
j=1

(2) s
AcJ4; crY, diama; <3},
j=1
kde hodnota «y, € (0,00) bude urfena pozdéji. Polozme dale

HF(A) = sup{’Hk(A,(S);é €(0,00)}.

7 definice infima vyplyva, Ze pro kazdé 1,02 € R splijici 0 < §; < 2 a kazdou
A C R™ plati H*(A,81) > HF(A, 6). Funkce § — H*(A, ) je tedy nerostouci na
(0,00), a proto existuje limita lims_.o, H*(A,§), kterd se rovna H*(A).

Véta 20.1 (Hausdorffova mira a vngjsi mira). Necht k,n € N,k < n. Potom je H*
unéjst mira na R™.

Diikaz. Pro kazdé & > 0 plati H*((,5) = 0, a proto také H*(#) = 0. Pro kazdé
A C B CR"™ad > 0 plati podle definice H*(4,5) < H*(B,§). Odtud potom plyne
HF(A) < HF(B).

K dokonceni ditkazu zbyva ovéfit o-subaditivitu H*. Necht M;,i € N, jsou
podmnoziny R™. Zvolme ¢ > 0 a § > 0. Pro kazdé ¢ € N nalezneme mnoziny
A;j C RF j €N, takové, Ze

o M; C U5, Ay,
° diamAw- < 5,
° Z(;il ak(diamAi,j)k < Hk(Mi, (5) +e270.



Potom

Hk([j Mi,(5> iZak dlamA’J)
i=1 i=1 j=1

i(?—lk(MmS +e27" ZH’f +e.

i=1
Odtud plyne

a tedy také

Definice. Necht k,n € N,k < n. Mnozinovou funkci
A HF(A), ACR",
nazyvame k-dimenzionalni vnéjsi Hausdorffova mira na R™.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor. Rekneme, e mnoziny 4, B C P jsou
vzdalené, jestlize spliuji

inf{o(z,y); v € A,y € B} > 0.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, ze vnéjsi mira v na P je
metricka, jestlize pro kazdé dvé dvé vzdalené mnoziny A, B C P plati y(AUB) =
V(A) +(B).
Vé&ta 20.2 (vlastnosti vnéjsi Hausdorflovy miry). Necht k,n € N,k < n.
(a) Vnejsi mira H* na R™ je metrickd.
(b) Vnéjsi mira H* je translacné invariantni, tj. pro kaZdou mnoZinu A C R"
ax € R" plati H*(A) = H*(A + z), kde symbol A + x 2nacéi mnoZinu
{y+x;y € A}.

Diikaz. (a) M&jme mnoziny A, B C R™, které jsou vzdalené, tj. ¢islo 69 = inf{o(z,y);z €
A,y € B} je kladné. Necht § € (0,dp). Pro kazdou mnozinu M C A U B splhujici
diam M < 9§, plati M C A nebo M C B. Pokud by totiz M protinala mnozinu A i
mnozinu B, musel by jeji diametr byt vétsi nez dy.

Odtud plyne

HF(AU B, 6) = H*(A, ) + HF(B,9).
Limitnim pfechodem 6 — 0+ dostaneme
HF(AUB) = H*(A) + H*(B).

(b) Zvolme A C R™ a 2 € R™. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé M C R™ plati
diam(M) = diam(M +z), dostavame také H*(A+z, ) = H¥ (A, §) pro kazdé § > 0.
Odtud plyne H*(A + z) = HF(A). O

Véta 20.3 (metricka vnéjsi mira a borelovské mnoziny). Necht vy je metrickd vnéjsi
mira na metrickém prostoru (P, ). Potom je kaZdd borelovskd podmnoZina P ~-
meéritelnd.



Drikaz. Systém ~-méfitelnych mnozin tvoii o-algebru. Staci dokazat, Ze uzaviené
mnoziny jsou y-méfitelné, protoze potom budou také v8echny oteviené mnoziny ~y-
méFitelné, a tedy i vSechny borelovské mnoziny budou «-méfitelné. Necht F' C P je
uzaviena. PTi ovéfovani v-méfitelnosti mnoziny F' je na$im tkolem ukazat, ze plati
Y(T) = v(FNT)+~(T\F) pro libovolnou mnozinu 7' C P. Zvolme T' C P. MuZeme
predpokladat, Zze v(T') < oo, jinak dokazovanéa nerovnost zfejmé plati. Oznacme

Py={z € T;dist(z,F) > 1} a

P—{JJET7 +1<dIStJ}F } jeN

Plati T\ F = U2 i—o P nebot vzhledem k uzavienosti F' mé kazdy prvek mnoziny
T\ F od F kladnou vzdalenost. Mnoziny P;, P;, kde |j —i| > 1, jsou vzdalené.
Ponévad? je v metrickd, dostavame pro kazdé m € NU {0} vztahy

i’y(ng) = 7(6 sz) <(T)
Z’Y Pyji1) = ’Y(U P2J+1) <A(T).

J=0
Dostévame tedy, Ze fada > - =0 ~(P;) je konvergentni. Odtud a ze o-subaditivity
plyne
(3) 0 < lim 7( U P>§ lim Z v(P;) =0

m—oo m— o0
j=m+1 j=m+1

Pro kazdé m € N jsou mnoziny U?T:O P; a FNT vzdélené, takZe pro kazdé m € N
plati

YT\ F)+~(TNF) _7(6 P;) ++(TNF)
§=0
(R O 2o
(4) J;O j=m+1 N
§7<U PjuU( FmT)) +7( U Pj>
Jj=0 j=m+1
<~(T) +7( G Pj)-
Jj=m+1
Z (3) a (4) pak dostaneme dokazovanou nerovnost
VN £ 9ENT) < tim (+1)44( | B)) =D
Jj=m+1

O

Dusledek (borelovské mnoziny a hausdorffovska méritelnost). Necht k,n € N,k <
n, a A C R"™ je borelovskd mnozina. Potom je A HF-méritelnd.

Lemma 20.4 (Hausdorflova mira k-rozmérné krychle). Necht k,n € N, k < n.
Potom 0 < HF([0,1)% x {0}"7) < cc.



Diikaz. Oznatme K = [0,1)% x {0}"~F. Nejprve ukiZeme, ze plati H*(K) < oo
Zvolme ¢ > 0. Nalezneme m € N takové, zZe f < 6. Oznacéme I(j) = |
j€A{1,...,m}. Polozme

j=1 3
m ’m

k
K(v-odr) = [[21G) < {03"7% Gr-oovdn) € {1, om}R
i=1

Potom plati diam K (j1,...,jk) = % < ¢ pro kazdé (ji,...,51) € {1,...,m}* a
také
K= U{K]l,...,jk (jl,...,jk)€{17...,m}k}.

Potom
HE (K, 6) < agem® (%)k = ozk(\/E)k.

Odtud plyne H*(K) < ap (VE)* < o0.

Nyni dokédzeme H*(K) > 0. Necht 7: R® — R je zobrazeni definované piedpi-
sem 7(x1,...,2,) = (21,...,7;). Pro A C R" definujme p(A) = A**(7(4)). Pro
kazdou mnozinu A C R™ plati pu(A) < (diam A)*. Necht {A;}52, je posloupnost
mnozin takova, ze |J;2, A; = K. Potom

Zak(diamA >akz,u ) > app(K) = ag > 0.

j=1
Plati tedy H*(K) > 0. O
Znac&eni. Koeficient oy zvolime tak, aby H*([0,1)% x {0}" %)= 1

Véta 20.5 (regularita Hausdorffovy miry). Necht k,n € NJk < n, a A C R".
Potom existuje borelovskd mnoZina B C R" takovd, Ze A C B a HF(A) = H*(B).

Diikaz. Pokud H*(A) = oo, staéi polozit B = R™. Pokud H*(A) < oo, nalezneme
pro kazdé J € N podle definice uzaviené mnoziny C’;’ C R™,i € N, takové, Ze
Ac Uz, ¢, diamCY < 4 prokazdé i € N a Y ak(diam O )F < HF(A, 1) + 1.
Potom pro kazdé j € N plati, ze F; = (J;2; C/ je mnoZina typu F, splijic
HE(F, %) < H*(A, jl) + % Polozme B = ﬂ;’il F;. Mnozina B je typu F,s, a tedy
je borelovska, pricemz spliiuje A C B. Dale pro kazdé j € N plati

HEA D) < HA(B0) S (D) < HA A1)+
takze H*(A) < HF(B) < HF(A), a tedy HF(A) = H*(B). O

Véta 20.6 (Hausdorffova mira a vné&jsi Lebesgueova mira). Nechtn € N a A C R™.
Potom H™(A) = A" (A).

Diikaz. Pro m € N oznatme Q,,, systém vSech mnozin tvaru

i l-‘rl .
2m7W , LeZ, i=1,...,n

Dale ozna¢me Q = Um=1 Q... Plati nasledujici pozorovani:

(a) Pro kazdé Qq,Q2 € Q plati Q1 C Q2 nebo Q2 C Q1 nebo Q1 N Qs = 0.
(b) Pro kazdé m € N plati | Q,,, = R".



Platf také H"([0,1)™) = A™*([0,1)") = 1. Z transla¢ni invariantnosti H" (Véta 20.2)
a transla¢ni invariantnosti A™* obdrzime rovnost H™(Q) = A\"*(Q), kde Q € Q.

Necht G C R"™ je oteviena mnozina. Potom lze G zapsat jako spocetné disjunktni
sjednoceni mnozin z Q. To odvodime nasledujicim zpisobem. Polozme S = {Q €
Q;Q C G}. Ziejmé plati | JS C G. Pokud x € G, potom existuje m € N takové, 7ze
dist(z,R"\ G) > \/n5, nebot mnozina G je oteviena. Potom sta¢i nalézt mnozinu
Q € Q,,, kteréd obsahuje bod x. Ponévadz diam @) = \/772% < dist(z, R™\ G), mame
x € Q C G. Odtud plyne G C |JS.

Pro kazdou @ € S nalezneme M (Q) € S, ktera je maximélni vzhledem k inkluzi a
splituje Q@ C M(Q). Takova mnoZina M (Q) existuje diky vlastnostem Q. Ozna¢me
S* = {M(Q);Q € S}. Potom |JS* = G a §* je disjunktni. Prvni vlastnost je
zfejma, nebot pro kazdé @ € S mame Q) C M(Q) € §*. Ovéfme druhou vlastnost.
Pokud M (Q1)NM(Q2) = 0, potom plati M(Q1) C M(Q2) nebo M(Q2) C M(Q1).
Z maximality potom dostavame M (Q1) = M(Q2).

Nyni mtzeme psat

HY(G) = D H'(Q) = ) A"(Q) =\"(G) =" (G).
Qes* Qes*
Ozna¢me G systém vSech otevienych podmnozin R". Systém G je uzavieny na
kone¢né praniky. Potom plati H™ = A" na borelovskych mnozinach.
Necht nyni A C R"™. Pomoci Véty 20.5 a diky regularité Lebesgueovy miry
nalezneme borelovské mnoZiny By, By C R™ spliiujici A C By, A C By a H"(A) =
H"(B1), A" (A) = A"(Bs). Polozme B = By N By. Potom

H'M(A) = H™(B) = \"(B) = A" (A).

Vé&ta 20.7 (vlastnosti Hausdorffovy miry).
(a) Necht k,n € Nk < n, Q: RF — R" je izometrie a A C R*. Potom
HH(Q(A)) = A (4).
(b) Nechtk,n,meN, k<nk<m,ACR"af: A— R™ je -lipschitzovské.
Potom

HE(f(A)) < BEHE(A).

(c) Necht ky,ka,n € N, ky < ko < n, A C R" a plati H*(A) < oo. Potom
HE2(A) = 0.

Diikaz. (a) Necht & > 0. Vezméme mnoziny A;,j € N spliwjici A C 2, 4; a
diam A; < § pro kazdé j € N. Potom plati diam Q(A;) = diam A; < § pro kazdé
j € N. Dale plati Q(A) C U2, Q(4)) a
(diam Q(A;))" = > (diam A,)".
j=1 j=1

Odtud plyne H*(Q(A),d) < H*(A, §). Posledni nerovnost plati pro libovolné § > 0,
a tedy H*(Q(A)) < H*(A).

Necht opét 6 > 0. Vezméme mnoziny Cj,j € N spliujici Q(A) C U;il C;a
diam C; < § pro kazdé j € N. Polozme A; = Q1 (Q(A) N C}),j € N. Potom plati



diam A; < diam Cj < § a A C [Jj2, A;. Odtud plyne

(diam A;)F < Z (diam C})
j=1 j=1

Podobné jako v predchozi ¢4sti ditkazu dostavame H* (A, §) < H¥(Q(A), ) aHF(A) <

H*(Q(A)). Tim je ditkaz proveden.

(b) Zvolme ¢ > 0. Necht dale mnoziny A;,j € N, splinji A C J;°; A; a diam A; <

§ pro kazdé j € N. Polozme B; = f(AN A;),j € N. Potom plati f(A) C ;2 B; a

diam B; < fdiam(ANA;) < fdiam A; < 5. Potom plati

HE(f(A), BS) < Z (diam B;)* < Zakﬁk(diam/lj)k.
o =
Odtud plyne H*(f(A), 36) < B*HF(A,§). Limitnim p¥echodem & — 0+, pak do-
stavame H*(f(A)) < ﬂk’H’“( ).
(c) Zvolme § > 0. Necht dale mnoziny A;, j € N, splhuji A C U;il AjadiamA; <0
pro kazdé j € N. Potom plati

k2(A,6) < diam A;)F> < 2k gha—ks iam A;)"
HP2( 75)_2041@2( iam A;) _ak15 Zakl(dlam )

J=1 Jj=1

7 pfedchozich nerovnosti plyne

HE2 (A, 6) < E2gha—Raggh (A, 5).
(677
Pak méame H*2(A) = 0. O

Lemma 20.8 (Hausdorffova mira obrazu). Necht k,n € N,k <n, a L: R¥ — R"
je prosté linedrni zobrazeni. Potom pro kazdou \F-méFitelnou mnosinu A C R¥ plati

(5) H*(L(A)) = Vdet LTL - \*(A).

Diikaz. Zobrazeni L je linedrni a prosté, a proto je dimenze vektorového prostoru
L(R*) rovna k. Existuje tedy linedrni izometrie Q: R¥ — R" takova, ze Q(R*) =
L(R*). Potom plati

HY(L(A)) = HMQ ™ o L(A)) = A (Q " 0 L(4))

) — [det(@ L) Xo(A)
Poéitejme
(det(Q'L))* = det((Q'L)TQ L)
(7) - det(((Q_lLei,Q Le)t 1)
- det(((Lei,Leﬁ)i’j:l) — det(LTL).
Dokazované rovnost (5) nyni plyne z (6) a (7). O

Znaéeni. Necht k,n € Nk < n, a L: R¥ — R" je linearni zobrazeni. Budeme

znacit vol L = vdet LT L.



Poznamka. (a) Symbol vol je zvolen podle anglického slova volume, které zna-
mené objem. Matice LT L se nazyvia Gramova matice. Podle Lemmatu 20.8 plati
rovnost H¥(L([0,1]%)) = vol L, takZe &slo vol L vyjadiuje k-dimenziondlni objem
rovnob&znosténu L([0,1]%). Je-li ¢ € C'(G), pak je zobrazeni t — vol ¢'(t) spojité
na mnoziné G.

(b) Je-li L matice typu n x k, potom je matice LT L symetricka matice typu k x k.

(¢) Gramiv determinant je nezéporny, nebot pro kazdou matici A typu n x k a
kazdé x € R plati (AT Az, 2) = (Az, Az) > 0. Gramiv determinant je kladny,
jestlize méa navic L hodnost k.

Definice. Necht k,n € Nk < n, G C RF je oteviena mnozina a ¢: G — R™.
Rekneme, Ze ¢ je regularni na G, jestlize je t¥idy C! na G a ¢'(x) je prosté pro
kazdé z € G.

Lemma 20.9 (j-lipschitzovskost). Necht k,n € N,k < n, G C R* je oteviend
mnozina, ¢: G — R" je prosté requldrni zobrazeni, x € G a > 1. Potom ezistuje
okoli V' bodu x takové, Ze

(a) zobrazeni y — ¢(¢'(x) " (y)) je B-lipschitzovské na ¢’ (z)(V),

(b) zobrazent z — ¢'(x) (¢! (2)) je B-lipschitzovské na (V).
Diikaz. Pred vlastnim dikazem tvrzeni (a) a (b) odvodime nékolik pomocnych ne-

rovnosti. Linearni zobrazeni v — ¢’(z)(v) je prosté, a proto existuje n > 0 takové,
ze

(8) Yo € R [|¢' () (v)l| > nllv]l.
Staci polozit n = inf{||¢/(z)(v)|l;v € R¥,|lv|| = 1}. Zobrazeni v — ¢'(z)(v) je
spojité a jednotkova sféra {v € R¥; [jv|| = 1} je kompaktni mnoZzina, proto se infima

nabyva v jistém bodé vg. Ponévadz ¢'(z)(vg) # 0, je n kladné.
Nalezneme ¢ € (0, 37) takové, Ze

2e

Dale nalezneme okoli V' bodu z takové, ze
Yy eVille'(y) — ()] <e.
Ukazeme, Ze potom pro kazdé u,v € V plati
(10) le(w) = p(v) = @' (@) (u—v)|| < eflu—v].
Pro pevné v € V uvazujme zobrazeni
9w p(w) — ) —¢'(@)(w—-v), weV.
Pro w € V méame ¢'(w) = ¢'(w) — ¢’(x). Pak plati
le(u) = p(v) = ¢’ (@) (u =) = llg(u) — g(v)|
< sup{llg’(w)ll;w € V} - [lu — |
< effu—wvf|,
coz dokazuje (10).

Dale ukaZeme, Ze pro kazdé u,v € V plati

(1) () — o)l > grllu vl



Pro u,v € V pocitejme
leu) = o) = =lle(u) = pv) = ' (@) (u=v)[ + ¢ (z)(u - v)|
1
2 —ellu—vll +nllu = ol = Fyllu — ol
tim je vztah (11) dokazén.

(a) Zvolme a,b € ¢'(z)(V). K nim nalezneme u,v € V takova, ze ¢'(x)(u) = a
¢’ (z)(v) = b. Pocitejme

le(¢'(@)7 (@) = (¢ (@) )| = lle(w) = e ()]
< lle(w) = o(v) = ¢ (@) (u = )|l + [I¢' () (u - )|

)

(10) )
< ellu— vl +[l¢"(@)(u - )|

8) ¢
< ;Ha—bH +lla=bl = (£+1)]la—0b]

9)
< Blla = bl
(b) Zvolme p,q € (V). K nim nalezneme u,v € V takové, ze p(u) = p, p(v) = q.
Pocitejme
le"(2) (¢ () = ¢ (@) (e ()]l = ¥ (@) () = ¢ () ()]
= [l¢'(@)(u = )|
< lle(w) = o(v) = ¢"(@)(u =)l + [le(u) — (v)]l

(10)

< ellu =l +lp -4l

an 2¢e 2¢e

< 2 (w) — ()] + o — qll = (2 + 1)]p—q]

9)
< Bllp —qll-

Tim je i druhé tvrzeni lemmatu dokazéno. (I

Lemma 20.10 (odhady Hausdorffovy miry obrazu). Necht k,n € Nk <n, G C
R* je oteviend mnozina, ¢: G — R™ je prosté requldrni zobrazeni, x € G a o > 1.
Potom ezistuje okoli V' bodu x takové, Ze pro kazdou Nf-méritelnou E C V plati

a_l/ vol ¢/ (t) dN¥(t) < H*(p(E)) < a/ vol ¢’ (t) dN* (t).

Diikaz. Nalezneme 8 > 1 a 7 > 1 takova, ze
(12) BFr < a.

Podle Lemmatu 20.9 nalezneme okoli Vi bodu x takové, Ze pro ¢ a (8 plati (a) i
(b) v uvedeném lemmatu. Diky spojitosti zobrazeni ¢ — vol¢’(¢) na mnoziné G
nalezneme okoli V5 bodu x takové, ze plati

(13) Yt € Vo: 77 vol ¢/ (x) < vol ¢ (t) < Tvol ¢/ ().
Polozme V = V3 N V,. UkdZeme, ze V je hledanym okolim.
Necht E C V je \f-méfitelna. Potom diky (13) dostavdme

(14) m vol¢' () \F(E) < /E vol @' (t) dA*(t) < 7vol ' () A\*(E).



Podle Lemmatu 20.8 mame vol ¢/ (z)A\*(E) = H*(¢'(z)(E)), a tedy miZeme psat
(15) I (gp’(x)(E)) < / vol o/ (t) dNF(t) < TH* (@’(x)(E))

E
Dale diky Lemmatu 20.9(a) a volbé okoli V; dostavame

H*(p(E)) = H* (po ¢ (x) o (2)(E)) < B*H" (' (2)(E))

(15) (12)
< pkr / vol ' (t) dN*(t) < « / vol ¢ (t) dNF(t).
E E

Podobné diky Lemmatu 20.9(b) a volbé okoli V; dostavame

H ((p(E)) > BN (¢ (x) 0 o™ o o(E)) = BFH" (¢ (2)(E))
(15) —kT—l Vo / k (12) a—l Vo ’ k
> 5 /E Lo/ (1) dA () > /E 1o/ (1) dA¥ (1).
O

Vé&ta 20.11 (area formule). Necht k,n € N,k < n, G C R¥ je oteviend mnoZina,
©: G = R™ je prosté requldrni zobrazeni a f: p(G) — R je borelovskd. Potom plati

/ f() dH () = / S () vol &' (£) AR (1),
»(G) G

pokud integrdl na pravé strané konverguje.

Driikaz. Zobrazeni ¢ je prosté, a proto existuje inverzni zobrazeni p~!. Nejprve udi-
nime pozorovani ohledné méfitelnosti tohoto zobrazeni. Kazdéa oteviend mnoZina
H C @ je spofetnym sjednocenim kompaktnich mnoZzin, proto také ¢(H) je spo-
¢etnym sjednocenim kompaktnich mnozin. Dostavame tedy, Ze zobrazeni ¢! je
borelovské. Mnozina ¢(G) je tedy borelovska.

Ditkaz véty rozdélime do nékolika krokii. Postupné budeme dokazovat area for-

muli pro stale obecnéjsi zobrazeni f.

1. Pfedpokladejme, Ze f = xr, kde L C ¢(G) je borelovska. Ukazeme, Ze plati
(16) HM(L) = / vol ¢’ (t) dN* (t).
P~ 1(L)

Zvolme o > 1. Podle Lemmatu 20.10 nalezneme pro kazdé y € G okoli V,, C G
bodu y takové, Ze pro kazdou A*-méFitelnou mnozinu E C Vy plati

(17) -l / vol /(1) dNF (1) < 1 (o(B)) < a / vol /(1) dAF (1),
E E

Plati ([ J{V,;y € G} = G. Prostor R™ je separabilni, a proto mizeme nalézt po-
sloupnost {y;} prvki mnoziny G takovou, zZe plati U;; V,;, = G. Polozme

4= (vyj\ngi).

Potom plati
(a) mnozina A; je borelovska pro kazdé j € N,
(b) A; CV,, pro kazdé j € N,
' L
(c) V](;éj eN,j 751] A NAy =0,
(d) Uiz 4 = 97 (1),



(e) pro kazdé j € N mame

a_l/ vol ' (t) dNF(t) < H* (p(4;)) < a/ vol ¢ (t) dAF(t),
A A

g g
(f) pro kazdé j € N je mnozina p(A;) borelovska.
Z (a) a (c)—(e) plyne

a—l/ vol ¢/ (t) dN*(t) < HF (p(¢ 1 (L)) < a/ vol @' (t) dA*(t).
e=1(L) e~ (L)

Vzhledem k tomu, Ze « bylo voleno libovolnég, dostavame (16).

2. Predpokladejme, Ze f je nezaporna jednoduché borelovska funkce, tj. f = Z§:1 CiXL;s
kde L; C ¢(G) je borelovskd a ¢c; >0, j =1,...,p. Potom podle (16) plati

“a e HM( , vol ¢/ k
/w(G) @) dH( Z M (L 12::1 /_1(Lj) L' () dA™(t)
(18) N, o) ol (8) dak
; J/GXLJ @(t) vol ' (t) dA™(t)

= /Gf o o(t) vol @' (t) dNF(t).

3. Necht f je nezaporna borelovska funkce. Nalezneme nezaporné jednoduché bo-
relovské funkece f;: o(G) = R, j € N, takové, ze f; — f a f; < fj4+1. Potom podle
Leviho véty dostavame

Jim M)WW)/wﬂﬁm%%

RS ri(e))
Tim. /G £3(p(1)) vol &' (£) dA* (1 / F(& (1)) vol &' (1) AN (1),
Ponévadz podle bodu 2 plati pro kazdé j € N rovnost
/ i) @) = [ 1) vl () X o)

dostavame rovnost

/ x) dH" (x / fo(t)) vol ' (t) dNF(t).
»(G)

4. Necht f je borelovska funkce a integral [, f(p(t))vol¢'(t ) dA\¥(t) konverguje.
Polozme f* = max{f,0} a f~ = max{—f,0}. Potom podle bodu 3 plati
(19) fH(x)dHr (z / FH(e(t) vol ' (t) dN*(2).

»(G)

Posledni integral je roven [, (f(¢(t)) vol ¢’ (t))" dA¥(t), a je tedy podle pfedpokladu
konecény. Podobné dostéavame

(20) f (@) dH* (z) = /G (Fl(8)) vol /(1)) dN* (1),

°(G)



pricemz posledni integral je opét koneény. Odtud tedy plyne
/ f(z) dH"(x / Fp(t)) vol ' (t) dN*(t).
»(G)
O
Poznamka. Area formule plati i v pfipadé, kdy je zobrazeni ¢ lokalné lipschitzov-
ské.

konec distan¢ni 11. pfednasky (23.3.2020)

Poznamka. Necht n € N, G je oteviend mnozina v R a ¢: G — R" je prosté
regularni zobrazeni. Potom pro kazdé t € G

(21) vol'(t) = ||¢'(t)]| pro kazdé t € G.

Pro k =1 lze tedy area formuli pfepsat ve tvaru

L o e / Fe@)le' ()] dt,

kde f: ¢(G) — R je borelovska.
20.2. Vektorovy soucin.

Definice. Nechtn € N,n > 2,au’,...,u" ! € R". Vektorovy sou¢inu',... u""!
definujeme predpisem

ul xexut = (det(ei,ul, e ,u”fl))jzl, jelin >3,
a

u'x = (ug, —ul), jelin=2.

Poznamka. Vysledkem vektorového sou¢inu (n — 1)-tice n-rozmérnych vektort je
opét n-rozmérny vektor.

Véta 20.12 (vlastnosti vektorového soucinu). Nechtn € N,n > 2, au',...,u""t €
R™.

(a) Pro kazdé v € R™ plati

(v,ul x - x w1 = det(v,ul, ... u"h).
(b) Vektory ul,...,u""! jsou linedrné zdvislé prdvé tehdy, kdyZ u' x --- x
u" !t =o.
(¢) Pro kazdé i€ {1,...,n — 1} plati (u,ul x -+ x u"~1) = 0.
(d) Plati vol(ul,...,u™ 1) = |lul x -+ x u™~1].

Diikaz. (a) Zvolme v € R™. Potom podle definice skalarniho a vektorového soucinu
a podle znamych principt linearni algebry dostaneme
n n
(w,ul x - xu") = Zvi det(ef,ul, ... ,u"t) = Zdet(viei,ul, coou™h
i=1 i=1
= det(v,u',...,u" ).

(b) =  Tato implikace zfejmé plati.

<  Predpokladejme, 7e u! x - - x u" "1 = 0. Podle (a) je pro kazdé v € R"™ matice

(v,ul,...,u""1) singularni. Odtud plyne, ze u',...,u" "1 jsou linedrn& zavislé.



(¢) Tvrzeni bezprostiedné plyne z (a).

(d) Oznaéme w = u! x --- x "~ L. Jestlize w = o, potom jsou dle (b) u!,... u"~!

linedrné zavislé, a tedy vol(ul,...,u""1) = 0. Piedpokladejme, ze w # o. Potom
podle (c) a (a) plati

wol(ul w12 = det (0975,

ij=1
(w, w) 0 0
0 (u,ul) (ul, a1
_ || 1”2 det 0 u?, ut) (02, 1)
w
0
0 <un71’u1> <un71,un71>
1 - _
= e det((w,u', ..., 0" T (w,ut,...u"h))
= W det(w,u’,... u""1)?
w
1 1 n—1\2
:W<w,u X oo XU >
w
[Jw]*
=l = ]
Tvrzeni tedy plyne z toho, ze vol(u!,...,u"~1) > 0. O

konec distan¢ni 12. pfednasky (26.3.2020)

Poznamky. (a) Vektorovy soudin je podle Véty 20.12(c) kolmy na kazdého ze
svych Einiteli.

(b) Podle Véty 20.12(b) pii liché permutaci ¢initela zméni vektorovy souéin
znaménko a pii sudé zlstane nezménén.

(c) V dimenzi 3 je vektorovym souéin binarni operace. Pro kazda u,v € R? plati

Uz, Uy, v Uy, v
uxv=|det( 2 ), =det{ " '), det| ' !
us, U3 u3, U3 Uz, V2
auxXv=—vXu.

(d) V dimenzi 2 je vektorovy souéin unarni operace (mé jen jednoho ¢initele).

Poznamka. Necht n € N, n > 2, G je oteviend mnozina v R"~! a ¢: G — R" je
prosté regularni zobrazeni. Podle Véty 20.12(d) plati pro kazdé t € G

dy dp
a—tl()x---xatn_1 t H

Pro k = n — 1 lze tedy area formuli pfepsat ve tvaru
(@) an @) = [ Flelt)
»(G) G

kde f: ¢(G) — R je borelovska.

(22) vol @' (t) =

67@ 890 n—1
D20 % x gt o) v

Priklad. Necht r > 0. Spoctéte povrch sféry S(0,7) = {x € R3; ||z|| = r}.



ReSeni. Nasim tkolem je spocitat H2(S(0,7)). Mnozinu S(0, r) zapiSeme jako dis-
junktni sjednoceni S(0,7) = A; U As U A3, kde

Ay ={[0,0,7],[0,0,—r]},

Ay ={z € S(0,7); 22 = 0,21 < 0},

As = S(0,7)\ (A1 U As).

Nejprve pomoci area formule vypocteme H2?(As3). PouZijeme sférické souradnice
0: G- R kde G = (—m,m) x (-%,%) a

r cos(7y) cos(a)
p(a,v) = | reos(vy)sin(a) proa € (—mm)ay e (=%, %)
rsin(7)

Zobrazeni ¢ je prosté a regularni a o(G) = Asz. Spocteme

—rcos(7y) sin(a ) —rsin(y) cos(a)
Iy Iy . .
——(a,y) = | rcos(y)cos(a) |, ——(a,y)= | —rsin(y)sin(a)
Oa 0 Oy rcos(7y)
Tedy
r2 cos(7)? cos(a)
D2 () % () = 2 cos(rsina) |

takze podle (22) plati

vol ¢’ (o, ) = Hgi(a,q/) X gi'j(a,'y)H =r?cos(y) pro kazda (o, ) € G.

Podle area formule dostavame

H? (p(G)) = / 1dH? = / vol ¢’ d\?
»(G) G

/ / 2 cos(v) dy dow = 27r? /2 cos(v) dy = 4mr?.

Zbyva ukazat, ze H2(A; U As) = 0. Mnozina A; ma pouze dva prvky, takze piimo
z definice Hausdorffovy miry plyne, ze H?(A;) = 0. Polozme H = (=%, %) a defi-
nujme 1p: H — R? piedpisem v(t) = (—rcost,0,rsint)”. Potom je H oteviena v R,
¥ je prosté, tiidy C'(H) a plati (-3, 5) = As. Navic ¢/ (t) = (rsin(t), 0,7 cos(t))7,
takze Hw (t)]| = r pro kazdé ¢t € H. Podle (21) plati vol¢/(t) = r pro kazdé
t € (=%, %). Podle area formule obdrzime

m\:l

H (¥(-5.3)) _/w ] W)ld’Hl_/( ] W)volz[;’(t)dt_/z rdt = 7r < co.

[NE]

Podle Véty 20.7 tedy plati H?(Az) = 0. Celkem

HQ(S(O,r)):/ d’H2+/ d?-l2+/ dH? =0+ 0+ 47r? = 4772,
A, Ao As



20.3. Krtivky, plochy a jejich orientace.

Definice. Necht k,n € N,k < n. Rekneme, 7e neprazdna mnozina M C R” je
k-dimenzionalni plocha (kratce k-plocha), jestlize pro kazdé x € M existuje
oteviena mnozina G C RF a regularni homeomorfismus ¢: G — R" takovy, Ze
z € p(@), p(G) C M a p(G) je oteviena v M.

Poznamka. Necht k,n € N,k < n. Jestlize G C RF je oteviend a neprazdna a
¢: G — R" je regularni homeomorfismus, potom je ¢(G) k-plocha, nebot ¢(G) je
oteviend ve ¢(G).

konec distanéni 13. pfednasky (30.3.2020)

Priklad. Dokazte, ze M = {0} x (0,1)? je 2-plocha v R3.

Reseni. Polozme G = (0,1)? a definujme ¢: G — R? predpisem ¢(x) = (0,1, z2).
Potom G je oteviend v R?, ¢ je prosté, t¥idy C'(G) a plati p(G) = M. Déle
plati ¢=(y) = (y2,y3) pro y € M, takze ¢~1: M — G je spojité, a proto je ¢
homeomorfismus. Zvolme z € G. Potom

00
¢a)=1 0
0 1

Tedy pro kazdé = € G plati rank ¢’ (z) = 2, takZe ¢ je regularni homeomorfismus
G na M. Podle vyse uvedené poznamky je M 2-plocha v R3.

Véta 20.13 (o uroviiové mnozing). Necht k,n € N,k < n, H C R" je otevFend a
F: H — R"* je tridy C*(H). Oznaéme M = {x € H; F(z) = o}. Jestlize M # ()
a pro kazdé x € M plati rank F'(x) =n — k, potom je M k-plocha.

Dikaz. Zvolme & € M. Potom rank F'(Z) = n — k, takZe matice F’(Z), ktera je
typu (n — k) x n, obsahuje regularni submatici typu (n — k) x (n — k). Bez 4jmy
na obecnosti pfedpokladejme, ze

OF (= OF, [~
amkil (@) - 393711 (T)
OF,_ (~ OF & /-
MH;( ) e amnk(m)

je regularni. Podle véty o implicitné zadanych funkcich existuji G; € R¥, Gy C
R ¥ oteviené a ¢: G| — Gy t¥idy C1(G) spliwjici 7 € Gy x G a MN (G x Gg) =
graf ¢. Definujme ¢: G; — R" predpisem ¥ (u) = (u,p(u)). Potom v je prosté,
1/)(G1) =Mn (Gl X GQ), ’l/) € Cl(Gl) a

1 0 0
0 1 0
V=] 0 0 L
2L (u) 81 (u)
a n— 8 n—
) Lot (1)



takze rank ¢’ (u) = k pro kazdé u € G1. Tedy 1 je regularni. Navic je ¢p~! restrikce
projekce R™ na R¥ na M N (G x G3). Tedy 1~ je spojité, takze v je regularni
homeomorfismus Gy na M N (G1 x G2). Tvrzeni plyne z toho, ze M N (G x G2) je
oteviend v M a obsahuje . [

Piiklad. Dokazte, Ze sféra S, (o,7) = {x € R™; ||z|| = r} je (n — 1)-plocha.

ReSeni. Polozme H = R" a definujme F: H — R piedpisem F(z) = |jz| — r.
Potom F € C1(H) \ {0} a plati S,(o,7) = {z € H; F(z) = 0}. Dale

1
F'(z) = Wm pro kazdé z € H \ {o},
x
a tedy rank F'(z) = 1 pro kazdé x € S,(o,7). Podle Véty 20.13 je tedy mnoZina
Sn(o,7) (n — 1)-plocha.

Priklad. Necht G = (—5,27) a ¢: G — R? je definovano predpisem

(p(t):{(u), ~5<t<0,

(cost,sint), 0<t < 2m.

Polozme M = ¢(G). Dokazte, Ze ¢ je prosté a regularni na G, ale neni to homeo-
morfismus G na M.

ReSeni. Ziejmé je o prosté a tiidy C'(G). Plati

/ (Oal)a _5<t§0a
@' (t) = .
(—sint,cost), 0<t< 2m,

takze ||¢'(¢)|| = 1 pro kazdé ¢t € G, a proto je ¢ regularni. Polome A = {x €
M;zy > 0}. Potom A je souvisla v M, ale ' (A) = (=5, Z)U (2], 27) neni souvisla
v G. Podle Véty 19.23 tedy ¢! neni spojité, takZe ¢ neni homeomorfismus.
Definice. Necht k,n € R™, k < n, M je k-plochavR", x € M av € R". Rekneme,
ze v je te€ny vektor k M v z, jestlize existuji otevieny interval I, spojité zobrazeni
c: I — M aty € I spliwjici ¢(tg) = z a ¢/ (tg) = v. Mnozina vSech te¢nych vektori
k M v x se nazyva teény prostor k M v x a znacime ji T,,(M).

Véta 20.14 (popis tecného prostoru). Necht k,n € Nk <n, M C R" je k-plocha
ax € M.

(a) Potom T,.(M) je k-dimenziondlni vektorovy podprostor R™.

(b) Necht G C RF je oteviend mnoZina, a € G, p: G — R™ je reguldrni ho-
meomorfismus, t = ¢(a), ¢(G) C M a ¢(G) je oteviend v M. Potom
¢'(a)(R*) = Ty (M).

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne z (b), nebot ¢’(a)(R¥) je linearni podprostor R” dimenze
k.

(b) Dokazeme nejprve ¢'(a)(R¥) C T,(M). Zvolme v € ¢'(a)(R*). K nému
nalezneme u € R¥ takové, 7e ¢’ (a)(u) = v. Nalezneme § > 0 takové, ze B(a,d) C G,
ar > 0 takové, Ze r||u|| < §. Definujme c: (—r,r) — R™ pfedpisem c(t) = p(a+tu).
Potom je ¢ spojité zobrazeni, ¢(0) = z a ¢/(0) = ¢’(a)(u) = v. Tedy v € ¢'(a)(R™).

Nyni dokazeme T, (M) C ¢'(a)(R¥). Zvolme v € T, (M). Potom existuje otevieny
interval I, tg € I a c¢: I — M spojité spliwjici c(tg) = x a /(tg) = v. Protoze



rank ¢’ (a) = k, miZeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze

d d
(@) ... 3E(a)
A= : :
d d
ook(a) ... FEE(a)

je regularni. Oznaéme 7 projekci R” na R¥, definovanou piedpisem
(X1, ) = (T1,...,2%) prox € R™
Potom
(70 9)'(a) = 7'(¢(a)) 0 ¥'(a) = 70 ¥/ (a) = A.
Jest tedy mop € C1(G) a (wop)’(a) je regularni. Podle véty o lokédlnim difeomorfismu
existuje okoli U C G bodu a takové, Ze 7o ¢|y je difeomorfismus. Zobrazeni 7|,
je prosté, nebot zobrazeni 7 o ¢|y je prosté. Oznatme W = c¢~1(o(U)). Protoze
o=t M — R* je spojité a U je oteviena v R¥, je p(U) oteviend v M. Tedy W je
oteviena v R, protoZe c je spojité. Navic tg € W, nebot c(tg) = = ¢(a). Definujme
zobrazeni £: W — G piedpisem £(t) = ¢~ 1(c(t)). Potom c|lw = @ o0&, &(tg) = a a
plati
E(t) =~ o (mlp)) T omlpwy o ct) = (moplu) o (moc)(t) proteW.

Protoze (mog|y)~t € CH(m(¢(U))) a woc je spojité na W, je & spojité na W. Navic
existuje & (to) € R¥, nebot

€ (to) = (o)™ ((mo
=((mop)™)(m
=((mop)™)(m

Oznaéme u = £'(tp). Potom

v =" (to) = (po&) (to) = ¢'(£(t)) (€ (to)) = ¢ (a)(u),
takze v € ¢'(a)(RF). O

konec distanéni 14. pfednasky (2.4.2020)

Definice. Necht n € N, n > 1, M je (n — 1)-plocha v R", © € M a v € R".
Rekneme, 7e v je normalovy vektor k M v z, jestlize v € T,,(M)*. Jestlize navic
llv|| = 1, pak fikime, Ze v je jednotkovy normalovy vektor k M v x.

Poznamka. Necht n € N, n > 1, M je (n — 1)-plocha v R", z € M, G C R"! je
oteviend, a € G, ¢: G — R" je regularni homeomorfismus, p(a) = z, ¢(G) C M a
©(G) je oteviena v M. Potom

a—*"(a)x~~~>< ¢ (a)

l/(,]j‘) — 8.’1;1 an,l
0 0
Igay (@) X -+ X gz = (a)]

je jednotkovy normalovy vektor k M v x. Zobrazeni v je navic spojité na jisté
oteviené mnoziné v M obsahujici x.



Definice. Necht n € N, n > 1, M je (n — 1)-plocha v R™, v: M — R" je spojité
zobrazeni splitujici v(z) € T,(M)1 a |lv(z)|| = 1 pro kazdé z € M. Potom se v
nazyvéa orientace M. Jestlize pro M existuje orientace v, pak fikdme, ze M je
orientovatelna plocha a dvojice (M, v) se nazyva orientovana plocha.

Piiklad. Pro 2-plochu M = {0} x (0,1)? v R? naleznéte néjakou jeji orientaci.
Reseni. Polozme v(z) = (1,0,0), z € M.

Priklad. Necht r > 0. Pro 2-plochu S(o,7) v R? naleznéte n&jakou jeji orientaci.
Reseni. Polozme v(z) = £, z € S(o,7).

Priklad. Mébiova paska je mnozina M C R? spliwjici M = »(G), kde G =
(0,3) xR a ¢: G — R? je definovano predpisem

o

o(r,a) = (cos(a) + 7 cos($) cos(a), sin(a) + rcos(§) sin(a), rsin(§)).
Ukazte, ze M je 2-plocha, ktera neni orientovatelna.

Definice. Necht n € N, n > 1, Q C R" je oteviena, z € H(Q), U je okoli z a

h: U — R. Rekneme, 7e h je rozhrani¢ujici funkce pro Q na U, jestlize h € C*(U),
Vh(z) #0aUNQ={x e U;h(z) <0}.

Véta 20.15 (lokalni popis hranice). Necht n € Nyn > 1, Q C R" je oteviend,
z € H(Q), U je okoli z a h je rozhranicujici funkce pro Q na U. Potom
(a) existuje okoli V.C U bodu z takové, Ze VN H(Q) je (n — 1)-plocha,
(b) va(z) = % je jednotkovy normdlovy vektor v bodé z k' VN H(Q) a
nezdvisi na volbé rozhranicujici funkce h.
Dikaz. Plati h(z) > 0, nebot z ¢ Q. Bod z je prvkem hranice (2, a proto miZzeme
nalézt posloupnost {27} prvki mnozZiny {2, ktera konverguje k z. Pro kazdé j € N
plati h(z?) < 0, a proto dostavame h(z) < 0. Mame tedy h(z) = 0. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme piedpokladat ;Ti:(z) # 0. Pouzijeme v&tu o implicitni funkci.
Funkce h spliuje
o h(z) =0,
e heCHU),
° 987};(2) #0.
Nalezneme okoli W bodu [z1,...,2,-1], okoli H bodu z, a funkci p: W — H
takovou, ze

o V(z1,. .y 2n-1) = Zn,

° peC(W),

o {xr eR™" h(x) =0} N(W x H) = graf ¢,
e WxHCU.

Nyni ovéfime rovnost graf ¢ = H(Q) N (W x H). Inkluze graf ¢ C W x H zfejmé
plati. Vezméme w = (y, p(y)) € graf ¢. Potom w ¢ €, nebot h(w) = 0. Nalezneme
0 > 0 takové, ze h(w + tVh(w)) < h(w) pro kazdé ¢t € (—4,0). Odtud plyne
h(w + tVh(w)) < 0 pro kazdé t € (—6,0), a tedy h(w + tVh(w)) €  pro kazdé
t € (—6,0). Odtud plyne w € H(Q).

Nyni vezméme w € H(Q) N (W x H). Potom plati h(w) < 0, nebot w ¢ Q.
Dale nalezneme posloupnost {w’} prvki mnoziny Q konvergujici k w a splitujici
h(w?) < 0 pro kazdé j € N. Odtud plyne h(w) < 0. Dohromady tedy méame
h(w) = 0, takze w € graf ¢. Tim je rovnost dokazana.



Polozme ¥ (y) = (v, ¢(y)), y € W. Plati
e € CH(W),
o y(W)=grafo=H(Q)N (W x H),
e ranky/'(y)=n—1,ye W,
o v (w) = m(w).
Podle vyse uvedené poznamky dostéavame, ze ¥ (W) je (n — 1)-plocha. Zvolme okoli
V bodu z tak, aby V C W x H. Potom »(W)NV = H(Q) NV je (n — 1)-plocha.

Ortogonalita vq(z). Pro kazdé y € W plati h(y, ¢(y)) = 0. Derivujeme-li funkci
y — h(y, (y)) podle i-té proménné, dostaneme

0 0)) + ) 5

Pro bod z tedy plati Vh(z) € T, (»(W) N V)L

(y) = (Vh(y, o)), ¥’ (y, e(y))(e")) = 0.

Jednoznacnost vo(z) = 0. Predpokladejme, Ze h je rozhrani¢ujici funkce pro €.
Podle piedchoziho je Vh(z) € T,(v(W) N V)+. Dimenze prostoru T, (y(W) N V)
je n—1, a proto ortogonalni doplnek T, (¢(W) N V)+ méa dimenzi rovnou 1. Proto
existuje @ € R takové, ze Vh(z) = aVh(z). Z vySe uvedené poznamky plyne, Ze
a > 0, a proto plati

Vh(z)  Vh(2)

VR || Vh(2)l|

O

Definice. Necht n € N, n > 1,  C R” je oteviena a z € H(Q). Rekneme, 7e z
je regularni bod H(Q), jestlize existuje rozhrani¢ujici funkce pro Q na n&jakém
okoli z. Vektor vg(z) nazyvame vnéjsim jednotkovym normalovym vektorem
k Q v z. Mnozinu vSech regularnich boda hranice Q zna¢ime H., ().

Véta 20.16 (regularni body hranice). Nechtn € Nyn > 1, a Q C R"™ je neprdzdnd
omezend oteviend mnoZina. Jestlize H,(Q2) # 0, potom H.(Q) je (n — 1)-plocha
orientovand normdlovym polem vq.

Priklad (koule). Necht Q = {x € R";||z|| < 1}. Potom S,,(0,1) = H(£2). Zvolme
x € S(o,1). Potom h(x) = ||z|| —1, x € R™, je rozhrani¢ujici funkce pro , Vh(z) =
x a vo(zr) = z. Kazdy bod S, (0,1) je regularni bod H(2).

Priklad (¢tverec). Necht Q = (0,1)? C R?. Hranice  je sjednocenim &ty¥ tsecek
(,,stran*), jejichz relativni vnitiky vzhledem k ) tvori regularni ¢ast hranice. Necht
napiiklad = [1,z2] € {1} x (0,1). Rozhrani¢ujici funkce na (0,2) x (0,1) je
h(z) = x1 — 1. Norméla v bodé = = [1,z2] je vao(z) = e! = [1,0]. Ve vrcholech
Gtverce ) neexistuje vnéjsi normaéla, ale ty tvori 1-nulovou mnozinu.

Priklad (krychle). Hranici krychle Q = (0, 1) tvoif sjednocent Sesti étverci (,,stén*),
jejichz relativni vnitiky vzhledem k 002 tvori regularni ¢ast hranice. Do regularni
¢asti nepatii vrcholy a hrany, ale ty tvofi 2-nulovou mnozinu. Necht napiiklad x €
(0,1) x {0} x (0, 1). Rozhrani¢ujici funkce je h(z) = —x2, z € (0,1) x (—1,1) x (0, 1),

tedy vo(z) = —e? = [0, —1,0] pro takové .



20.4. Gaussova, Greenova a Stokesova véta.

Definice. Necht n € N, n > 1, M C R" je (n— 1)-plocha orientovana normélovym
polem v a f: M — R"™. Tok vektorového pole f orientovanou plochou (M, v)
definujeme predpisem

/ () v (w)) M (y),
M

pokud integral konverguje.

Definice. Necht n € N, n > 1, U C R" je otevfend mnozina, f: U — R", f €
CY(U). Divergence f je definovana predpisem

— 0fi

div f(z) = D,

(r) prozxzeU.

i=1
Véta 20.17 (Gaussova véta o divergenci). Nechtn € N;n > 1, Q C R™ je omezend
oteviend neprdzdnd mnoZina, H" 1 (H(Q)) < oo, H" 1 (H(Q) \ H.(Q)) =0, G C
R" je otevrend, Q C G, f: G — R"™ a f € CY(G). Potom

/ (F),valy)) M (y) = / div f(x) d\" ().
H(Q) Q
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Definice. Necht n € Nyn > 1, M C R™ je 1-plocha. Orientaci M rozumime
spojité zobrazeni 7: M — R™ takové, ze 7(x) € T,(M) a ||7(z)|| = 1 pro kazdé
reM.

Definice. Necht n € N;n > 1, a,b € R, a < b a c: [a,b] = R". Rekneme, Ze c je
krivka, jestlize je spojité. Rekneme, Ze c je po Castech regularni, jestlize existuje
déleni {t;}™ , intervalu [a, b] takové, Ze pro kazdé i = 1,...,m plati c € C1([t;_1,t])
a pro kazdé t € [a,b]\ {to,...,tm} plati ¢(t) # 0. Rekneme, 7e ¢ je jednoducha a
uzavicena kiivka, jestlize je to kiivka a navic c|j) je prosté a c(a) = c(b).

Véta 20.18 (Jordan). Necht c: [a,b] — R? je jednoduchd uzaviend kiivka. Po-
tom existuji disjunktni oteviené souvislé mnozZiny Intc a Extc takové, Ze Intc
je omezend a Extc je neomezend a R? = Intc U Extc U c([a,b]). Navic plati
H(Intc) = H(Extc) = ¢([a, b]).

Véta 20.19 (regularni body kiivky). Necht c: [a,b] — R? je po éstech reguldrni
jednoduchd uzaviend kiivka. Potom viechny body mnoZiny H(Intc) aZ na konecné
mnoho jsou regquldrnimi body H (Int c).

Diikaz. Necht x € H(Int ¢) je takovy bod, Ze existuje § > 0 a tg € (a,b) takové, ze
c(tg) = z, ¢ je spojité na (to—d,to+9) a ¢'(tg) # 0. Takovy je kazdy bod z H (Int ¢)
vyjma kone¢né mnoha bodi, nebot podle Jordanovy véty mame H (Int ¢) = ¢([a, b))
a ¢ je po ¢astech regularni. Pro nase z miZeme bez (ijmy na obecnosti predpokladat,
ze ¢ (to) # 0. Potom existuje okoli U C (to — d,%p + d) bodu to takové, ze c1 je
difeomorfismus na U. Ozna¢me V = ¢;(U). Polozme 9(z) = cz 0 ¢; *(2),2 € V.
Potom pro kazdé z € V existuje t € U takové, Ze ¢1(t) = z. pak mame [z,9(z)] =



[c1(t), ca 0 et (er(t)] = [e1(t), ca(t)] = c(t). Mame tedy grafvy C c(U). Prot € U
pak méame
c(t) = [er(t), c2(t)] = [ea(t) ez 0 e (ea (1)) = [ea(t), D(ea (1))] € graf .
—— ~——
ev ev
Mame tedy graf ¢ = ¢(U). Mnozina F = [a,b]\ U je kompaktni a neprazdna, a tedy
¢(F) je kompaktni. Plati « ¢ ¢(F') diky jednoduchosti a uzavienosti c. Mnozina ¢(F)

mé tedy od bodu z = ¢(tg) kladnou vzdélenost. Existuji tudiz okoli W bodu ¢ (o)
a okoli W bodu ca(tg) takova, ze (W x F) Ne(F) = 0. Plati tedy

(W x H)nc(la,b]) = (W x H)yNe(U) = (W x H) Ngraf 1.
Mnozina P = {[z,y] € W x H;y < ¢(z)} je oteviena a souvisla. Souvislost vyplyva

z k¥ivkové souvislosti. Podobné mnozina N = {[z,y] € W x H;y > ¥(x)} je
oteviena a souvisla. Ponévadz

(23) H(Intc) = H(Extc¢) = ¢([a, b]),
mame PN (IntcUExtc) # @ a NN (IntcUExtc) # (. Souvislost P implikuje, ze

plati bud P C Int ¢ nebo P C Extc. Podobné plati bud N C Intc nebo N C Extec.
Z (23) pak plyne, ze plati bud

(24) P ClIntca N C Exte,
nebo
(25) P CExtca N ClIntec.

Piedpokladejme, Ze nastane p¥ipad (24). Potom polozme
h(u,v) = —=Y(u) +v, [u,v] € W x H.
Plati h € CY(W x H), Vh(u,v) = (—¢'(u),1) #0 a
{lu,v] € W x H;h(u,v) <0} = P=Inten (W x H).
Pokud nastane piipad (25), pak postupujeme obdobné. O

Definice. (a) Necht U C R? je oteviena, f: U — R? f € C}(U) ax € U. Rotace

f je definovana predpisem

_9f2 of1

=gy h
0331 8332
(b) Necht U C R? je oteviena, f: U — R3, f € C1(U) a x € U. Rotace f je

definovana predpisem

curl f(w) = (55 (2) = 32 (), §2 (0) = 52(2), 42(2) — 52 (2)) prozeU.

Poznamka. (a) Jako mnemotechnickd pomicka pro zapamatovani definice rotace
v R3 miize slouzit nasledujici diagram, kterému nebudeme déavat piesny formalni
smysl:

curl f(x) (x) prozeU.

el £ bil
cul f=Vx f=1|e2 3= fa.

s b
eTsf?a

Q)

(S
(o

N

Q)

(b) Pokud bychom vektorové pole f z pfedchozi definice chépali jako popis proudéni
kapaliny, kde f(z) urcuje vektor rychlosti proudéni v bodé z, potom curl f(z) uréuje



osu otaceni velmi malé kulicky uchycené v bodé x, pfi¢emz thlova rychlost otaceni
je rovna poloviné velikosti vektoru curl f(z).

Véta 20.20 (Green). Necht Q C R? je omezend oteviend neprdzdnd mnoZina,
HY(H(Q) < oo, H (H(Q)\ H(Q)) =0, GCR?, QCG, f: G- R?, fel(q).
Pro x € H,(Q) poloime 1q(y) = —(va(y)x). Potom

| () malm) dni ) = [ cul @) ¥0).
H(Q) Q
Diikaz. Definujme h: D(f) — R? predpisem h(x) = (f2(z), —f1(x)). Potom

(h(y),va(y)) = (f(y), 7aly)) proy e

div h(z) = curl f(z) proxz € Q.

Tvrzeni tedy plyne z Gaussovy véty.

O

Poznamka. Vektor 7o(y) z predchozi véty vznikne otocenim vektoru vo(y) o 5

proti sméru hodinovych rucicek.

Definice. Necht c: [a,b] — R"™ je po ¢astech regularni kiivka.

(a) Necht ¢g: R® — R. Kfivkovy integral prvniho druhu fcgds definujeme
predpisem

b
| sten i
pokud tento integral konverguje.
(b) Necht f: R® — R". Kfivkovy integral druhého druhu fc f + dc definujeme
predpisem

b
/ (F(elt)), () dt,

pokud tento integral konverguje.

Véta 20.21 (Greenova—Jordanova). Necht a,b € R, a < b, c: [a,b] — R? je po
cdastech reguldrni jednoduchd uzaviend kiivka, G C R? je oteviend, Intc C G,
f:G—=R?qafeCHG). Ozmacme Q = Inte. Jestlize existuje t € [a,b] takové, Ze
det(va(c(t)),d (t)) > 0, potom plati

/f~ dc:/lt‘curlf(;v)d)?(m).

Poznamka. Podminka existence ¢ € [a,b] takového, Ze det(vq(c(t)),c(t)) > 0
urc¢uje kladny (= proti sméru hodinovych rudicek) smér obihani.
Cist dikazu Véty 20.21. Lze dokazat, ze plati det(vo(c(t)), (1)) > 0 v kazdém
bodé ¢ € [a, b], kde ¢/(t) # 0. Podle Véty 20.19 a Véty 20.20 plati
| W m@) e = [ ewl fo) ).
H(Q) Q

kde 1o (y) = —(va(y) x). Vime totiz, ze plati

o () je oteviena a omezend (Véta 20.18),

e H'(H(Q)) = f: I’ ()] dt < oo diky tomu, Ze ¢ je po ¢astech regularni,

o HY(H()\ H.()) =0, nebot H() \ H.(2) je konetna podle Véty 20.19.



Podle area formule (Véta 20.11) plati
b

oy 0o @ @) = [ (el Il

a

Necht ¢/(t) # 0. Potom Tq(c(t)) = HZ:% nebo Tq(c(t)) = —”Z:%. Podle piedpo-
kladu a Véty 20.12(a) plati

0 > det[c'(t), va(c(t))] = (¢'(t), xva(c(t)))

= —((t), Talc(t))) = —<c’(t),i (t) >

Odtud plyne, ze Tq(c(t)) = HZ:% Potom

b b
[ sty mteon - @l = [ e cwyde= [ 5 ae
Tim je véta dokizana. (Il

Definice. Necht G C R? je 2-plocha orientovana normélovym polem v, Q C G je
oteviena v G, Q\ Q C G a z € H(Q), kde H%(Q) oznacuje hranici  vzhledem
k G. Rekneme, 7e z je regularni bod hranice © vzhledem ke G, jestlize existuje
okoli U bodu z a funkce h: U — R t¥idy C' takova, Ze v(z) x Vh(z) # o a {z €
GNU;h(z) < 0} = QN U. Mnozinu vSech regularnich bodi Q vzhledem ke G
zna¢ime HE(Q). Potom definujeme
o (2) = v(z) x Vh(z)
[v(2) x Vha(z)|
Véta 20.22 (lokalni popis k¥ivky). Necht G, v a 2 jsou jako v pFedchozi definici.
Jestlize je HE (Q) neprdzdnd, potom je to 1-plocha v R? a Ta,v je jeji orientace.
Vé&ta 20.23 (Stokes). Necht G, v a Q) jsou jako v piedchozi definici, Q je omezend,
HY(HE(Q)) < oo, HY(HE(Q)\ HE(Q)) =0, H C R3 je oteviend, Q C H, f: H —
R? a f € C'(H). Potom

/ (f(y),mau(y) dH' (y) = / (curl f(z), v(x)) dH*(z).
HEG(Q) Q

pro z € HE(Q).

Definice.

(a) Necht k,n € N,k < n, G C R* je oteviena, ®: G — R, ® € CY(G) a
g: ®(G) — R. Plodny integral prvniho druhu fq)gdS definujeme pied-
pisem

/ g(®(t)) vol @' (¢) dt,
G
pokud tento integral konverguje.

(b) Necht n € N, G C R"! je oteviena, ®: G — R", ® € C1(G) a f: ®(G) — R™.

Plosny integral druhého druhu | o f + d® definujeme predpisem

@) G0 x )

pokud tento integral konverguje.
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20.5. Hlavni véta teorie pole.
Véta 20.24 (véta o potencialu). Nechtn € N, n > 1, Q C R" je oteviend, a,b € R,
a<b,c:la,b — Q je po cistech reqularni kiivka, u: Q — R a u € C1(U). Potom

w(e(b)) — u(c(a)) = / V- de.
c
Diikaz. Diky predpokladu, Ze ¢ je po ¢astech regularni, a hladkosti u plati

b b
(uoc)(b) — (uoc)(a) = / (woc)(t)dt = / Z 88; (c(t))ci(t) dt
a a =1 "

:/ab<vu(c(t)),c'(t)>dt=/Cvu.dc.
O

Definice. Necht n € N, n > 1, a U C R™. Rekneme, Ze U je hvézdicovita, jestlize
existuje a € U takové, 7ze pro kazdé x € U plati {a+t(x—a);t € [0,1]} C U. Potom
se a nazyva stied hvézdicovitosti U.

Definice. Necht n € N, n > 1, Q C R®, f: Q — R" a u: Q — R. Rekneme, %e u
je potencial f na Q, jestlize pro kazdé x € Q plati Vu(x) = f(z). Vektorové pole,
které ma potencial, nazyvame potencialni.
Véta 20.25 (hlavni véta teorie pole). Necht n € N, n > 1, Q C R" je oteviend
mnozina a f: Q — R™ je spojité. Uvazujme ndsledujict vyroky:

(i) Vektorové pole f je potencidlni.

(ii) Pro kazdé po édstech reguldrni krivky c;: [a,b] — Q,i € {1,2}, spliugict

c1(a) = ca(a) a c1(b) = co(b) plati fq f-de = ch f - dcs.

(i) Pro kazdé i,j € {1,...,n} a x € Q plati %(3&) = %(m)
Potom plati:

(a) Vyrok (i) je ekvivalentni s vgrokem (ii).

(b) Je-li f tridy C' a plati vijrok (i), pak plati vyrok (iii).

(c) Je-li f tridy Ct, Q je hvézdicovitd a plati vijrok (iii), pak plati vijrok (i).
Diikaz. (a) (i) = (ii) Tato implikace plyne z Véty 20.24.

(ii) = (i) Bez Gjmy na obecnosti muZeme piedpokladat, Ze Q) je neprazdna. Uva-
zujme komponentu W mnoziny ). Potom W je oteviend v R™. Zvolme a € W.
Dokazeme, Ze pro kazdé x € W existuje po ¢astech regularni kiivka v, : [0,1] = W
takova, ze 1¥,(0) = a a ¢, (1) = z. Polozme

G = {x € W;existuje po Castech regularni kiivka ¢: [0,1] — W, 4(0) = a,¥(1) = z}.

Ukézeme, ze G je oteviend mnozina. Zvolme z € G. K nému nalezneme piislusné
. Déle nalezneme r > 0 takové, ze B(z,r) C W. Zvolme y € B(z, ). Polozme

B wx(2t)’ te[ ]a
wy(t) - {$+ (y—x)(Qt— 17) le [%7 ]

Potom je 1, je po ¢astech regularni, 1, ([0,1]) C W diky konvexité B(z,r), 1, (0) =
a, Py(1) = y. Plati tedy y € W, takze B(z,r) C W, a tedy G je oteviena.

j==)
— N



Dale ukaZzeme, Ze G je uzaviena v W. M&jme posloupnost {x,} prvki G konver-
gujici k € W. Nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C W. Potom nalezneme m € N
takové, ze x,, € B(z,r). Polozme

Potom 1, je po &astech regularni, ¥,([0,1]) C W diky konvexité B(x,r), 1, (0) = a,
Y(1) = .

MnoZina G je neprazdnd, nebot zfejmé existuje r > 0 spliwujici B(a,r) C G.
Mnozina W je souvisla, a proto G = W. Tim je pomocné tvrzeni dokizéano.
Pro x € W polozme u(z) = fw [+ di, kde v je po Gastech regularni kiivka, ¢(0) = a,
(1) = z. Definice je korektni podle pravé dokédzaného pomocného tvrzeni a (ii).
Zvolme i € {1,...,n} a © € W. Nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C W. Pro
t € (—r,r) plati

(o +te) —ula) = [ £+ v

kde v(s) = x + ste’. Potom

et =) 2 ) ) ds = |t syas

t

t Jo
1 1 A
= /0 fi(v(s))ds = /0 filx + ste*) ds,

a tedy

L 1
3651 () :}E%/O fi(x+stei)ds:/0 fi(z)ds = fi(x).

Odtud plyne u € C*(W) a Vu = f.

(b) Plyne z véty o zaméné derivaci.

(¢) Bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat, Ze pro kazdé x € Q a kazdé
t € [0,1] plati tx € Q. Polozme

u(x)=/¢ Feodb, u(t) =tz, te0,1].

Pocitejme
ou o [t 2 [T
7= gz [, V= g 13 penia
1 n 6f]
:/0 (fi(tx)+;ami(tx)~txj)dt.
Dale plati
1 d 1 n afz
fi(z):/o £ (1) dt:/o (fi(tx)+t;8m(tx)-xj)dt.
Méame tedy Vu = f. O

Priklad. UkaZte, ze mnozina P = {z € R?;z # 0} neni hvézdicovita a naleznéte
vektorové pole na P, které ma nulovou rotaci, ale neni potencialni.



ReSeni. Nejznamé&jsim piikladem je pole
_(Z*2 ﬂ)
f(x) - ( ‘$|2 ’ |[L'|2 .
Lokalné se potencialy k f nalézt daji, nap¥iklad u(z1,x2) = arctg(x2/z1) na mno-
7ingé {r € R%; 1 > 0}.

konec distanéni 17. pfednasky (16.4.2020)

21. CISELNE RADY II
21.1. Pferovnavani rad.

Definice. Necht a € R. Potom kladnou &asti ¢isla a rozumime &islo at =
max{a,0}. Podobné zapornou &asti ¢isla a rozumime ¢islo a~ = max{—a,0}. Je-li
f: M — R, kde M je libovoln& mnozina, pak obdobné definujeme kladnou a za-
pornou ¢ast funkce f predpisy f1(z) = max{f(z),0} a f~ (z) = max{—f(x),0}.

Poznamky. Necht a € R. Potom plati
e 0<at,a” <|al,
ea=at—a",

o lal=a"+a".

konec distanéni 18. pfednasky (20.4.2020)

Definice. Necht " | a, je fada. Je-lim: N — N bijekce, nazveme fadu Y7 | ar(n)
prerovnanim rady Y o | an.

Vé&ta 21.1 (prerovnani absolutné konvergentni fady). Necht Fada Y .. | a, ab-

solutné konverguje a m: N — N je bijekce. Potom prerovnand Fada Y .., Qr(n)
absolutneé konverguje a plati -7 | an =Y 0" | Gr(n)-

Diikaz. Zvolme m € N. K nému nalezneme n € N takové, ze
{1,....m}yc {=7*(1),..., 7 *(n)}.

Mame tedy {m(1),...,7(m)} C {1,...,n}. Potom plati

m n

Z |ar(p] < Z lai| < Z la;|.
Jj=1 i=1 i=1

Odtud plyne, Ze fada Z;’il lax(;)| konverguje, a tedy fada Z;’il ar(;) konverguje
absolutné.
Pro dikaz druhé ¢ésti tvrzeni ozna¢me

Sp=a1+ -+ an, tn:aﬂ(1)+"'+aﬂ(n)a TLGN,
s = lim s,, t = lim t,.
n—oo n—0o0

Potom s a t jsou dobfe definovana realna ¢isla, nebot fady Z;o=1 ap & fozl e (n)
absolutné konverguji, a tedy i konverguji. Zvolme £ > 0. Nalezneme m € N takové,
ze

[o ] o0

(26) > lal<e a > langl <=

1=m-+1 j=m+1



Dale nalezneme n,j € N takova, ze

{1,...,m} c {z71(1),..., 7" (n)},
{1,....m} c {=(1),....7(4)}
Polozme k = max{j,n}. Potom k > n a
(27) {r(1),....,7(m)} C {1,...,k},
(28) {1,...,m} c{x(1),...,n(k)}.
Zvolme libovolné p € N, p > k. Oznacéme
A={1....p}\{=(1),..., ()},
B={x(1),...,7(p)}\{1,...,p}

Pak podle (28) mame A C {i € N;i > m} a podle (27) je B C {n(j);j € N,j > m}.
Tedy

P P
|sp — tp| = ‘Za - Zam)‘ = ‘Z @i — Zam)‘ <D lail+ ) Jangy)]
i=1 j=1 icA j€B icA jeB
o0 o0
< D il Y Janp] < 2=
1=m-+1 Jj=m+1
Ukazali jsme, ze plati s —t = limp_,00(sp —tp) =0, a tedy s = ¢. O

Predchéazejici véta Tika, ze prerovnani absolutné konvergentni fady neméni jeji
soucet. Pro neabsolutné konvergentni fady v8ak toto tvrzeni neplati. Nejprve uka-
zeme piiklad fady a jejiho prerovnani s rozdilnymi soucty.

Priklad. Uvazujme fadu

1 1 n 1 1 n 1 1
1 1 2 2 3 3
Dokazte, ze existuje prerovnani této fady, které mé jiny soucet nez pivodni fada.

Regeni. Zadanou fadu prepiSeme ve tvaru Zflozl an, kde ag,_1 = %, Aop = —%,
n € N. Pro ¢astecné soucty této fady plati s, = % a Sso, = 0, n € N. Odtu

plyne, Ze lims,, = 0, takze > -, a,, = 0. PoloZme

4k — 3, jestlizen=3k —2, k € N,
w(n) =494k —1, jestliZen=3k—1,keN,
2k, jestlize n = 3k, k € N.

Potom plati

Ar(3k—2) = % —1’ Ar(3k—1) = %’

a tedy



Oznacme n-ty ¢asteény soucet prerovnané fady symbolem o,,. Potom plati

n n

1

(29) O3n = Z(aw(smz) + Gr(3k—1) + Gn(3k)) = Z 2k —1)2k’
k=1 k=1
1
(30) O3n+1 = O3 + 1
1 1
(31) O3n+2 = 03y, +

a1l oy

Protoze pro kazdé k € N plati m < 1%2’ je fada Zzozl m konvergentni
podle srovnavaciho kritéria. Jeji soucet je kladny, nebot ¢leny fady jsou kladné.
Podle (29) tedy plati vztah lim,, . 03, = s € (0,00). Nyni snadno podle (30) a
(31) dostavame, Ze plati také lim, o0 03n41 = limy, o0 03p42 = 5. Tedy limo,, = s.
Soucet prerovnané fady je s, takze se lisi od souétu piuvodni fady.

Nésledujici véta ukazuje, ze chovani fady a jejiho pferovnani popsané v predchéa-
zejicim pfikladu je pro neabsolutné konvergentni fady typické.

Vé&ta 21.2 (Riemann). Necht ada ) -, a, konverguje neabsolutné a necht s € R*.
Pak existuje prerovndni této fady se souctem s.

21.2. Soudin rad.

Definice. Mé&jme fady > >~ an a Y. by, Jejich Cauchyovym sou¢inem ro-
zumime Fadu Y, ¢, jejiz ¢leny jsou definovény predpisem

k
cr = Zakﬂﬂ'bia k e N.
i=1

Véta 21.3 (Mertens). Necht rada > -, a,, absolutné konverguje a Yada > -_ by,
konverguje. Pak jejich Cauchyiv soucin je konvergentni Tada, jejiz soucet je roven

(Ziozl an) - (nyﬁ:l bm)-

Diikaz. Pro k € N oznac¢me

k 00 o]
Ak:ZaJ—, A:Zaja A:Z|aj|a
J=1 j=1 j=1

k 00
Bk:ij, B:ij, By = By — B,
j=1 j=1

k k
cp = E apy1—ibs, Cy = g Cj-
i=1 =1



Pro k € N plati

Cr = (a1b1) + (a1ba + agbr) + - -+ + (a1bg + - - - + agbr)
=ai1(by+---+by) Fag(br+ - +bp—1) + - +arb
=a1By +asBx_1+ -+ apB;
= a1(B + Bk) + az2(B + Br—1) + - + ax(B + fr)

(82) = (a1 + - +ax)B + (a1fy + azBr—s + - + axf)
= ApB + (a1, + a2Bk—1 + - - + arfr)
k
= ApB + Zakﬂﬂﬂj-
=1

Pro k € N ozna¢me déle v, = Zle ar+1—;5;. Nyni ukdzeme, Ze plati lim~y;, = 0.
Zvolme € > 0. K nému nalezneme ko € N takové, Ze pro kazdé k € N, k > kg, plati
|Bk| < €, nebot Y_>°_, by, je konvergentni. Pak pro k € N, k > ko, mame

ko k
> arti-ib; Y. akti-ib;
j=1

j=ko+1
ko k
D anti B+ Y larigl 18]
j=1

j=ko+1

+

k
el = D arsr1-8| <
i=1

IN

k

ko
> anpiiBil e Y lariil
=1

j=ko+1

IN

ko
< Z agt1-505| +A.
=1

Potom lima, = 0 (nutna podminka konvergence fady), a tedy podle véty o limité
vybrané posloupnosti také pro kazdé j € {1,...,ko} plati limy_,o ary1—; = 0.
Odtud plyne

(34) liI{.loZakJrl,jﬁj =0.

Diky (33) a (34) tedy plati limsup |yx| < 4. Odtud plyne, Ze limsup |y;| = 0, a
tedy lim |yg| = 0. Tedy lim~, = 0.
Limitnim pFechodem v (32) pak dostavame z véty o aritmetice limit rovnost

ch = lim Cy = lim (AkB + ’yk) = AB.
k—o0 k—o0
k=1
Tim je dikaz dokoncen. O

Disledek. Cauchyiv soucin dvou absolutné konvergentnich tad je absolutné kon-
vergentni.



Diikaz. Podle Mertensovy véty (Véta 21.3) je Cauchyiiv soutin fad Y .o |a;| a
> 0521 |bj] konvergentni fada. Pro Cauchytv souéin fad Y77° ) a; a 377, b; tak plati

00 k 00 k
Z Zak-i-l—ibi < Z (Z |ag+1—i] |bz|> < 00.
k=1 \i=1

k=1]i=1
Odtud plyne, ze Cauchyiiv soucin fad Y -, a; a Z;’il b; absolutné konverguje. [

Predpoklad pouhé konvergence obou fad ve Vété 21.3 ke konvergenci jejich Cau-
chyova sou¢inu nestaci, jak vyplyva z nasledujictho prikladu.

Piiklad. Necht a,, = (?/1%“’ n € N. Dokazte, fada > -, a,, konverguje, ale Cau-

chyiiv soucin fady Y ., a, se stejnou fadou Y -, a,, nekonverguje.

ResSeni. Konvergence fady vyplyva z Leibnizova kritéria. éleny odpovidajictho
Cauchyova sou¢inu maji pro k € N tvar

k

_ _1\k i 1 _ ii

kHZ\/ E+1—14)

Podle AG-nerovnosti dostaneme odhad
(k+1—d)+i k+1

(k+1—1i)3i < 5 =5 keN, ie{l,... k}.

Potom pro kazdé k € N plati
2k

k
|k|72«/7k+71—z ; +1 k+ 1

Tedy neplati limy_,« ¢t = 0. Odtud plyne, Ze Cauchytv soucin Y ;- ; ¢, nekonver-
guje, nebot neni splnéna nutné podminka konvergence rady.

Cauchytiv sou¢in dvou konvergentnich fad tedy nemusi konvergovat. Nicméné
plati nésledujici véta.

Véta 21.4 (Abelova véta o Cauchyové soucinu). Necht' Y " a, a Y oo_; by, jsou
konvergentni fady, jejichZ Cauchyiv soucin konverguje. Pak plati

0o k 0o [’}

z(z b) - (z ) - (z b)

k=1 “i=1 n=1 m=1
Diikaz. Polozme f(z) = Y07 a,z™ a g(z) = Y.~ b,z™. Obé tyto fady maji
polomér konvergence vétsi nebo roven jedné, nebot &selné fady Y - an ay .o by
jsou podle predpokladu konvergentni. Odtud vyplyvé, Ze obé fady jsou absolutné
konvergentni pro kazdé x € (—1,1). Podle Mertensovy véty (Véta 21.3) tedy pro
kazdé = € [0, 1) plati

[eS) k
f(x)g(x) = Z(Z ak+1—ixk+1 Zb -T = Z Zak+1—ibi)$k+1.
i 1



7 Abelovy véty pro mocninné fady pak plyne

oo oo oo k
Tligl, f(m)g(x) = Z (¢2%) Z bn = Z(Z ak+i71bi)~
n=1 n=1 n=1 i=1

konec distanéni 19. pfednasky (23.4.2020)

21.3. Zobecnéné tfady. Necht [ je mnoZina a pro kazdé o € I je dano realné
¢islo 4. Je-li I konecnd, pak je soucet ) ., ¥, dobfe definovan. V tomto od-
dilu ukézeme, Ze soucet ) ;%o lze v jistych ptipadech definovat i pro I neko-
neénou, pfi¢emz nékteré vlastnosti obvyklé pro soucet kone¢né mnoha éisel zi-
stanou v platnosti. Pfistup pouzity v tomto oddilu je odlisny od zpisobu, jakym
jsme definovali soucet nekonecné fady > 7 ay. V definici soudtu > 7 | a, jsme
totiz podstatnym zptisobem vyuzili usporadani s¢itanych ¢lent, zatimco pro defi-
nici souctu ) ;oo za4dné uspofddani k dispozici nemame. Prikladem takového
souctu je Z(n,m)ENXN Z(n,m)-

Znac&eni. Necht I je mnozina. Potom symbolem F(I) ozna¢ime mnozinu vsech
kone¢nych podmnozin 1.

Definice. Necht I je mnozina a pro kazdé a € I je x4 realné ¢islo. Symbol 3 o ; x4
nazyvame zobecnénou fadou. Prvek x € R* nazveme sou¢tem ) _; 7, jestlize

Ve >03F € FI)VF' € F(I),F' > F: Y w4 € B(w,2).

a€F’

V takovém pifpadé piSeme ) ., ¥o = z afikdme, Ze ) _; ¥, ma soucet. Je-lix €
R, je > ,c; Ta konvergentni. Pokud neni zobecnéna fada konvergentni, fikame,
ze je divergentni. Jestlize je ) ;[2o| konvergentni, pak fikdme, Ze ) ;2 je
absolutné konvergentni.

acl

Véta 21.5 (jednoznacnost souctu zobecnéné fady). Rada 3
jeden soucet.

wel Ta Md nejuyse

Diikaz. Piedpokladejme, Ze dvé rizna ¢isla x,y € R* jsou souctem fady ) . Ta-
Zvolme ¢ > 0 takové, ze B(x,e) N B(y,<) = 0. K nému nalezneme koneéné mnoziny
F1, F5 C I splhwjici

VF € F(I),F > Fi: Y x4 € B(x,¢),
a€cF

VF e F(I),F D Fy: Zxa € B(y,e).
ack

Pak pro kone¢nou mnozinu Fiy U Fy plati
Z T € B(z,e) N B(y,e) =0,
a€F1UFy

COZ je spor. O



Poznamka. Symbol ) .,z znaci jednak zobecnénou fadu, jednak soucet této
fady, pokud existuje. Symbol } ;7. mizeme tedy pouzivat k oznaceni prvku z
R* az po ovéfeni, Ze prislusné Fada konverguje. S podobnou dvojzna¢nosti jsme se
jiz setkali u nekonecénych fad.

Poznamka. Je-li indexova mnozina I koneéna, pak je soucet zobecnéné fady 3 .,
roven obvyklému souc¢tu. Vskutku, je-li ¢ > 0, pak muZzeme polozit F = I. Potom
pro kazdou F’ € F(I) spliwjici ' D F plati F' = 1. Tedy Y Ta = D 0cs Ta €
B(Eael To, 5). Pokud I = (), pak klademe Zael z, = 0. Ve shodé s touto imluvou
plati pravé uvedena ivaha o zobecnéném souctu i v piipadé, kdy je I prazdna mno-
Zina.

Véta 21.6 (linearita zobecnéného souctu). Necht Tady D, c;Ta @ Y ciYa maji
soucet. Je-li definovdn vjrazy " i Taty ocr Yo, pak md i zobecnénd Fada Y (o

Yo) Soulet a plati
Y @at+Ya) =D Tat Y Vo

acl acl acl
Je-li c € R a vyraz ¢y
soucet a plati

Zo je definovdn, pak md i zobecnénd Tada

g cxa:cg Tq-

acl acl

1 CTq

ael ac

Diikaz. Oznatme x = ;%o &y = D s Ya- Dikaz prvniho tvrzeni provedeme
pouze pro piipad, kdy x,y € R, v ostatnich ptipadech lze tvrzeni dokazat obdobné.
Zvolme € > 0. K nému nalezneme kone¢né mnoziny Fi, Fy C I takové, ze plati

VF] € F(I),F] D Fy: Zxafx <f
acF|

VFy € F(I),F3 D Fa: | Y yo —y|<
a€EF}

Polozme F = FyUF;. Pro kazdou koneénou mnozinu F’ C I obsahujici F' dostavame

Zma—x Zya—y <e

aclF’ acF’

acF’

Odtud plyne tvrzeni.

Dokazeme druhé tvrzeni, a to pouze v pfipadé, kdy = € R. Jestlize ¢ = 0, pak
je tvrzeni ziejmé. Predpokladejme Ze ¢ # 0. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme konecnou
mnozinu F' C I takovou, Ze plati

F'eF(I),F'OF: | wzo—ua <=
Pro kazdou mnozinu F’ € F(I), F' D F, pak mame
€
Zcza—cx = || Zwa—m <|C|H €

aeF’! a€eF’

Plati tedy rovnost ) ., cro = cx.



Véta 21.7 (vlastnosti zobecnéného souctu). Pro zobecnénou fadu ) ;o plati
ndsledugjict tvrzend.
(a) Jsou-li cisla xo, a € I, nezdpornd, pak ., To md soucet a plati

(35) Zxa:sup{Zxa;Fe]:(I)}.
acl a€cF
(b) Zobecnéné fady - o |Tal, Yoner T, Y aer o magi vidy soucet a plati
(36) Slwal =D al + > ag.
acl ael ael

(c) Zobecnénd fada ), ;o md soucet prdavé tehdy, kdyz je definovdn vyjraz
Yowcr TE = Y ner To- V tomto piipadé pak plati

(37) Zxazz:xi—z:x;.

acl acl acl

Diikaz. (a) Necht x4, a € I, jsou nezaporna &isla. Oznaéme

5= Sup{z za; F € ]—'(I)}.

a€EF
Ukazeme, Ze plati ) ;x4 = s. Nejprve si poviimneme, ze plati
(38) VE € F(I): Y aa<s.
aEF

Meéjme nyni dano libovolné s’ < s. Z definice suprema nalezneme kone¢nou mnozinu
F C I takovou, Ze > Zo > s'. Pak pro libovolnou koneénou mnozinu F’ C I

obsahujici F' plati
Z Ty > Z T > S
a€cF’ acF

acF

Odtud a z (38) jiz snadno dostaneme rovnost » ;oo = s.

(b) Diky (a) maji zobecnéné fady Y o/ Tal, D per T Yoaer Lo VZdy soucet.
Rovnost (36) plyne z Véty 21.6(a), nebot |zq| = z} + z7 a soucet > ., zd +
> aci Ty je definovan.

+
acl Ta @

(c) Polozme P = {a € I;zo > 0}, M = {a € L;zo < 0}, p = >
m =) ;s DokdZzeme nejprve, Ze plati

(39) p:Zxa a m:—Zxa.

acP aceM

Ziejmé plati rovnosti

(40) {Zx;r;Fe]-"(I)}:{Zma;Fe]:(P)},

T S



a tedy mame

» al = sup{z zhi Fe J—'(I)}

a€el a€F
= sup{ Z Toi F' € f(P)} (podle (40))
acF
= Z Loy
a€EP
—Zx; = —sup{z x; F e .7:(1)}
acl acF

= —sup{— Z To F € f(M)} (podle (41))

acF

= inf{z T F € ]—'(M)}

aEF

-3

aeEM

= Nejprve dokizeme, ze rozdil p — m je dobfe definovan. Pro spor predpokla-
dejme, Ze tomu tak neni, tj. p = m = oco. Necht F' C I je kone¢na. Z (39) plyne

sup{z To;G € ]-'(P\F)} = o0,

aeG

a tedy existuje konefna mnozina Gy C P\ F takova, Ze

Zxa>—2xa+1.

acGy acF

Z (39) dale plyne
inf{z Zo;G € ]-'(M\F)} = —00,

acG
a tedy existuje koneéna mnozina Go C M \ F takova, Ze

Zxa<—2za—1.

aeGa acF

Polozime F; = F UG a Fy, = F'U G5. Pro kazdou koneénou mnozinu F C [ jsme
tedy nalezli Fy, Fy € F(I), které obsahuji F' a spliuji )0 cp Ta > 12 cp Ta <
—1. Toto je ale ve sporu s pfedpokladem existence souctu fady > ;o Rozdil
p — m je tedy dobfe definovan.

< Rada > aci Ta konverguje podle Véty 21.6.

Rovnost (37) plyne z praveé dokazané ekvivalence a Véty 21.6, nebot z, =z} +
(=1) -z ,a €l O

Véta 21.8 (srovnavaci kritérium pro zobecnéné fady). Necht' ) .1 Ta @Y crVYa
jsou zobecnéné Tady s nezdpornymi cleny a necht plati yo, < xo pro kaZdé o € 1.

Potom soucty Tad existuji a plati ) c;Ya < Y cpTa- JestliZe tedy navic Tada
> aci Ta konverguje, pak konverguje i Tada ) ;Yo -



Dikaz. Existence sou¢tt obou fad plyne z Véty 21.7(a). Z nerovnosti 0 < y, < zq,
a € I, dostavame

0< sup{z Yo; F € ]-'(I)} < sup{z zo; F € ]-"(I)}.

acF a€F

Odtud pomoci Véty 21.7(a) ihned plyne dokazovana nerovnost. Z ni pak snadno
vyplyva i tvrzeni o konvergenci. O

Vé&ta 21.9 (absolutni konvergence zobecnéné rady). Rada > aci Ta je konvergentni
prdave tehdy, kdyz je absolutné konvergentni. V tom pfipad€ jsou téZ konvergentni

Fady Y cr®h a Y erTo a (opét)

a2 OIS
acl ael ael

Diikaz. = Podle Véty 21.7(c) plati (42), tedy Fady > ., 2t a Y o, @, konverguji.
Podle Véty 21.7(b) konverguje pak i fada ) |7al.

< Pro kazdé a € I plati nerovnosti 0 < 2z < |z,] a0 <z, < |z,], a proto podle
Vety 21.8 fady Y ;28 a Y o, konverguji. Podle Véty 21.7(c) konverguje tedy
itada ), c; Ta- O
Véta 21.10 (pferovnani zobecnéné fady). Necht md zobecnénd fada ) | o sOU-
cet a m: I — I je bijekce. Potom md soucet i fada ) c; Tr(a) @ plati Y ;To =
2aer Tr(a)-
Diikaz. Oznacme s soucet fady ) o; To. Zvolme € > 0. K nému nalezneme konec-
nou mnozinu F' C I takovou, Ze

VF' € F(I),F' D F: Y x4 € B(s,c).
acF’

Polozme G = 7~ 1(F) a vezméme libovolnou kone¢nou mnozinu G’ C I obsahujici
G. Pak mnozina F’ = 7(G’) je kone¢na, obsahuje F' a plati

Z Tr(a) = Z ZTo € B(s,e).

acG’ acF’
Tedy > pcr Tr(a) = S- O

Véta 21.11 (spocetnost nosice zobecnéné fady). Necht zobecnénd Tada ) i a
konverguje. Potom

(a) pro kazdé ¢ > 0 je mnoZina je mnozina {a € I;|xy| > ¢} konecnd,

(b) mnozina {a € I; x4 # 0} je spocetnd.

Diikaz. (a) Rada > aci Ta je absolutné konvergentni dle Véty 21.9. Oznacme s =
> aci |Tal- Pro ¢ > 0 polozme

L={acljzal > c}.
Mame-li pak libovolnou kone¢nou mnozinu F' C I., plati pro pocet jejich prvki

odhad
c|F| = Zc§ Z|xa| <s.

aeF ack
Tedy mnozina I. méa nejvyse s/c prvki a je tedy konecna.
(b) Mnozina {o € I;|zq| > 0} = U, 1/ je spocetna. O



Poznamka. Tvrzeni (a) Véty 21.11 miizeme chapat jako analogii nutné podminky
pro konvergenci ¢iselné trady.

Pro mnozinu redlnych &isel {z,; n € N} mame nyni dva riizné pojmy sou¢tu jejich
prvki. Totiz soucet definovany jako limita ¢aste¢nych sou¢ti a soucet zobecnéné
fady z definice zobecnéné Fady. Symboly Y07 | @, a )., o Zn pro piislusné soucty
rozlisuji pouzité metody. Nasledujici véta ukazuje jejich vzajemny vztah.

Vé&ta 21.12 (zobecnény soudet na N). Necht {z,} je posloupnost.

(a) Zobecneénd Fada ), o Tr je konvergentni pravé tehdy, kdyz fada Y )" | @, je
absolutné konvergentni. V tomto pFipadé pak plati ZneN T, = Zzo:l L.

(b) Jestlize md zobecnénd Fada Y, o Tn soucet, md ho i fada Y |z, a tyto
soucty se rovnaji.

Diikaz. NEZAPORNE CLENY: Necht nejprve x, > 0, n € N. Potom

max F' n
sup{in;Fe]:(N)} gsup{ Z xi;Fe}'(N)} Ssup{in;neN}

i€EF i=1 i=1

< sup{in;F € .F(N)},

ieF
tedy podle Véty 21.7(a)

n o0
Z Ty = sup{in;F € ]:(N)} = sup{in;n € N} = an
neN i€k i=1 n=1
OBECNY PRIPAD:

(a) Podle Véty 21.9 konverguje fada ) .z, pravé tehdy, kdyz konverguje
absolutné, coz je podle prvni ¢asti diikkazu pravé tehdy, kdyz konverguje absolutné
fada ) 7 | @,. Navic z Véty 21.9 dostaneme, Ze v tom pripadé konverguji i Fady

ZnEN a:j{, ZnEN Z, a
o0 o0 (o)
down= an =) @ =) a=) o =)
neN neN neN n=1 n=1 n=1
(b) Diky tvrzeni (a) zbyva overit piipad, kdy je soucet zobecnéné fady ) .y Tn
nevlastni. Pfedpokladejme nejprve, Ze plati )z, = 0o. Zvolme s € R. K nému

nalezneme kone¢nou mnozinu F' C N takovou, Ze plati

VF' € F(I),F' D F: Yz, >s.

neFr’
Polozime ny = max F'. Pak pro kazdé n € N, n > ng, dostavame F C {1,...,n}, a
tedy >, z; > s. Tim jsme ukazali, ze soucet fady Y -, z, je oc.
Piipad ), .y ®n = —00 je analogicky. O

Poznamka. Neabsolutné konvergentni ¢iselnd fada nemiize mit zobecnény soucet.
Tvrzeni (b) Véty 21.12 tedy nelze obratit.

Véta 21.13 (asociativita zobecnéného souétu). Necht J je mnoZina a {Ig; 8 €
J} je systém mnozZin spliujici Ig N Ig = O pro rizné indexy B,5 € J. Necht
I = UBEJIK’ a zobecnénd Tada ) ; xo konverguje. Potom pro kazdé § € J Tada

acly Ta konverguje. Oznacéime-li yg = Zaelﬁ To, B € J, pak Tada ZﬁeJ Ys
konverguje a plati y_ o1 Ta = 3¢ 1 Yp-



Diikaz. NEZAPORNE CLENY: Necht nejprve x, > 0, a € I. Zvolme kone¢nou mno-
zinu G C J a kone¢né mnoziny Fg C I, § € G. Potom mnozina

F=J Fs

BeG
je konecné a tedy
YD) DENE) JEE i
BeEG acFps acF acl

Prechodem k supremu pfes Fz € F(Ig) pro kazdé 8 € G (Véta 21.7(a)) dostaneme
DEZEDIDIEEDIEN
BeG BEG acly acl
a prechodem k supremu pfes G € F(J) kone¢né
D_Ys <D T
peJ ael
Naopak, zvolme kone¢nou F' C I. Pro kazdé 5 € J je
Z To < Z Lo = YB,
DLGFQI/—; aelﬁ
tedy podle srovnavaciho kritéria (Véta 21.8) je
D Ta=), > <) us
ackF BeJ acFnlig BeJ
Piechodem k supremu pies F' € F(I) dostaneme
D Ta <) us
a€el BeJ

OBECNY PRIPAD: JestliZe zobecnéna fada ) . ; 7o konverguje, pak podle Véty 21.9
konverguji i zobecnéné fady - ., xd, > ;¢4 a aplikaci prvni ¢asti dikazu do-

staneme
)IEED DD SECNED SNED P DECS

acl BEJ a€lg acl BEJ acls
Specialné pro kazdé jednotlivé § € J tedy konverguji 3, cr, 3, Do oer, T4 a mi-

zeme polozit
ys= > wi— > ag.

aclg aclg
Dostavame
PIEED I EDBED DD DD P DL
ael aecl ael BeJ aclp BeJ aclp
_ + -\ _
S(Tat-Y )=
BeJ “aclg a€lg BeJ

O

Poznamka. Ve Vété 21.13 nestadi predpokladat, ze konverguji jednotlivé zobec-
néné fady Eaelﬂ T, afada ZﬁeJ yg. Jestlize J =N, Ig = {3, 8} pro kazdé g € J
a o = a pro kazdé o € I = Z, pak yg = 0 pro kazdé 8 € N, ale zobecnéna rada
> acl Ta NEMa soucet.
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Véta 21.14 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro zobecnéné fady). Zobecnénd

Tada )5 To konverguje prdve tehdy, kdyz plati

(43) Ve>03F € F(I) VF' € F(I),F' N F = {:

>

acF’

< €.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze fada ) ., zo konverguje a jeji soucet je roven
x € R. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme kone¢nou mnozinu F' C I takovou,
ze pro kazdou kone¢nou mnozinu F” C I obsahujici F' plati | cpw Ta — x| < 5.
Pro kone¢nou mnozinu F’ C I disjunktni s F' pak plati

Zxa Z xa—Zma Z xa—x+x—Zxa

acF’ a€eFUF’ acF aeFUF' acF
e g
< g xa—erzfg Ia<§+§:€,
a€FUF’ aEF

tedy podminka (43) je splnéna.

Nyni piedpokladejme, ze fada ) ;o spliuje podminku (43). Necht n € N.
Pak pomoci podminky (43) pro € = % nalezneme kone¢nou mnozinu F;,, C I tako-
vou, Ze

1
(44) VEF' € F(I), F'nF, =0: <=

>

aEF’

Oznatme y, = >, cp Ta, n € N. Ukdzeme, ze {y,} je cauchyovskd posloupnost
redlnych ¢isel. Pro kazdé n, m € N plati

S a3

aEFy, aEF,

<

> e

a€Fm\Fn

+

A

a€Fp\Fr,

‘ym _ynl =

Protoze Fy,, \ F, je kone¢na mnozina disjunktni s F,,, dostavame podle (44) odhad

D e\ Fy xa’ < 1. Obdobné dostaneme odhad ‘Zaan\Fm To| < . Tedy pro

kazdé m,n € N mame |y, —yn| < £ + L. Zvolme £ € R, € > 0. K nému nalezneme
ng € akove, ze — < 3. Potom pro kazda m,n € m 2 ng, N = No ati
N takové, 7 nlo £. Potom pro kazda m,n € N, m > ng, n > ng, plati

1 1 1 1 € €
[Ym —Yn| < =4+ =< —+ — < -+
n o m ng Ng 2 2

=e.
TudiZ je posloupnost {y,} cauchyovska.

Diky BC podmince pro realna ¢isla tedy existuje x € R takové, ze limy,, = x.
Ukazeme, Ze plati ) ;o = . Zvolme £ > 0. K nému nalezneme ng € N takové,

7e i < 5 a|yn, —2| < 5. Necht I/ C I je koneéna mnozina obsahujici F},,. Potom



plati

IEE D SENED

a€eF’ a€Fn, aeF’\FnO
X net| T
a€Fp, a€F'\Fy,
= y’I’LU — x|+ Z Ty
a€F'\Fyp,
Podle (44) plati
€
Y om|<— <5
0o 2
a€F'\Fy,
Tedy celkem dostaneme
Z To —T|< = + = €
“ 2 2
acF’
Podle definice zobecnéné fady tedy > .; Ta = . O
Priklad. Dokazte, Ze >, ., enxn W = 0.

Reseni. Protoze fada sestava z nezapornych ¢isel, mé soucet. Pro pfirozené ¢&islo
7 € N odhadneme ¢asteény soucet pfes indexovou mnozinu

Li={j+1,....25} x {j+1,...,25},

tedy
23 23 1
> i >y D DD DI
(45) (n,m)€l; m=j+1n=j+1 m=j+1n=j+1
1 1
— 2. - =
U8R

Potom mnoziny I»;, j € N, jsou disjunktni, a proto mizeme odhadnout

1 1
—_ > — izte definici zobecnéné rad
( Z " ilelg Zk - (vizte definici zobecnéné fady)
n,m)ENxN (nm)eUk_, I;
- 1
- ——_ (disjunktnost I, j €N
MY X (ks L, e
J 1(n,m)612j
oyl k
>sup » — =sup - = o0. (vizte (45))
keNg 8 ken8

Piiklad. Dokazte, Zze zobecnéna fada Z(n m)ENxN n3+m3 je konvergentni.

ResSeni. Polozme

N ={(n,m) € N x Nymax{m,n} =k}, keN



Potom je pocet prvka mnoziny Ny pro kazdé k € N roven 2k — 1. Pro k € N tedy
odhadneme

1 1 1 2k —1
Z n3—|—m3§ Z max{m,n}3 Z BB

(n,m)ENg (n,m)ENg (n,m)ENg

Necht FF € N x N je libovolna konefna mnoZina. Nalezneme p € N takové, Ze
F C J{_; Ni, a dostaneme

1 1
Z n3_i_/,«n3S Z n3+m3 Z Z n3 4+ m3

(n,m)eF (n,m)eUy_; Nk k=1 (n,m)EeNy,
P S]
2k —1 2k —1
- JER Z k3
k=1 k=1

Rada Yooy % konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnanim s kon-
vergentni fadou Y, | 2. Z (35) tedy mame

E: 1 <°°2k—1<OC
3 3 — 3 :
(n,m)eNan tm k=1 k

Priklad. Necht @ znai mnoZinu vSech racionalnich ¢isel z intervalu (0, 1). Dokazte,
Ze Y ,cqd =0

ReSeni. Protoze racionalnich &isel vétsich Jak je nekonecné mnoho, je mnozina

{g€Q;q> 2} nekonec¢né, a tedy dané rfada leGI’ngG Protoze je tvofena kladnymi
Cisly, plati quQ q = oo dle Véty 21.7(a).

22. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE A FUNKCE S KONECNOU VARIACI

Vsechny integraly v této kapitole jsou Lebesgueovy.

22.1. Derivace monotonni funkce.

Definice. Necht I C R je interval, x € I je vnitini bod I a f: I — R. Potom
horni derivaci f v x definujeme pfedpisem

_ h) —
Df(z) = limsup flzth) - f(@)
h—0 h
a dolni derivaci f v x pfedpisem
o f@th) — f(x)

D =1 feo———+-

DI = Rpipt ===,
Poznamka. KaZzda monoténni funkce z R do R ma nejvyse spocetné mnoho bodi
nespojitosti.
Vé&ta 22.1 (mira vzoru a obrazu). Necht I C R je interval, f: I — R je neklesagict,
McClIac>0.

(a) Jestlize Df(x) > c na M, potom \*(f(M)) > eA*(M).
(b) Jestlize Df(x) < ¢ na M, potom N*(f(M)) < c\*(M).



Dikaz. (a) Z¥ejmé muZeme piedpokladat, Zze \*(f(M)) < co. Ozna¢me S mnoZinu
bodu nespojitosti f. Vime, Ze tato mnozina je spocetna. Zvolme ¢ > 0. K nému
nalezneme otevienou mnozinu G' C R takovou, ze

GDf(M), X(G)<XN(f(M))+e.
Ke kazdému bodu = € M \ S uvazujme intervaly tvaru [a, b] takové, Ze
velatl, f)-f@)=cb—a) a [f(a)fB)]CGC.

Tyto intervaly najdeme z definice horni derivace ve tvaru [z, x + h] nebo [z — h, z].
Tyto intervaly zfejmé tvori vitaliovsky jemné pokryti mnoziny M \ S. Vybereme
disjunktni intervaly [a;,b;] takové, Ze

/\*(M\U[aj,bj]) —0.

Pak mame

eAN(M <ch —a;) <Y (f( a;)) < A(GQ) < N (f(M)) +e.

(b) Bud A mnozina bodt y € f(I) takovych, Zze f~!(y) neni jednobodova, A je
spocetnd mnozina. Zvolme € > 0 a najdéme otevienou mnozinu H C R tak, ze

H>OM, XN(H)<XN(M)+e.
Ke kazdému bodu y = f(z) € f(M) \ A najdeme intervaly [a, b] tak, Ze
x € [a,b], 0< f(b)—f(a)<c(b—a) a [a,b] C H.

Tyto intervaly najdeme z definice dolni derivace ve tvaru [z, 2z + h| nebo [z — h, z].
Intervaly [f(a), f(b)] tvofi vitaliovsky jemné pokryti mnoziny f(M)\ A. Vybereme
distjunktni [f(a;), f(b;)] tak, ze

N \U (a;), S (b)]) = 0.

a méame (poviimnéme si, ze intervaly (a;, b;) jsou po dvou disjunktni)

<Z f(aj) <ch —aj) < eAH) < e(N(M) +e¢).

J

O

Véta 22.2 (derivace monoténni funkce). Necht I C R je interval a f: I — R je
monotdnni. Potom v skoro kazdém bodé x € I existuje f'(x).

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, Ze f je neklesajici. Zvolme
p,q € R, p < g, a oznaéme

My,={xe€l:Df(x)<p<q<Df(z)}.
Podle Véty 22.1 plati

gAN (Mp,q) <A™ (f(Mp,q)) < pA"(Mp,q),

tedy
A (Mp,q) =0.



Ozna¢me M mnozinu v8ech bodd I, pro které neexistuje f’(x). Potom

M= U M.,

0<p<q
P,q€Q

a tedy A*(M) = 0. O
Véta 22.3 (integral derivace monotonni funkce). Necht'a,b € R, a < b, f: [a,b] —

R je neklesajici, M C [a,b] je méFitelnd a pro kaZdé x € M existuje vlastni f'(x).
Potom f' € L*(M), f(M) je méritelnd a plati

y f'() de = A(f(M).

Diikaz. Protoze M je méfitelna, existuji mnoziny M, a My takové ze, My je bore-
lovska, AM(Mp) =0 a M = My U M. Jest

My = U {JZEMQZf/(l') Sk}
k=1

Podle Véty 22.1 pro kazdé k € N plati A*(f({z € My: f'(z) < k})) = 0, a tedy
A (Mo)) = 0.

Mnozina My je borelovska, nebot je monoténnim obrazem borelovské mnoziny.
Odtud plyne, 7ze f(M) je mé&fitelna. Funkce z — f/(z) je limitou posloupnosti
méfitelnych funkei

fl@) = k(f(+4) - f@),
a tedy je méfitelna. Zvolme 7 > 1 a poloZzme
Ep,={zeM: 1" < f(x) <"} prokeZ
Podle Véty 22.1 pro kazdé k € Z plati

72 fl(x)de < " INER) < Mf(ER) < 7 FINEL) <7 1 (z) dz.
Ey, Ey
Sec¢teme-li tyto odhady pfes k € Z, dostaneme
2 [ Pla)de < ANFOM) < T/ () da.
M M

Odtud vyplyva tvrzeni véty pomoci limitniho pfechodu 7 — 1. O
22.2. Funkce s omezenou variaci.

Definice. Necht a,b € R, a <ba f: [a,b] = R. Oznacme
o VI(fia,b) =supp {>" (f(z;) — f(zi—1))T} (kladna variace),
o V= (f;a,b) =supp {37, (f(2:) — f(xi-1))"} (zdporna variace),
o V(fia,b)=supp {>r|f(x:i) — f(zi—1)|} (totAlni variace),
kde supremum bereme pfes viechna déleni D = {z;}?, intervalu [a, b] tvaru a =
To < --+ < x, = b. Dale zavedme znaceni
V(@) =V (fra),

Vi(x) =V~ (f;a ),
Vi(z) =V(f;a,z).

Rekneme7 Ze funkce f méa na intervalu I C R omezenou variaci, jestlize V(f;a,b) <
00. Mnozinu v8ech funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] znac¢ime BV ([a, b]).
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Poznamky. Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] = R. Potom

(a) BV([a,b]) je linearni prostor a algebra,

(b) jestlize f je neklesajici na [a, b], potom V(f;a,b) = VT (f;a,b) = f(b)— f(a),
a tedy f € BV([a, b)),

(c) VI(f;a,b) = [f(a) — f(D)I,

(d) jestlize a = xg < -++ < @, = b, potom V(f;a,b) =Y 0 V(fiwi—1, ;).
Priklad. Necht R je Riemannova funkce na R. Rozhodnéte, zda

(a) R € BV([0,1]),

(b) R € BV([0,1]).
Véta 22.4 (vztah omezené variace a monotonie). Necht a,b € R a f: [a,b] — R.

(a) Jestlize f € BV([a,b]), potom pro kazdé x € [a,b] plati Vi(x) = Vf+(:£) +
Vi (2) a f(z) = fla) =V} (z) = V (2).

(b) f € BV(a,b) prdvé tehdy, kdyZ existuji neklesajici funkce u,v: [a,b] — R
takové, Ze f = v —u na [a,b].
Diikaz. (a) Zvolme x € [a,b] a déleni a = z¢ < - -+ < x, = . Potom
F@)=Fla) =D (fle) = fwimn)) = D (f(w0) = f i)™ =3 _(f (@)= i)

i=1 i=1 i=1

Tedy

F@) = fla) SVE(fra,2) = Y (@) = fleimn)
i=1
Prechodem k supremu pies vSechna déleni dostaneme
f(@) = fla) SV*(fia,2) =V (f;a,2),
Obdobné plati

f@) = fla) 2> (fl@:) = flzi1))" =V (fia,2).
i=1

Prechodem k supremu pies vSechna déleni dostaneme

f@) = fla) 2V (f;a,2) =V~ (f;a,2),
takze celkem
f(x) = fa) =V (fia,2) =V (fia,2).
(b) Polozme
u(z) = Vi(z), wv(z)=Vi(z)— f(z) prox € la,b].
Potom je zfejmé u neklesajici a plati f = u — v na [a,b]. Zvolme z,y splhujici
a <z <y <b Potom
v(y) —v(@) = Vily) = Vi(z) = (f(y) = f(2)) =V (fiz,y) = (f(y) = f(x)) 20,
a tedy v je neklesajici na [a, b]. O
Poznamka. Necht a,b € R, a < b. Potom mezi t¥idami BV ([a,b]) a C([a,b]) nent
vztah. Funkce ar;sinw—l2 dodefinovani nulou v nule je spojita, ale nema kone¢nou

variaci na [0, 1]. Charakteristicka funkce intervalu [0, 1] ma kone¢nou variaci, ale
neni spojita na [—1, 1].



Véta 22.5 (vlastnosti funkei s omezenou variaci). Necht a,b € R, a < b, a f €
BV([a,b]). Potom f je omezend, md jen spocetné mnoho bodi nespojitosti, v kazdém
bod¢ md limitu zleva a zprava a skoro vsude md vlastni derivaci.

Diikaz. VSechna tvrzeni jsou bezprostfednim disledkem odpovidajicich vlastnosti
neklesajicich funkei a Véty 22.4. O

22.3. Absolutné spojité funkce.

Definice. Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R. Rekneme, Ze f je absolutné
spojita na [a, b], jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdy systém
intervalt {[a;, b;]}_ 1, n € N, spliwjicia < a3 < by <as <bg<---<a, <b,<ba
> i=1(bj—a;) < dplati 350, | f(bi)— f(ai)| < e. Mnozinu viech absolutné spojitych
funkei na [a, b] znac¢ime AC(]a, b]).

Poznamka. Necht a,b € R, a < b. Potom koneény systém intervali {[a;, b;]},
n € N spliwjicia < a; < b; <ag <by <--- <a, <b, <b, budeme nékdy nazyvat
systémem nepfekryvajicich se podintervali [a, b].

Poznamky. Necht a,b € R, a < b. Potom

(a) AC([a,b]) je linearni prostor a algebra,

(b) Lip([a,b]) € AC([a,b]) C BV([a,d]) N C([a,b]), pFicemZz Zzadnou z inkluzi

nelze obréatit. Funkce  — /x je prvkem AC(]a,b]) \ Lip([a, b]) a Cantorova funkce
je prvkem BV([a,b]) N C([a,b]) \ AC([a, b]).
Lemma 22.6. Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] - R. Potom f € AC([a,b])
prdvé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje & > 0, takové, Ze pro kaZdy systém
{lai, b;]}y neprekryvajicich se podintervali (a,b) splivujict Y (b; — a;) < plati
Yim V(fiai,bi) <e.

Diikaz. <=  Tvrzeni plyne z toho, Ze pro kazdé i € {1,...,n} plati

V(f;ai,bi) > |f(bi) — flaq)l-

=  Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme pfislusné § > 0 z definice absolutni
spojitosti f Zvolme systém intervaltl {[a;, b;]}7 1, n € N, spliwjici a < a3 < by <
ay <by <o <a, <b, <baz 1(bj —a;) < 6. Pro kazdé i € {1,...,n} zvolme

déleni {a }T;O intervalu [a;, b;]. Potom

n mi—
> D (af—aj) <.
i=1 j=0
Protoze {[a%, 1] : 7 € {0,...,m;}, i € {1,...,n}} tvoii konetny systém nepie-
kryvajicich se podintervalt [a, b], plati
n m;—1
Do If@h) — flad)] <
i=1 j=0

Prechodem k supremu pres vSechna déleni dostaneme z definice variace

> V(fiaibi) <e.
i=1



Véta 22.7 (variace absolutné spojité funkce). Necht a,b € R, a < b, a f €
AC([a,b]). Potom Vf+,Vf7Vf € AC([a,b]).

Diikaz. Tvrzeni bezpostifedné plyne z Lemmatu 22.6. O

Véta 22.8 (Luzinova N vlastnost). Necht a,b € R, a < b,f € AC([a,b]) a N C
[a,b], A(N) = 0. Potom
A"(f(N)) =0.

Diikaz. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z definice absolutni spojitosti. Déle
nalezneme otevienou mnozinu G C (a, b) obsahujici N N (a,b) a splimjici A(G) < 6.
Potom existuje disjunktni systém otevienych intervala {(a;,b;)},en takovy, ze G =
U;(a;,b;). Obraz kazdého intervalu [a;, b;] je uzavieny interval [a;, 8;]. Nalezneme

zj,y; € la,b], j € N, takovd, Ze [z;,y;] C [az,b5], ze {f(x;), f(y;)} = {a;, B}
Potom pro kazdé m € N plati

Z(yj — ;) <6,

j<m
takze

S (B =) =Y Ifyy) — flzy)] <e.

j<m j<m
Limitnim pfechodem m — oo dostaneme

N(F(N) <D (B —ay) <,
J
a tedy A*(f(N)) =0. O
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Véta 22.9 (integral derivace absolutné spojité funkce). Necht a,b € R, a < b, a
f € AC([a,b]). Potom f" € L'([a,b]) a

b
f0) - f@) = [ (@) da,
Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f je neklesajici na [a,b]. Oznaéme
N = {z € [a,b] : neexistuje f'(z)}.
Z monotonie f plyne, Ze
f(0) = fla) = M f(la, b])) = A(f ([a,;b] \ N)) + A(f(N)).
Podle Véty 22.3 plati
b
N b\ M) = [ f(a)da.

Podle Véty 22.2 plati A\(N) = 0, a tedy podle Véty 22.8 jest

A(f(N)) =0.

Diky aditivité Lebesgueovy miry tedy celkem dostavame

b
)~ fa) = [ f(a)da,



V obecném piipadé nalezneme neklesajici funkce w,v takové, ze f = u — v.
Podle Véty 22.7 a dukazu Véty 22.4 lze pfedpokladat, ze u,v € AC([a,b]). Potom
f' =4 — v, a tedy tvrzeni plyne z jiZz dokdzaného pfipadu. O

Véta 22.10 (neurdity Lebesguetiv integral). Nechta,b € R, a <b, § € L'([a,b]) a
C € R. Definugme f: [a,b] — R pfedpisem

(46) F@) = / 0(t)dt + C.

Potom f € AC([a,b]) a [ =0 skoro vsude na [a,b)].

Diikaz. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 takové, ze pro kazdou méfitelnou
mnozinu M plati

AM) < = / |0)dx < €
M

(to 1ze diky tomu, Ze 6 € L*([a, b])). Uvazujme koneény systém neptekryvajicich se
intervali {[a;, b;]}7_; spliujici

A( O[apbj]) = (b —ay) <.
Potom

n n b,
S1fb) - e <Y [ le@lde= [ @)lde <<,

j:l[a.j7b.7]

Vime (s pomoci Véty 22.9), Ze f je neurcity Lebesgueiv integral funkei 6 a f’.
Potom 0 je neurcity Lebesgueiiv integral funkce v = 6 — f’. Necht A je systém
vSech mnozin A, pro které je [ 4 ¥(x) dz = 0. Potom A zahrnuje intervaly, limitnim
prechodem zahrneme do A postupné oteviené mnoziny a méfitelné mnoziny. Volbou
AT = {z: ¢Y(z) > 0} a A~ = {z: ¢¥(z) < 0} dostaneme ¢ = 0 skoro vSude v
[a, b]. O

Véta 22.11 (absolutni spojitost a neurcity integral). Necht a,b € R, a < b, a

f:la,b] = R. Potom f € AC([a,b]) prdvé tehdy, kdy# existuji 6 € L'([a,b]) a
C € R takové, Ze

flx) = /mﬁ(t)dt—i—C’ pro x € [a, b].

Dikaz. <=  Tvrzeni bezprostfedné plyne z Véty 22.10.
= 7 Véty 22.9 plyne, 7e f’ € L'([a,b] a

f@ = [ F®de+ f@) proae o]
stac¢i tedy polozit § = f a C' = f(a). O

Véta 22.12 (integrace per partes pro Lebesgueiv integral). Nechl a,b € R, a < b,

a f,g € AC([a,b]). Potom
b b
/ flg= [fg]Z—/ fq.



Dikaz. Protoze AC([a,b]) je algebra, plati fg € AC([a,b]). Podle Véty 22.9 tedy
plati

b
(ol = [ () (z) da.
Ozna¢me
M = {z € [a,b] : existuji f'(z), ¢'(z) a (fg)'(2)}.
Podle Véty 22.4(b) plati A([a,b] \ M) = 0. Podle véty o aritmetice derivaci plati
(fg9) (z) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x) pro kazdé x € M, a tedy skoro vSude na [a,b].
Tedy

b b
[ oy @ o= [ (@@ + @)y (@) da.
Podle Véty 22.9 mame f' € L'([a,b]) a ¢’ € L'([a,b]). ProtoZe f,g jsou spojité a

omezené na [a, b], plati f'g € L'([a,b]) a fg' € L'([a,b]). Z linearity integralu tudiz
plyne

/ab(fg)/(l“) dx = /ab f(2)g(z) dx + /ab f(x)d' () du,

a tedy celkem

b b
ol = / f(@)g(x) da + / f(@)g () da.
Odtud plyne tvrzeni. O

23. FOURIEROVY RADY
23.1. Zakladni pojmy.

Definice. (a) Trigonometrickou fadou rozumime fadu funkci

oo

(47) > e teR,

k=—0o0

kde c, e Ca k € Z.
(b) Trigonometrickym polynomem rozumime funkci tvaru

(48) x> Z cre™ teR,

k=—n
kde n € NU {0}, ¢, € C, k = —n,...,n. Stupném trigonometrického polynomu
(48) rozumime nejvétsi k € NU {0} takové, Ze |ci| + |c—g| # 0.

Poznamka. Rada (47) konverguje, jestlize konverguje posloupnost

n
{ Z Ckeikt}fﬁ:o-
k=—n
Véta 23.1 (Fourierovy koeficienty). Necht f: R — C, {ck}rez je posloupnost kom-
pleznich ¢isel a {> __, cke™} ) = f na R. Potom pro kazdé k € Z plati
1

27 "
CcL = — t)e "t dt.
£ or ) f@)

—-n

konec distanéni 23. pfednasky (7.5.2020)



Diikaz. Zvolme m € Z. Potom

Z ckei(k—m)t — f(t)e—i'rnt na R,

k=—n
a tedy
27 ) 2 n Ak )
ft)e ™t dt = / lim cpeFTmt gt
/ , A 2
2r n ( )
. H i(k—m)t
= nll_}IIOlo | Z cpe dt
k=—n
n 2m
— 1 i(k—m)t
Jm 3 e [t
k=—n
= 27Cp,
nebot
2 27 .
g 0 0
/ e”tdt:/ (cosjt +isinjt) = q ‘77& ’
0 0 2w, 5 =0.
Odtud plyne tvrzeni. O

Znaceni. Mnozinu v8ech 2m-periodickych funkei s hodnotami v C, které jsou inte-
grovatelné na intervalu [0, 27], budeme znacit Par.

Definice. Necht f € Ps,. Polozme
1 27

fk) = - O F)e ™ dt, ke

Cisla f(k), k € Z, se nazyvaji Fourierovy koeficienty f. Rada

oo
slt)= > f(k)e™, teR,
k=—o00
se nazyva Fourierova fada f. Vztah mezi funkei f a jeji Fourierovou fadou zna¢ime
f~sf. Pron € NU{0} jejim n-tym &asteénym souétem rozumime funkci

n
st (t) = Z f(k)e™, teR.
k=—n
Jestlize t € R, s € C alim,, o s/ (t) = s, pak fikime, Ze soucet Fourierovy ¥ady
f v tjeroven s.

Poznamka. Misto trigonometrického systému funkei {e***},c7 Casto ekvivalentné
pracujeme se systémem {1, cos(t), sin(t), cos(2¢), sin(2¢), . . ., cos(kt), sin(kt), ... }. Pri-
pomenme vztahy

it | —it it _ —it
cost:%, sint:%, teR.
Pro f € Py, polozme
1 2 1 2
ap = — f(t) cos(kt)dt, by = f/ f(t)sin(kt) dt, ke Z.
™ Jo T Jo



Potom

neboli
ar, = f(k) + f(=k), b =1i(f(k) - f(=k)), keLZL
Navic plati
a_p=ag, b_p=—-by prokcelZ.

Tedy pro kazdé k € Z a kazdé t € R plati
L . , b b
f(k)ezkt +f(_k)e—zkt _ ag 2@ kezkt a—g 2Z ke—zkt

— by by

ak 5 Wk ikt | Tk J;Z k ikt

_ %(etkt + e—zkt) _ Z'?k(elkt _ e—tkt)

= ay, cos(kt) + by sin(kt).

Tedy

oo

> fkett =2+

k=—o0 k

M8

(ay cos(kt) + by sin(kt)) pro kazdé t € R
1

n
st = C%O + Z(ak cos(kt) + by sin(kt)) pro kazdé t € R an € NU {0}.
k=1
Je-li f realna funkce, pak jsou ziejmé ag, by redlna &isla pro kazdé k € Z. Odtud
plyne, Ze je-li f realna funkce, pak jsou téz Casteéné soucty jeji Fourierovy fady
redlné.

Poznamka. Je-li f € Po, suda, potom b, =0, k € N, a
2 s
=2 / F(#) cos(kt) dt, k€ NU{0}.
T Jo
Je-li f licha, potom a;, =0, k € NU{0}, a
2 ™
b = f/ f(t)sin(kt) dt, ke N.
™ Jo
Trigonometrickou fadu
a o0
?0 + Z ay cos(kt), teR,
k=1
nazyvame cosinovou radou a trigonometrickou fadu

> bisin(kt), teR,
k=1

nazyvame sinovou radou.

Poznamka. Symbol f ~ s/ oznauje pouze fakt, Ze fada stojici vpravo je Fou-
rierovou fadou funkce stojici vlevo. Nevypovida nic o pripadné konvergenci fady
s/ (stejnomérné ani bodové). Nelze jej zaméiiovat za symbol f = sf, ktery by
znamenal, Ze fada vpravo bodové konverguje a jejim bodovym souctem je funkce f.



Poznamka. Fourierovy rady lze definovat pro funkce s libovolnou periodou £ > 0.
Rada ma pak tvar

wikt 27t
Z f Qe +Z(akcos ) + by sin( 2-)>, teR,

k=—o0

a vzorce pro koeficienty maji odpovidajici tvar.

Priklad. Necht f(t) = t*> prot € [-m,7) a f € Pa,. Naleznéte Fourierovu fadu
funkce f.

Reseni. Funkce f je suda, a tedy by = 0 pro kazdé k € N a navic

B (—1)k4
=2 | t%cos(kt)dt = keN
ak 7r/0 cos(kt) 2
Tedy
~—+4Z COSM, teR.

Kdybychom védéli, ze fada s’ konverguje k funkci f (alespoii bodové), ziskali
bychom po dosazeni postupné t = 0 a ¢t = m vzorce

0 (_l)k-i-l - 71_2 > 1 B 71.2
D T EE—E

k=1
Lemma 23.2. Necht f € Par a a € R. Pak f t)dt = f‘H% f(t)dt.

Diikaz. 7 véty o substituci dostavame fﬁ )dt = f:;:: f)dt, a < B, k € Z.

Nalezneme k € Z takové, ze a < 2kw < a + 27r Potom

a+2m 2k a+2m
/ f)ydet = f@) dtJr/ ft)dt
a a 2

km
27 a—2(k—1)m
_ / F(t) dt+ / () dt
a—2(k—1)m 0
2m
— [ fwya

0

O

Poznamka. Necht f € Py,. Potom v definici {f(k)}, a tedy také {ax} a {by} lze
integrovat pres libovolny interval délky 2w, tedy

a+2m
f<l~s>=1/+ fe -t dt, ke,

2w
1 a+2m
ap = 7/ F(t) cos(kt) dt, k€ NU {0},
™ a
1 a+2m
be = 1 / F(#)sin(kt)dt, k€N,
u a

pro kazdé a € R. Nejcastéji se pouziva a = 0 nebo a = —7.



Definice. Necht f, g € Po,. Potom konvoluci funkeci f a g definujeme predpisem

1 2

(f*g)(t):% ; fit—3s)g(s)ds, teR.

Poznamka. Necht f, g € Pa,. Potom fxg je dobfe definovana skoro viude kone¢na
méFitelna funkcee.

Poznamka. Konvoluce je komutativni na Psy,. Zvolme f,g € Por a t € R. Potom
podle véty o substituci a Lemmatu 23.2 plati

(f*9)(t) = % ; " ft - s)g(s)ds = % t_; F()g(t —7)dr
1 27

= f(m)g(t —7)dr = (g * f)(t).

2 0
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23.2. Cesarovska séitatelnost Fourierovych rad.
Definice. Necht {a,}32, je posloupnost komplexnich &isel. Rekneme, 7ze fada
fo:o an je cesarovsky scitatelna, jestlize existuje o € C spliujici

So + e + Sn

lim —— =g,
n—00 n+1

kde s = Z?:o a; pro k € NU{0}. V takovém piipadé fikdme, Ze o je cesarovsky
soucdet rady > -, a, a piieme (C) > a, =o.

Poznamka. Cesarovska séitaci metoda je regularni v nasledujicim smyslu: jestlize
oo o an konverguje a > 7 ja, = s, pak (C)Y. " a, = s. Opacna implikace

n=0

neplati, protoze naptiklad pro a,, = (—1)", n € NU {0}, je >°°° ; a,, divergentni,
ale (C) Y07 jan = 3.
Definice. Necht n € NU{0}. Polozme

D,(t) = Z e™ protcR.

k=—n
Potom funkci D,, nazyvame Dirichletovym jadrem.

Lemma 23.3 (vlastnosti Dirichletova jadra). Necht n € NU {0}. Potom
(a) pro kazdé t € R\ {2km; k € Z} plati

sin((n + $)t)
sin(%)

(b) D, je spojitd, sudd, 2m-periodickd a D,,(0) = 2n + 1,

() [T Dn(t) dt = 2,

(d) pro kaZdou f € Pay plati s{ = f x D,, na R.

Dn(t) =



Diikaz. (a) Prot € R\ {2km; k € Z} plati

- ikt int - it\k i tei(%ﬂ)t —1
D t — 1 — —n 1 — —1n ;
n(t) k;ne e kz_o(e ) € eit — 1
_ D emi i sin((n + 3)1)
o ei% — eii% - sin(%) ’

Tvrzeni (b) a (c) jsou zfejméa. Dale plati

n n 271'
S{L(t) _ Z j?(k)eikt Z QL ( ) —iks ds) eikt

k=—n k=—n

1 27 ik(t—s) d B 1 27 . d
S M CD O =5 | FEDut—5)ds

k=—n

= (Dn * [)(t) = (f % Dn) ().

Odtud plyne tvrzeni (d).

Definice. Necht n € NU{0}. Polozme

1 n
K, (t) = — ;Dj(t) pro t € R.

Potom funkci K,, nazyvame Fejérovym jadrem.

Znaceni. Necht f € Par an € NU{0}. Ozna¢me

1 n
F(4) = !
o (t) = 1 jE:O si(t) proteR.

Lemma 23.4 (vlastnosti Fejérova jadra). Nechtn € N U {0}.
(a) Pro kazdé t € R\ {2km; k € Z} plati

1 (sin((n + 1);))

n+1 sin()

K,(t) =

(b) Funkce K, je spojitd, nezdpornd, sudd, 2m-periodickd a K,(0) =n+ 1.
¢) Plati [7™ K, (t) dt = 2.

(c) 0

(d) Pro kazdou f € Pay plati ol = f * K,,.

loc
(e) Plati K,, = 0 na (0,2m).
Diikaz. (a) Zvolme t € R\ {km;k € Z}. Potom
1= e2ilnt

n n
(2k+1)it _ it 21f —
DTt =et) (e o
k=0 k=0

1— %Dt 1 — cos(2(n + 1)t) — isin(2(n + 1)t)

e~it — ett —2isin(t)




Tedy

1 —cos(2(n + 1)t) — isin(2(n + 1)t)
E 2k 1 =1 E (2k,‘+1)lt
sin((2k + mze —2isin(t)

11— cos( (n+41)t)  sin((n+ 1)t)
B 2sin(t) - sin(t)
Podle Lemmatu 23.3(a) plati

ZO Zk osin((k + 3)t) 1 (sin((n+1)%))? .

(n+1)sin(5) — n+1  (sin(5))>?

:n—i—l

Odtud plyne tvrzeni (a). Tvrzeni (b) a (c) jsou zfejméa. Tvrzeni (d) plyne z toho, ze

(f * Kn)(t) = — ft—sZD s = —= 3" s]0) = oL (1)

n+1
Pro diikaz tvrzeni (e) zvolme ¢ € (0 ,77). Potom
1 1
0< K, (t) < —— ——
) < n+1 (sin(%))2
a tedy K,, = 0 na [§,27 — d]. Protoze § bylo zvoleno libovolng, z charakterizace

pro kazdé t € [§, 2m — ¢,

loc
lokalné stejnomérné konvergence na intervalu vyplyva, ze K, = 0 na (0,27). O
Poznamka. Fejérovo jadro mé nékteré ,lepsi“ vlastnosti nez Dirichletovo jadro.
loc
Napftiklad je nezaporné a navic spliuje K,, = 0 na (0, 27). To neplati pro Dirichle-
tovo jadro, nebot naptiklad D, (7) = %

Znaceni. Necht f je funkce z R do C a t € R. Budeme znacit f(t+) = lim,_,,, f(s)
a f(t—) =lims—:_ f(s), pokud tyto limity existuji.

Znaceni. Pro f € Py, budeme znadit || f|j; = 0277 |f(t)] dt.

Véta 23.5 (Fejér). Necht f € Por at € R.
(a) Jestlize existuji viastni f(t+) a f(t—), potom
t t—
lim of (1) = LD ESED)

n— o0 2
loc
(b) Jestlize a,b € R*, a < b, a f spojitd na (a,b) C R, potom of = f na (a,b).

Diikaz. (a) Zvolme n € NU{0} a oznatme s = w Podle Lemmatu 23.4(b)
je K, suda. Podle véty o substituci tudiz plati

0 T
/ (f(t—7) — $)Kn(r) dr = / (F(t+7) — 8)Kn(r) dr,

a tedy N
U,J;(t)—s:(f*Kn)()—s—i ft—=7)K,(r)dr —s.

Podle Lemmatu 23.4(c) tedy plati
2m

af(t)—S:% (f(t —7)— 8)K,(7)dr.



Podle Lemmatu 23.4(b) je K, € Par. Podle Lemmatu 23.2, véty o substituci a
linearity integralu tudiz dostaneme

/Oﬁ(f(t—r) S K (r)dr = /W (F(t —7) — 8K (7) dr

—T

0 s
- / (F(t—7) — 8)Kn(r)dr + / ((t—7) — $)Kn(r) dr
0

= /Oﬂ(f(tJrT) + ft—71)—28)K,(7)dr.

Kombinaci v8ech vztaht tedy dostaneme
1 s

O'f(t)—S:% ;

(ft+7)+ f(t —7) —28) K, (7) dT.
Zvolme e > 0. Podle pfedpokladu plati
lim (f(t+7)+ f(t—7)—2s)=0.
T4)0+

Nalezneme § > 0 takové, ze
|[fE+7)+ f(t —7)—2s| <e prokazdé T € (0,9).

K tomuto ¢ nalezneme diky Lemmatu 23.4(e) ng € N takové, ze K, (7) < € pro
kazdé n > ng a kazdé 7 € [0, 7]. Zvolme n € N, n > ng. Potom

o0~ 5] < 5 [ V() + 50— )~ 2 Koy dr
)
:%/O F(E+7) + f(t— 1) — 28| Ko(7) dr
+%/6 lft+7)+ f(t —7) — 28| Kp(7) dT

& T
< i/ Kn(T)dT+i/ [f(t+7) + f(t—7) — 23] dr.
2m Jo 2 Js
Podle Lemmatu 23.4(c) plati
—

), K, (r)dr <e.

Dale jest
/ [ft+7)+ f(t—7)— 2s] dTS/ (IF(E+ )+ [f(E = 7)]) dr + 27]s|
§ 0
a z Lemmatu 23.2 plyne, ze

/O”uf(t ) =) dr < 20|

takZe celkem mame
{aﬁ(t) —s’ <e <1—|—J;”1+ 5) .

Tedy o/ (t) — s pro n — oo.



(b) Zvolme A, B € R spliujici a < A < B < b. Nalezneme w € (0, 7) takové, ze
[A —w, B +w] C (a,b). Oznatme
M = sup{|f ()] € [4, B]}.

Ze spojitosti f na [a,b] plyne M € R. Zvolme ¢ > 0. Diky stejnomérné spojitosti f
na [A — w, B 4+ w] nalezneme § € (0,w) takové, ze

Vit € [A, Bl Vr e (=6,8): |f(t+7) — f(1)| <e.

Dale nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, a kazdé t € [, 27 — 0]
plati K, (t) < e. Potom pro kazda t € [A, B] a n > ng plati

- [ G- -1 K@ s

21 J .

loh(t) — f(t)| =

_5 6
< [ M= = sOIK i+ o [ 15— = fO1E () dr

2 J_,

™

+om [ 1= = SO Ko ar
T Js

-5 e

& i
<o [ lse-n—s@drs o [ Kamdre = [Cife-n - sl ar

™

<e (g0 [ 1l dut Irol+1)

—Tr

Sa(”fll +M+1).
2

Tedy of = f na [A, B]. Protoze A, B byla zvolena libovolné, z charakterizace
lokalné stejnomérné konvergence na intervalu vyplyva, ze of = f na (a,b). O

konec distanéni 25. pfednasky (14.5.2020)

Poznamka. Necht f € Par, t € R a existuji vlastni limity f(t+) a f(t—). Potom z
Fejérovy véty a regularity cesarovské séitaci metody vyplyva, Zze jedinym moznym
kandidatem na s/ (t) je % (tedy f(t), je-li f spojita v t).

Véta 23.6 (trigonometricka verze Weierstrassovy véty). Necht f: R — C je spo-
jitd 2m-periodickd funkce. Potom existuje posloupmnost trigonometrickgjch polynomd,
kterd stejnomeérné konverguje k f na R.

Diikaz. Podle Fejérovy véty plati of = f na [0,27], tedy i na R. Tvrzeni plyne z
toho, Ze pro kazdé n € NU {0} je o/ trigonometricky polynom. O

Poznamka. Je-li f realna, jsou i funkce UfL realné.

Poznamka. Necht f,g € Pax. Potom [|fxglls <|[[fll1llgl a £+ gl < 1£l[1]lglloc
kde [|glloc = esssup;eo,2x) |9(t)]-

Véta 23.7 (konvergence v L'-normé). Necht f € Par. Potom limy,_,o || f — afLHl =
0.



Diikaz. Zvolme e > 0. Nalezneme spojitou funkci g € P, takovou, zZe || f — g|; < e.
Protoze 0 =% g na R, plati ||g — 09]|; — 0. Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé
n € N, n > ny, plati ||g — 02||; < e. Potom pro kazdé n > ny mame
1 = allly <1 =gl +llg = ol + [lof = o], <e+e+l(g = f)* Kally
<2+ |lg = flly 1 Enlly < 2+ 2m)e.

Odtud plyne tvrzeni. ([

Véta 23.8 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht f € Par. Potom

lim f(k) = 0.

k—*oco

Dikaz. Zvolme € > 0. Nalezneme spojitou funkci g: [0,27] — C takovou, Ze
IIf —gll; < e. Déle nalezneme diky Vété 23.6 trigonometricky polynom T takovy,
ze ||lg — T, <e. Potom

If =Tl <IIf —glly +llg = Tll; <2e.
Nalezneme kg € N takové, ze
Vk € Z,|k| > ko : T(k) = 0.
Potom pro kazdé k € Z spliwjici |k| > ko plati
1 2

5 | GO -T@)e ™ at
™ Jo

£ = [ F) = D) =
1

IA

) 9
oo I = Tl e, < <,

a tedy limy_,+o0 f(k) = 0. 0
Véta 23.9 (o lokalizaci). Necht ¢ > 0, t € R, f,g € Par a f(r) = g(7) pro
T € (t—¢,t+¢). Potom lim,, o s/ (t) — s%(t) = 0.

Drikaz. Polozme
ft—1)—g(t—7)

=z
Sll’l2

h(t) = pro 7 € R.

Potom h(7) = 0 pro kazdé 7 € (—¢,¢), a tedy h € Par. Zvolme n € N. Potom

st -1 = - | T (F(t =) — glt — ) Du(r) dr

=5 B
_ L i h(7)sin((n + 1)T) dr
27 J_ . 2
b i (h(r)e'2e™ — h(r)e "2e™""T) dr.
Ami J_,

Funkce 7+ h(7)e'2 a 7+ h(7)e™*2 jsou lebesgueovsky integrovatelné na [0, 27],
a tedy pat¥i do Par. Podle Véty 23.8 tudiz plati lim,, oo (s{(t) — s9(t)) =0. O

Véta 23.10 (Fourierovy koeficienty urcuji funkei). Necht f,g € Pon. Jestlie
f(k) = g(k) pro kazdé k € Z, potom f = g skoro viude.



Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Podle Véty 23.7 nalezneme n € N takové, 7e || f — of||; < e
allg — 9|1 < e. Protoze o = 0, dostavame

1f = glls < 1f = odll + llg — o3 ll1 < 2e.

Protoze e bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, ze || f — g||; = 0, a tedy f = g skoro
vsude. O

konec distanéni 26. pfednasky (18.5.2020)

Definice. Sé&itaci metodou (piipadné limitovaci metodou) A nazyvame neko-
ne¢nou dolni trojahelnikovou matici A = (¢,%), kde ¢p 1 € R, ¢, = 0 pro k > n.
Séitaci metodu chapeme jako predpis, ktery dané posloupnosti {a,}2, pfifazuje
posloupnost {b,}52, definovanou predpisem

n
b, = chwkah n € NU{0}.
k=0

Jestlize {a,}72 je posloupnost, pak definujeme A-soucet fady Y .-, a, predpi-
sem (A) Y07 g an = limy o0 D pp Cn kb Sk-
Véta 23.11 (Toeplitz). Necht A je séitaci metoda dand matici A = (cy ). Potom
A je reguldrni pravé tehdy, kdyz jsou splnény ndsledujict tri podminky:

(a) pro kazdé k € NU {0} plati lim, o0 cn . =0,

(b) plati limy, o0 Yo Cnke = 1,

(c) existuje C' > 0 takové, Ze pro kazdé k € NU{0} plati ;. _len | < C.

Poznamka. Cesarovska séitaci metoda odpovida matici A = (cp,x), kde
1
e = AT pro k <n
' 0 pro k > n, n € NU {0},
a z Toeplitzovy véty vyplyva, ze je regularni.

Poznamka. Metoda Fejérovych soucti o) je aplikaci Cesarovy séitaci metody na
posloupnost ¢asteénych souctiit Fourierovy fady s{ dané funkce f.

23.3. Bodova konveregence Fourierovych rad.

Véta 23.12 (Hardy). Necht {an}52, je posloupnost komplexnich ¢isel a s € C.
Necht existuje K € R takové, Ze pro kazdé k € NU {0} plat? |kay| < K. Jestlize
(C)>0 yan = s, potom > o7 (@, = .
Diikaz. Pro n € N oznac¢me
Sp =ag + -+ an,
1
n+1

Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme X € (1, 00) takove, ze K(\ — 1) < e. Potom

On = (so+--+sn).

K
(49) Z lag] < —(An—n) =K\ —1).
n<k<[An] "



Elementarnimi apravami obdrzime
([A] + 1) opn — (R4 1)0n = Sng1 + -+ Span)
= ([An] = n)sp + ([An] = n) ang1 + ((An] =n — 1) anyo + - + apap)-
Potom
([An] = n) (sn — on)
= (Wl +Dopn —(n+Don— Y. (] +1—k)ax— ((An] —n)oy,
n<k<[An]
= (W] + D ope — (Wl +Don— > (] +1-k)a.
n<k<[An]

Zvolme ngy € N takové, ze (A — 1)ng — 1 > 0. Potom pro n > ny mame

[An] +1 1
n<k<[An]
a tedy z (49) plati
|Sn - o-n|
An + 2 m+1-—n
< o mn =1 ovm = sl Flow =) = == D, ad
n<k<[An]
An+2 A=1n+1
- m (|O—[A"] - S‘ + |0n - S|) + mK()\ — ].)

Tedy
A
limsup ||sp, —onll o, < —— 0+ K(A—1) <e.
n— o0 b A—1

Jelikoz € bylo libovolné, plati
nlglgo [$n — onll =0,

a tedy
Sp = S.
O

Poznamka. Plati nasledujici ,stejnomérna® verse Hardyovy véty. Necht {a,}22
je posloupnost komplexnich funkci na mnoziné M C R takova, ze existuje K € R
spliwjici |kay(t)| < K pro kazda k € NU{0} at € M. Jestlize (C) > 0" jan =X s
na mnoziné M, potom fozo an = sna M.

Véta 23.13 (omezend variace a Fourierovy koeficienty). Necht f je 2m-periodickd
funkce s konecnou variact na [0,2w]. Potom ezistuje K € R takové, Ze pro kazdé

k € Z plati ‘kf(k)‘ <K.

Diikaz. Jelikoz pro n € Z plati
. 1 [%7 A
fn)=o=[ flt)e ™ dt,

:271' 0

substituci s =¢ — T pron € Z\ {0} dostaneme

o 1 277_% . . 1 27 )
f(’l’L) = g/ f(s + %)e—lns-ﬂﬂ' ds = —% ; f(S + %)e—zns ds.

i
n



Proto

47 n

fm)| < 417T/027T f(t)ff(t+%)’ dt.

Po dalsi substituci obdrzime pouzitim periodicity rovnost

27 27
7r T
Iy R -
/O Jt+kD) = f(t+ (k= 1)) at /0
Mame tedy pro n € Z \ {0} odhad

8m§j/ f+ Ty o) an

2m
Flo) = 5+ Fo) = o= [ (50 = s+ D) e
a tedy

Ft+ %) - f(t)‘ dt, keZ.

= Z/ P+ kD) = £+ (k=)0 dt

27 2n

- Z f(t+k:%)—f(t+(k—1)%)‘dt

87n

1 27
% 0 V(f 0 27'(')
_ V(f;0,2m)

4mn

IA

O

Vé&ta 23.14 (Jordanovo-Dirichletovo kritérium). Necht f € Pa, je funkce s konec-
nou variact na intervalu [0, 27].
(a) Nechtt € R. Potom existuji viastni f(t—) a f(t+) a

lim Sf( ) = M

n— o0 2

. loc
(b) Necht a,b € R*, a <b, a f je spojitd na (a,b). Potom s{ = f na (a,b).

Diikaz. (a) Necht f je funkce s kone¢nou variaci. Bez ijmy na obecnosti piedpokla-

dejme, ze f je realna. Potom f = fi1 — fo, kde f1, fo jsou neklesajici. Protoze kazda

neklesajici funkce méa vlastni jednostranné limity, ma je i f. Podle Véty 23.5 plati

on(f)(t) — w Protoze dle Véty 23.13 spliiuji koeficienty odhady nutné

pro pouziti Véty 23.12, konverguji k w i soucty s (t).

(b) Tvrzeni lze dokazat obdobné jako tvrzeni (a), pfi¢emz je tfeba pouzit Vétu 23.5(b).
O

konec distanéni 27. prednasky (21.5.2020)

Vé&ta 23.15 (Diniovo kritérium). Necht f € Par, t € R, s € C a existuje § > 0
takové, Ze
Cft+T)+ ft—T) 28

T

dr




konverguje. Potom s/ (t) = s.
Diikaz. Predpokladejme, Ze § € (0, 7). Podle Lemmatu 23.3 plati

o s
- Z(f(t—r)—s)Dn(T)dT

1(/0uu—fw—wDAﬂdr+Aﬂuu—r>—@L%wwh)

—T

s(t) = s = = ﬂf( )(T)df—;/oﬂsDn(r)dT

:7/ t+7)+ f(t —7)—28) Dy(7)dr

=5 Tt —;{l(f_T) — % sin((n + 3)7)dr

T
sin 2

/ fE+1) +f(t—T)—28 sin((n—i—%)T)dT
ft+7’ Jrf(t*’r)fQ

27r sin 5

/ft+T +ft—7)—2s T 1 iz e

7
-(e'ze
sm12z(

sin((n + 3)7)dr

2 3
—e 'ze ") dr

L1 / ft+7) +f(t—7')—25 1 i ine
7

_ ,—i% —inT dr.
sin 3 2 ¢ € e )dr
Protoze je funkce
f+n)+ft—7)—2s 7
T sin 5
integrovatelné dle pfedpokladu na na (0, J), stejné jako je integrovatelna funkce

= f(t+7')+.f(t—'r)725
sin 5

T

a (,7), oba integraly konverguji k 0 dle Véty 23.8. Tedy s/ (t) — s — 0. O

Véta 23.16 (dusledky Diniova kritéria). Necht f € Por a t € R.
(a) Jestlize existugi viastni f(t—) a f(t+) a vilastni
IO ) @) )

T—t_ T —1 ’ Tty T —1

fEH)+f(E=-)
2

9

potom st (t) =

s/(t) = f(t).
(b) Jestlize existuji « >0, § >0 a K > 0 takovd, Ze

Vr e (=6,0) : [f(t+7)— f(t)| < K|r|*

. Specidlng, jestlize existuji viastni f' (t) a f'(t), potom

potom s¥(t) = f(t).
Diikaz. (a) Nalezneme ¢ > 0 takové, ze funkce

fle+T) = ) fE=T) = o)

T T

T =




jsou omezené na (0, ). Oznaéme s = w Potom je funkce
L D) A ft-r) =25 ft+T) - ft) | fE-T) = fE)
T T T

omezend, a tim spie integrovatelna na (0, d). Tvrzeni tedy plyne z Diniova kritéria.
(b) Polozme s = f(t). Potom pro kazdé 7 € (0,0) plati

T

)+ fE =) =2 _f(+7) = FO] | =7V = 1O o
T T T
Odtud plyne, ze funkce
t t—71)—2
)+ g =) — 2
T
je integrovatelna na (0,0), a tedy tvrzeni opét plyne z Diniova kritéria. ([l

konec distanéni 28. pifednasky (25.5.2020) a konec semestru



