MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 2018-2019
PREDNASKA

LUBOS PICK

6. TAYLORUV POLYNOM

6.1. Zakladni vlastnosti. Necht f je funkce, a € R a existuje vlastni f’(a). Potom
polynom prvniho stupné ¢ (te¢na) definovany predpisem

t(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) proz €R
aprozimuje chovani f v blizkosti bodu a v nasledujicim smyslu:

i @)~ t(@)

r—a r—a

=0.

Pro n € N hledame polynom P spliujici st P < n a
- P
L f) -~ P()

z—a  (z—a)®

=0.

Definice. Necht f je funkce, n € N, a € R a existuje vlastni f(")(a). Pak polynom
T1 definovany piedpisem

1
T (x) = f(a) + f'(a)(x —a) + - + gf(”)(a)(x —a)" proz€R
nazyvame Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé a.

Umluva. V dal$im textu budeme symbol tvaru (z —a)® chapat jako 1, a to i tehdy,
jestlize x = a. Symbolem f(© (tedy ,nultou derivaci“ funkce f) budeme rozumét
samotnou funkci f.

Poznamky. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni (™ (a).
(a) Platf T/ = t.
(b) Plati st T/* < n a tato nerovnost muze byt ostra.
(c) Plati (Tay =159,

Véta 6.1 (Peantiv tvar zbytku). Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni
f™(a). Potom
_Tfa
@)~ Tfe)

T—a (x — a)”

=0.

Lemma (pfili§ dobra aproximace polynomu). Necht Q je polynom, st Q <n, a € R

a limg,_,, %

= 0. Pak Q je nulovy polynom.

Véta 6.2 (jednoznacnost Taylorova polynomu). Nechl f je funkce, a € R, n € N
a ezistuje viastni f(a) a P je polynom spliwujici st P <n a
@) - P)
T—a (x — a)"
1

=0.



Potom P = T}]*.

Véta 6.3 (obecny tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a < x a pro
kazdé t € [a,z] existuje vlastni f*TV(t). Necht ¢ je spojitd funkce na [a,x] magict
v kaZdém bodé intervalu (a,x) vlastni nenulovou derivaci. Pak existuje & € (a,x)
takové, Ze
1 o(z) —¢(a) (i1
fl@) =T (x) = 5 === f () (z — &)™
(@) =T (@) = 2 2L ©—¢)

Poznamky. (a) Véta 6.3 plati i v pfipadé z < a.

(b) Pfedpoklady Véty 6.3 lze mirné oslabit. Staci predpokladat, ze f(™) je spojita
na [a,z] a f("*t1) existuje (vlastni ¢ nevlastni) na (a, ).
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Véta 6.4 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a <z a
pro kazdé t € [a, ] existuje viastni f*V(t). Pak existuje & € (a,x) takové, Ze

Diikaz. Polozme ¢(t) = (x — t)"*1 t € [a, x]. Pak je funkce ¢ je spojitd na [a, 7] a
na otevieném intervalu (a,x) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Véty 6.3 tedy
existuje £ € (a,x) takové, ze

flz) =T (z) =

1 0—(z—a)"
W (0 + D - O

O — e

FO (@ -

Priklad. Dokaite, Ze pro kazdé x € R plati

nan;O(T,pr’o(x) —e%)=0.

Véta 6.5 (Cauchytv tvar zbytku). Nechl f je funkce, n € N, a,z € R, a < z a
pro kazdé t € [a, x] existuje viastni ftV(t). Pak existuje & € (a,x) takové, Ze

Fla) = T (@) = 7O~ " )
Priklad. Necht a € R\ (NU {0}). Definujme funkci f pfedpisem
fx)=(0+2z)* proze(—1,1).
Dokazte, Ze pro kazdé x € (—1,1) plati
lim (T%(x) — (1 4+ 2)%) = 0.

n—oo
Ditkaz. Polozme ¢(t) = t, t € [a,z]. Pak je funkce ¢ je spojitd na [a,z] a na
otevieném intervalu (a,z) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Véty 6.3 existuje
¢ € (a,x) takové, Ze
lz—a
fla) - Tfo(@) = 70

)@ - )" = D0+ ()~ &) )

n

O



6.2. Symbol ,,malé o*.

Definice. Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkee f je v bodé ¢ malé
0 od g (piSeme f(z) = o(g(x)), © — a), jestlize plati

lim M =0.

z—a g(x)
Poznamky. (a) Vyraz ,f(x) = o(g(m)), x — a* chapeme jako jeden symbol. Zna-
ménko rovnosti zde neznaci standardni rovnost mezi redlnymi ¢isly nebo funkcemi
a nelze s nim pracovat samostatné.

(b) Tvrzeni Véty 6.1 je moZné zapsat ve tvaru
fl@) =TI 2) = o((x — a)"), 2 — a.

(c) Symbol f(z) = o(1), z — a podle definice znamena, ze lim,_,, f(z) = 0.
(d) Symbol o 1ze pouZit i na jednostranné limity.

Priklady. Plati

23 =o(z?), © — 0,
z? = o(z%), = oo,
z? = o(e%), z — oo,
1—x =o(arccosz), z — 1_,

Véta 6.6 (aritmetika malého o). Necht a € R*.

(a) Jestlize fi(x) = o(g(a:)), T —aa folr) = o(g(m)), x — a, potom fi(z) +
fo(z) = o(9(2)), z — a.

(b) Jestlize fi(z) = o(gi(x)), x — a a fa(x) = o(g2(x)), + — a, potom
fi(@) f2(z) = o(g1(z)g2(2)), = — a.

(c) Jestlize fi(z) = o(g1(x)), * = a a fo je nenulovd na jistém prstencovém
okoli bodu a, potom f1(z) f2(z) = o(g1(z) f2(x)),  — a.

(d) Jestlize f(z) = o(gi(z)),  — a alim,_q, Z;Eg je vlastni, potom f(x) =
o(g2(2)), = — a.

(e) Jestlize f(z) = o(g(z)),  — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli
bodu a, potom h(z)f(z) = o(g(z)), z — a.

(f) Jestlize a € R, m,n € NU{0}, m <n, a f(z) =o((x —a)"), z — a, potom
f(@)=o((zx —a)™), z — a.
Diikaz. Vsechna tvrzeni bezprostfedné plynou z véty o aritmetice limit. O

Vé&ta 6.7 (malé o slozené funkce). Necht a,b € R*, f(y) = o(g(y)), y — b,
lim,_,, () = b a existuje § € R, § > 0, takové, Ze

Vz € P(a,d) : p(x) #b.
Potom f(p(x)) = o(g(p(x)), v — a.

Diikaz. Tvrzeni bezprostifedné plyne z véty o limité slozené funkce. ([l

Piiklad. Spoctéte
2
e —1—z—%

x—0 3
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6.3. Taylorovy rfady elementarnich funkci.

Definice. Necht f je funkce, a € R a pro kazdé n € N existuje vlastni f(™(a).
Potom fadu

> £(n)(q
Z f n'( )(LL' _ a)n
n=0 ’

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Je-li @ = 0, pak mluvime o
Maclaurinové radé.

Poznamka. Rovnost
— f"(a) n
f(z) = Z}T(x_a)

nemusi platit ani pro ta x € R, pro ktera fada konverguje. Piikladem je funkce

B e_l/”z, x # 0,
ﬂ@_{o 2 =0.

Pro kazdé n € N U {0} plati f(™(0) = 0, takze Taylorova fada této funkce ma
vSechny koeficienty rovny nule. Tato fada tedy konverguje pro kazdé = € R, a to ke
konstantné nulové funkci, ackoli f(x) # 0 pro  # 0.

V mnoha pfipadech Ize ale funkci vyjadrit jako soucet jeji Taylorovy rady alespon
na jistém intervalu.

Véta 6.8 (Taylorovy fady elementérnich funkei). Plati
oo
(a) expx = Z pro z € R,
n=0

o~ (D"
(b) sinz = Z me"H pro z € R,

—~

= 2n+1
) 1+=z)*= Z (Z)x" proa e Rax e (—1,1).
n=0

7. MOCNINNE RADY

7.1. Zakladni vlastnosti.



Definice. Necht zg € R a {a,}22, je posloupnost realnych ¢isel. Mocninnou
fadou o stfedu zg rozumime fadu

o0
Z an(x —x9)" prozxz € R.
n=0

Poznamka. Kazda mocninné fada Y7 an(x — 2)" konverguje pro z = .

Véta 7.1 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht > 7 an(z — x0)" je
mocninnd Tada. Pak existuje pravé jeden nezdporny prvek o € R* takovy, Ze

e pro kazdé x € R, |x — xg| < 0, je wvedend Tada absolutné konvergentni,
e pro kazdé x € R, |z — xo| > 0, je uvedend fada divergentni.
Provek o spliiuge
1

0= —
limsup ¥/[an|’

kde vijrazem % rozumime oo a vijrazem -
o0

mérem konvergence uvedené tady.

rozumime 0. Prvek o nazijvdme polo-

Poznamka. Necht Y °  a,(z — z9)" je mocninna fada a ¢ € R* je jeji polomér
konvergence. Potom nastane pravé jedna z nasledujicich tfi moZnosti:
e bud ¢ = 0 a fada konverguje pouze pro x = xy,
e nebo ¢ = oo a fada absolutné konverguje pro kazdé x € R,
e nebo p € (0,00), fada absolutné konverguje pro kazdé z € R, |z — zo| < o,
diverguje pro kazdé x € R, |x — xg| > ¢, a miZe nebo nemusi konvergovat
pro x = xqg *£ 0.

Priklady. Spoctéte stfed a polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a
urcete, pro kterd x € R rady konverguji.

o0 o0 o0 o0
" non " "
Zg’ > nta, Z;’ Zﬁ'
n=0 n=1

n=0 n=1
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7.2. Derivace mocninné rady.
Lemma. Necht z € R. Potom pro kazdé n € N, § >0 a h € (=6,9) plati
|(z 4+ h)* — 2" — nha" | < B*673(|2| + 6)".

Véta 7.2 (derivace mocninné fady). Necht o je polomér konvergence mocninné
Fady > 07 o an(x — x0)". Potom polomér konvergence Fady Y, na,(z — zo)" !
je také roven p. Pro x € R splitujici |x — x| < o oznacme f(z) = Y o jan(z —
xo)™. Potom md funkce f v kaZdém takovém bodé viastni derivaci a plati f'(x) =
oo nan(z — o)L

Véta 7.3 (vztah mocninné fady a Taylorova polynomu). Necht ¢ je polomér kon-
vergence mocninné iady Y - an(x—z0)™. Prox € R spliujici |x—xzo| < 0 oznacme
f(z) =307 gan(z — xo)"™. Potom



(a) pro kazdé k € NU{0} a kaidé x € R, |z — x| < o, ezistuje viastni f*)(z) a
plati

o

£ () Z (n—1)-(n—k+ ay(x —x0)"F,

(b) specidlné plati f*) (x) = klay, k € NU{0},
(c) pro kazdé n € N a kaZdé x € R plati 1% (x) = 3"}, ar(x — 20)*.

Poznamka. Pfi derivovani mocninné fady ¢len po ¢lenu se zachovava polomér kon-
vergence, nemusi se vSak zachovat konvergence v nékterém z bodu zg+ . Oznacime-
. s n n—1

i napiiklad f(z) = Z;’:’:2% pro z € (—1,1), pak f'(z) = > 2,2 a
(@) = 30 2" 2 pro € (—1,1), polomér konvergence viech tif fad je ro-
ven 1, ale fada > -, n(+1) je konvergentni pro z € [—1,1], fada Y oo, L = e
konvergentni pouze pro z € [—1,1) a fada . _, 2" 2 je konvergentni dokonce
pouze pro z € (—1,1).

7.3. Abelova véta.
Lemma. Necht ) " an je konvergentni ciselnd iada a necht {s,}52 je posloup-

nost jejich astecnyich soucti. Potom pro kazdé x € (—1,1) jsou Fady > - janz™ a
Yoo o sna™ absolutné konvergentni a plati

o0 oo
Z apx” = (1 — 1) Z Spa™
n=0 n=0
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Véta 7.4 (Abelova). Necht ¢ je polomeér konvergence mocninné fady > o~ o an(z—
x0)"™ a ¢ € (0,00).
(a) Jestlize je Fada ., a,o" konvergentni, potom

lim Zan x — x0)" ZanQ

z—(zo+0)—

(b) Jestlize je rada Y -~y an(—0)™ konvergentni, potom

lim E an(z — )" E an(—

e (zo—0)+ ©

Poznamka. Plati

o (D" 2
(a) arctgx = E " pro z € [—1,1],
= 2n+1

(b) log(1+z) = i (_1)nx”+1 pro z € (—1,1].



8. PRIMITIVNI FUNKCE

8.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht I je neprazdny otevieny interval a f, F' jsou funkce definované na
I. Rekneme, 7e F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé z € I existuje
vlastni F'(x) a plati F'(x) = f(x). Hledani primitivni funkce nazyvame integraci
a primitivni funkci nékdy oznacujeme jako neurcity integral.

Poznamka. Necht F je primitivni funkce k f na I. Potom F je na I spojita.
Piiklad. Funkce sign nemé primitivn{ funkci na intervalu R.

Poznamka. Necht F je primitivn{ funkce k f na I a ¢ € R. Potom je F + ¢ také
primitivni funkce k f na I.

Vé&ta 8.1 (jednoznacnost primitivni funkee aZ na konstantu). Necht I je neprdzdny
otevreny interval. Necht F a G jsou primitivnt funkce k f na I. Potom ezistuje c € R
takové, Ze pro kaZdé x € I plati F(x) = G(x) + ¢ .

Znaceni. Fakt, Zze I’ je primitivni funkce k f na otevieném intervalu I, znacime
symbolem

/f(x)dx ZF(x), zel.

Symbol [ f(z)dz oznacuje mnozinu vSech primitivnich funkef na k f na I. Na levé
strané rovnosti stoji mnozina funkci a na pravé strané stoji libovolny jeji represen-
tant. Vztah = Gteme jako rovnost az na konstantu. Jednotlivé ¢asti vyrazu nalevo
jsou tyto:

[ ... znak integralu,
f(z) ... integrand, tedy funkce, k niz hledame primitivni funkci,
dx ... diferencial, symbol, jenZ oznacuje jednak konec integrandu a jednak

ur¢uje proménnou, vzhledem k niz integrujeme.

Véta 8.2 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je neprdzdny
otevreny interval a f je spojitd funkce na I. Potom f md na I primitivnd funkci.

Poznamka. Necht F' je primitivni funkece k f na R a a € R\ {0}. Potom

/f(aw)dw Za 'Flaz), z€R.



Piiklady.

xn—{—l
_— N 0 R
menER n e NU{0}, z € R,
anrl
n+1’

/

/

/%dm < log|z|, z € (—00,0), = € (0,00),
/,

n e Z\{il}v T € (70070)7 T € (0700),

. c
/smxdm = —cosz, z € R,

C .
/cosxdw =sinz, x € R,

1 c
/ dxztgx,xE(—I—Fkﬂ',z—&—kﬂ'),kEZ,
cos? x 2 2

—1
/ — dr = cotgzx, z € (kn,m +kn), k€ Z,
sin® x

1
/deéarctgm, xz eR,

1 e 1
/ﬁdac:farctg(g)7 a>0, zeR,
a’+x a a

/#dméarcsinm x e (-1,1)

V1— 2?2 ’ T

/;ldm
V1—a?

[ o
vz +1

J e ——
Va? -1

arccosz, x € (—1,1),
élog(er 172+1), x € R,

é10g(a:—|—x/:1:2—1), x €R.
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Definice. Necht I je interval a f: I — R. Rekneme, ze f ma na I Darbouxovu

vlastnost,

jestlize pro kazdy interval J C I je f(J) interval.

Vé&ta 8.3 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht' I je neprazdny otevieny interval,
f: I =R af mdnal primitivnt funkci. Potom md f na I Darbouzovu vlastnost.

Poznamka. Necht I je neprazdny otevieny interval a f: I — R. Potom plati

fje spojita na I = f ma primitivni funkci na I = f mé Darbouxovu vlastnost na 1.

Ani jedna z implikaci neplati obracené.

Piiklad. Uvazujte funkci f: R — R definovanou pfedpisem

0 pro x = 0.

fa) = {.Z‘Q sin(:) proz € R\ {0},



Dokazte, ze f ma na R vlastni derivaci, avSak funkce f’ neni na R spojita.

Daisledek. Necht I je otevieny interval a 0 € I. Potom funkce sign nemd na I
primitivng funkci.

Véta 8.4 (linearita primitivni funkce). Necht I je neprdzdny otevieny interval,
F je primitivni funkce k funkci f na I, G je primitiont funkce k funkci g na I a
a, B € R. Potom je oF + G primitiond funkce k of + Bg na 1.

Véta 8.5 (prvni véta o substituci). Necht a,b,a,8 € R*, a < b, a < . Necht F
je primitivnd funkce k funkci f na (a,b). Necht p: (o, 8) — (a,b). Necht pro kazdé
t € (a,B) existuje vlastni ¢’ (t). Potom

/f@@»¢@ﬁhéF@ﬁ»,te<m6»

Piiklad. Spoététe [ sin®tcost dt.
Vé&ta 8.6 (druha véta o substituci). Necht a,b, o, € R*, a <b, a < 8. Necht ¢ :
(o, B) = (a,b), pro kaZdé t € («, ) existuje vlastni a nenulovd ¢'(t) a ¢ (o, ) =
(a,b). Necht f: (a,b) = R, G: (o, 8) = R a plati

[ et tao, te )
Pak

[ f@ds 26 @), e @),

Priklad. Spoctéte [ 1 —a?dx, x € (—1,1).

Priklad. Spoctéte [ x €R.

dz
V1+z2’
Véta 8.7 (integrace per partes). Necht I je neprdzdng otevieny interval a f je
spojitd funkce na I. Necht F' je primitivnt funkce k f na I a G je primitivni funkce
k funkci g na I. Potom plati

/g(x)F(x) dx = G(z)F(x) — /G(x)f(:z:) de, xe€l.
konec 6. prednasky (07.03.2019)

Priklad. Spoctéte [arctgzdz, z € R.
Priklad. Spoctéte [e”sinzdz, z € R.

Priklad. Necht n € N. Spoctéte [ W dr, v € R.

8.2. Integrace racionalnich funkci.

Definice. Racionalni funkci rozumime podil dvou polynomi, kde polynom ve

jmenovateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R(x) = ggig je definované

na libovolné podmnoziné R, ktera neobsahuje zadny koten polynomu Q.

Véta 8.8 (rozklad na parcidlni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi
koeficienty takové, Ze
(i) st P <st@,



1

=

Q(x) = an(x —x1)P ... (2 — 2p)P (22 + oz + B1) " ... (2% + oz + )%
i) an, ¢1,..., Tk, @1,...,00,81,...,0 €R, a, #0, k,l € NU{0},

(i)
(ii)
(IV) pl?"'7pk,q17"'7ql€N
(v)

v) Zddng z mnohoclent 2 + a1z + P, ..., 2% + aqx + B nemd redlng koven,
(vi) Zddné dva z mnohoélenii x — x1, * — Ta, ..., T — Tk, nemaji spolecny koren.
Pak existuji jednoznacné uréenci cdisla Ay,... AL, ... AY,... AF , Bl Ci,...,
Bl.Ci,....,B}, Cl,. .. B, C. takovd, 7 platz
P(z Al A Al Ak
(): 1 e PY 1 S L S—
Qx) z—m (x — xp)P T — Tg (x — xp)P*
1 1 l 1
M RS Bqlx—'_c‘h R M cee Bql$+cq’
22+ a1z + B (22 + oz + )0 2 + oz + B (22 + ayz + )@

pro vdechna x € R spliiugici Q(x) # 0.

Poznamka (postup pfi integraci racionélni funkce). Necht je zadéna racionalni
funkce R(z) = P(z), kde P a @ jsou polynomy, @Q # 0. Pii vypoctu primitivni
funkce [ R(z)dz na libovolném otevieném intervalu I, ktery neobsahuje zadny z
korenti polynomu @, pak postupujeme podle nasledujici osnovy:

1. krok: vyjadiime funkci R(zx) ve tvaru R(x) = Py(x) + ];2((;7) , kde st Py < st @ pro

viechna z € R, Q(x) # 0,
2. krok: provedeme rozklad funkce 1222((;”)) na parcialni zlomky podle Véty 8.8,
3. krok: integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky podle nasledujicitho navodu.

(a) Je-li

kde A € R a g €N, pak

B ﬁﬁ, x € (—o0,a) nebo z € (a,00), je-li ¢ > 2,
- | Alog|z —a|, z € (—00,a)nebo z € (a,00), je-li ¢ = 1.
(b) Je-li
B
I :/LCM
(2 + az + B)?

kdege N, o, eRafg— a > 0, pak nejprve vyjadiime I ve tvaru

B 2x + « Ba 1
I=— [ ————d - — — = dx.
2/(:c2+aa:+ﬂ>q rHEm )/(562+04w+5)q !

Oznacime-li

2x + « 1
L= —F————d L= -———-—-—d
! /(m2+a:ﬂ+ﬁ)q voen /(3324‘0433"'/3)‘1 o

potom

1 T
1, ¢ ) ToerarmT T ER jelig>1,
log(z? + ar+3), z€R, jeliqg=1.



Dale plati

_2xto

VA4B—a?
Pro vypocet posledniho integralu vyuZijeme prvni vétu o substituci. Polozime p(z) =
—2eta_ takie ¢ (z) = ——= a obdrzime

\/4B—a2 A4B—a2’
1 2 1
/ ( >2 de:\/m/(y2+1)qdy'

12/<<x+<;>21+ﬁ°f>qu</31¢zf>q/l< 1>2+1 (i

Vysledny integral pak spoc¢itdme podle vyse uvedeného piikladu.

Piiklad. Spoctéte [ it dr.

8.3. Né&které uziteéné substituce.

Znac&eni. Symbolem R(x,y) budeme znadit racionalni funkci dvou promeén-

nych, tj. R(z,y) = ggzg, kde

N1 NZ
P(%ZI) = Z a/iszyja Q(-T,y) = Z bijwzij

i,j=0 i,5=0
kde Nl,NQ c N, ai,jabi,j S R, ’L,] = 07...,N1(N2) a Q % 0.

Poznamka (racionalisace trigonometrickych integralii). Pro pfevod integrala tvaru
J R(sinz, cos z) dz na integraci racionalni funkce lze vyuzit jedné z nasledujicich
substituct:

(a) vzdy lze uzit substituci t = tg(§), v € (—m,7),

(b) pokud R(a,—b) = —R(a,b), lze uzit substituci t = sinz, x € R,

(¢) pokud R(—a,b) = —R(a,b), pak lze uzit substituci t = cosz, = € R,

(d) pokud R(—a,—b) = R(a,b), pak lze uzit substituci t = tgz, r € (-5, 5).

Je-li to moZné, byva obvykle vyhodnéjsi zvolit nékterou ze substituci (b)—(d) nez
substituci (a).
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/ dz
-2 *
cosxsin”

Véta 8.9 (o lepeni). Necht I je neprdzdny otevieny interval f,F: I — R jsou
spojité, ¢ € I a pro kazdé x € I\ {c} plati F'(x) = f(x). Potom F' = f na I.

Priklad. Spoctéte
/ dx
1+sin®z’

Poznamka. Pro racionalisaci integralt tvaru [ R(z, (z;ig)%) dr,kdeq € N,a,b,c,d €

R a ad # be, 1ze vyuzit substituci t = (gjfis)%, x € 1, kde I je libovolny otevieny

. . O bys
interval obsazeny v defini¢nim oboru funkce R(z, (Z;’i 7))

Piiklad. Spoctéte




Priklad. Spoctéte

1 / 1
/f T dr.
xVao—1

Poznamka. Pro racionalisaci integrala tvaru | R(t, vVat? + bt + ¢) dt, kde a,b,c €
R, a # 0. postupujeme podle nasledujici osnovy.

(a) M&-li trojélen az? + bx + ¢ dvojnasobny realny kofen « a plati az? +bx +c =
a(z — a)?, potom a > 0 a plati

Vaz? +bx +c=+alr — al.

(b) M&-li trojélen az? + bx + ¢ dva riizné realné kofeny oy, s, a; < o, a plati
ar?® +bxr + c = a(r — a1)(z — az), potom je bud a > 0 a

\/aa:2+baf+c:\/a\x—oq|1/xia2 pro xz € (—o0o, 1) a x € (ag, 00),
r — Qq

neboa <0 a

Vax? +bx +c=+v—a(z — 1) i pro x € (ag, ).
1

r—«

V obou pfipadech jsme tedy zadani pifevedli na tdlohu nalézt primitivni funkci

| R(x, (giig)%) dz, jejiz feSeni zname. Podminka ad # bc je splnéna, nebot v prv-
nim pfipadé plati ad = —ay a bc = —ap, zatimco ve druhém piipadé plati ad = oy
a bc = am.

(c) Piedpokladejme, 7e trojclen az? + bz + ¢ nem4 realné kofeny. Potom a > 0

a ¢ > 0. V tomto pfipadé lze uzit jednu z takzvanych Eulerovych substituci

Var? +bxr+c=+axr+t nebo Vax?+bxr+c=axt++c

Priklad. Spoctéte
1

—dx.
2v/x? +1
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9. RIEMANNUV INTEGRAL
Definice. Necht a,b € R, a < b. Kone¢nou posloupnost {z;}}_, nazyvime déle-
nim intervalu [a, 0], jestliZe plati

a=x9g<x1 < -<xp ="
Body wo,...,z, nazyvame délicimi body. Normou déleni D = {z;}7_, rozu-
mime ¢&islo

v(D) =max{z; —x;_1;j=1,...,n}.

Rekneme, 7e déleni D’ intervalu [a,b] je zjemn&nim dé&leni D intervalu [a,b],
jestlize kazdy délici bod D je i délicim bodem D’.
Definice. Necht a,b € R, a <b, f: [a,b] = R je omezend a D = {z;}7_, je déleni
[a,b]. Oznaéme

S(f,D) = ZMj(;vj —xj_1), kde M; = sup{f(x);z € [z;_1, z}]
j=1



S(f,D) = my(x; —xj—1), kde m; = int{f(x);x € [x;1,2;]}.
j=1

Hodnotu S(f, D) pak nazyvame hornim Riemannovym souétem funkce f pro
déleni D a hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souétem funkce f pro dé-
leni D. Dale definujeme horni Riemanniv integral funkce f pies interval [a, b]
predpisem

b
/ f(z)dx = inf{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}
a dolni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a, b] pFedpisem

b
/ f(z) dx = sup{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}.

Definice. Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R je omezena. Rekneme, ze f
na intervalu [a,b], a < b, mad Riemanniiv integral (piipadné Ze je na tomto

intervalu riemannovsky integrovatelna), jestlize ff f(x)dz = f: f(x) dz. Hod-

nota integralu f od a do b je rovna této spole¢né hodnoté. Znacime ji ff f(z)dx.
Jestlize a > b, pak klademe f; f(@)de = — [, f(z)dx. Jestlize a = b, pak klademe

f; f(z)dx = 0. Mnozinu vSech riemannovsky integrovatelnych funkei na intervalu
[a,b] znagime symbolem R([a, b]).

Priklad. Necht a,b € R, a < b a c € R. Dokazte ze f; cdx = c(b—a).

Piiklad. Necht a,b € R, a < b. Necht D je Dirichletova funkce. Dokazte, Ze
D ¢ R([a,b]).

Véta 9.1 (vlastnosti déleni). Necht a,b € R, a <b, a f: [a,b] = R je omezend.
(a) Necht D, D' jsou déleni intervalu [a,b], pFicemZ D' zjemiiuje D. Potom

S(f,D) < S(f.D") < 5(f,D') < S(f. D).
(b) Necht D1, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Potom
S(f.D1) < S(f, D2).

/a  fla)dr < / ' fw e

(¢) Plati
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Piiklady. Necht R je Riemannova funkce, a,b € R, a < b. Rozhodnéte, zda R €
R([a, b)), a pokud ano, spoctéte f: R(z)dz =0.

Vé&ta 9.2 (mantinely Riemannova integralu). Nechta,b € R, a <b, a f: [a,b] = R
je omezend. Necht Dy, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Oznacme

m =inf{f(z): z € [a,b]}, M =sup{f(z): z € [a,b]}.



Potom
m(b—a) < S(f, Dy) < /f m</f S(f.Ds) < M(b—a).

Vé&ta 9.3 (aproximace horniho a dolniho Riemannova integralu). Necht a,b € R,
a<b,af:lab] = R je omezend. Potom pro kazdé € > 0 existuje § > 0, takové,
Ze pro kaZdé délent D intervalu [a,b] spliiugict v(D) < § plati

/f /f )dx + ¢
/f )dz > S(f,D /f dz —e.

Véta 9.4 (aproximace Riemannova integralu). Necht'a,b € R, a < b, f: [a,b] = R
je omezend a {Dy 152 je posloupnost déleni intervalu [a, b] splitujicilimv(D,,) = 0.
Potom

b b
/ f(@)dz = lim S(f,Dy) a / f(@)dz = lim S(f.D,).

n—oo

Dausledek (postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu). JestliZe f je
omezend funkce na [a,b] a existuje posloupnost { Dy }7%; déleni intervalu [a,b] spl-
nugict limv(D,,) = 0 a limy, o, S(f, Dy) = lim, 00 S(f, Dy,), potom f € R([a,b])
a platt

b
/f@w=ggRHM:gg&ﬂm)

Piiklad. Spoététe fol z2 dx
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Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, a
f:a,b] = R je omezend. Potom f € R([a,b]) prdvé tehdy, kdyz pro kaZdé e > 0
existuje déleni D intervalu [a,b] takové, Ze

?('ﬁD) _ﬁ(va) <e
Definice. Necht I je interval a necht f: I — R. Rekneme, 7e f je stejnomérné
spojita na I, jestlize
Ve>030>0Vz,yel, |lv—y|l<d:|f(z)— fly) <e.

Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojita, pak je na I spojité.

Poznamka. Necht [ je interval a necht f: I — R. Potom jsou néasledujici dva
vyroky ekvivalentni:

(a) f neni stejnomérné spojita na I,

(b) existuji € > 0 a posloupnosti {z,}, {yn} bodt z I takova, Ze lim, oo |Tsn —
yn| = 0 a pro kazdé n € N plati |f(z,) — f(yn)] > &.

Priklad. VySetfete spojitost a stejnomérnou spojitost funkce f(z) = % na (0, 00).



Priklad. VySetiete spojitost a stejnomérnou spojitost funkce f(z) = sinl na

(0, 71-

'

Véta 9.6 (vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti). Necht a,b € R, a < b, a
f:[a,b] = R je spojitd. Potom je f stejnomérné spojitd na |a,b].

Vé&ta 9.7 (vztah spojitosti a riemannovské integrovatelnosti). Necht a,b € R, a <
b, a f: [a,b] = R je spojitd. Potom f € R([a,b]).

Véta 9.8 (vztah monotonie a riemannovské integrovatelnosti). Necht a,b € R,
a<b,af:lab] = R je monotdnni. Potom f € R([a,b]).
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Poznamka. Necht f je funkce a M C D(f). Potom
sup(f +g) <sup f +supg, inf(f+g)>inff+supg.
M M M M M M

Véta 9.9 (vlastnosti Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b.
(a) Jestlize f,g € R([a,b]) a o € R, pak f+ g € R([a,b]), af € R([a,b]) a plati

/ab(f(x)+g(x))dx:/abf(a:)dx+/abg(x)dx, /abaf(x)dx:a/abf(x)dx

(b) Jestlize f,g € R(|a,b]) a f < g, pak f: f(z)dz < f:g(x) dx
(c) Jestlize ¢ € [a,b], pak

f€R([a.d]) & (f € R([a,b]) N f € R([b, c])).
V takové pripadé plati

L%@m:/%@m+/%@m

(d) Jestlize f € R([a,b]), pak |f| € R([a,b]) a plati

/f ) dz /|f )| da.

Poznamka. Definujme funkci f: R — R predpisem

1 pro x € Q,
J(@) = {—1 pro z € R\ Q.

Potom pro kazdéa a,b € R, a < b, plati |f| € R([a,b]) a f & R([a,b]).

Vé&ta 9.10 (derivace funkce horni meze Riemannova integralu). Necht J C R je
neprdzdny interval, f: J — R a pro kaZdé a,b € J plati f € R([a,b]). Necht c € J
a F: J— R je definovand predpisem

x):/mf(t)dt pro x € J.

Potom plati:
(a) F je spojitd na J,
(b) jestlize o € Int J a funkce f je spojitd v xo, pak F'(xo) = f(z0).
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Znaceni. Necht F' je funkce a a € R*. Jestlize existuje lim,_, .+ F'(z), pak hodnotu
této limity znac¢ime symbolem F(a+). Obdobné definujeme symbol F(a—).

Vé&ta 9.11 (vypocet Riemannova integralu spojité funkce). Necht a,b € R, a < b,

fia,b] = R je spojitd a F: (a,b) = R je primitivnd funkce k f na (a,b). Potom
existugi vlastni F(a+) a F(b—) a plati

b
/ f@)dz = F(b—) — F(a+).

Véta 9.12 (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Necht a,b € R, a < b,
a f:[a,b] = R. Potom f € R([a,b]) privé tehdy, kdyz
I eRVYe>030>0VD = {z;}7_, D je délent [a,b], v(D) <o

n

th S [.’L‘jfl,.’lﬁj], j € {1,...,7}}: Zf(tj)<.’17j —.’I?jfl) —I|<e.

J=1

10. NEWTONUV INTEGRAL
Definice. Necht a,b € R*,; a < b, a f: (a,b) — R. Rekneme, ze Newtoniv
integral f na (a,b) existuje, jestlize
e f mé na (a,b) primitivni funkci (oznacme ji F),
e existuji F'(a+) a F(b—),
e vyraz F(b—) — F(a+) je definovan.
Hodnotou Newtonova integralu f na (a,b) pak rozumime prvek

b
(V) / F(@)dz = F(b—) — F(at).

Proa > b klademe (N) f; f(@)dz = — [ f(z)dz a déle definujeme (N) [ f(z) dz =
0. Jestlize (N) f: f(z) dx existuje vlastni, pak fikame, Ze integral je konvergentni.
Neni-li integral konvergentni, fikame, Ze je divergentni. Mnozinu vSech funkci
f:(a,b) — R, které maji na intervalu (a,b) konvergentni Newtontiv integral, zna-
¢ime symbolem N (a, b).

Umluva. NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme f; f misto (NV) f; f(z)dx.
Poznamka. Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkeci.

Znac&eni. Necht F je funkce a a,b € R*. Jestlize ma smysl vyraz F(b—) — F(a+),
pak jeho hodnotu budeme znacit symbolem [F)2.

Véta 10.1 (vztah spojitosti a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R,
a<b,af:lab — R je spojitd na [a,b]. Potom f € N(a,b).

Priklad. Necht o € R a f(x) = 2® pro = € (0,00). VySetiete existenci a konver-
genci Newtonovych integralii fol a®dz, [T a®dra [[° 2 da.

Piiklad. Dokazte, Ze sign € R([—1,1]) \ M (-1,1).



Priklad. Necht f: (0,1) — R je definovana predpisem

1
—= prox e (0,1)
f(fl?)={f
0 pro x = 0.

Dokazte, ze f € N(0,1) \ R([0,1]).
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Véta 10.2 (vlastnosti Newtonova integralu). Necht a,b € R*, a < b.
(a) Jestlize f,g € N(a,b) a a €R, pak f + g € N(a,b), af € N(a,b) a plati

/ab(f(a:) + g(z))dr = /abf(x)da: + /abg(a:)dx, /ab of(z)dx = oz/abf(g;)dx.

(b) Jestlize f,g € N(a,b) a f < g, pak f: f(z)dx < f:g(x)dx.
(c) Necht ¢ € (a,b). Jestlize f € N(a,b), pak f € N(a,c) NN (c,b) a plati

/ab f(z)dz = /ac f(z)dx + /Cb f(z)dz.

Jestlize f € N(a,c) NN (b,c) a f je spojitd v ¢, pak f € N(a,b).
(d) Jestlize f € N(a,b) a f je spojitd na (a,b), pak f;\f(:c)|d:c ezistuje a

2 f@)da| < [717(@) o

Véta 10.3 (per partes pro Newtontav integral). Nechta,b € R*, a < b, a f,g: (a,b) —
R. Necht F' a G jsou po Fadé primitivni funkce k f a g na (a,b). Potom

b b
[ Pz =1r6lk - [ @6,
jestlize md pravd strana smysl.
Vé&ta 10.4 (substituce pro Newtonuv integral). Nechta,b, o, € R*, a < b, a < S,

fi(a,0) =R, ¢: (o, ) = R, pro kazdé t € (o, B) existuje ' (t) vlastni a nenulovd
a p((o, B)) = (a,b). Potom

b B
[ @ = [ sewle

md-li alespon jedna strana smysl.

Véta 10.5 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, a
f € R([a,b]) " N(a,b). Potom

(R) / ’ fla)dr = () / ' fla)d.
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11. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

Véta 11.1 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht a € R*, 6o > 0 a
f: P(a,00) = R. Potom ezistuje vlastni im,_,, f(z) prdvé tehdy, kdyz

Ve > 030> 0Vae,y € Pa,d): |f(z) — f(y)] <e.
Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 11.1 plati i pro jednostranné limity.
Véta 11.2 (postacujici podminka pro konvergenci Newtonova integralu). Necht
a,beR,a<b, af: (a,b) = R je omezend a spojitd. Potom f € N(a,b).
Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 11.2 neplati.
Priklad. Vysetfete konvergenci integralu fooo % dx.
Véta 11.3 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht
aeR beR, a<b fig:lab) =R 0<[<g fjespojiti na [a,b) a
g € N(a,b). Potom f € N(a,b).
Véta 11.4 (obecngjsi verse srovnavaciho kritéria). Necht a € R, b € R*, a < b,
f,9:[a,b) =R, |f| <g, f je spojitd na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).
Poznamka. Tvrzeni Vét 11.3 a 11.4 plati s ptisluSnymi dpravami i pro intervaly
typu (a, b].
Priklad. VySetiete konvergenci integralu [~ ls‘”' dx.
Poznamka. Funkce f(z) = 522 spliiuje f € N(0,00), ale |f| & N(0,00). New-

tontv integral je tedy neabsolutné konvergentni integral (na rozdil napiiklad od
Lebesgueova integralu).

Véta 11.5 (vztah absolutni konvergence a konvergence Newtonova integralu).
Necht a,b € R*, a < b, f: (a,b) — R je spojitd a |f| € N'(a,b). Potom f € N(a,b).

dz
oo zi+1°

Priklad. Vysetfete konvergenci integralu f
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Vé&ta 11.6 (limitni srovnéavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu).
Nechta e R, beR*, a<b, a f,g: [a,b) = R jsou spojité a nezdporné.
(a) Jestlize limy_p, gg;; € (0,00), pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz g € N(a,b).
(b) Jestlize limy_p_ (w) =0 ag€ N(a,b), pak f € N(a,b).
(c) Jestlize limg_p_ 22 = 00 a f € N'(a,b), pak g € N(a,b).

g(z) —
i Setf x ; oo g+ V¥l
Priklad. Vysetfete konvergenci integralu [, N dz.

Véta 11.7 (Newtoniv integral souinu funkei). Necht'a,b € R, a <b, f: [a,b] = R
je spojitd g: [a,b] — R je spojitd, nezdpornd a nerostouci. Potom

oo, [ 1< [ oo s [
/ubfg

Specidlné plati

< g(a) sup f]
z€[a,b)




Véta 11.8 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integréalu).
Necht a € R, b € R*, a < b, f:[a,b) — R je spojitd, g: [a,b) — R je mono-
tonni a spojitd a F' je primitivnd funkce k f na (a,b).

(a) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend na [a,b), potom fg € N(a,b).

(b) Jestlize F' je omezend na (a,b) a g(b—) =0, potom fg € N(a,b).
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Poznamka. Tvrzeni Véty 11.8 plati s prislusnymi tpravami i pro intervaly typu

(a, b].

Piiklad. Vysetfete konvergenci integralu fooo arctg r <~ dx.

Véta 11.9 (o nulové funkci). Necht a,b € R*, a <b, f: (a,b) = R je nezdpornd a
(N) fab f(z)dz = 0. Potom pro kazdé x € (a,b) plati f(x) = 0.

Vé&ta 11.10 (prvni véta o stfedni hodnots). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] = R
je spojitd, g: [a,b] — R je nezdpornd, g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom existuje
€ € [a, b] takové, Ze

/a " Fla)ge)dz = (0 / " @)z

Véta 11.11 (druha véta o stiedni hodnots). Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] = R
je spojitd a g: [a,b] = R je spojitd a monotdnni. Potom existuje & € [a,b] takové,
ze

/ab f(@)g(z)dx = g(a) /j f(x)dz + g(b) /: f(z)dz.

12. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

Definice. Normovanym linearnim prostorem budeme rozumét dvojici (X, | -
I, kde X je vektorovy prostor nad télesem R a || - ||: X — [0,00) je zobrazeni
splhujici

(@) Ve e X: [|z]|=0 & z =0,

(b) VA e RVz € z: || Ax]| = [A|||z|l,

(¢) Va,y € X« [lz + yl| < [lz] + [lyll

Zobrazeni || - || nazyvame normou na X.
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Priklad. Necht a,b € R, a < b. Ozna¢me
C(la, b)) ={f: [a,b] = R, f je spojita}.
Definujme || - [|max: C([a,b]) — R pFedpisem
£ lmax = max [f(z)].

z€[a,b]

Dokaite, ze (C([a,b]), || fllmax) je normovany linedrni prostor.



Priklad. Necht a,b € R, a < b. Definujme || - ||int : C([a,b]) — R predpisem

b
||f||int:/ |f(z)] dx.

Dokazte, ze (C([a,b]), || fllint je normovany linearni prostor.
Poznamka. Necht a,b € R, a < b a f € C([a,b]. Potom plati
[ fllint < (b= @)l fllmax-

Definice. Necht n € N, a,b € R, a < b. Kfivkou budeme rozumét zobrazeni
¢ : la,b] — R™ takové, Ze » = (p1,...,¢n) je t¥idy Cl, tj. ¢ je spojité na
[a,b], i = 1,...,n, pficemZ v krajnich bodech [a,b] symbol ¢.(x) znad¢i piislusnou
jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kiivky ¢ rozumime mnozinu
() = ([a, b)) C R™.

Priklad. Uréete (¢), kde o: [0, 27] — R? je definovana predpisem ¢(t) = [cost, sint].

Priklad. Necht a,b € R, a < b a f € C'([a,b]). Uréete (), kde o: [a,b] — R? je
definovana predpisem o(x) = [z, f(z)].

Priklad. Uréete (p), kde o: [—1,1] — R? je definovana piedpisem ¢(t) = [t3,¢%].

Poznamka. Ruzné k¥ivky mohou mit stejny geometricky obraz (napiiklad ¢ (t) =
[t7 t]7 @Q(t) = [t27 t2])

Definice. Necht ¢: [a,b] — R" je kiivka. Délkou k¥ivky ¢ rozumime hodnotu
L(p) =sup{L(p, D); D je déleni intervalu [a, b]},

pficemz pro déleni D = {z;}%_, intervalu [a,b] definujeme

k
L(p, D) = Z lp(a; = @(z;))ll

pro x € R".

Vé&ta 12.1 (Cauchyova nerovnost). Nechtn € Naay,...,an,b1,...,b, € R. Potom
plati

Véta 12.2 (eukleidovsky prostor). Necht n € N. Potom dvojice (R™,| - ||) tvort
normovany linedrni prostor.

Definice. Necht n € N. Mnozinu
R*" ={x=[z1,...,2,], Vie{1,...,n}: 2, € R}

nazyvame eukleidovskym prostorem a zobrazeni || || eukleidovskou normou.



Definice. Necht a,b € R, a < b, f: [a,b] — R™ a pro kazdé i € {1,...,n} je
fi € N(a,b). Potom zna¢ime

b b b
(N)/ (@) do = [(N)/ fil)dz, ... (N)/ fu(@) dx] .
Obdobné definujeme (R) f; f(x) dz jestlize pro kazdé i € {1,...,n} je f; € R(a,b).
konec 18. pifednasky (18.04.2019)

Poznamka. Necht (X, |-||) je normovany linearni prostor. Potom pro kazda x,y €
X plati
Mzl =1yl < llz = yll-

Definice. Necht n € N a J je interval. Rekneme, 7ze zobrazeni f: J — R™ je
spojité, jestlize pro kazdé ¢ € {1,...,n} je fi: J — R spojita.

Lemma (o spojitosti eukleidovské normy). Nechtn € N, a,b € R, a < b, f: [a,b] —
R™ je spojité a || - || je eukleidovskd norma na R™. Potom pro kaZdé € > 0 existuje
0 > 0 takové, Ze pro kaZdd x,y € [a,b], |z —y| < 9, plati ||f(x) — f(y)] < e.
Specidlné, funkce x — || f(z)| je stejnomérné spojitd na [a,b].

Poznamka. Necht n € N. Potom pro kazda x,y € R™ plati

n
E TilYi
i=1

Véta 12.3 (odhad normy integralu). Nechtn € N, a,b e R, a<ba f: [a,b] — R"

je spojité. Potom plati
b b
|[ f@yae] < [ s

Véta 12.4 (délka kiivky). Nechtn € N, a,b € R, a < b a ¢: [a,b] = R"™ je kFivka.
Potom plati

< [lz[llfyll-

b
L) = [ ¢ @) da.

Priklad. Spoctéte délku kiivky ¢: [0, 27] — R?, ¢(t) = [cost,sint].

Véta 12.5 (integralni kritérium konvergence fad). Necht ng € N, f: [ng,00) = R
je mezdpornd, nerostouct a spojitd, {x,} je posloupnost redlngch éisel a pro kazdé
n € N, n > ng, plati a, = f(n). Potom Y > | a, konverguje prave tehdy, kdyz
f € N(ng, ).

Priklad. Vysetfete konvergenci fady >

oo 1
n=2 nlogn"
oo 1
n=2 nlog?n"

Priklad. Vysetfete konvergenci fady Y

konec 19. pfednasky (23.04.2019)



Véta 12.6 (integralni tvar zbytku). Necht a,x € R, a < z, [ je funkce takovd, Ze
pro kaZdé y € [a, x] existuje vlastni f™Y) (y). Potom

& p(nt1)
f@) 1w = [ e yray

Diikaz. Polozme

(n)
o) = W)+ P —y) 4+ LWy
Potom (1)
() = f - ) v y)"

T T r(n+1)
F@) = TL@) = (@)~ pla) = [ Sy = [ W) 0y ay,

n!

Jing dikaz: Budeme postupovat matematickou indukei podle n € N.
Pro n = 0 mame

x
f@) = () = fla) - 1@ = [ (o)
a
tedy pro n = 0 yvrzeni plati.
Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € N a dokazme ho pro n + 1.
Mé&jme tedy (n+2)-krat diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, z]. Pak je funkce
fOHD () (z — t)™ spojita na [a, ], a proto miZeme pomoci per partes pocitat

/ac (n 41_ 1)! f(n+2) (t)(m _ t)nJrl dt

x

B {(n i 1)!f(n+1)(t)(:c - t)"ﬂ}

a

_ /w - —il_ 1)!f(n+1)(t)(n + 1) (z —t)*(—1)dt

1 T q
=@ o) / @) (@ — )" dt
= G @ 0+ @) T )
= f(z) - ] (x).
Tim je dtukaz proveden. 0

Poznamka. Necht a,b € R,a <ba f: [a,b] = R je spojita a nezadporna. Oznacme

T ={[z,y,2] €R®; z € [a,b], Vy?>+ 2% < f(2)}.

Potom hodnota ,
V(T) = 77/ F(2)? da
intuitivné odpovida objemu télesa T'. Je-li navic f’ spojita na (a, b), potom hodnota

b
S(T) = 2r / F@VIT (@) da

intuitivné odpovida povrchu plasté télesa T.



13. METRICKE PROSTORY

Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, o), kde P je mno-
Zina, g: P x P — [0,00) je funkece spliwjict

(a) Vz,y € P: o(z,y) =0 &z =y,

(b) Va,y € P: o(x,y) = o(y, @),

(c) Va,y,z € P: o(x,2) < o(z,y) + o(y, ).
Funkce o se nazyva metrika na P.

Poznamka. Definice metrického prostoru pfipousti i moznost, ze P je prazdna
mnozina.

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor, x € P a r > 0. Potom mnoZinu
B(z,r) = {y € P;o(z,y) <r},

nazyvame otevienou kouli se stfedem = a polomérem 7.

Vé&ta 13.1 (vztah mezi normou a metrikou). Je-li (X, | - ||) normovanyg linedrni
prostor a pro x,y € X definujeme o(x,y) = ||z — yl||, potom (X, 0) je metricky
prostor.

Diikaz. Necht z,y € X. Potom zifejmé o(z,y) € [0, 00). Ovéfime podminky (a)—(c)
z definice metriky. Rovnost o(z,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||z — y|| = 0, coz
nastava pravé tehdy, kdyZz « — y = o, neboli z = y. PouZijeme-li podminku (b) z
definice normy pro specialni volbu A = —1, dostaneme

o(z,y) = llz —yll = [(=)(y — ) = [(=Dlly — ||
= |ly — zl| = o(y, ),

tedy podminka (b) z definice metriky je splnéna. Pro kazdé x,y, z € X plati diky
podmince (c¢) z definice normy

oz, 2) =llz =z = [(z —y) + (y = 2) | < [lz =yl + lly — =||
= Q(!Ih’y) + Q(yaz)‘

Overili jsme tedy 1 podminku (c) z definice metriky. Tim je ditkkaz dokon¢en. O

Definice (Pfiklady normovanych linearnich prostort).
(a) normy na R™:

n
el =3 Jail,
=1

obecnéji
n

1/p
ol = (3 lil”)
i=1
(dikaz trojuhelnikové nerovnosti se probira v prednaSce z miry a integralu). Sem
spadé i eukleidovskd norma volbou p = 2.
Dale definujme
e = ma [

Prostor (R",||-||,) se zna&i £ (n) (v piedndice nezminéno, ale ndsledujict piiklady
uvedeny pod ndzvem ‘koule vzhledem k || - ||, pro n = ...”).
Koule B(0,7) v ¢P(1) je interval (—r,r).



Koule B(0,7) v £2(2) je kruh.
Koule B(0,7) v £°(2) je &tverec (—r,7)2.
Koule B(0,7) v £}(2) je ¢tverec postaveny na gpicku.
Koule B(0,7) v £2(3) je klasickd koule.
Koule B(0,7) v £>°(3) je krychle.
Koule B(0,7) v £1(3) je pravidelny osmistén.
(b) Prostory posloupnosti. Kazdé posloupnosti = {x;} realnych ¢isel pfifadme
vyrazy

> 1/p
el = (D l=l?) 7, 1<p<oo
i=1

[0 = sup [a;].
K2

Chceme-li vytvorit normovany linearni prostor, musime vylouéit posloupnosti, je-
jichz “norma” je nekonec¢né. Tedy vysledné prostory se lisf nejen normou, ale i
jako mnoziny. Prostor /P se definuje jako mnozina vSech posloupnosti & spliiujicich
lz|l, < oo, vybavena pfislusnou normou.

(¢) Prostory funkci. Kromé supremové (¢ maximové) normy se pouZivaji inte-
gralni normy, napfiklad na mnoziné C([a, b]) je integralni LP-norma

i = ([ 1snar)”

Poznamka. Poznamenejme vyslovné, Ze vzdalenost bodi = a y v eukleidovské
metrice je

n

Z(yi —;)?

=1

ly — 2| =

Newyorska metrika je alternativni nazev pro £*°(n) metriku (pro¢ asi). £°°(n) me-
trika se nazyva maximova, £°° norma je supremova.

Definice. Dalsi ptiklady metrik jiZz nejsou odvozeny z norem.
Diskrétni metrika. Necht P je mnozina. Pro x,y € P definujeme

1 pokud x # y,

Qdiskr(x7y) = {() pokud x = y.

Potom (P, gqiskr) tvoif metricky prostor. V diskrétnim prostoru plati

Bla,r) = {z}, jestlize r <1,
o P, jestlize r > 1.

Pampeliskova metrika. Pro z,y € R? definujeme

(z.9) |z — yl| pokud z je nasobkem y,
'127 = ..
e Ul 4yl jinak

Potom (P, ppamp) tvofi metricky prostor. Jak vypadaji koule?
Metriku lze definovat i na mnoZziné vSech posloupnosti. Na prostoru
vSech posloupnosti realnych ¢isel se ned4 definovat norma tak, aby soufadnicové



projekce byly spojité (viz cviceni niZe), ale miZeme na nich definovat vzdalenost

(inteligentn&jsi nez diskrétni)

(oo}
p(@y) = 3 27 avctg(ly, — ).
i=1
Metrika z realného Zivota. Pro z,y lezici na né&jaké silnici definujeme p(z,y)
jako silni¢n{ vzdélenost.
Ndmitka. Co kdybychom brali v ivahu jednosmérky?

Cvic€eni (Doporucené). Az bude spojitost:
Neexistuje norma na RY aby x + x; byly spojité.
Py Je metrika na RY, zobrazeni (\,x) — Az, (z,y) — * +y a = — x; jsou

spojité a konvergence v Py je konvergence po soufadnicich.

Poznamka. Necht (P, g) je metricky prostor a M C P. Potom dvojice (M, o|nrxar)
opét tvofi metricky prostor. Z této tvahy plyne korektnost néasledujici definice.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom dvojici (M, o|arxar)
nazyvame metrickym podprostorem metrického prostoru (P, o). Metriku o] asx s
na prostoru M nazyvame indukovanou nebo téz zdédé€nou metrikou z prostoru
(P, 0) a znacime ji opét pouze symbolem p.

Poznamka. Metricky podprostor normovaného linearniho prostoru nemusi byt li-
nearni, tim ziskdme spoustu pfikladi metrickych prostort bez struktury normova-
ného linearniho prostoru.

Definice (dalsi prostory posloupnosti). Prostor £>° méa uZitetné podprostory ¢ =
{xet>*, JAeR: limz,;, = A}, ¢o = {x € £>°, limz; = 0}. Potom ¢y C ¢ C £ a
na v8ech uvazujeme stejnou normu a tudiz stejnou vzdalenost.
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13.1. Konvergence v metrickych prostorech.

Definice. Necht (P,p) je metricky prostor. Posloupnosti prvka P rozumime
kazdé zobrazeni n — x,,n € N, mnoziny prirozenych ¢isel N do prostoru P. Tako-
vou posloupnost obvykle zna¢ime {z,,}°2 ;, p¥ipadné jen {z,}. Prvek x,, nazgyvame
n-tym €lenem této posloupnosti. Mnozinu {x,;n € N} nazyvime mnoZinou
vSech ¢leni posloupnosti {z,}. Jestlize {n;}32, je rostouci posloupnost pfiroze-
nych ¢isel, pak posloupnost {z,, }7°; nazyvame vybranou posloupnosti z {z,},
pfipadné podposloupnosti {x,}.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, {z,} je posloupnost prvka P a = € P.
Rekneme, 7Ze {z,} konverguje k x v P, jestlize lim, o o0(x,,z) = 0. Znaime
T, > z, piipadné pouze x,, — z. Prvek z nazyvame limitou posloupnosti {z,}
v P. Konvergentni posloupnosti rozumime posloupnost, ktera ma limitu v P.

Poznamka. Je-li P =R a o(z,y) = |z — y|, =,y € R, pak vySe uvedeny pojem
konvergence posloupnosti splyva s pojmem konvergence posloupnosti realnych ¢isel.



Véta 13.2 (vlastnosti konvergence). Necht (P, o) je metricky prostor.

(a) Necht {x,} je posloupnost prvki z P a existuji ng € N a x € P takové, Ze
T, = x pro kaZdé n > ng. Potom x, — .

(b) Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

(¢) Vyrok x, — x plati prave tehdy, kdyz

Ve>03ng e NVneN:n>ny = =z, € B(x,e).

Diikaz. (a) Pro kazdé n € N, n > ny, plati g(zn,x) =0, a tedy lim,,_,o 0(zn,x) =
0, takze x,, — x.

(b) Predpokladejme, Ze existuji z, y € P takové, Ze lim, 00 Ty, =  alimy, o0 T =
y. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N a ny € N takove, Ze o(x,x,) < €
pro kazdé n € N, n > ng, a o(y,z,) < € pro kazdé n € N, n > n;. Polozme
ng = max{ng,n1}. Pro n € N, n > ns, potom plati

0< Q(J?,y) < Q(J?,.Tn) + Q(x’my) < 2e.

ProtoZe € bylo libovolné zvoleno, plyne odtud, Ze o(x,y) = 0, a tedy = = y.
(c) Snadné cviceni. O

Znaceni. Misto xz,, — x budeme nékdy psat lim, .., z, = x.

Vé&ta 13.3 (limita vybrané posloupnosti). Necht (P, o) je metricky prostor, {x,} je
posloupnost prvki z P, {x,, }72 , je vybrand posloupnost z {z,}, x € P alimz,, = x.
Potom limy_,o0 T, = 2.

Diikaz. Protoze posloupnost realnych ¢isel {o(xy,,x)} je vybrana z posloupnosti
{0(zn,x)}, plyne z véty o limité vybrané posloupnosti realnych ¢isel, ze limy_, o0 T, =
x. (]

Piiklad. Necht P je mnoZina a {z,} je posloupnost prvkii z P. Dokazte, ze {z,}
je konvergentni v (P, gqiskr) pravé tehdy, kdyz existuji no € N a € P takové, Ze
T, = ¢ pro kazdé n € N, n > ng.

ReSeni. = Necht z,, — = pro n&jaky prvek = € P. Potom lim,_,~ 0(xn,z) = 0,
a tedy existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati o(x,,z) < 1. Z
definice diskrétni metriky plyne, Ze pro kazdé takové n plati x,, = x.

<« Tato implikace plati v kazdém metrickém prostoru.

Poznamka (ekvivalence metrik v eukleidovském prostoru). Necht n € N a z,y €
R™. Potom

n

Dolwi—wl < (D 12D (@mi—y)?<Vn Z(ﬂ%‘ —vi)?
=1 i=1 1 =1

1=
n
<n max |mi — y,| < TLZ \xi - yz'
i=1,...,n i1

Tedy 01(x,y) < Vnoe(r,y) < noso(,y) < noi(z,y). Odtud vyplyva, ze

Ikgy 54 l‘kgy 4 Sckg—o)oy.

Poznamka. Necht n € N, {z}72, je posloupnost prvka z R" a y € R"™. Potom
zr 25 y pravé tehdy, kdy# pro kazdé i = 1,...,n platf limy_, oo (k)i = Yi-



13.2. Topologické pojmy v metrickych prostorech.

Definice. Necht A C P. Rekneme, 7e mnozina A je uzaviena v P, jestlize plati
nésledujici implikace:

{zn} CA, z, 5z, 2eP = zcA

Priklad. (a) Necht a,b € R, a < b. Dokazte, Ze [a, b] je uzaviena mnoZina v R.
(b) Necht a,b € R, a < b. Dokaite, Ze (a,b] neni uzaviena mnozina v R.

Reseni. (a) Necht {x,} je posloupnost prvki intervalu [a, b] spliwjici ,, — « pro
néjaké x € R. Potom H ({z,}) = {z}, a tudiZ plati « € [a, ]. Tedy [a, b] je uzaviena
mnozina.

(b) Polozme z,, = a+ 22, n € N. Pak je {a,} posloupnost prvki intervalu (a, b]
spliujici 2, — a. Protoze a ¢ (a,b],plyne odtud, Ze (a,b] neni uzaviena mnozina.

Véta 13.4 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor.

(a) Mnoziny O a P jsou uzaviené v P.

(b) Necht F je neprdzdny systém uzaviengch mnoZin v P. Potom je (\F uza-
vrend mnoZina v P.

(c) Necht m € N a Fy,...,F,, jsou uzaviené mnoZiny v P. Potom je |Ji-, F;
uzavrend mnozina v P.

Diikaz. (a) Prazdna mnozina neobsahuje Zadnou posloupnost, takZe implikace v
definici uzaviené mnoziny je splnéna. Uzavienost mnoziny P je ziejma.

(b) Predpokladejme, 7ze {x,} je posloupnost prvki (|F spliwjici 2, — = pro
néjaké € P. Necht F € F. Potom je {x,} posloupnost prvki F. Protoze F je
uzaviend, plati z € F. Protoze F' byla zvolena libovolné, plyne odtud, ze = € F.
Tedy F je uzaviend mnozina.

(c) Predpokladejme, Ze {z,} je posloupnost prvki (.-, F; splijici x,, — = pro
néjaké @ € P. Protoze sjednoceni |J] | F; je konecné, existuje index j € {1,...,m}
takovy, Ze v mnoziné Fj lezi nekone¢né mnoho prvki posloupnosti {x,}. To zna-
mené, Ze existuje podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,}, ktera je cela obsaZena
v mnoziné F;. Tedy plati limy_, o x5, = . Protoze Fj je uzaviend mnozina, plati
z € Fj, a tedy tim spiSe x € U:il F;. Odtud plyne, ze Uz";l F; je uzaviend mno-
Zina. (]

Poznamka. Pro nekonetny soubor uzavfenych mnozin tvrzeni Véty 13.4(c) ne-
plati. Pitkladem je systéem F = {[1,1 — 1], n € N} v R.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor, A C P a « € P. Rekneme, Ze z je
vnitinim bodem mnoZiny A, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(xz,r) C A.
Rekneme, e mnozina A je oteviena v P, jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem. Mnozinu vSech vnitinich bodid mnoziny A nazyvame jejim vnitfkem a
znacime Int A.

Véta 13.5 (otevienost oteviené koule). Necht (P, o) je metricky prostor, xg € P
a ro > 0. Dokazte, Ze potom je B(xo,19) oteviend mnoZina.

Diikaz. Zvolme z € B(xg, o). PoloZzme r = ro — o(xo,x). Potom r > 0. Pro kazdé
y € B(x,r) navic plati

o(zo,y) < o(xo,7) + o(x,y) < o(wo, ) +1 = 70.



Tedy y € B(xg,70). Protoze y bylo zvoleno libovolng, vyplyva odtud, ze B(x,r) C
B(xg,70). Tudiz kazdy bod mnoziny B(zg,r0) je jejim vnitinim bodem, a tedy
B(xg,70) je oteviena mnoZina. O

Véta 13.6 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky pro-
stor a F C P. Potom F je uzaviend prdvé tehdy, kdyZ P\ F je otevFend.
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Dikaz. = Necht M je oteviend mnozina, {z,} je posloupnost prvkia P\ M a
x € P je takové, ze x,, — z. Pfedpokladejme, Ze x € M. Potom diky otevienosti M
existuje r > 0 takové, 7ze B(x,r) C M. Nalezneme ng € N takové, Ze o(x,,, ) < r.
Potom z,,, € (P\M)NB(z,r), coz je spor. Tedy x ¢ M. To znamené, ze x € P\ M,
a tedy P\ M je uzaviend mnozina.

< Predpokladejme, ze M neni oteviend mnozina. Pak existuje z € M takové,
ze pro kazdé r > 0 plati B(xz,r) N (P \ M) # 0. Specialné pro kazdé n € N plati
B(z,2) N (P\ M) # 0. Tedy pro kazdé n € N lze nalézt z,, € B(z,~) N (P\ M).
Posloupnost {z,} pak lezi cela v mnoziné P\ M a z¥ejmé spliwje x,, — x. Protoze
x ¢ P\ M, plyne odtud, ze P\ M neni uzaviena. O

Vé&ta 13.7 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor.

(a) Mnoziny O a P jsou oteviené v P.

(b) Necht G je neprdzdny systém oteviengch mnoZin v P. Potom je |JG oteviend
mnozina v P.

(c) Necht m € N a Gy, ...,G,, jsou oteviené mnoZiny v P. Potom je (-, Gi
otevrend mnoZina v P.

Dikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostfedné z definice oteviené mnoziny.

(b) Pfedpokladejme, ze x € |JG. Potom existuje mnozina G € |JG takova, Ze
x € G. Protoze G je oteviena mnoZina, existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C G. Tedy
B(z,r) Cc |JG. Odtud plyne, Ze | JG je oteviena mnoZina.

(c) Necht z € N2, G;. Potom z € G; pro kazdé i € {1,...,m}. Pro kazdé
i € {1,...,m} je mnozina G; oteviena, tedy existuje r; > 0 takové, ze B(x,r;) C G;.
Polozme r = min{ri;i € {1,...,m}}. Potom zfejmé plati B(x,r) C B(x,r;) pro
kazdé i € {1,...,m}, a tedy B(z,r) C G;, takze B(z,r) C (-, G;. Mnozina
N2, G; je tudiz oteviena. O
Poznamka. Necht (P, ) je metricky prostor a M C P. Potom Int M je oteviena

mnoZina. To plyne z toho, Ze bud Int M = (), coZ je oteviend mnoZina podle
Véty 13.7(a), nebo

Int M = U{B(z,r), x€ P, r>0, B(xz,r) C M},
coz je oteviena mnozina podle V&t 13.5 a 13.7(b).

Véta 13.8 (oteviené a uzaviené mnoziny v diskrétnim prostoru). KaZdd podmno-
zZina diskrétniho prostoru je v tomto prostoru zdroven oteviend i uzaviend.

Diikaz. Necht P je mnozina a M C P. Necht {z,} je posloupnost prvkia M a x € P
je takové, Ze x, — x v (P, 0diskr)- Potom existuji ng € N ay € P takova, ze z, = y
pro kazdé n > ng. Odtud plyne, ze y € M. Z Véty 13.2(a) plyne, Ze x,, — y, a tedy
z Véty 13.2(b) vyplyva, ze x = y. Tedy = € M, takze M je uzaviena. Ze stejného



piikladu ale vyplyva, Ze také mnozina P\ M je uzaviena. Podle Véty 13.6 je tedy
mnozina M oteviené. ([

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor, M C P a x € P. Rekneme, ze x je
hraniénim bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(z,r) N M # ()
a B(x,r) N (P\ M) # 0. MnoZzinu v8ech hrani¢nich bod@ mnoziny M nazyvame
hranici mnoZiny M a zna¢ime ji H(M). Oznatme M = M U H(M). Potom
mnozinu M nazyvame uzavérem mnoziny M v P.

Vé&ta 13.9 (vlastnosti hranice). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom
plati

(a) H(M) = H(P\ M),

(b) H(P)=H(0) = 0.

Dikaz. (a) Tvrzeni ziejmé plyne piimo z definice.
(b) Necht = € P. Potom pro kazdé r > 0 plati B(xz,r) N0 =0, a tedy = ¢ H()).
To znamend, ze H () = 0. Odtud a z tvrzeni (a) potom plyne, ze H(P) =0. O

fiklady. (a) Dokazte, ze Q neni oteviena ani uzaviena v R a plati IntQ = () a

ol

(b) Dokazte, ze (0,1] neni oteviena ani uzaviena v R a plati Int(0,1] = (0,1) a
(0,1] = [0,1].

Poznamka. Mnozina [0, 1) sice neni oteviend ani uzaviend v R, je vSak zaroven
oteviend i uzavfena v metrickém prostoru [0,1) se zdédénou metrikou.

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor, A C P a « € P. Vzdalenosti bodu z
od mnoziny A nazyvame nezaporny prvek dist(z, A) = inf{o(z,y);y € A}.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, A C P a x € P. Pramérem mnoZiny
A nazyvame nezaporny prvek

. 0, je-li A =0,
diam A = o
sup{o(z,y); 7,y € A}, je-li A# 0.

Rekneme, 7e mnozina A je omezena v P, jestlize plati diam A < oc.

Poznamky. Necht (P, g) je metricky prostor, A C P a x € P.
(a) Je-li dist(x, A) > 0, potom existuje r > 0 takové, ze B(x,r) N A =
(b) Jestlize pro né&jaké r > 0 plati B(z,r7) N A = 0, potom dist(z, A) >
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Véta 13.10 (charakterisace uzavienosti). Necht (P, p) je metricky prostor a A C
P. Potom A je uzaviend prdvé tehdy, kdyz H(A) C A.

Disledek. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P. Potom A je uzaviend prdvé
tehdy, kdyz A = A.
Véta 13.11 (vlastnosti uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor, AC P aB C P.
(a) Plati ) =0, P = P.
(b) Jestlize A C B, potom A C B.
(c) Mnozina A je uzavrend. Specidlné plati A = A.



(d) Plati A = {x € Pidist(z, 4) = 0}.
(e) Plati AUB = AUB.
(f) Plati diam A = diam A.
(g) Plati

A= m{F C P; F je uzavfena mnozina, A C F'}.
13.3. Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory.
Definice. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f: P — Q a a € P. Rek-
neme, ze f je spojité v bodé a, jestlize

Ve > 030 >0 Ve € By(z,6): f(z) € B,(f(a),e).

Rekneme, Ze f je spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé prostoru P.
Poznamka. Spojitost zobrazeni f v bodé a lze téZ zapsat ve tvaru

Ve >030>0Vx € P, o(z,a) <6 :o(f(x),f(a)) <e
Véta 13.12 (Heineova véta pro metrické prostory). Necht (P, o), (Q, o) jsou me-
trické prostory a f: P — Q. Potom f je spojité prdvé tehdy, kdyZ plati implikace

oo Sz = flza) > fla),
kde {x,} je posloupnost proki P.
Véta 13.13 (charakterizace spojitosti). Necht (P, o), (Q, o) jsou metrické prostory
a f: P— Q. Potom jsou ndsledujici tvi vyroky ekvivalentni:
(i) zobrazeni f je spojité,

(ii) pro kazdou uzavrenou mnoZinu F v Q je f~(F) uzaviend mnozina v P,
(iii) pro kazdou otevienou mnozinu G v Q je f~1(G) oteviend mnozina v P.
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Priklad. Dokazte, Ze libovolné zobrazeni na diskrétnim prostoru je spojité.

Véta 13.14 (spojitosti sloZeného zobrazeni). Necht (P, p), (Q,0) a (R,7T) jsou
metrické prostory, f: P — Q je spojité a g: Q@ — R je spojité. Potom je zobrazent
go f spojité.

Definice. Necht (P, g) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q. Rekneme, ze f
je homeomorfismus, jestlize f je bijekce, f je spojité a f~! je spojité. Rekneme,
Ze prostory (P,p) a (@, 0) jsou homeomorfni, jestlize existuje homeomorfismus
fP—Q.

Priklad. Dokazte, Ze prostory R a (0, 1) jsou homeomorfni.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, A C P a a € P. Rekneme, Ze a je
hromadnym bodem A, jestlize pro kazdé r > 0 plati AN (B(a,r) \ {a}) # 0.
Mnozinu v8ech hromadnych bodt mnoZiny A nazyvame derivaci A a znacime ji
symbolem A’. f{ekneme, 7e a je isolovanym bodem mnoziny A, jestlize a €

A\ A

Priklad. Dokazte, ze kazdy bod diskrétniho prostoru je isolovany. Jinymi slovy,
pro kazdou mnoZinu A v diskrétnim prostoru plati A’ = ).

Priklad. Necht a,b,c € R, a <b<ca A= (a,b)U{c}. Dokaite, ze A’ = [a,b].



Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel definovana piedpisem
1
a,=— pron€eN
n
a A= {an;n € N}. Urcete A’
Pfiklad. Necht {a,} je posloupnost realnych &isel definované predpisem

L pron € N sudé,
an =9 " .
1 pron € N liché

a A = {an;n € N}. Urcete A’

Piiklad. Necht {a,} je prostad omezena posloupnost realnych ¢&isel a necht A =
{zn;n € N}. Dokaizte, ze A" = H({an}).

Definice. Necht (P, 0) a (Q,c) jsou metrické prostory, f: P — Q,a € Pa A C P.
Rekneme, Ze f je spojité v bodé a vzhledem k A, jestlize a € A a plati

Ve > 035 >0Vz € By(a,0) NA: f(z) € Bo(f(a),e).

Rekneme, Ze fje f je spojité na A, jestlize je spojité v kazdém bodé A vzhledem
k A.

Definice. Necht’ (P, 0), (Q,0) jsou metrické prostory, A C P,a € A, b€ Q a
f+ A— Q. Rekneme, Ze f ma v a limitu b vzhledem k A, jestlize

Ve >035>0Ve € A\{a}: o(z,a) <= o(f(x),b) <e.
Jestlize A = P, pak fikdme Zze f ma v bodé& a limitu b.
Poznamka. Limita je jednozna¢né definovana.

Znaceni. Limitu f v a vzhledem k A znac¢ime lim,_, 4 4eca f(x), pfipadné lim,_,, f(z)
(je-li A= P).

Piiklad. Necht P = Q = R, D je Dirichletova funkce a a € R. DokaZte, Ze
lim D(x)=1.

z—a,r€Q

Poznamka. Necht (P,p), (Q,0) jsou metrické prostory, A C P, f: P — Q a
a€ ANA' N D(f). Potom zobrazeni f je spojité v a vzhledem k mnoZiné A pravé
tehdy, kdyz limy 4 zeca f(x) = f(a).
Vé&ta 13.15 (limita slozeného zobrazeni). Necht (P, ), (Q,0), (R, T) jsou metrické
prostory, f: P—Q,9:Q—+ R, ACP,ac A, BCQ,be B, ce R aplati
e cristuje 0 > 0, takové, Ze f(AN (B(a,d)\{a})) C B;
o hmx—)a,mGA f(fl?) = bz
e limyp yepg(y) =c.
Necht je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek:
(P) existuje n > 0, takové, Ze pro kazdé x € B(a,n) N A, © # a, plati f(x) # b;
(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k mnoZiné B.

Potom plati
lim (go f)(z)=c.

rz—a,r€EA



14. FUNKCE VICE PROMENNYCH
14.1. Parcialni derivace a totalni diferencial.

Poznamka. Mnozina R", kde n € N, je mnozina vSech uspofddanych n-tic redlnych
Cisel, nebot jde o kartézsky souéin o n faktorech:

R"=RxRx---xR.

n-krat
Je-li x € R™, potom jeho i-tou soufadnici znac¢ime x;, a muzeme tedy psat x =
[1,...,2,]. MnoZina R"™ obsahuje nékteré vyznamné prvky. Je to pfedeviim po-
Catek, to jest prvek, jehoZ vSechny soutradnice jsou nulové. Znacime jej o. Zvolme
i €{1,...,n} a definujme prvek e’ € R™ takto:

el = [0,...,0, 1 ,0,...,0].
-fadnice
Prvky R™ miiZeme mezi sebou séitat a miZeme je nésobit redlnym cislem. Je-li

x€R™ x=[r1,...,25), y ER™, y = [y1,...,Yn], A € R, pak definujeme

TH+yY= [1'1 +y1a"'axn+yn]a
Az =[Axzy, ..., Az,

Trojice (R™,+,), kde + a - jsou vySe uvedené operace, tvoii vektorovy prostor
nad R. MnoZina B = {ei;i e{1,... ,n}} tvori bazi prostoru R”, tj. jde o linedrné
nezéavislou mnozinu a kazdy prvek x = [z1,...,2,] € R™ muZeme psét jako linearni
kombinaci vektori z mnoziny B. Zde konkrétnd mame z = Y| z;e’.

O mnoziné R™ s operacemi s¢itani a nasobeni realnym ¢&islem budeme mluvit
jako o prostoru R™ a o prvcich z R™ jako o bodech tohoto prostoru. Nékdy je ovSem
uziteéné pohlizet na dany prvek x z R™ jako na wektor, tj. orientovanou tsecku
s po¢ateénim bodem v pocatku a koncovym v bodé x.

Pouzijeme-li v dalsim textu symbol R™,R¥ R™ a podobné&, budou n,m, k vidy
prirozena disla.

Poznamka. Na R™ uvazujeme eukleidovskou normu

n
Z lzi|°, zeR",
i=1

a eukleidovskou metriku gs(z,y) = ||z — y||, =,y € R™

||37H = H[xl,...,a:n]H =

Poznamka. Na R" je definovan skalarni soucin predpisem

n
(z,y) = qu',yi, pro x € R".
i=1

Potom plati
Vo € R™: (z,z) = ||z]|°.
Navic Cauchyova nerovnost ¥iké, Ze
Vo,y € R™: [(z,y)| < [lz] - [[y]-

Poznamka. Rekneme, 7ze zobrazeni L: R” — R™ je linearni, jestlize spliiuje
(a) Yu,v € R™: L(u+v) = L(u) + L(v),
(b) Yoo € R Vu € R™: L(ou) = aL(u).



Mnozinu v8ech linedrnich zobrazeni prostoru R™ do R™ budeme znacit symbolem
L(R™ R™). Kazdé L € L(R™,R™) je reprezentovano matici A = (a”)éillﬁ om
radcich a n sloupcich ve smyslu, Ze pro kazdé x € R™ plati
air o Qip 1
L(z) = Az =
Gm1  *°  Qmn T

Poznamka. Jestlize f: R — R™, kde m,n € N, f = (f1,..., fm) a a € R™, pak
f je spojita v a pravé tehdy, kdyZ f; jsou spojité v a pro v8echna i € {1,...,m}.

konec 24. pfednasky (09.05.2019)

Poznamka. Jestlize L: R® — R je linearni zobrazeni, pak existuji jednoznacné
urfend redlnd ¢isla Ai, ..., A, takova, ze L(h) =Y " | A;h; pro kazdé h € R™.

Definice. Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak
parcialni derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako

limitu )

0 te') —

() i S 1) = 1)

ox; t—0 t
pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci
funkce f podle i-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem

of of
A x).

Definice. Necht’ f je realna funkce n proménnych, a € R™ a L: R™ — R je linearni

zobrazeni. Rekneme, Ze L je totalni diferencial funkce f v bodé a, jestlize plati
i F@ ) = (@) = L)
h—o [|h]]

Véta 14.1 (vztah totalniho diferencialu a parcidlnich derivaci). Necht L je totdlni
diferencidl funkce f v bodé a € R™. Potom existuji parcidlni derivace

=0.

of of
8731(@), sy T%(a)
a pro kazdé h € R™ plati
of of
L(h) = = (a)h1 + - -+ =——(a)hy.
()= 5@+ + 5@
Driikaz. Zobrazeni L je linearni, a proto existuji redlné ¢isla Ay, ..., A, takova, Ze

pro kazdé h € R™ plati
L(h) = L(h, ... hy) = Avhy + - + Anhy.
Zvolme i € {1,...,n}. Zobrazeni ¢: t — te' je spojité a ¢(t) # o pro t # 0. Tedy
podle véty o limité sloZzeného zobrazeni plati
— _ 1) _ _ A
o ot e(t) - fl@) - L) | flatie) -~ fla) - At
=0 el t=0 t]

Odtud

o |4 1) = f(@)

- A7 = 07
t—0 t



neboli

ox; t—0 t

Tim je dukaz dokoncen. (|

Poznamka. Z Véty 14.1 vyplyva, Ze totalni diferencial je jednozna¢né urcen (po-
kud existuje). Budeme jej znacit symbolem f’(a). Tedy f'(a): R™ — R je linearni
zobrazeni.

Poznamka. Existence vlastnich parcialnich derivaci v bodé nezarucuje spojitost
funkce v tomto bodé. Protiptikladem je funkce

1, jestlize 1 = 0 nebo x5 =0,

fwr,we) = {0 jinak.

Potom je

of _of _

ale funkce zFejmé neni spojita v bodé [0, 0].

Véta 14.2 (vztah totalniho diferencialu a spojitosti). Md-li funkce f v bodé a € R™
totdlni diferencidl, pak je v tomto bodé spojitd.

Dikaz. Diky spojitosti zobrazeni x — ||z — al| a h — f'(a)(h) mame

(f(fﬂ) — f(a) = f'(a)(x — a)

zhinaf(x) :}13}1 ||x—a|| : ||£ZZ*(1||
+ /(@) + f(a)(z — a))
=0-0+ f(a)+0= f(a).
Tedy f je spojita v a. [l

Poznamka. Z Véty 14.2 a ji predchézejici poznamky plyne, Ze funkce

1, z1=0nebozy =0
0 jinak,

f($1,3?2) :{

nemd v bodé [0, 0] totaln{ diferenciél.

Véta 14.3 (o cesticce v kosti¢ce). Necht f je redlnd funkce n proménngch, I =
(a1,P1) X -+ X (an, Bn) C R™, a,b € I. Necht v kazdém bodé I existuji parcidlni
derivace f podle vsech proménnyjch. Potom existuji body €', ..., € I takové, Ze

1) = (@) = 3 21 €0 - a0




Diikaz. Ozna¢me

0

p = (a17a27a37' .. 7an—1aan) =a,
1

p :(b17a27a37~~7an717an>7
2

p :(b17b27a3-~-7an—laan)a

pn—l = (bl,bg,bg .. .7bn717an)7

pn = <b17 b27 b3 ceey bnfla bn) =b.
Potom plati
(1) F(0) = fla) = >_(f&") = F'™)-

Proi e {l,...,n} polozme
gl(x) = f(bl7 ) 7bi—17:ca Qi1 0 ey an)a S (aia ﬂz)
Funkce g; ma v (o, 8;) vlastni derivaci rovnou

0
(2) g,IL({L') = 63{ (bl,...,bi,hx,biﬂ,...,an).

Pokud a; # b;, existuje podle Lagrangeovy véty bod z; v intervalu s krajnimi body
a; a b; takovy, ze

(3) FO) = F0'Y) = gi(bi) — giai) = gi(z) - (bi — i)

V ptipadg, Ze a; = b;, volme z; = a;. Pak (3) plati i v tomto piipads. Polozme

€ = (biybay .o bii1, 2, Gty ey 0n), i=1,,m.
Potom podle (2) a (3) plati f(p') — f(p'~1) = ngi (€9)(b; — a;). Odtud a z (1)
dostavame dokazovany vztah. (|

Vé&ta 14.4 (postacujici podminka pro existenci totalntho diferencialu). Necht f je
redlnd funkce n proménngch, a € R"™ a a‘%, e ;Tf jsou spojité funkce v bodé a.

Potom md f v bodé€ a totdlni diferencidl.

Diikaz. Ukazeme, Ze linearni zobrazeni L: R™ — R definované predpisem

"9
Lh)=>" 835 (a)hs, h=(h1,...,hy) €R",
i=1 "

Je totalnim diferencidlem funkce f v bodé a.
Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0, takové, ze

af af

Vi e {l,...,n} Yz € B(a,d): axl(a:) - 8xi(a) < e.
Polozme § = jﬁ a oznacme

I=(a1—d,a1+9) % x(ay —90,a,+9).



Potom plati B(a,8) € I C B(a,d). Necht z € B(a, ) je libovolné. Pak podle véty

o cesti¢ce v kosticce existuji body &1, ...,£" € I takové, ze
£@) ~ @) = 32 2L (€ @i~ a0
=1 v
Pak mame
_IN 9/ |
1) = 1@) = Lo = 0l = |1 7€) Z (@)@ — )

i(gi@) §f< ) (- a)

0 0
SR |:cz—a1\<sZ\mz—az

<en|x—al.

Tedy pro = € B(a,0) \ {a} mame
[f(z) = fa) = L(z — a)|

[ = af

ne,

¢imz je dukaz proveden. (|
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Definice. Necht f: R" — R, a € R" a v € R". Pak derivaci funkce f v a podle
v rozumime (vlastni) limitu

Poznamka. Plati aa—;:(a) = D.,(a), pokud ma alespoi jedna strana smysl. Déle
plati D, f(a) =

Definice. Necht f: R™ — R, a € R"™ a pro kazdé i € {1,...,n} existuje %(a).
Pak definujeme gradient f v a predpisem

vi@= (3@ @ @) e

Véta 14.5 (geometricky vyznam gradientu). Nech? f: R" - R, a € R™ a v € R™.
Necht existuje f'(a). Potom plati

(a) Dy f(a) = f'(a)(v) = (Vf(a),v),

(b) max{Dy, f(a); [[v]| =1} = [[Vf(a)]|.

Poznamka. Pokud plati Vf(a) # o, potom se maxima v tvrzeni (b) Véty 14.5

nabyva préve pro v = GHY

Definice. Necht m,n € N, f: R" — R™, a € R" a L: R® — R™ je linedrni.
Rekneme, ze L je derivaci f v a, jestlize
L Ifath) — ()~ L)

=0.
h—o [|h]]




Véta 14.6 (representace derivace). Necht m,n € N, f: R" - R™ a € R"™. Necht
f md v a derivaci L. Potom je L representovdno matict

9 o

g (@) %51 (a)
o2 (@) 512 (@)
Ohn ohu
o (a) 3 (a)

Poznamka. Z Véty 14.6 vyplyva, ze derivace zobrazeni f v bodé a je uréena
jednoznaéné (pokud existuje). Znacime ji f'(a).

Definice. Matice representujici f/(a) se nazyva Jacobiho matice. Jestlize m = n,
potom determinant Jacobiho matice nazgvame jakobian a znacime jej Jy(a) nebo

O(f1,--5fn)
B(xi,“.,xn) (a)

Poznamka. f’(a) existuje pravé tehdy, kdyZ existuji totalni diferencialy f1(a), ..., f.(a).
Véta 14.7 (vztah derivace a spojitosti). Necht m,n € N, f: R® - R™, ¢ € R" a
f'(a) existuje. Potom [ je spojité v a.

Véta 14.8 (postacujici podminka pro existenci derivace). Nechtm,n € N, f: R" —

R™, a€R" agl i=1,.

,n, i =1,...,m, jsou spojité v a. Potom f'(a) existuje.

Véta 14.9 (spojitost linedrniho zobrazeni). Necht L: R™ — R™ je linedrni. Pak
ezistuje C € R takové, Ze ||L(z)|| < C||z|| pro kazdé v € R™.

konec 26. prednasky (21.05.2019)
Definice. Necht n,m € N a L € L(R™,R™). Potom normou L rozumime ¢islo

[|L]| :sup{|L(x)||; reR" x# 0}.

|||

Poznamka. Necht n,m € N. Potom (L(R™,R™),|| - ||) je normovany linearni pro-
stor.

Lemma. Necht m,n € N, f: R* - R™ a € R" a f'(a) existuje. Potom existuji
C eR ad >0, takovd, Ze pro kazdé h € B(o,0) plati ||f(a + k) — f(a)|| < C||R]|.

Véta 14.10 (derivace sloZeného zobrazeni). Nech! m,n,s € N, f: R® — R™,
g:R™ - R% a €R"”, b= f(a) a existuji f'(a) a g'(b). Potom existuje (go f) (a)
a plati (g o f)'(a) = g'(b) o f'(a).

Poznamka. Derivace (go f)'(a) je representovana soucinem matic, které represen-
tuji ¢'(f(a)) a f'(a).

Poznamka. Necht m,n € N, a € R" a L: R" — R™ je linearni. Potom plati
L'(a) = L.

Véta 14.11 (fetizkové pravidlo). Necht m,n € N, f: R* — R™, g: R™ — R,
aeR" b= f(a), e:m'stujz’ f’(a) a g'(b) a h=go f. Potom existuje h'(a) a plati

8fj .
(a) rot €41,...,n}.
E ayj p { }




Priklad. Na hromadu pisku tvaru kuzele je plynule prisypavan dalsi pisek. Vyska
h roste rychlosti

dh

i 3 [cm / sec]
a polomér podstavy r roste rychlosti

d

d—:; =2 [cm / sec].

Spoctéte rychlost, s jakou nartstd objem hromady v okamziku, kdy » = 5 cm a
h =15 cm.

Véta 14.12 (o pfirastku funkce). Nechtn € N, G C R” je oteviend, f: R — R,
pro kazdé x € G existuje f'(x), a,b € G a usecka J spojujici body a, b je obsaZena
vG, tj. J={(1—t)a+th t €[0,1]} C G. Potom existuje & € J takové, Ze

f) = fa) = f(€)(b - a).

Definice. Necht (P, 9) a (@, o) jsou metrické prostory a f: P — Q. Rekneme, ze
f je lipschitzovské, jestlize

K > 0Vz,y € P:o(f(2), f(y)) < Ko(z,y).

Definice. Rekneme, 7e mnozina G C R™ je konvexni, jestlize pro kazdé jeji dva
body plati, ze usecka, ktera je spojuje, je obsaZena v G.

Véta 14.13 (vztah omezené derivace a lipschitzovskosti). Necht G C R™ je ote-
vrend konvexni mnoZina v R™, f: G — R™ md derivaci v kaZdém bodé G a
sup {|[f'(z)l; z € G} < K
pro néjaké K > 0. Pak f je lipschitzovskd s konstantou K, tedy
Va,be G: |f(b) — f(a)|| < KI[|b—all.

konec 27. pfednasky (23.05.2019)



