MATEMATICKA ANALYZA 2, NMMA102, LETNI SEMESTR 2018-2019
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

Popris PREDMETU

Jde o druhou ¢ast ¢tyfsemestralniho zakladniho kursu matematické analyzy. Vénuje se pokro-
Cilej$im partiim diferencialniho poétu, zékladim integralniho poctu a zakladim teorie metrickych
prostorti. Kurs se sklada z prednések, cviceni a proseminéie a je hodnocen zapoctem a zkouskou.

Predndska se kona pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studentd najednou, pfi¢emz predna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni piiklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jina forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepiedpoklada. Z latky prednaSené na prednésce je potieba slozit zkousku.

Cwicent se kona pro mensi mnoZstvi (15-25) studentii najednou, typicky pro jeden krouZek. Na
cvicenich se poéitaji priklady uréené k procviceni dané tématiky. S aktivni ucasti studenttt (nékdy
i u tabule) se po¢ita. Napli a formu cvieni urcuje cviéici. Z pocetnich technik provadénych na
cvicenich je potfeba slozit zapocet.

Prosemindi je urcen pro malé mnoZstvi (typicky 15-25) studentii, ktefi maji zajem o ziskani
hlubsich teoretickych poznatki z matematické analyzy nad rdmec povinné latky. Na proseminéfi
Casto referuji probiranou latku studenti. Proseminar je hodnocen zapoc¢tem. Zapocet byva typicky
udélovan za inteligentni referat.

ZAPOCET

Postac¢ujici podminkou pro udéleni zapoctu je 50% tcast na cvicenich a dvé splnéné zapodtové
pisemky:.

Béhem zimniho semestru budou usporadany celkem tii zdpoctové pisemky, z toho dvé v pra-
béhu cviceni a jedna opravna. Kazda zapoctova pisemka bude obsahovat t¥i priklady z oblasti
matematické analyzy odpovidajicich naplni druhého semestru. Cas k vypracovani kazdé zapoctové
pisemky je 30 minut. Povoleny jsou pouze psaci potieby. Pisemka je hodnocena jako spinénd, po-
kud student spravné vyresi alesponi dva ze tii priklada. V pripadé nesplnéni zadpoctovych pisemek
je mozné ziskat zapocet za doméci vypracovani sedmi nebo patnacti piikladi (podle toho, zda
studentovi chybi jedna nebo dvé splnéné pisemky). Tato moznost je chapana jako zcela vyjimedné
opravné opatieni a tyka se pouze studenti, ktefi vycerpaji v8echny tii moznosti napsani pisemky.
Je nutna individualni domluva s cvi¢icim.

ZKOUSKA

Pisemnéa c¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky bylo vypséno pravé pét termini, a to
ve stfedu 05.06. 2019 v 08:00 v poslucharné K1,
v pondéli 10.06. 2019 v 08:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 19.06.2019 v 08:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 26.06.2019 v 08:00 v poslucharné K1,
ve stfedu 11.09.2019 v 08:00 v poslucharné K1.
Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky.
K pisemné ¢asti zkousky se mohou elektronicky prostiednictvim systému SIS pfihlasit studenti,
kteri ziskali zapocet.

Date: 1. ¢ervna 2019.



V poslucharnéch, v nichz se pisemné ¢ast zkousky bude konat, bude v dobé konani pisemné ¢ésti
zkousky vyvésen zasedaci poradek. Prosime studenty, aby se dostavili v¢as a zaujali sva mista podle
zasedaciho poradku. Pied zacatkem pisemné ¢asti zkousky bude provedena kontrola totoznosti
studentt. Kazdy student se musi prokdzat néjakym platnym dokladem s fotografii (index, OP,
RP, pas a podobné).

Pisemna ¢ast zkousky bude sloZzena z péti piikladi. Pijde o nasledujici priklady:

e uloha na Tayloriv polynom (10 bodti),

e urcen{ stfedu a poloméru mocninné fady a nalezeni bodii, v nichz fada konverguje ¢i
absolutné konverguje (10 bodu),

e vypocet primitivni funkce (10 bodu),

e vySetfeni konvergence urcitého integralu (10 bodu),

e tuloha na funkce vice proménnych (10 boda).

Jestlize student ziska z pisemné ¢asti zkousky 28 nebo vice bodi, postoupi k tustni ¢asti zkousky.
Jestlize ziskd 27 nebo méné bodt, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. Povoleny budou pouze bézné psaci potieby.

Bezprostiedné po skonceni pisemné ¢asti bude na tabuli v poslucharné K1 predvedeno vzorové
feseni. Utast na piedvedeni vzorového fedeni je povolena i studenttim, ktefi ten den pisemnou
zkousku neskladali.

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné ¢asti zkousky. Studenttim, ktefi
aspésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude elektronickou poStou zaslan ¢as tstni ¢asti zkousky
(bude pouZita oficialni elektronicka adresa, ktera je uvedena v systému SIS). Tento ¢as bude pro
vSechny studenty zévazny. Studentim, jejichz pisemna ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou
neprospél(a), bude do systému SIS zapsana znamka 4. Tito studenti budou mit moZnost se s
hodnocenim své pisemné prace seznamit, pokud o to projevi zajem.

Ustni ¢ast. Ustni ¢ast zkousky se bude konat

e ve ¢tvrtek 06.06.2019 v 08:00 v poslucharné K2,
v tutery 11.06.2019 v 08:00 v poslucharné K2,

ve ¢tvrtek 20.06. 2019 v 08:00 v poslucharné K2,
ve ¢tvrtek 27.06.2019 v 08:00 v poslucharné K2,
ve ¢tvrtek 12.09.2019 v 08:00 v poslucharné K2.

Ustni &ast zkousky bude obsahovat sedm otézek uspofadanych a piiblizné hodnocenych podle
nasledujiciho klice:

e definice klicového pojmu (0 bodit),
e formulace dvou vét a jedné definice (54545 bodu),
o formulace a dikaz tif vét (celkem 35 bodi).

K uspésnému sloZeni ustni ¢asti je tfeba napsat spravné definici klicového pojmu a ziskat mini-
malné 30 bodi. Uvedené body jsou pouze orienta¢ni a slouz{ jako pomiicka pro zkousejiciho, nelze
na jejich zakladé vznaset zadné namitky proti vysledku zkousky.

Po celou dobu ustni zkousky plati, ze student musi bezpecné ovladat veskeré kli¢ové pojmy,
nejen ten, ktery si vylosuje. Prokaze-li se kdykoli béhem zkousky, Ze student bezpecéné neovlada
kterykoli z kli¢ovych pojmu, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Bude-li zkouska po tustni ¢asti hodnocena znamkou neprospél(a), je student povinen znovu slozit
obé &asti zkousky (pisemnou i ustni).

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni zndmkou vyborné je tfeba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech v&t a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na vice ¢i méné jednoduchych teoretickych ptikladech. Orientacné znamka
“vyborné” odpovidéa pfiblizné bodovému rozmezi 82-100.

K celkovému hodnoceni znamkou velmi dobfe je tieba, aby student ovladal vSechny kli¢ové
pojmy, déle aby s porozuménim ovladdal definice a véty, znal dikazy lehéich vét a byl schopen
aplikovat dosazené védomosti na jednoduchych teoretickych prikladech. MiZe mit mensi mezery



v obtizngjsich partiich. Orienta¢né znamka “velmi dobie” odpovida piiblizné bodovému rozmezi
70-81.

K celkovému hodnoceni znAmkou dobfte je tieba, aby student ovladal vSechny klicové pojmy,
déle aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy leh¢ich vét. Orientacné
znamka “dobte” odpovida priblizné bodovému rozmezi 58—69.

Hodnoceni znamkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestliZe se béhem zkousky prokaZe, Ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovlada véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orienta¢né hodnoceni “neprospél(a)” odpovida piiblizné bodovému rozmezi
0-57.

VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY

Priiklad 1. Urcete koeficienty a,b € R tak, aby limita

. _ . b 3
lim sin(ax) — arcsin(bz) +
x—0 ;175
existovala vlastni. Pro tyto hodnoty a, b limitu vypoditejte. (10 bodt)

Priklad 2. Naleznéte stfed a polomér konvergence mocninné fady

o0
3"+ (=2)"
L(m +1)",
n=1
Urcete, pro ktera z € R fada konverguje a pro kterda = € R fada konverguje absolutné. (10

bodu)

Priiklad 3. Spoctéte primitivni funkci
/ sinz 4 cosx
————dx
1+sinz

Priklad 4. VySetfete konvergenci Newtonova integralu

x4+ 2sin(z — 1)
. 10 bodu
[) s Vax+1 ( )

Piiklad 5. Necht F : R? — R? je zobrazeni definované piedpisem

na intervalu (—%, 2I). (10 bodt)

F(x,y,z) = (Jzy| + sinzy, arctg(z + y + 22)).

(a) Dokazte, Ze v bodé (1,1, —1) existuje derivace funkce F' a spoctéte jeji representujici matici.
(b) Spoctéte 8821 (0,0,0), pokud existuje. (10 bodi)

VZOR ZADANI USTNI CASTI ZKOUSKY

Sada ¢éislo 7

Otazka 1. Napiste definici klicového pojmu: Taylortiv polynom.

Otazka 2. Napiste definici pojmu: stejnomérné spojita funkce.

Otazka 3. Napiste znéni véty: prvni véta o stfedni hodnoté (Véta 11.10).

Otazka 4. Napiste znéni véty: o poloméru konvergence mocninné rady (Véta 7.1).
Otazka 5. Zformulujte a dokaZte vétu: vlastnosti uzavéru (Véta 13.11).

Otazka 6. Zformulujte a dokazte vétu: aproximace Riemannova integralu (Véta 9.4).

Otazka 7. Zformulujte a dokazte vétu: postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu
(Véta 14.4).



SEZNAMY POZADOVANYCH VET, DEFINIC A KLICOVYCH POJMU

Seznam kli¢ovych pojmai.
e Tayloriv polynom, Taylorova rada
mocninna fada, stfed a polomér konvergence
primitivni funkce
Riemanniiv integral
stejnomérné spojita funkce
Newtoniv integral
konvergentni a divergentni Newtonuv integral
metricky prostor, metrika
normovany linedrni prostor, norma
oteviend a uzaviend mnozina, vnitiek a uzavér mnoziny
konvergence a limita posloupnosti v metrickém prostoru
derivace podle vektoru, parcialni derivace, gradient, totalni diferencial, derivace zobrazeni
z R™ do R™
e norma linedrniho zobrazeni L: R® — R™

Seznam poZadovanych definic.

e symbol o
déleni intervalu, zjemnéni déleni
horni a dolni soucty, horni a dolni Riemanniv integral
metriky v R™, metriky v C|a, b], diskrétni metrika
oteviend koule v metrickém prostoru, vnit¥ni bod, vnitfek
hrani¢ni bod, hranice mnoziny
vzdalenost bodu od mnoziny, primér mnoziny
hromadny bod, derivace mnoziny, izolovany bod
konvexni mnozina
lipschitzovské zobrazeni

Seznam pozadovanych v&t (neni-li vyslovné stanoveno jinak, jsou pozadovany uplné
dikazy).

Tayloriv polynom.
e Peaniiv tvar zbytku (Véta 6.1)
lemma o pilis dobré aproximaci polynomu
jednoznacnost Taylorova polynomu (Véta 6.2)
obecny tvar zbytku (Véta 6.3)
Lagrangetv tvar zbytku (Véta 6.4)
Cauchyiv tvar zbytku (Véta 6.5)
aritmetika malého o (Véta 6.6 - bez dikazu)
malé o slozené funkce (Véta 6.7 - bez dikazu)
Taylorovy fady elementarnich funkci (Véta 6.8 - bez diikazu)

Mocninné Fady.
e 0 poloméru konvergence mocninné fady (Véta 7.1)
derivace mocninné fady (Véta 7.2)

[
e vztah mocninné fady a Taylorova polynomu (Véta 7.3)
e Abelova véta (Véta 7.4)

Primitiond funkce.

e jednoznac¢nosti primitivni funkce az na konstantu (Véta 8.1)
vztah spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 8.2)
Darbouxova vlastnost derivace (Véta 8.3)

linearita primitivni funkce (Véta 8.4)

prvui véta o substituci (Véta 8.5)



druhé véta o substituci (Véta 8.6)
integrace per partes (Véta 8.7)
véta o lepeni (Véta 8.9)

Riemanniv integrdl.
e vlastnosti déleni (Véta 9.1)

mantinely Riemannova integralu (Véta 9.2)

aproximace horntho a dolniho Riemannova integralu (Véta 9.3 - bez dikazu)
aproximace Riemannova integralu (Véta 9.4)

kritérium existence Riemannova integralu (Véta 9.5)

vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti (Véta 9.6)

vztah spojitosti a riemannovské integrovatelnosti (Véta 9.7)

vztah monotonie a riemannovské integrovatelnosti (Véta 9.8)
vlastnosti Riemannova integralu (Véta 9.9)

derivace funkce horni meze Riemannova integralu (Véta 9.10)

vypolet Riemannova integralu spojité funkce (Véta 9.11)
charakterizace riemannovské integrovatelnosti (Véta 9.12 - bez dikazu)

Newtoniiv integrdl.

vztah spojitosti a konvergence Newtonova integralu (Véta 10.1)
vlastnosti Newtonova integralu (Véta 10.2)

per partes pro Newtonuv integral (Véta 10.3)

substituce pro Newtontiv integral (Véta 10.4)

vztah Riemannova a Newtonova integralu (Véta 10.5)

Konvergence Newtonova integrdlu.

Bolzanova—Cauchyova podminka pro funkce (Véta 11.1)

postacujici podminka pro konvergenci Newtonova integralu (Véta 11.2)

srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu (Véta 11.3)

limitn{ srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu - bez diikazu (Véta 11.6)
Newtontv integral sou¢inu funkei (Véta 11.7 - bez dikazu)

Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu (Véta 11.8)

o nulové funkei (Véta 11.9)

prvui véta o stfedni hodnoté (Véta 11.10)

druha véta o stfedni hodnoté (Véta 11.11)

Aplikace urcitého integrdlu.

Cauchyova nerovnost (Véta 12.1)

eukleidovsky prostor (Véta 12.2)

odhad normy integralu (Véta 12.3)

délka kiivky (Véta 12.4)

integralni kritérium konvergence fad (Véta 12.5)
integralni tvar zbytku (Véta 12.6)

Metrické prostory.

vztah mezi normou a metrikou (Véta 13.1)

vlastnosti konvergence v metrickém prostoru (Véta 13.2)

limita vybrané posloupnosti (Véta 13.3)

vlastnosti uzavienych mnozin (Véta 13.4)

otevienost oteviené koule (Véta 13.5)

vztah otevienych a uzavienych mnozin (Véta 13.6)

vlastnosti otevienych mnozin (Véta 13.7)

oteviené a uzaviené mnoziny v diskrétnim prostoru (Véta 13.8)
vlastnosti hranice (Véta 13.9)

charakterisace uzavienosti (Véta 13.10)



vlastnosti uzavéru (Véta 13.11)

Heineova véta pro metrické prostory (Véta 13.12)

charakterizace spojitosti (Véta 13.13)

spojitost slozeného zobrazeni(Véta 13.14)

limita sloZeného zobrazeni - bez dikazu (Véta 13.15 - bez dikazu)

vice promeénnych.

vztah totélniho diferencalu a parcialnich derivaci (Véta 14.1)

vztah totalniho diferencialu a spojitosti (Véta 14.2)

o cesticce v kosticce (Véta 14.3)

postacdujici podminka pro existenci totalniho diferencialu (Véta 14.4)
geometricky vyznam gradientu (Véta 14.5)

representace derivace matici (Véta 14.6)

vztah derivace a spojitosti vektorové funkce vice proménnych (Véta 14.7)
postacujici podminka pro existenci derivace vektorové funkce vice proménnych (Véta 14.8)
spojitost linedrniho zobrazeni (Véta 14.9)

derivace slozeného zobrazeni (Véta 14.10)

Fetizkové pravidlo (Véta 14.11)

o piirtstku funkce (Véta 14.12)



